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Введение

Актуальность темы исследования

В основе классических теорий ценообразования опционов, в том числе теории

Блэка — Шоулза — Мертона [27,28,58], лежит гипотеза совершенного рынка,

означающая, в частности, что участники рынка используют только сложив-

шиеся на рынке цены и не могут своими операциями оказать влияние на них.

Это не соответствует рыночной практике, тем не менее построенные в рам-

ках таких теорий модели ценообразования опционов, в основе которых лежит

параболическое уравнение с младшими членами и с обратным направлением

времени, широко используются. Они дают полезные результаты во многих

случаях, например, когда базовый актив ликвиден и номинал опциона не

слишком большой для рынка. Однако в случае неликвидного рынка или в

случае необходимости операций с опционами больших номиналов уже нельзя

исключать из рассмотрения влияние операций на рынок.

Географическое, качественное и количественное расширение рынка про-

изводных ценных бумаг и развитие современных вычислительных техноло-

гий привели к росту интереса исследователей к более сложным, нелинейным

моделям ценообразования опционов, которые получены в предположении от-

каза от тех или иных составляющих гипотезы совершенного рынка. Одной

из таких моделей является исследуемая в данной работе модель Геана —

Пу [47, 48], которая учитывает влияние сделок на цену опциона и затраты

на хеджирование.

Еще одним направлением в исследовании ценообразования опционов

является использование дробного интегро-дифференциального исчисления.

Как показывает практика, реальному финансовому рынку присущи нели-

нейность и эффекты памяти, которые могут быть более точно реализова-

ны при моделировании с помощью дробных производных и интегралов. Из-

за наличия у реальных процессов долговременной памяти и «тяжелых хво-
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стов» у соответствующих распределений, традиционные методы могут не в

полной мере отражать реальную ситуацию. Нелокальные свойства дробных

производных и наличие фрактальных характеристик в структуре процессов

на финансовых рынках проложили путь к внедрению и быстрому развитию

дробного исчисления в финансах (см. обзорную статью [69]). Это позволяет

лучше моделировать экстремальные события и сложные рыночные явления,

а, например, дробные уравнения типа Блэка — Шоулза могут более точно

отображать колебания цен на реальных финансовых рынках, обеспечивая

надежную основу для моделирования ценообразования производных финан-

совых инструментов и управления рисками.

Одним из важнейших инструментов аналитического исследования нели-

нейных дифференциальных уравнений является групповой анализ. В послед-

ние несколько лет развивается теория симметрий для дробных дифференци-

альных уравнений. В данной работе проведено исследование симметрийных

свойств моделей Геана — Пу как целого, так и дробного порядков.

В силу всех этих причин исследование нелинейных моделей ценообразо-

вания опционов, включая дробные нелинейные модели, в том числе изучение

их групповой структуры, весьма актуально.

Степень разработанности темы исследования

Одной из первых работ по ценообразованию опционов является диссерта-

ция L. Bachelier [23]. На основе предложенной в ней модели вычислены цены

опционов на акции базового актива и проведено их сравнение с текущими

ценами. В модели цена базового актива (акции) S = {St}t⩽T подчиняется

закону линейного броуновского движения с дрейфом:

St = S0 + µt+ σWt, t ⩽ T,

где µ— снос, σ — среднеквадратичное отклонение цен акции, аW = {Wt}t⩽T —

винеровский процесс, заданный на некотором вероятностном пространстве
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(Ω, F, P ), такой, что W0 = 0, EWt = 0 и EW 2
t = t.

G. P. Samuelson [62] использовал для описания динамики цены акций

геометрическое (или экономическое) броуновское движение, которое затем

легло в основу модели Блэка — Шоулза — Мертона [27,28,58]. Эта модель не

учитывает цену исполнения, воздействие сделок участников рынка на теку-

щие цены, поэтому исследователи стали активно разрабатывать изменения

модели, которые могут учесть эти факторы.

Одна из первых моделей, которая берет во внимание сделки (транзак-

ции) при определении цены опциона, предложена в работе H. E. Leland [53].

Модель G. Barles и H.M. Soner [26] учитывает цену исполнения и фактор

неприятия риска хеджерами. Модифицированная волатильность принимает

вид σ2BS = σ2
(
1 + Y

(
er(T−t)a2S2CSS

))
, где a = µ

√
γN — параметр, учиты-

вающий транзакционные издержки µ, количество опционов для продажи N

и фактор неприятия риска γ, а Y — функция корректировки волатильно-

сти [26, Теорема 3.1]. При этом Y удовлетворяет дифференциальному урав-

нению:
d

df
[Y (f)] =

Y (f) + 1

2
√
fY (f)− f

, ∀f ̸= 0, Y (0) = 0.

Подход «кривой предложения» принимает во внимание воздействие

на цены торгуемого актива операций большого объема или недостаточной

ликвидности, см. работы P. Bank и D. Baum [25] , U. Çetin, R. Jarrow и

P. Protter [33, §4] (модель имеет вид нелинейного параболического уранве-

ния с обратным временем wt+
1
2σ

2x2wxx(1 + 2ρxwxx) = 0, где t — время, x —

цена акции, w — цена опциона, σ — волатильность акции, ρ — транзакцион-

ные издержки), U. Çetin и L. C. Rogers [34, §6].

Влияние дельта-хеджирования (динамического хеджирования) на ди-

намику базового актива и на цену опциона моделируется в работах J. Cvitanić

и I. Karatzas [36], S. Grossman [46], E. Platen и M. Schweizer [60].

R. Sircar и G. Papanicolaou [65] для получения уравнения цены опциона
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использовали процесс совокупного дохода «реферальных» трейдеров. Авто-

рами получено семейство нелинейных параболических уравнений с обартным

временем, в случае отсутствия «программных» трейдеров (ρ→ 0) сводящее-

ся к классическому уравнению Блэка — Шоулса:

∂C

∂t
+
1

2

[
V (1− ρ∂C∂x )U

′(V (1− ρ∂C∂x ))

V (1− ρ∂C∂x )U
′(V (1− ρ∂C∂x ))− ρx∂

2C
∂x2

]2
σ2x2

∂2C

∂x2
+ r

(
x
∂C

∂x
− C

)
= 0.

Здесь V (·) = U−1(·), а U(·) — функция относительного спроса «рефераль-

ных» трейдеров. R. Sircar и G. Papanicolaou ограничились рассмотрением

линейной функции U(z) = βz, β > 0, в этом случае уравнение имеет вид

∂C

∂t
+

1

2

[
1− ρ∂C∂x

1− ρ∂C∂x − ρx∂
2C
∂x2

]2
σ2x2

∂2C

∂x2
+ r

(
x
∂C

∂x
− C

)
= 0,

и провели численное исследование поведения модели в моменты, близкие к

экспирации опционов.

P. Schönbucher и P. Wilmott [64] построили общую модель стоимости

опциона P (S, t) на неликвидном рынке, учитывающую эффекты обратной

связи между процессом цены базового актива и торговой стратегией крупного

трейдера f(S, t):

Pt +
1

2

(
∂χ(S,W,t)

∂W
∂χ(S,W,t)

∂S + ∂f(S,t)
∂S

)2

PSS + r (SPS − P ) = 0,

где χ(S,W, t) — избыточный спрос, W — броуновское движение, а S — це-

на базового актива. Согласованные с моделью Блэка — Шоулса (т. е. когда

отсутствует крупный трейдер и цены подчиняются логнормальному случай-

ному блужданию) снос и волатильность получены авторами в виде

σ(S, t) =
lσ̃S ′

l − ∂f(S,t)
∂S

,

µ(S, t) =
1

l − ∂f(S,t)
∂S

[
lµ̃S ′ +

∂f(S, t)

∂t
+

l2σ̃2S ′2

2
(
l − ∂f(S,t)

∂S

) ∂2f(S, t)
∂S2

]
,
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где l — параметр ликвидности рынка, µ̃ и σ̃ — снос и волатильность из модели

Блэка — Шоулса соответственно.

С помощью так называемой теории оптимального исполнения обяза-

тельств строятся модели, учитывающие транзакционные издержки, в работах

L. C. Rogers и L. S. Singh [61], R. Almgren и N. Chriss [21].

В конце XX века было обнаружено, что финансовые рынки демонстри-

руют фрактальные характеристики [56, 59] и наличие долговременной памя-

ти [38,55]. Нелокальные свойства дробных производных позволяют содержа-

щим их моделям описывать различные распределения цен на активы, в том

числе, с «острыми пиками» или «тяжелыми хвостами», это дает возможность

моделировать как крупные скачки за небольшие промежутки времени, так и

долгосрочные зависимости на рынках. В предположении, что динамика цен

на акции обусловлена процессами скачкообразной диффузии или процессами

Леви, установленная динамика цен на производные финансовые инструменты

удовлетворяет уравнению типа Блэка — Шоулза с дробными производными.

Например, дробные производные по «пространственной» переменной (т. е. по

цене базового актива) в таком уравнении получаются после замены в соответ-

ствующей модели стандартного броуновского движения дробным броунов-

ским движением или специальными процессами Леви [32]. Дробные произ-

водные по времени получаются при рассмотрении изменения цены опциона с

течением времени как фрактальной системы передачи [35]. Можно выделить

дробные пространственные [32,49], дробные пространственно-временные мо-

дели (однопараметрические [50], когда параметры дробной динамики по вре-

мени и по цене актива связаны, и двупараметрические [54]) и дробные по

времени [35,67] модели типа Блэка — Шоулза.

Перечисленные модели изучались многими авторами, осуществлялся

поиск их решений как численно, так и аналитически, различными метода-

ми, см., например, [39,52,63,68], а также обзор [69]. Исследование уравнения

Блэка — Шоулза методами группового анализа [14, 15] проведено Н. Х. Иб-
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рагимовым и Р. К. Газизовым [43].

Групповой (или симметрийный) анализ дифференциальных уравнений

является одной из немногих теорий, которые предоставляют методы для на-

хождения точных решений нелинейных дифференциальных уравнений и си-

стем уравнений. С середины XX века получено большое число результатов по

групповой структуре, точным решениям, законам сохранения многих урав-

нений и систем уравнений, моделирующих динамику различных физических

процессов, в том числе в газовой динамике, гидродинамике, теории эластич-

ности и т.д., см. работы [1–3, 7, 12, 14–16, 18–20, 22] и библиографии там. От-

метим работы по разработке и применению методов группового анализа для

интегро-дифференциальных уравнений [45], учитывая, что дробные произ-

водные являются интегро-дифференциальными операторами, и других урав-

нений с нелокальными операторами [57].

В последнее десятилетие исследуются групповые свойства различных

нелинейных моделей типа Блэка — Шоулза, вычисляются их инвариант-

ные решения и подмодели в работах L. A. Bordag [29–31], В. Е. Федорова

и М. М. Дышаева [8–11,40–42].

Для исследования уравнений с дробными производными Римана — Ли-

увилля в работах Р. К. Газизова, А. А. Касаткина и С. Ю. Лукащука [4–6,

13, 43, 44] получены соответствующие формулы продолжения для коэффи-

циентов продолженного допускаемого оператора. В работе Z.-Y. Zhang и J.

Zheng [70] получена структура симметрий для эволюционных дифференци-

альных уравнений, разрешенных относительно дробной производной Рима-

на — Лиувилля по времени порядка α ∈ (0, 1). А именно, в теореме 2.7 до-

казано, что все симметрии у такого уравнения имеют линейно-автономный

вид. В работе T. Bakkyaraj [24] рассматривается класс уравнений с дробны-

ми производными Герасимова — Капуто. Получены формулы продолжения

для коэффициентов при дробных производных порядка α ∈ (0, 1) генератора

группы линейно-автономных преобразований.
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Данная диссертационная работа посвящена групповому анализу моде-

ли, полученной в работах О. Геана и Дж. Пу [47, 48], и ее дробных анало-

гов. Это модель ценообразования опционов, учитывающая транзакционные

издержки и долгосрочное влияние операций на рынок. Она также являет-

ся нелинейной модификацией уравнения Блэка — Шоулза, но в отличие от

большинства таких уравнений содержит, помимо переменных времени t и це-

ны базового актива S, еще и переменную количества акций q. А именно, в

условиях отсутствия постоянного влияния на рынок для функции θ(t, S, q),

которая моделирует цену безразличия колл-опциона со сроком исполнения

T , получено дифференциальное уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + VtH(θq),

в котором

1) rθ — классическое слагаемое, связанное с дисконтированием на безрис-

ковую ставку r;

2) (µ− rS)q соответствует премии, связанной с владением акциями вместо

наличных денег; если держать q акций, в среднем состояние по рыноч-

ной оценке будет увеличиваться на µq за единицу времени (µ — прогноз

тренда ожидаемой доходности базового актива), тогда как денежный эк-

вивалент q акций (т. е. qS, где S — цена акции) увеличивает состояние

по рыночной оценке на rqS за единицу времени;

3) слагаемые −µθS − 1
2σ

2θSS связаны с динамикой цены акции, где σ —

волатильность цены акции;

4) из слагаемого −1
2γσ

2er(T−t)(θS − q)2 вытекает взаимозависимость между

количеством акций q в хеджирующем портфеле и динамикой цены акции

S, γ — фактор неприятия риска продавцом опциона;
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5) VtH(θq) моделирует затраты на исполнение и лимит участия; здесь Vt —

детерминированный, неотрицательный и ограниченный процесс рыноч-

ного объема, функцияH моделирует затраты на исполнение обязательств.

Далее в работе функция VtH(θq) будет заменяться более общей функ-

цией двух переменных F (t, θq), которая будет свободным элементом при по-

лучении групповой классификации соответствующих уравнений. Функцию F

будем называть функцией затрат. Заметим также, что в отличие от перечис-

ленных выше моделей, нелинейное уравнение Геана — Пу содержит помимо

независимых переменных времени t и цены базового активы S или x, еще и

переменную количества акций q и является по сути ультрапараболическим.

Цели и задачи

Цель диссертационной работы заключается в исследовании групповых свойств

уравнения Геана — Пу и его дробных аналогов с производными Римана — Ли-

увилля и Герасимова — Капуто по времени при различных спецификациях

функции затрат F (t, θq). При этом решаются задачи групповой классифи-

кации таких уравнений, поиска их инвариантных подмоделей и решений, а

также проведения сравнительного анализа между симметрийными свойства-

ми уравнения Геана — Пу первого порядка по времени и дробных уравнений

Геана — Пу.

Научная новизна

Ранее методами группового анализа уравнения Геана — Пу не исследовались,

поэтому все полученные результаты об их групповых свойствах являются но-

выми. Отметим кроме того, что симметрийный анализ дробных дифферен-

циальных уравнений ранее проводился в работах Р. К. Газизова, А. А. Ка-

саткина и С. Ю. Лукащука [4–6, 13, 44] и некоторых других авторов, см.,

например, [70], только в случае дробной производной Римана — Лиувилля,
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за редким исключением, в частности, см. [24]. Для проведения группового

анализа уравнения Геана — Пу с дробной производной Герасимова — Капуто

автором диссертации была проделана подготовительная теоретическая рабо-

та: получена удобная для использования версия аналога обобщенного прави-

ла Лейбница для производной Герасимова — Капуто произвольного порядка

(предложенный в [66] вариант этой формулы оказался неудобным для исполь-

зования, в монографии [37] эта формула получена только для производной

Герасимова — Капуто порядка менее единицы), с ее помощью выведена пол-

ная формула продолжения для коэффициента при дробной производной в

продолжении допускаемого оператора, в том числе в случае оператора груп-

пы линейно-автономных преобразований.

Теоретическая и практическая значимость работы

Диссертационная работа имеет теоретический характер, она посвящена ис-

следованию групповой структуры некоторых классов нелинейных уравнений

типа Блэка — Шоулза первого или дробного порядка по времени. Резуль-

таты работы развивают теорию дифференциальных уравнений, в частности

они вносят свой вклад в развитие методов группового анализа для уравнений

с дробными производными Римана — Лиувилля и Герасимова — Капуто.

Исследуемые в работе уравнения являются важными моделями в тео-

рии финансовых рынков. Полученные групповые классификации таких урав-

нений позволили получить ряд инвариантных подмоделей и решений иссле-

дуемых моделей Геана — Пу. Получение точных решений нелинейных диф-

ференциальных уравнений важно само по себе и может быть практически

значимо при разработке и тестировании численных методов их решения.
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Методология и методы исследования

В диссертационной работе исследуется групповая структура нелинейных диф-

ференциальных уравнений Геана — Пу первого и дробного порядка по вре-

мени. Используется единая схема для исследования трех классов уравнений

Геана — Пу: с первой производной, с дробной производной Римана — Лиувил-

ля и с дробной производной Герасимова — Капуто по временно́й переменной.

Методом Ли — Овсянникова сначала осуществляется поиск групп преобразо-

ваний эквивалентности, а затем с их использованием проводится групповая

классификация рассматриваемого класса уравнений. Затем для каждой спе-

цификации свободного элемента из групповой классификации рассматрива-

ется алгебра Ли генераторов допускаемых групп уравнения. Осуществляет-

ся поиск внутренних и зеркальных автоморфизмов алгебры Ли, с помощью

которых находятся оптимальные системы одномерных и двумерных подал-

гебр. Для подалгебр из этих систем выводяится инвариантные подмодели, в

некоторых случаях удается их проинтегрировать и получить инвариантные

решения.

Для исследования уравнений Геана — Пу с дробной производной Ри-

мана — Лиувилля и Герасимова — Капуто использовались методы дробного

интегро-дифференциального исчисления и группового анализа для дробных

дифференциальных уравнений. В частности, в данной диссертационной рабо-

те был получен удобный для работы аналог обобщенного правила Лейбница

для производной Герасимова — Капуто произвольного порядка, а с его по-

мощью выведена формула продолжения для коэффициента при производной

Герасимова — Капуто произвольного порядка, в том числе в случае груп-

пы линейно-автономных преобразований. Эти формулы были использованы

для исследования групповой структуры соответствующих уравнений соглас-

но описанной в предыдущем абзаце схеме.
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Положения, выносимые на защиту

1. Найдены группы преобразований эквивалентности, групповая класси-

фикация и инвариантные подмодели и решения для уравнения Геана —

Пу в случаях нелинейной и линейной функции затрат.

2. Найдены группы преобразований эквивалентности, групповая класси-

фикация и инвариантные подмодели и решения для уравнения Геана —

Пу с дробной производной Римана — Лиувилля по времени в случае

нелинейной функции затрат.

3. Найдены группы преобразований эквивалентности, групповая класси-

фикация и инвариантные подмодели и решения для уравнения Геана —

Пу с дробной производной Герасимова — Капуто по времени в случае

нелинейной функции затрат.

4. Получен аналог обобщенного правила Лейбница для дробной производ-

ной Герасимова — Капуто произвольного порядка. Выведена полная фор-

мула продолжения для коэффициента при дробной производной Гераси-

мова — Капуто произвольного порядка в генераторе допускаемой группы

в общем и линейно-автономном случае.

Степень достоверности и апробация результатов

Достоверность полученных результатов обоснована строгостью применяемых

математических методов исследования, корректностью использования мате-

матического аппарата.

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на семинарах

кафедры математического анализа Челябинского государственного универ-

ситета (руководитель проф. В. Е. Федоров), на конференциях:

Всероссийская научная конференция с международным участием, по-

священная 85-летию со дня рождения заслуженного деятеля науки РФ и
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ЯАССР, доктора технических наук, профессора Э. А. Бондарева, «Актуаль-

ные вопросы теплофизики, энергетики и гидрогазодинамики в условиях Арк-

тики», Якутск, 2021;

Всероссийская научно-практическая конференция «Эрэл-2021», Якутск,

2021;

61-я Международная научная студенческая конференция, Новосибирск,

2023;

XXV научная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

«Лаврентьевские чтения», посвященные 30-летию Академии наук Республи-

ки Саха (Якутия), Якутск, 2023;

X Международная конференция по математическому моделированию,

Якутск, 2023;

Международная научная конференция “Теория функций, теория опе-

раторов и квантовая теория информации”, Уфа, 2024.

Исследования по теме диссертации проводились в рамках проектов:

при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания

проект No. FSRG-2023-2025;

при поддержке Минобрнауки РФ, соглашение №075-022024-1441 от

28.02.2024.

Основные результаты диссертации опубликованы в 14 работах [71–84],

из которых 7 статей [71–78] опубликованы в журналах, входящих в перечень

рецензируемых научных изданий ВАК, базы данных Web of Science и Scopus.

В работе [73] В. Е. Федоровым написано введение, С. М. Ситнику принадле-

жит идея использования фундаментальной системы решений обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэффициен-

тами при описании базиса алгебры Ли и корректировка некоторых рассужде-

ний при ее осуществлении. В статье [78] В. Е. Федоровым написана основная

часть введения, М. М. Дышаевым — п. 1.1 с описанием исследуемой моде-

ли. В работе [74] В. Е. Федорову принадлежит доказательство теоремы 3.1,
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в статьях [71, 72, 75–77] В. Е. Федоровым осуществлена постановка задачи,

скорректированы некоторые доказательства. В диссертацию вошли только

результаты, принадлежащие лично ее автору.

Содержание работы

Диссертационная работа объемом в 170 страниц содержит введение, 3 главы,

заключение, список литературы, состоящий из 76 источников.

В первой главе рассмотрено уравнение Геана — Пу первого порядка

по времени

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq). (0.0.1)

В §1.1 произведено вычисление алгебры Ли генераторов групп преобразова-

ний эквивалентности этого уравнения с функцией затрат F (t, θq) в качестве

свободного элемента в случаях нулевой и ненулевой безрисковой ставки r.

В §1.2 полученные группы преобразований эквивалентности использо-

ваны для получения групповой классификации исследуемого уравнения ме-

тодом Ли — Овсянникова. Рассмотрены случаи нелинейной и линейной функ-

ции затрат по переменной θq и случаи нулевой и ненулевой безрисковой став-

ки r.

В §1.3 для каждой полученной при групповой классификации алгеб-

ры Ли найдены оптимальные системы одномерных и двумерных подалгебр,

для которых в свою очередь вычислены инвариантные подмодели, а в случае

их интегрируемости — и инвариантные решения. Особое внимание уделено

уравнению с функцией затрат F (t, θq) = a(t)θ2q , для которого найдены ин-

вариантные подмодели и инвариантные решения для достаточно широких

классов допускаемых подалгебр определенного вида.

В §1.4 найдены три оператора рекурсии уравнения (0.0.1) c линейной

по θq функцией F . С учетом их коммутирования (в одном из трех случаев — с
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точностью до аддитивной константы) показано, что найденные три операто-

ра рекурсии порождают трехпараметрическое счетное семейство обобщенных

симметрий исследуемого уравнения.

Вторая глава посвящена исследованию уравнения Геана — Пу с дроб-

ной производной Римана — Лиувилля по времени

cD
α
t θ = rθ+(µ−rS)q−µθS−

1

2
σ2θSS−

1

2
γσ2er(T−t)(θS−q)2+F (t, θq). (0.0.2)

§2.1 содержит предварительные сведения о дробном интеграле и дробной про-

изводной Римана — Лиувилля, некоторых их свойствах, приведен вид обще-

го решения линейного обыкновенного дифференциального уравнения, разре-

шенного относительно производной Римана — Лиувилля.

В §2.2 найдены группы преобразований эквивалентности уравнения

(0.0.2) со свободным элементом F (t, θq) при α > 0 для случаев нулевой и

ненулевой безрисковой ставки r. В §2.3 для уравнения (0.0.2) с α > 0 и нели-

нейной по θq функцией затрат F получена групповая классификация.

В §2.4 найдены оптимальные системы одномерных и двумерных под-

алгебр для алгебр Ли из полученной групповой классификации в случае

α ∈ (0, 1). Для подалгебр из оптимальных систем вычислены инвариантные

подмодели.

В третьей главе исследуется групповая структура уравнения Геана —

Пу с дробной производной Герасимова — Капуто по времени

C
c D

α
t θ = rθ+(µ−rS)q−µθS−

1

2
σ2θSS−

1

2
γσ2er(T−t)(θS−q)2+F (t, θq). (0.0.3)

§3.1 содержит вывод аналога обобщенного правила Лейбница для про-

изводной Герасимова — Капуто произвольного порядка. С его помощью в

§3.2 получены полные формулы продолжения для коэффициентов оператора

допускаемой группы при дробной производной Герасимова — Капуто про-

извольного порядка. Рассмотрены случаи общей группы преобразований и

группы линейно-автономных преобразований.
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В §3.3 найдены группы преобразований эквивалентности уравнения

(0.0.3) с функцией затрат F (t, θq) в качестве свободного элемента для слу-

чаев нулевой и ненулевой безрисковой ставки r.

В §3.4 проведена групповая классификация уравнения Геана — Пу с

дробной производной Герасимова — Капуто по времени порядка меньше еди-

ницы и с нелийнейной функцией затрат. Отдельно получены клссификации

для случаев r = 0 и r ̸= 0.

В §3.5 найдены оптимальные системы одномерных и двумерных под-

галгебр найденных при групповой классификации алгебр Ли, получены со-

ответствующие инвариантные подмодели и решения.

В заключении описаны перспективы использования результатов дис-

сертации и развития ее тематики.

Обозначения и соглашения, используемые по умолчанию в тексте дис-

сертации, перечислены в списке обозначений и соглашений.

Список литературы содержит цитированные в работе литературные ис-

точники. В конце списка приведены все публикации автора по теме диссер-

тационной работы.
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1. Уравнение Геана — Пу

На протяжении всего изложения будем использовать следующие обозначе-

ния: N — множество натуральных чисел; Z — множество целых чисел; R —

множество действительных чисел; C — множество комплексных чисел. Сим-

вол □ лежит в конце доказательства.

1.1. Группы преобразований эквивалентности

Рассматриваем уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq),

(1.1.1)

где θ = θ(t, S, q), F (θq) — произвольный элемент, γσ ̸= 0.

Для поиска генераторов групп преобразований эквивалентности счита-

ем F и ее производные переменными. Оператор порождающий группы пре-

образований эквивалентности будем искать в виде

X = τ∂t + ξ∂S + α∂q + η∂θ + ζ∂F ,

где τ , ξ, α, η зависят от t, S, q, θ, а ζ от t, S, q, θ, F, θS, θq, θt. При этом к урав-

нению (1.1.1) добавляются дополнительные уравнения, которые обозначают

зависимость F только от θq и t:

Fq = 0, FS = 0, Fθ = 0, FθS = 0, Fθt = 0. (1.1.2)

Система (1.1.1), (1.1.2) рассматривается как многообразие M в расширен-

ном пространстве соответствующих переменных. Подействуем на уравнение

(1.1.1) продолженным оператором

X̃ = X + ηq∂θq + ηS∂θS + ηt∂θt + ηSS∂θSS
+ ζθq∂Fθq

+ ζθS∂FθS
+

+ζθt∂Fθt
+ ζ t∂Ft

+ ζS∂FS
+ ζq∂Fq

+ ζθ∂Fθ
.
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После сужения результата на многообразие M получаем уравнение

ηt − rη − (µ− rS)α + rqξ + µηS+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(ηS − α− r

2
(θS − q)τ)− ζ +

1

2
σ2ηSS|M =

= ηt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(ηS − α)−

−r
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − ζ +

1

2
σ2ηSS|M = 0. (1.1.3)

Коэффициенты продолженного оператора X̃ вычисляются при помощи

формул продолжения и операторов полной производной

Dt =
∂

∂t
+ θt

∂

∂θ
+ . . . , DS =

∂

∂S
+ θS

∂

∂θ
+ θSS

∂

∂θS
+ . . . ,

Dq =
∂

∂q
+ θq

∂

∂θ
+ . . . , D̃t =

∂

∂t
+ Ft

∂

∂F
+ . . . , D̃S =

∂

∂S
+ FS

∂

∂F
+ . . . ,

D̃q =
∂

∂q
+ Fq

∂

∂F
+ . . . , D̃θ =

∂

∂θ
+ Fθ

∂

∂F
+ . . . , D̃θt =

∂

∂θt
+ Fθt

∂

∂F
+ . . . ,

D̃θS =
∂

∂θS
+ FθS

∂

∂F
+ . . . , D̃θq =

∂

∂θq
+ Fθq

∂

∂F
+ . . .

Формулы продолжения в данном случае имеют вид

ηt = Dtη − θtDtτ − θSDtξ − θqDtα, ηS = DSη − θtDSτ − θSDSξ − θqDSα,

ηq = Dqη − θtDqτ − θSDqξ − θqDqα,

ηSS = DSη
S − θStDSτ − θSSDSξ − θSqDSα.

Вычисление производных в них дает формулы

ηt = ηt + θtηθ − θt(τt + θtτθ)− θS(ξt + θtξθ)− θq(αt + θtαθ),

ηS = ηS + θSηθ − θt(τS + θSτθ)− θS(ξS + θSξθ)− θq(αS + θSαθ),

ηq = ηq + θqηθ − θt(τq + θqτθ)− θS(ξq + θqξθ)− θq(αq + θqαθ),

ηSS = ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ − 2θSt(τS + θSτθ)+

+θSS(ηθ − θtτθ − θqαθ − 2ξS − 3θSξθ)− 2θSq(αS + θSαθ)−

−θt(τSS + 2τSθθS + θ2Sτθθ)− θS(ξSS + 2ξSθθS + θ2Sξθθ)−
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−θq(αSS + 2αSθθS + θ2Sαθθ).

Аналогично

ζS = D̃Sζ − FtD̃Sτ − FSD̃Sξ − FqD̃Sα−

−FθD̃Sη − FθtD̃Sη
t − FθSD̃Sη

S − FθqD̃Sη
q,

ζq = D̃qζ − FtD̃qτ − FSD̃qξ − FqD̃qα− FθD̃qη − FθtD̃qη
t − FθSD̃qη

S − FθqD̃qη
q,

ζθ = D̃θζ − FtD̃θτ − FSD̃θξ − FqD̃θα− FθD̃θη − FθtD̃θη
t − FθSD̃θη

S − FθqD̃θη
q,

ζθt = D̃θtζ − FtD̃θtτ − FSD̃θtξ − FqD̃θtα−

−FθD̃θtη − FθtD̃θtη
t − FθSD̃θtη

S − FθqD̃θtη
q,

ζθS = D̃θSζ − FtD̃θSτ − FSD̃θSξ − FqD̃θSα−

−FθD̃θSη − FθtD̃θSη
t − FθSD̃θSη

S − FθqD̃θSη
q.

Действуя продолженным оператором на дополнительные уравнения (1.1.2)

и сужая результат на многообразие M , получим

ζq|M = 0, ζS|M = 0, ζθ|M = 0, ζθS |M = 0, ζθt|M = 0. (1.1.4)

Подставив формулы продолжения в уравнения (1.1.4) с последующим вычис-

лением полных производных и переходом на многообразие M , получаем

ζS|M = ζS − FtτS − Fθqη
q
S|M = ζS − FtτS − Fθq(ηSq + θqηSθ − θt(τSq + θqτSθ)−

−θS(ξSq + θqξSθ)− θq(αSq + θqαSθ))|M = 0, (1.1.5)

ζq|M = ζq − Ftτq − Fθqη
q
q |M = ζq − Ftτq − Fθq(ηqq + θqηqθ − θt(τqq + θqτqθ)−

−θS(ξqq + θqξqθ)− θq(αqq + θqαqθ))|M = 0, (1.1.6)

ζθ|M = ζθ − Ftτθ − Fθqη
q
θ|M = ζθ − Ftτθ − Fθq(ηqθ + θqηθθ − θt(τqθ + θqτθθ)−

−θS(ξqθ + θqξθθ)− θq(αqθ + θqαθθ))|M = 0 (1.1.7)

ζθt|M = ζθt − Fθqη
q
θt
|M = ζθt + Fθq(τq + θqτθ)|M = 0, (1.1.8)

ζθS |M = ζθS − Fθqη
q
θS
|M = ζθS + Fθq(ξq + θqξθ)|M = 0. (1.1.9)

Подставляем формулы продолжения в уравнение (1.1.3):

ηt + θtηθ − θt(τt + θtτθ)− θS(ξt + θtξθ)− θq(αt + θtαθ)−
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−rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))×

× (ηS + θSηθ − θt(τS + θSτθ)− θS(ξS + θSξθ)− θq(αS + θSαθ)− α)−

−r
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − ζ +

1

2
σ2(ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ − 2θSt(τS + θSτθ)+

+θSS(ηθ − θtτθ − θqαθ − 2ξS − 3θSξθ)− 2θSq(αS + θSαθ)−

−θt(τSS + 2τSθθS + θ2Sτθθ)− θS(ξSS + 2ξSθθS + θ2Sξθθ)−

−θq(αSS + 2αSθθS + θ2Sαθθ))|M = 0.

Далее перемещаем все члены уравнения с θt в конец уравнения с последую-

щим переходом на многообразие по θt и получаем

ηt − θSξt − θqαt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))×

×(ηS + θSηθ − θS(ξS + θSξθ)− θq(αS + θSαθ)− α)− r

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − ζ+

+
1

2
σ2(ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ − 2θSt(τS + θSτθ) + θSS(ηθ − θqαθ − 2ξS − 3θSξθ)−

−2θSq(αS + θSαθ)− θS(ξSS + 2ξSθθS + θ2Sξθθ)− θq(αSS + 2αSθθS + θ2Sαθθ))+

+(rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F )×

×(ηθ − τt − θSξθ − θqαθ − (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(τS + θSτθ)−

−σ
2

2
θSSτθ − (τSS + 2τSθθS + θ2Sτθθ))−

−τθ
(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)2

= 0.

(1.1.10)

Переход к многообразию по θt не меняет вид уравнений (1.1.8), (1.1.9), по-

этому разделение переменных дает ζθt = 0, ζθS = 0, τq = 0, τθ = 0, ξq = 0,

ξθ = 0. Дифференцирование уравнения (1.1.10) по θSt, θSq дает τS = 0, τθ = 0,

αS = 0, αθ = 0. Следовательно, получаем равенства

τq = 0, τS = 0, τθ = 0, ξq = 0, ξθ = 0, αS = 0, αθ = 0, (1.1.11)

ζθt = 0, ζθS = 0. (1.1.12)
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Переходим в (1.1.5)–(1.1.7) к многообразию по θt с подстановкой равенств

(1.1.11), (1.1.12):

ζS|M = ζS − Fθq(ηSq + θqηSθ) = 0, ζq|M = ζq − Fθq(ηqq + θqηqθ − θqαqq) = 0,

ζθ|M = ζθ − Fθq(ηqθ + θqηθθ) = 0. (1.1.13)

Из последнего уравнения получаем ηqθ = 0, далее дифференцируем по Fθq и

θq во втором уравнении из (1.1.13) и получаем αqq = ηqθ = 0. Следовательно,

из (1.1.13) получаем следующие уравнения

ηSθ = 0, ηSq = 0, ηqθ = 0, αqq = 0, ηqq = 0, ηθθ = 0, (1.1.14)

ζS = 0, ζq = 0, ζθ = 0, ζθt = 0, ζθS = 0. (1.1.15)

Подстановкой равенств (1.1.11), (1.1.12) (1.1.14), (1.1.15) в уравнение

(1.1.10) получаем

ηt − θSξt − θqαt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(ηS+

+θSηθ − θSξS − α)− r

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − ζ +

1

2
σ2(ηSS + θSS(ηθ−

−2ξS)− θSξSS) + (ηθ − τt)(rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS−

−1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F ) = 0. (1.1.16)

Разделяем полученное уравнение по переменным θSS, θS, так как ζ от них не

зависит, и получаем

θSS :
1

2
σ2(ηθ − 2ξS + τt − ηθ) =

1

2
σ2(−2ξS + τt) = 0,

θ2S : γσ2er(T−t)(ηθ − ξS)−
rτ

2
γσ2er(T−t) − ηθ − τt

2
γσ2er(T−t) = 0,

θS : −ξt + (µ− qγσ2er(T−t))(ηθ − ξS) + γσ2er(T−t)(ηS − α)+

+rqτγσ2er(T−t) − σ2

2
ξSS + (ηθ − τt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) = 0,

1 : ηt − θqαt − rη + rSα + rqξ + (µ− qγσ2er(T−t))(ηS − α)− rτq2

2
γσ2er(T−t)−

−ζ + σ2

2
ηSS + (ηθ − τt)(rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F ) = 0.
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После сокращений уравнения принимают вид

θSS : 2ξS = τt, θ2S : ηθ − 2ξS − rτ + τt = 0, (1.1.17)

θS : γσ2er(T−t)(−rqτ − qξS + α− ηS + qτt)+

+µξS − µτt + ξt +
σ2

2
ξSS = 0, (1.1.18)

1 : rη − rSα− rqξ +
rτq2

2
γσ2er(T−t)+

+(µ− qγσ2er(T−t))(−ηS + α)− ηt + θqαt + ζ − σ2

2
ηSS+

+(τt − ηθ)(rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F ) = 0. (1.1.19)

Из 2ξS = τt (1.1.17) и τS = 0, ξq = 0, τq = 0 в (1.1.11) получаем ξ =

τtS/2 + B(t). Подстановка 2ξS = τt в (1.1.17) дает ηθ = rτ . Дифференциру-

ем по q (1.1.18) с использованием (1.1.17), (1.1.11), (1.1.14). Тогда получаем

γσ2er(T−t)(−rτ +αq + τt/2) = 0. Откуда получаем α = rτ − τt/2 и интегриро-

вание c учетом равенств τq = 0, αS = 0 из (1.1.11) дает α = (rτ−τt/2)q+L(t).
Следовательно,

τ = τ(t), ξ =
τt
2
S +B(t), α =

(
rτ − τt

2

)
q + L(t), ηθ = rτ. (1.1.20)

Подставляя полученное в (1.1.18), имеем

γσ2er(T−t)
(
−rqτ − q

τt
2
+
(
rτ − τt

2

)
q + L− ηS + qτt

)
+

+µ
τt
2
− µτt + S

τtt
2

+Bt = 0.

После сокращения уравнение принимает вид

γσ2er(T−t) (L− ηS)− µ
τt
2
+ S

τtt
2

+Bt = 0.

Выражаем ηS и интегрируем с учетом равенств ηθ = rτ из (1.1.20), ηSq = 0,

ηqq = 0 из (1.1.14). Тогда

ηS = L+
er(t−T )

γσ2

(
S
τtt
2

− µ
τt
2
+Bt

)
,
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η = rτθ + LS +
er(t−T )

γσ2

(
S2τtt

4
− µ

τt
2
S +BtS

)
+N(t)q +M(t). (1.1.21)

Подставляем полученное (1.1.20), (1.1.21) в (1.1.19):

r2τθ + rLS + r
er(t−T )

γσ2

(
S2τtt

4
− µ

τt
2
S +BtS

)
+ rNq + rM−

−rS
((
rτ − τt

2

)
q + L

)
− rq

(τt
2
S +B

)
+
rτq2

2
γσ2er(T−t)+

+(µ− qγσ2er(T−t))

(
−L+

er(t−T )

γσ2

(
−Sτtt

2
+ µ

τt
2
−Bt

)
+
(
rτ − τt

2

)
q + L

)
−

−rτtθ − LtS − r
er(t−T )

γσ2

(
S2τtt

4
− µ

τt
2
S +BtS

)
+
er(t−T )

γσ2

(
−S2τttt

4
+ µ

τtt
2
S −BttS

)
−

−Ntq −Mt + θq

((
rτt −

τtt
2

)
q + Lt

)
+

+ζ − er(t−T )

γ

τtt
4

+ (τt − rτ)(rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F ) = 0.

После сокращения

rNq + rM − rqB + µ
er(t−T )

γσ2

(
µ
τt
2
−Bt

)
+ Sq

(τtt
2

− r2τ
)
+ qBt−

−LtS +
er(t−T )

γσ2

(
−S2τttt

4
−BttS

)
−Ntq −Mt + θq

((
rτt −

τtt
2

)
q + Lt

)
+

+ζ − er(t−T )

γ

τtt
4

+ (τt − rτ)(−rSq + F ) = 0.

В силу (1.1.14) ζ = ζ(t, θq). Дифференцируя по S, q, получим следующее:

S2 : τttt = 0, Sq :
τtt
2

− rτt = 0, qθq : rτt −
τtt
2

= 0, (1.1.22)

S : Lt +
er(t−T )

γσ2
Btt, q : rN − rB −Nt +Bt = 0, (1.1.23)

1 : rM −Mt + µ
er(t−T )

γσ2

(
µ
τt
2
−Bt

)
+ θqLt + ζ − er(t−T )

γ

τtt
4
+

+(τt − rτ)F = 0. (1.1.24)

Решая второе уравнение из (1.1.23), получаем N = B + Kert. Подставляем

эту функцию в (1.1.20), (1.1.21), тогда

τ = τ(t), ξ =
τt
2
S +B(t), α =

(
rτ − τt

2

)
q + L(t), (1.1.25)
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η = rτθ + LS +
er(t−T )

γσ2

(
S2τtt

4
− µ

τt
2
S +BtS

)
+

+(B +Kert)q +M(t). (1.1.26)

1.1.1. Случай r = 0

Если r = 0, то решение уравнений (1.1.22) дает τ = at + b. Подстановка

r = 0 в первое уравнение (1.1.23) и интегрирование дает L = −Bt/(γσ
2) +U .

Подставляем полученное в (1.1.24)–(1.1.26), в итоге

τ = at+ b, ξ =
a

2
S +B(t), α = −a

2
q − Bt

γσ2
+ U,

η = (B +K)q + S

(
U − µa

2γσ2

)
+ E(t),

ζ = Et + µ
Bt

γσ2
− µ2a

2γσ2
+ θq

Btt

γσ2
− aF.

1.1.2. Случай r ̸= 0

Так как r ̸= 0, то решение уравнений (1.1.22) дает τt = κ1e
2rt, τttt = 4κ1r

2e2rt,

следовательно, τt = 0. Интегрируя первое уравнение в (1.1.23), получим

L = −
∫ t
t0
ersBttds

γσ2erT
+ U.

Подставляем в (1.1.24)–(1.1.26):

rM −Mt −Btµ
er(t−T )

γσ2
− er(t−T )

γσ2
Bttθq + ζ − rτF = 0,

τ = const, ξ = B(t), α = rτq −
∫ t
t0
ersBttds

γσ2erT
+ U,

ζ =Mt − rM + µ
er(t−T )Bt

γσ2
+ θq

er(t−T )Btt

γσ2
+ rτF,

η = rτθ + (B +Kert)q + S

(
er(t−T )Bt

γσ2
−
∫ t
t0
ersBttds

γσ2erT
+ U

)
+ E(t).
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1.1.3. Теорема о порождении групп

преобразований эквивалентности

Таким образом, доказано утверждение.

Теорема 1.1.1. 1. Базис алгебры Ли операторов групп преобразований эк-

вивалентности уравнения (1.1.1) при r = 0 образуют

Y1 = ∂t, Y2 = ∂q + S∂θ, Y3 = q∂θ, Yϕ = ϕ(t)∂θ + ϕt∂F ,

Y4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q −

µ

2γσ2
S∂θ +

(
− µ2

2γσ2
− F

)
∂F ,

Yψ = ψ(t)∂S −
ψt
γσ2

∂q + ψq∂θ +

(
µ
ψt
γσ2

+ θq
ψtt
γσ2

)
∂F .

2. Базис алгебры Ли операторов групп преобразований эквивалентно-

сти уравнения (1.1.1) при r ̸= 0 образуют

Y1 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ + rF∂F , Y2 = ∂q + S∂θ, Y3 = ertq∂θ,

Yψ = ψ(t)∂S −
∫ t
t0
ersψttds

γσ2erT
∂q +

(
ψq + S

(
er(t−T )ψt
γσ2

−
∫ t
t0
ersψttds

γσ2erT

))
∂θ+

+

(
µ
er(t−T )ψt
γσ2

+ θq
er(t−T )ψtt
γσ2

)
∂F , Yϕ = ϕ(t)∂θ + (ϕt − rϕ)∂F .

Решение уравнений Ли при r = 0 для полученных групп со взятием

проекции на переменные t, θq, F дает

Y1 : t̄ = t+ a1; Y3 : θ̄q = θq + a3; (1.1.27)

Y4 : t̄ = tea4, θ̄q = θqe
a4/2, F̄ = (F +

µ2

2γσ2
)e−a4 − µ2

2γσ2
;

Yϕ : F̄ = F + ϕt; Yψ : θ̄q = θq + ψ, F̄ = F + µ
ψt
γσ2

+
ψψtt
2γσ2

+ θq
ψtt
γσ2

, (1.1.28)

а при r ̸= 0 получаем

Y1 : t̄ = t+ a1, F̄ = era1F ; Y3 : θ̄q = θq + ert; (1.1.29)

Yϕ : F̄ = F + ϕt − rϕ; (1.1.30)

Yψ : θ̄q = θq + ψ, F̄ = F + µ
er(t−T )ψt
γσ2

+
er(t−T )ψψtt

2γσ2
+ θq

er(t−T )ψtt
γσ2

. (1.1.31)
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1.2. Групповая классификация

Рассматриваем уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq), (1.2.1)

где θ = θ(t, S, q), γσ ̸= 0. Генераторы допускаемых им групп Ли ищем в виде

X = τ∂t + ξ∂S + α∂q + η∂θ, где функции τ , ξ, α, η зависят от t, S, q, θ. Его

второе продолжение имеет вид

X̃ = X + ηq∂θq + ηS∂θS + ηt∂θt + ηSS∂θSS
.

Действие этим оператором на уравнения (1.2.1) с сужением результата на

многообразие M , определяемое равенством (1.2.1), дает уравнение

ηt − rη − (µ− rS)α + rqξ + µηS +
1

2
σ2ηSS + γσ2er(T−t)(θS − q)ηS−

−γσ2er(T−t)(θS − q)α− r

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − Ftτ − Fθqη

q|M =

= ηt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(ηS − α)−

−r
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − Ftτ − Fθqη

q +
1

2
σ2ηSS|M = 0.

После подстановки формул продолжений в это уравнение получим

ηt + θtηθ − θt(τt + θtτθ)− θS(ξt + θtξθ)− θq(αt + θtαθ)−

−rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))×

×(ηS + θSηθ − θt(τS + θSτθ)− θS(ξS + θSξθ)− θq(αS + θSαθ)− α)−

−r
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − Ftτ−

−Fθq(ηq + θqηθ − θt(τq + θqτθ)− θS(ξq + θqξθ)− θq(αq + θqαθ))+

+
1

2
σ2(ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ − 2θSt(τS + θSτθ)+

+θSS(ηθ − θtτθ − θqαθ − 2ξS − 3θSξθ)− 2θSq(αS + θSαθ)−

−θt(τSS + 2τSθθS + θ2Sτθθ)− θS(ξSS + 2ξSθθS + θ2Sξθθ)−

−θq(αSS + 2αSθθS + θ2Sαθθ))|M = 0.
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Подстановкой θt из (1.2.1) переходим на мнгогообразие M :

(rθ + (µ− rS)q − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F )×

×(ηθ − τt − θSξθ − θqαθ − (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(τS + θSτθ)+

+Fθq(τq + θqτθ)−
1

2
σ2(θSSτθ + τSS + 2τSθθS + θ2Sτθθ))−

−(rθ + (µ− rS)q − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F )2τθ+

+ηt − θSξt − θqαt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))×

×(ηS + θSηθ − θS(ξS + θSξθ)− θq(αS + θSαθ)− α)−

−r
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − Ftτ−

−Fθq(ηq + θqηθ − θS(ξq + θqξθ)− θq(αq + θqαθ))+

+
1

2
σ2(ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ − 2θSt(τS + θSτθ)+

+θSS(ηθ − θqαθ − 2ξS − 3θSξθ)− 2θSq(αS + θSαθ)−

−θS(ξSS + 2ξSθθS + θ2Sξθθ)− θq(αSS + 2αSθθS + θ2Sαθθ)) = 0. (1.2.2)

Дифференцирование по переменным θSq и θSt в (1.2.2) приводит к уравнениям

−σ2(αS + θSαθ) = 0 и −σ2(τS + θSτθ) = 0. Следовательно, τS = τθ = αS =

αθ = 0. Отсюда после дифференцирования уравнения (1.2.2) по θSS получаем

−σ
2

2
(ηθ − τt − θSξθ + Fθqτq) +

σ2

2
(ηθ − 2ξS − 3θSξθ) =

=
σ2

2
(τt − 2ξS − 2θSξθ − Fθqτq) = 0.

Теперь дифференцирование по θS получаем уравнения ξθ = 0, τt − 2ξS −
Fθqτq = 0, и с помощью равенства τS = 0 дифференцированием по S получим

ξSS = 0. Таким образом,

τS = 0, τθ = 0, ξθ = 0, ξSS = 0, αS = 0, αθ = 0, (1.2.3)

τt − 2ξS − Fθqτq = 0. (1.2.4)

Подстановка (1.2.3) в уравнение (1.2.2) с сокращением членов при θSS
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дает(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
(ηθ − τt + Fθqτq)+

+ηt − θSξt − θqαt − rη + rSα + rqξ + (µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))×

×(ηS + θSηθ − θSξS − α)− r

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2τ − Ftτ−

−Fθq(ηq + θqηθ − θSξq − θqαq) +
1

2
σ2(ηSS + 2θSηSθ + θ2Sηθθ) = 0. (1.2.5)

Разделяем уравнение (1.2.5) по переменной θS и подстановкой (1.2.4) получа-

ем

θ2S : −1

2
γσ2er(T−t)(ηθ − τt + Fθqτq) + γσ2er(T−t)(ηθ − ξS)−

−γσ2er(T−t)rτ
2

+
σ2

2
ηθθ =

1

2
γσ2er(T−t)(ηθ − rτ) +

σ2

2
ηθθ = 0, (1.2.6)

θS : (−µ+ qγσ2er(T−t))(ηθ − τt + Fθqτq)− ξt + µ(ηθ − ξS)+

+γσ2er(T−t)(ηS − α− qηθ + qξS) + γσ2er(T−t)rqτ + Fθqξq + σ2ηSθ =

= γσ2er(T−t)(qηθ − qξS + ηS − α− qηθ + rqτ)+

+Fθqξq + σ2ηSθ − ξt + µξS = 0, (1.2.7)

1 :

(
rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
(ηθ − τt + Fθqτq) + ηt − θqαt−

−rη + rSα + rqξ + µ(ηS − α) + γσ2er(T−t)(−qηS + qα)−

−γσ2er(T−t)rq
2τ

2
− Ftτ − Fθq(ηq + θqηθ − θqαq) +

1

2
σ2ηSS = 0. (1.2.8)

Из равенств ξSS = 0 и ξθ = 0 из (1.2.3) следует, что ξ = A(t, q)S +B(t, q). Ре-

шая уравнение (1.2.6) относительно θ, получаем ηθ = rτ + Ẽ(t, S, q)e−γe
r(T−t)θ.

Следовательно,

ξ = A(t, q)S +B(t, q), η = rτθ + E(t, S, q)e−γe
r(T−t)θ +G(t, S, q). (1.2.9)

Подставляем эти равенства в (1.2.7) и (1.2.8):

γσ2er(T−t)(−qA+GS − α + rqτ)− AtS −Bt+
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+Fθq(AqS +Bq) + µA = 0, (1.2.10)

(rθ + (µ− rS)q − γσ2er(T−t)
q2

2
+ F )(rτ − γer(T−t)Ee−γe

r(T−t)θ − τt + Fθqτq)+

+rτtθ + Ete
−γer(T−t)θ + rγer(T−t)θEe−γe

r(T−t)θ +Gt − θqαt−

−r(rτθ + Ee−γe
r(T−t)θ +G) + rSα + rq(AS +B)+

+µ(ESe
−γer(T−t)θ +GS − α) + γσ2er(T−t)(−qESe

−γer(T−t)θ − qGS + qα)−

−γσ2er(T−t)rq
2τ

2
− Ftτ +

1

2
σ2(ESSe

−γer(T−t)θ +GSS)−

−Fθq(rτqθ + Eqe
−γer(T−t)θ +Gq + θq(rτ − γer(T−t)Ee−γe

r(T−t)θ)− θqαq) = 0.

(1.2.11)

В полученном уравнении (1.2.11) при слагаемых, содержащих θ, стоит коэф-

фициент r(rτ − τt + Fθqτq) + rτt − r2τ − rFθqτq, который сокращается, то же

касается выражения −rγer(T−t)E + rγer(T−t)E при θ exp(−γer(T−t)θ). Следо-

вательно, дифференцирование уравнения (1.2.11) по θ дает следующие два

уравнения:

−γer(T−t)E((µ− rS)q − γσ2er(T−t)
q2

2
+ F ) + Et − rE+

+ES(µ− γσ2er(T−t)q) +
σ2

2
ESS − FθqEq + γer(T−t)EθqFθq = 0, (1.2.12)

((µ− rS)q − γσ2er(T−t)
q2

2
+ F )(rτ − τt + Fθqτq) +Gt − θqαt − rG+

+rSα + rq(AS +B) + µ(GS − α) + γσ2er(T−t)(−qGS + qα)−

−γσ2er(T−t)rq
2τ

2
− Ftτ +

1

2
σ2GSS − Fθq(Gq + θqrτ − θqαq) = 0. (1.2.13)

1.2.1. Уравнение с нелинейной функцией F

Пусть Fθqθq ̸= 0. Дифференцируя (1.2.3), (1.2.10), (1.2.12) по θq, получаем

τq = 0. Aq = 0, Bq = 0, E = 0. Из (1.2.4) и (1.2.9) следует, что A = τt/2.

Таким образом,

τq = 0, Aq = 0, Bq = 0, E = 0, A =
τt
2

(1.2.14)
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и с учетом (1.2.9)

τ = τ(t), α = α(t, q), ξ =
τt
2
S +B(t), η = rτθ +G(t, S, q). (1.2.15)

Дифференцируем (1.2.10) по S и получаем с подстановкой из уравнений

(1.2.14), (1.2.15) GSS = τtte
r(t−T )/(2γσ2). Теперь двукратное дифференциро-

вание по S уравнения (1.2.13) с учетом (1.2.15) дает

GSSt − rGSS + µGSSS − qγσ2er(T−t)GSSS +
σ2

2
GSSSS − FθqGSSq = 0.

В силу равенства GSS = τtte
r(t−T )/(2γσ2) и с учетом (1.2.15) получаем τttt = 0.

Далее дифференцирование уравнения (1.2.10) по q дает γσ2er(T−t)(−τt
2 +

GSq−αq+ rτ) = 0, а дифференцирование (1.2.13) по θq и S влечет равенство

−FθqθqGSq = 0. Следовательно, αq = rτ − τt
2 . Тогда с учетом τq = 0 из (1.2.14)

интегрированием получаем

τttt = 0, GSq = 0, αq = rτ − τt
2
, α = q

(
rτ − τt

2

)
+ L(t). (1.2.16)

Подставляем (1.2.14), (1.2.15) и (1.2.16) в уравнение (1.2.10):

γσ2er(T−t) (GS − L)− τtt
2
S −Bt + µ

τt
2
= 0.

Отсюда выражаем GS и интегрируем его с использованием равенства GSq = 0

из (1.2.16). Тогда

GS = L+
er(t−T )

γσ2

(τtt
2
S +Bt − µ

τt
2

)
,

G = LS +
er(t−T )

γσ2

(τtt
4
S2 + SBt − Sµ

τt
2

)
+H(t, q). (1.2.17)

Теперь подставляем полученные (1.2.14), (1.2.15), (1.2.16) и (1.2.17) в (1.2.13):(
(µ− rS)q − γσ2er(T−t)

q2

2
+ F

)
(rτ − τt)+

+LtS + r
er(t−T )

γσ2

(τtt
4
S2 + SBt − Sµ

τt
2

)
+
er(t−T )

γσ2

(τttt
4
S2 + SBtt − Sµ

τtt
2

)
+

+Ht − rLS − r
er(t−T )

γσ2

(τtt
4
S2 + SBt − Sµ

τt
2

)
− rH−



34

−θq
(
q
(
rτt −

τtt
2

)
+ Lt

)
+ rS

(
q
(
rτ − τt

2

)
+ L

)
+

+rq
(τt
2
S +B

)
+ µL+ µ

er(t−T )

γσ2

(τtt
2
S +Bt − µ

τt
2

)
− µq

(
rτ − τt

2

)
− µL−

−qLγσ2er(T−t) − q
(τtt
2
S +Bt − µ

τt
2

)
+ q

(
q
(
rτ − τt

2

)
+ L

)
γσ2er(T−t)−

−γσ2er(T−t)rq
2τ

2
− Ftτ +

er(t−T )

γ

τtt
4

− Fθq

(
Hq + θqrτ − θq

(
rτ − τt

2

))
= 0.

После сокращений получим

Sq
(
rτt −

τtt
2

)
+ F (rτ − τt) + LtS +

er(t−T )

γσ2

(τttt
4
S2 + SBtt − Sµ

τtt
2

)
+

+Ht − rH − θq

(
q
(
rτt −

τtt
2

)
+ Lt

)
+ q(rB −Bt)+

+µ
er(t−T )

γσ2

(τtt
2
S +Bt − µ

τt
2

)
− Ftτ +

er(t−T )

γ

τtt
4

− Fθq

(
Hq + θq

τt
2

)
= 0.

Дифференцирование этого уравнения по S и q дает равенство rτt − τtt
2 = 0.

Рассматриваем оставшееся как равенство нулю многочлена от S. Тогда

Sq : rτt −
τtt
2

= 0, S2 : τttt = 0, S : Lt +
er(t−T )

γσ2
Btt = 0, (1.2.18)

1 : F (rτ − τt) +Ht − rH − θq

(
q
(
rτt −

τtt
2

)
+ Lt

)
+ q(rB −Bt)+

+µ
er(t−T )

γσ2

(
Bt − µ

τt
2

)
− Ftτ +

er(t−T )

γ

τtt
4

− Fθq(Hq + θq
τt
2
) = 0. (1.2.19)

Дифференцируем (1.2.19) по θq и q и получаем rτt − τtt
2 − FθqθqHqq = 0. Ис-

ходя из предположения Fθqθq ̸= 0 и учитывая (1.2.18), получаем Hqq = 0.

Интегрирование дает

H = N(t)q +M(t). (1.2.20)

Подставим его в (1.2.19) и получим

F (rτ − τt) +Ntq +Mt − rNq − rM − θqLt + q(rB −Bt)+

+µ
er(t−T )

γσ2

(
Bt − µ

τt
2

)
− Ftτ +

er(t−T )

γ

τtt
4

− Fθq(N + θq
τt
2
) = 0.
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Дифференцирование полученного уравнения по q дает равенство Nt − rN =

Bt − rB. Интегрированием получаем B = N + Kert. После подстановки в

(1.2.18) имеем

Sq : rτt −
τtt
2

= 0, B = N +Kert, (1.2.21)

S2 : τttt = 0, S : Lt +
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert) = 0, (1.2.22)

F (rτ − τt) +Mt − rM − θqLt + µ
er(t−T )

γσ2

(
Nt + rKert − µ

τt
2

)
−

−Ftτ +
er(t−T )

γ

τtt
4

− Fθq

(
N + θq

τt
2

)
= 0. (1.2.23)

Из (1.2.15)–(1.2.17), (1.2.20), (1.2.21) получаем, что

τ = τ(t), α = q(rτ − τt
2
) + L(t), ξ =

τt
2
S +N +Kert, (1.2.24)

η = rτθ + LS +
er(t−T )

γσ2

(τtt
4
S2 + SNt + rSKert − Sµ

τt
2

)
+N(t)q +M(t).

(1.2.25)

1.2.2. Групповая классификация при Fθqθq ̸= 0, r = 0

При r = 0 из первого уравнения (1.2.21) получаем τtt = 0 и следовательно

τ = at+ b. Подстановка в (1.2.24), (1.2.25) дает

τ = at+ b, α = −a
2
q + L(t), ξ =

a

2
S +N +K, (1.2.26)

η = LS +
1

γσ2

(
SNt − Sµ

a

2

)
+N(t)q +M(t). (1.2.27)

Подставляем полученное в (1.2.22), (1.2.23):

Lt +
Ntt

γσ2
= 0, (1.2.28)

−aF +Mt − θqLt + µ
1

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
−

−Ft(at+ b)− Fθq

(
N + θq

a

2

)
= 0. (1.2.29)
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Интегрирование уравнения (1.2.28) дает L = − Nt

γσ2 + c. Тогда в силу (1.2.26)

и (1.2.29)

τ = at+ b, α = −a
2
q − Nt

γσ2
+ c, ξ =

a

2
S +N +K, (1.2.30)

η =M(t) +N(t)q + S

(
c− aµ

2γσ2

)
, (1.2.31)

−aF +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2
(Nt − µ

a

2
)−

−Ft(at+ b)− Fθq(N +
a

2
θq) = 0. (1.2.32)

Перепишем определяющее уравнение в виде

κ(t) + χ(t)θq + aF + Ft(at+ b) + Fθq(N +
a

2
θq) = 0.

1. Если a ̸= 0, сделаем замену

F =
F̃

at+ b

и получим κ(t)(at+b)+χ(t)(at+b)θq+F̃t(at+b)+F̃θq(N+ a
2θq) = 0. Следующая

замена: θ̄q = θq − (at+ b)1/2
∫
(at+ b)−3/2Ndt. После нее получаем уравнение

κ(t)(at+ b) + χ(t)(at+ b)3/2
∫

(at+ b)−3/2Ndt+

+χ(t)(at+ b)θ̄q + F̃t(at+ b) +
a

2
θ̄qF̃θ̄q = 0.

Теперь осуществим замену

F̃ = W − (at+ b)−1/2

∫
(at+ b)1/2χ(t)dtθ̄q−

−
∫ (

κ(t) + χ(t)(at+ b)1/2
∫

(at+ b)−3/2Ndt

)
dt.

и получим уравнение Wt(at+ b) + a
2 θ̄qWθ̄q = 0. Его общее решение имеет вид

W = W (θ̄q(at+ b)
−1/2). Вернувшись к исходным переменным, получим общее

решение

F = (at+ b)−1W

(
(at+ b)−1/2θq −

∫
(at+ b)−3/2Ndt

)
−
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−(at+ b)−3/2

∫
(at+ b)1/2χ(t)dtθq+

+(at+ b)−1

∫
(at+ b)−3/2Ndt

∫
(at+ b)1/2χ(t)dt−

−(at+ b)−1

∫ (
κ(t) + χ(t)(at+ b)1/2

∫
(at+ b)−3/2Ndt

)
dt.

С помощью преобразований эквивалентности, порождаемых оператором Y1

из (1.1.27), получим b = 0. При помощи преобразований эквивалентности

оператора Yϕ из (1.1.28) получаем

F = (at)−1W

(
t−1/2θq −

∫
t−3/2N

a
dt

)
− t−3/2

∫
t1/2

χ(t)

a
dtθq.

Применяем Yψ из (1.1.28) и получаем при помощи Yϕ F = t−1W
(
t−1/2θq

)
+

f(t)θq, где W ′′ ̸= 0 по предположению. Подставляем полученное в (1.2.30)–

(1.2.32):

τ = at+ b, α = −a
2
q − Nt

γσ2
+ c, ξ =

a

2
S +N + k, (1.2.33)

η =M(t) +N(t)q + S

(
− Nt

γσ2
+ c

)
+

1

γσ2
S
(
Nt − µ

a

2

)
,

−at−1W − afθq +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
+

1

2
(at+ b)t−5/2θqW

′+

+t−2(at+ b)W − (at+ b)ftθq − (t−3/2W ′ + f(t))
(
N +

a

2
θq

)
= 0.

После сокращения последнее уравнение принимает вид

−afθq +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
+
b

2
t−5/2θqW

′+

+bt−2W − (at+ b)ftθq − t−3/2NW ′ − f(t)N − a

2
f(t)θq = 0.

Далее заменой переменных u = t−1/2θq переписываем уравнение как

−aft1/2u+Mt + t1/2u
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2
(Nt − µ

a

2
) +

b

2
t−2uW ′+

+bt−2W − (at+ b)t1/2ftu− t−3/2NW ′ − f(t)N − a

2
t1/2f(t)u = 0.



38

Как уравнение от u его можно представить в виде(
b

2
u+ n

)
W ′ + bW +mu+ l = 0.

1.1. Считаем, что b ̸= 0. Делаем замену

v = u+
2n

b
, W = W̃ − 2m

3b
v − l

b
+

2mn

b2

Тогда получаем уравнение vb
2 W̃

′ + bW̃ = 0. Его решение W̃ = C/v2. Следо-

вательно,

W =
C1

(u+ C2)2
+ C3u+ C4, F =

C1

t(t−1/2θq + C2)2
+ C3t

−1/2θq + C4 + f(t)θq.

После применения Yψ получаем функцию вида F = C1

θ2q
+ f1(t)θq + f2(t), а

после применения Yϕ — F = C
θ2q
+f(t)θq. Подставляем обратно в определяющее

уравнение (1.2.32) и получаем

−aC
θ2q

− afθq +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
−

−ft(at+ b)θq +

(
2C

θ3q
− f

)(
N +

a

2
θq

)
= 0.

После сокращения получаем уравнение

−afθq +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
−

−ft(at+ b)θq +
2NC

θ3q
− f

(
N +

a

2
θq

)
= 0.

Дифференцируя его по θq, получаем N = 0, поэтому

N = 0, ft(at+ b) +
3a

2
f = 0, Mt =

aµ2

2γσ2
.

Решение уравнения для f есть f = c2(t+c1)
−3/2. Применение преобразования

эквивалентности Y1 дает функцию f = C2t
−3/2. Подстановка полученного f

обратно в уравнение на f дает C2b = 0. Так как b ̸= 0, C2 = 0 и f = 0. При

этом M = aµ2t
2γσ2 + d. Тогда коэффициенты оператора (1.2.33) принимают вид

τ = at+ b, ξ =
a

2
S + k, η =

aµ2t

2γσ2
+ d+ S

(
c− aµ

2γσ2

)
, α = −a

2
q + c.
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В результате при F = C/θ2q получаем операторы

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ.

1.2. Считаем, что b = 0, n ̸= 0. Тогда определяющее уравнение имеет

вид nW ′ +mu+ l = 0. Его решение имеет вид

W = C1u
2 + C2u+ C3 = C1t

−1θ2q + C2t
−1/2θq + C3,

где C1 ̸= 0. Тогда обратной заменой получаем

F = C1t
−2θ2q + C2t

−3/2θq + C3t
−1 + f(t)θq

Применением Yψ получим

F + µψt +
ψψtt
2γσ2

+ θq
ψt

2γσ2
= C1t

−2θ2q + θq(2C1t
−2ψ + C2t

−3/2 + f(t))+

+2C1t
−2ψ2 + C2t

−3/2ψ + f(t)ψ + C3t
−1.

Выбираем для сокращения коэффициента перед θq в качестве ψ решение

уравнения ψt = 2γσ2(2C1t
−2ψ + C2t

−3/2 + f(t)). Последующим применени-

ем Yϕ получаем F = Ct−2θ2q . Подстановка в (1.2.32) дает

−aCt−2θ2q +Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
+

+2Ct−3θ2qat− 2Ct−2θq

(
N +

a

2
θq

)
= 0.

Отсюда

Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2

(
Nt − µ

a

2

)
− 2NCt−2θq = 0,

поэтому

M =
aµ2t

2γσ2
− µ

γσ2
N + d, Ntt = 2Cγσ2t−2N.
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Подставляем полученное в (1.2.30):

τ = at+ b, α = −a
2
q − Nt

γσ2
+ c, ξ =

a

2
S +N +K,

η =
aµ2t

2γσ2
− µ

γσ2
N + d+N(t)q + S

(
c− aµ

2γσ2

)
.

Для уравнения Ntt = 2Cγσ2t−2N замена t = ev дает Nvv−Nv−2Cγσ2N = 0.

Если 1 + 8Cγσ2 > 0, C ̸= 0, p2 = 1 + 8Cγσ2 то получаем решения

N1 = n1t
1+p
2 , N2 = n2t

1−p
2 .

Если 1 + 8Cγσ2 < 0 и p2 = −1 − 8Cγσ2, то решения будут иметь вид

N1 = n1
√
t cos

(
p
2 ln |t|

)
, N2 = n2

√
t sin

(
p
2 ln |t|

)
.

Если 1 + 8Cγσ2 = 0, то получаем N1 = n1
√
t, N2 = n2

√
t ln |t|.

В результате получаем при 1 + 8Cγσ2 > 0, C ̸= 0, p2 = 1 + 8Cγσ2

следующие операторы

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ,

X5 = t(1+p)/2∂S −
(1 + p)t(p−1)/2

2γσ2
∂q +

(
t(1+p)/2q − µ

γσ2
t(1+p)/2

)
∂θ,

X6 = t(1−p)/2∂S −
(1− p)t−(1+p)/2

2γσ2
∂q +

(
t(1−p)/2q − µ

γσ2
t(1−p)/2

)
∂θ;

при 1 + 8Cγσ2 < 0, p2 = −1− 8Cγσ2 операторы будут иметь вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ,

X5 =
√
t cos

(p
2
ln |t|

)
∂S −

1

2
√
tγσ2

(
cos
(p
2
ln |t|

)
− p sin

(p
2
ln |t|

))
∂q+

+

(√
t cos

(p
2
ln |t|

)
q − µ

γσ2

√
t cos

(p
2
ln |t|

))
∂θ,

X6 =
√
t sin

(p
2
ln |t|

)
∂S −

1

2
√
tγσ2

(
sin
(p
2
ln |t|

)
+ p cos

(p
2
ln |t|

))
∂q+

+

(√
t sin

(p
2
ln |t|

)
q − µ

γσ2

√
t sin

(p
2
ln |t|

))
∂θ;
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при 1 + 8Cγσ2 = 0 —

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ,

X5 =
√
t∂S −

1

2
√
tγσ2

∂q +

(√
tq − µ

γσ2

√
t

)
∂θ,

X6 =
√
t ln |t|∂S −

1√
tγσ2

(
1 +

1

2
ln |t|

)
∂q +

(√
t ln |t|q − µ

γσ2

√
t ln |t|

)
∂θ.

1.3. Если b = 0, n = t−3/2N = 0, то функция W произвольная и F =

t−1W
(
t−1/2θq

)
+f(t)θq. В этом случае получаем из (1.2.30)–(1.2.32) уравнения

τ = at, α = −a
2
q + c, ξ =

a

2
S +K, η =M(t) + S

(
c− aµ

2γσ2

)
,

−afθq +Mt −
aµ2

2γσ2
− atftθq −

af

2
θq = 0.

Дифференцирование по θq полученного уравнения дает atft = −3af/2. Ре-

шение в предположении a ̸= 0 дает f = Ct−3/2. Тогда

f = Ct−3/2, M =
aµ2t

2γσ2
+ d

Следовательно

τ = at, α = −a
2
q + c, ξ =

a

2
S + k, η =

aµ2t

2γσ2
+ d+ S

(
c− µ

a

2

)
.

Поэтому если F = t−1W
(
t−1/2θq

)
+ Ct−3/2θq = t−1W̃ (t−1/2θq), то получаем

операторы

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ.

1.4. Если b ̸= 0, n = 0, то получим тот же результат, что и в пункте

1.1.

2. Пусть теперь a = 0, тогда

τ = b, ξ = N + k, η =M(t) +N(t)q + cS, α = − Nt

γσ2
+ c,
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Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2
Nt − bFt −NFθq = 0.

2.1. Если N ̸= 0, b ̸= 0, получаем определяющее уравнение

C1(t)Fθq + C2Ft + C3(t)θq + C4(t) = 0.

Делаем замену

F = F̃ − 1

C2

∫ t

t0

C3(l)dlθq +
1

C2

∫ t

t1

(
−C4(s) +

∫ s

t0

C3(l)dl

)
ds

и получаем уравнение C1(t)F̃θq + C2F̃t = 0. Его решение имеет вид

F̃ = F̃

(
θq −

∫ t

t3

C1(l)

C2
dl

)
.

Обратная замена дает решение

F = F̃

(
θq −

∫ t

t3

C1(l)

C2
dl

)
− 1

C2

∫ t

t0

C3(l)dlθq+

+
1

C2

∫ t

t1

(
−C4(s) +

∫ s

t0

C3(l)dl

)
ds.

Применяем преобразование эквивалентности Yϕ и получаем

F = F̃

(
θq −

∫ t

t3

C1(l)

C2
dl

)
− 1

C2

∫ t

t0

C3(l)dlθq.

Применение Yψ при ψ =
∫ t
t3

C1(l)
C2
dl дает

F + µ
C1(t)

C2γσ2
+

∫ t
t3
C1(l)dlC

′
3(t)

2C2
2γσ

2
+ θq

C ′
3(t)

C2γσ2
= F̃ (θq)−

1

C2

∫ t

t0

C3(l)dlθq.

Повторное применение Yφ дает F = F̃ (θq) + f(t)θq. Подставляем обратно в

определяющее уравнение и получаем

Mt + θq
Ntt

γσ2
+

µ

γσ2
Nt − bftθq −NF̃θq −Nf(t) = 0.

Так как N ̸= 0 и Fθqθq ̸= 0, то получаем F̃θq = n1θ
2
q + n2θq + n3. Тогда

F = n1θ
2
q + n2θq + n3 + f(t)θq, n1 ̸= 0. Применение Yψ дает равенство

F + µ
ψt
γσ2

+
ψψtt
2γσ2

+ θq
ψtt
γσ2

=
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= n1θ
2
q + θq(2n1ψ + n2 + f(t)) + n1ψ

2 + n2ψ + f(t)ψ + n3.

Выбираем ψ, такое, что ψtt = γσ2(2n1ψ + n2 + f(t)). Тогда получаем

F = n1θ
2
q + n1ψ

2 + n2ψ + f(t)ψ + n3 − µ
ψt
γσ2

− ψψtt
2γσ2

.

Применение Yϕ дает F = n1θ
2
q . Применяем Y4 и получаем(

F +
µ2

2γσ2

)
e−a4 − µ2

2γσ2
= n1e

a4θ2q .

Применение Yϕ и подстановка a4 = − ln |n1|/2 дают F = nθ2q , n = ±1, тогда

Ntt = 2nγσ2N, Mt +
µ

γσ2
Nt = 0,

τ = b, α = − Nt

γσ2
+ c, ξ = N + k, η =M(t) +N(t)q + cS.

Решая эти уравнения, получим

M = d− µ

γσ2
N,

nγ > 0, N = n1e
pt + n2e

−pt, p =
√

|2γσ2|;

nγ < 0, N = n1 cos(pt) + n2 sin(pt), p =
√

|2γσ2|.

При nγσ2 > 0 получаем

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = ept∂S −
pept

γσ2
∂q +

(
eptq − µept

γσ2

)
∂θ,

X6 = e−pt∂S +
pe−pt

γσ2
∂q +

(
e−ptq − µe−pt

γσ2

)
∂θ,

где p =
√

|2γσ2|.
При nγσ2 < 0 имеем

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = sin(pt)∂S −
p cos(pt)

γσ2
∂q +

(
sin(pt)q − µ sin(pt)

γσ2

)
∂θ,
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X6 = cos(pt)∂S +
p sin(pt)

γσ2
∂q +

(
cos(pt)q − µ cos(pt)

γσ2

)
∂θ,

где p =
√

|2γσ2|.
2.2. Если N ̸= 0, b = 0, получаем F = f(t)θ2q , f(t) ̸= 0,

τ = 0, α = − Nt

γσ2
+ c, ξ = N + k, η = d− µ

γσ2
N +N(t)q + cS,

Ntt = 2f(t)γσ2N.

Следовательно, генераторы принимают вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = φ1(t)∂S −
(φ1(t))t
γσ2

∂q +

(
φ1(t)q −

µφ1(t)

γσ2

)
∂θ,

X5 = φ2(t)∂S −
(φ2(t))t
γσ2

∂q +

(
φ2(t)q −

µφ2(t)

γσ2

)
∂θ.

где φ1(t), φ2(t) — линейно независимые решения линейного уравнения Ntt =

2f(t)γσ2N .

2.3. При N = 0, b ̸= 0 получаем F = F̃ (θq), следовательно,

τ = b, α = c, ξ = k, η = d+ cS, Mt = 0, M = d.

Тогда X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t.

2.4 Для N = 0, b = 0 имеем X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S.

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы о групповой

классификации в случае нулевой безрисковой процентной ставки r.

Теорема 1.2.1. Пусть γσ ̸= 0, r = 0.

1. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при функции F =

F (t, θq), такой, что Fθqθq ̸= 0, которая не эквивалентна функциям f(t)θ2q ,

F̃ (θq) и t−1W (t−1/2θq), имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S.
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2. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при функции F =

F̃ (θq), F̃ ′′ ̸= 0, которая не эквивалентна f(t)θ2q и t−1W (t−1/2θq), имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t.

3. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при F = C/θ2q име-

ет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ.

4. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при F = f(t)θ2q ,

которая не эквивалентна Ct−2θ2q и ±θ2q , имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = φ1(t)∂S −
(φ1(t))t
γσ2

∂q +

(
φ1(t)q −

µφ1(t)

γσ2

)
∂θ,

X5 = φ2(t)∂S −
(φ2(t))t
γσ2

∂q +

(
φ2(t)q −

µφ2(t)

γσ2

)
∂θ.

где φ1(t), φ2(t) — линейно независимые решения линейного уравнения Ntt =

2f(t)γσ2N .

5. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при F = Ct−2θ2q ,

C ̸= 0, имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ,

X5 = φ1(t)∂S −
(φ1(t))t
γσ2

∂q +

(
φ1(t)q −

µφ1(t)

γσ2

)
∂θ,

X6 = φ2(t)∂S −
(φ2(t))t
γσ2

∂q +

(
φ2(t)q −

µφ2(t)

γσ2

)
∂θ,

где φ1, φ2 имеют следующий вид:

φ1 = t(1+
√

1+8Cγσ2)/2, φ2 = t(1−
√

1+8Cγσ2)/2 при 1 + 8Cγσ2 > 0;
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φ1 =
√
t cos

(√
−1−8Cγσ2

2 ln |t|
)

, φ2 =
√
t sin

(√
−1−8Cγσ2

2 ln |t|
)

при 1 +

8Cγσ2 < 0;

φ1 =
√
t, φ2 =

√
t ln |t| при 1 + 8Cγσ2 = 0.

6. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при функции F =

t−1W (t−1/2θq), такой, что W ′′ ̸= 0, которая не эквивалентна f(t)θ2q и C/θ2q ,

имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = t∂t +
S

2
∂S −

q

2
∂q +

(
µ2t

2γσ2
− µ

2γσ2
S

)
∂θ.

7. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при F = nθ2q , n =

±1, имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = φ1(t)∂S −
(φ1(t))t
γσ2

∂q +

(
φ1(t)q −

µφ1(t)

γσ2

)
∂θ,

X6 = φ2(t)∂S −
(φ2(t))t
γσ2

∂q +

(
φ2(t)q −

µφ2(t)

γσ2

)
∂θ,

где φ1, φ2 имеют следующий вид:

φ1 = e
√

|2γσ2|t, φ2 = e−
√

|2γσ2|t при nγ > 0;

φ1 = sin(
√

|2γσ2|t), φ2 = cos(
√

|2γσ2|t) при nγ < 0.

1.2.3. Групповая классификация при Fθqθq ̸= 0, r ̸= 0

Пусть теперь Fθqθq ̸= 0, r ̸= 0. В этом случае решая (1.2.21), (1.2.22) получаем

τ = const и подстановка в (1.2.24) дает

τ = const, α = rτq + L(t), ξ = N +Kert, (1.2.34)

η = rτθ + LS +
er(t−T )

γσ2
(
SNt + rSKert

)
+N(t)q +M(t). (1.2.35)

Тогда из (1.2.22), (1.2.23) получаем

Lt +
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert) = 0, (1.2.36)
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rτF +Mt − rM − θqLt + µ
er(t−T )

γσ2
(
Nt + rKert

)
− Ftτ −NFθq = 0. (1.2.37)

Решение уравнения (1.2.36) дает

L = −
∫ t

t0

er(s−T )

γσ2
(Ntt + r2Kers)ds+ U. (1.2.38)

Подставляем (1.2.38) в (1.2.34), (1.2.35), (1.2.37):

rτF +Mt + θq
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert)− rM+

+µ
er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert)− Ftτ − FθqN = 0, (1.2.39)

τ = const, α = rτq −
∫ t

t0

er(s−T )

γσ2
(Ntt + r2Kers)ds+ U, (1.2.40)

ξ = N(t) +Kert, η = rτθ + S

(
−
∫ t

t0

er(s−T )

γσ2
(Ntt + r2Kers)ds+ U

)
+

+
er(t−T )

γσ2
S(Nt + rKert) +N(t)q +M(t). (1.2.41)

Уравнение на неизвестную функцию (1.2.39) имеет вид

−rεF + εFt + κ(t)Fθq + θqϕ(t) + ψ(t) = 0.

1. Если ε = 0, κ(t) = 0 и F = F (t, θq) — произвольная функция, то

получаем −ε = τ = 0, −κ = N = 0, −γσ2er(T−t)ϕ = Ntt+r
2Kert = r2Kert = 0,

следовательно, K = 0, τ = 0, N = 0 и уравнение (1.2.39) принимает вид

Mt − rM = 0, M = mert. Следовательно, (1.2.40) влечет равенства τ = 0,

α = U , ξ = 0, η = US +mert. Отсюда получаем операторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

2. Если ε ̸= 0, κ = 0, то получаем решение F = ertF̃ (θq) + f2(t)θq +

f3(t), применяем преобразование эквивалентности, порождаемое оператором

Yϕ (1.1.30) и получаем, что F = ertF̃ (θq) + f1(t)θq. Так как Fθqθq ̸= 0, то

получаем F̃θqθq ̸= 0 . Из равенства κ = 0 следует, что N = 0. Подставляем
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F = ertF̃ (θq) + f1(t)θq и N = 0 в (1.2.39) и получаемe уравнение

rτf1(t)θq +Mt + θq
er(t−T )

γσ2
r2Kert − rM + µ

er(t−T )

γσ2
rKert − (f1)tτθq = 0.

Его дифференцирование по θq дает два равенства

rτf1(t) +
er(t−T )

γσ2
r2Kert − (f1)t(t)τ = 0, Mt − rM + µ

er(t−T )

γσ2
rKert = 0.

Подставляем f1(t) = f̄1e
rt + rf̄2e

2rt в уравнение на f1(t) и получаем

rτ f̄1e
rt + r2τ f̄2e

2rt +
er(t−T )

γσ2
r2Kert − rτ f̄1e

rt − 2r2τ f̄2e
2rt = 0,

отсюда K = γσ2erT τ f̄2. Решая уравнение для M , получим M = mert −
µτf̄2e

2rt. Подставляем полученное в (1.2.40):

τ = const, α = rτq − rτ f̄2
2
e2rt +

rτ f̄2
2
e2rt0 + U, ξ = γσ2erT τ f̄3e

rt,

η = rτθ + S

(
rτ f̄2
2
e2rt +

rτ f̄2
2
e2rt0 + U

)
+mert − µτf̄2e

2rt.

Обозначим F̄ = F̃ + f̄1θq и получим специализацию F = ertF̄ (θq) + rfe2rtθq,

F̄θqθq ̸= 0. Используя замену Ū = U + rτ f̄2e
2rt0/2, получим допускаемые опе-

раторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = ∂t + γσ2erTfert∂S +

(
rq − rf

2
e2rt
)
∂q +

(
rθ +

rf

2
e2rtS − µfe2rt

)
∂θ.

Применение преобразование эквивалентности растяжения ∂t+rF∂F дает F =

ertF̄ (θq)+rfe
2rtera1θq.Поэтому имеем три специализации при f = 0 и f = ±1.

3. Если ε = 0, κ ̸= 0, ϕ(t) = 0, то получаем противоречие с предполо-

жением Fθqθq ̸= 0.

4. Если ε = 0, κ ̸= 0, ϕ(t) ̸= 0, то получаем решение F = f1(t)θ
2
q +

f2(t)θq + f3(t), f1(t) ̸= 0. Рассматриваем преобразование эквивалентности Yψ
(1.1.31), где ψ решение уравнения ψtt = γσ2er(T−t)(2f1(t)ψ+ f2(t)). Получаем
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произвольный элемент вида F = f1(t)θ
2
q + f̄2(t), где

f̄2 = f1(t)ψ
2 + f2(t)ψ + f3(t)− µ

er(t−T )ψt
γσ2

− er(t−T )ψψtt
2γσ2

.

Дальше применяем преобразование эквивалентности Yϕ и получаем F =

f(t)θ2q . Из равенства ε = 0 следует, что τ = 0. Подставляем полученное в

уравнения (1.2.39), (1.2.40):

Mt + θq
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert)− rM+

+µ
er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert)− 2f(t)θqN = 0, (1.2.42)

τ = 0, α = −
∫ t

t0

er(s−T )

γσ2
(Ntt + r2Kers)ds+ U, (1.2.43)

ξ = N(t) +Kert, η = S

(
−
∫ t

t0

er(s−T )

γσ2
(Ntt + r2Kers)ds+ U

)
+

+
er(t−T )

γσ2
S(Nt + rKert) +N(t)q +M(t). (1.2.44)

Дифференцирование по переменной θq уравнения (1.2.42) дает

Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N − r2Kert, (1.2.45)

Mt − rM + µ
er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert) = 0. (1.2.46)

Решая уравнение (1.2.46) получаем

M = mert − µ
er(t−T )

γσ2
(N +Kert). (1.2.47)

Подставляем (1.2.47) и (1.2.45) в (1.2.43), (1.2.44), тогда

τ = 0, α = −
∫ t

t0

2f(s)Nds+ U, ξ = N(t) +Kert, (1.2.48)

η = S

(
−
∫ t

t0

2f(s)Nds+ U

)
+
er(t−T )

γσ2
S(Nt + rKert)+

+N(t)q +mert − µ
er(t−T )

γσ2
(N +Kert). (1.2.49)
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Пусть Ψ(t) — частное решение уравнения (1.2.45) при K = 1, тогда замена

N = W + KΨ(t) приводит уравнение (1.2.45) к однородному виду Ntt =

2f(t)γσ2er(T−t)N , которое имеет два линейно независимых частных решения

φ1(t) и φ2(t). Следовательно решение (1.2.45) есть

N = c1φ1(t) + c2φ2(t) +KΨ(t), (1.2.50)

где φ1(t) и φ2(t) — линейно независимые решения Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N и

Ψ(t) — частное решение Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N − r2ert. Подставляем (1.2.50)

в (1.2.48), (1.2.49) и получаем

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = φ1∂S − 2

∫ t

t0

f(s)φ1ds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
1 − 2S

∫ t

t0

f(s)φ1ds+ φ1q − µ
er(t−T )

γσ2
φ1

)
∂θ,

X4 = φ2∂S − 2

∫ t

t0

f(s)φ2ds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
2 − 2S

∫ t

t0

f(s)φ2ds+ φ2q − µ
er(t−T )

γσ2
φ2

)
∂θ,

X5 = (Ψ + ert)∂S − 2

∫ t

t0

f(s)Ψds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
(Ψ′ + rert)− 2S

∫ t

t0

f(s)Ψds+Ψq − µ
er(t−T )

γσ2
(Ψ + ert)

)
∂θ,

5. При ε ̸= 0, κ ̸= 0 делаем замену в определяющем отношении

F = ertF̄ (t, θq)− ert
∫ t

t0

e−rs
ϕ(s)

ε
dsθq+

+ert
∫
κ(t)

∫ t

t0

e−rs
ϕ(s)

ε2
dsdt− ert

∫
e−rt

ψ(t)

ε
dt.

Следовательно, получаем уравнение εF̄t + κ(t)F̄θq = 0. Его общее решение —

F̄ = F̃ (θq −
∫
κ(t)dt/ε). Поэтому F = ertF̃ (θq − f1(t)) + f2(t)θq + f3(t). Ис-

пользуем преобразование эквивалентности (1.1.31) Yψ с ψ = f1(t), тогда

F + µ
er(t−T )(f1)t

γσ2
+
er(t−T )f1(f1)tt

2γσ2
+ θq

er(t−T )(f1)tt
γσ2

=
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= ertF̃ (θq) + f2(t)θq + f2(t)f1(t) + f3(t).

Далее применяем преобразование эквивалентности (1.1.30) Yϕ и получаем

F = ertF̃ (θq) + f̄(t)θq. Подставляем полученное в (1.2.39)

θq
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert) +Mt − rM + µ

er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert)−

−Nf̄ + (rf̄ − (f̄)t)τθq −NertF̃θq = 0.

Это уравнение имеет вид

dF̃θq + nθq + c = 0,

где d ̸= 0 ввиду κ ̸= 0.

5.1. Если n = 0, то получаем противоречие с условием F̃θqθq ̸= 0.

5.2. Если n ̸= 0, то F̃ = f̃1θ
2
q + f̃2θq + f̃3. Следовательно, F = ert(f̃1θ

2
q +

f̃2θq + f̃3) + f̄(t)θq, где в силу условия Fθqθq ̸= 0 имеем f̃1 ̸= 0. Применим

преобразование эквивалентности (1.1.31) Yψ, где ψ — решение уравнения

Att = 2f̃1γσ
2erTA+ f̃2γσ

2erT + f̄(t)γσ2er(T−t).

Тогда F = ertf̃1θ
2
q + f̂(t), а после преобразования эквивалентности Yϕ F =

fertθ2q . Преобразование эквивалентности Y1 (1.1.29) не может убрать констан-

ту f , так как сдвиг по t и растяжение по F сокращаются одновременно. Под-

ставляем F = fertθ2q в (1.2.39):

Mt + θq
er(t−T )

γσ2
(Ntt + r2Kert)− rM + µ

er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert)− 2Nfθqe

rt = 0.

Дифференцирование по θq этого уравнения дает равенства

er(t−T )

γσ2
θq : Ntt + r2Kert = 2fγσ2erTN, (1.2.51)

1 :Mt − rM + µ
er(t−T )

γσ2
(Nt + rKert) = 0.
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Решение последнего уравнения есть

M = mert − µ
er(t−T )

γσ2
(N +Kert). (1.2.52)

Подставляем уравнение (1.2.51), (1.2.52) в (1.2.40), (1.2.41), тогда

τ = const, α = rτq − 2f

∫ t

t0

ersNds+ U, ξ = N(t) +Kert, (1.2.53)

η = rτθ + S

(
−2f

∫ t

t0

ersNds+ U

)
+
er(t−T )

γσ2
S(Nt + rKert)+

+N(t)q +mert − µ
er(t−T )

γσ2
(N +Kert). (1.2.54)

Уравнение (1.2.51) имеет много разных решений в зависимости от значений

постоянных в нем.

Для однородного уравненияNtt = 2fγσ2erTN решения зависят от знака

fγ. Вводим обозначение k =
√
|2fγσ2erT |. Если fγ > 0, то получаем Nодн =

n1e
kt + n2e

−kt. Если fγ < 0, то получаем Nодн = n1 cos(kt) + n2 sin(kt).

Частные решения неоднородного уравнения Ntt + r2Kert = 2fγσ2erTN

зависят от значения r2 − 2fγσ2erT . Если r2 = 2fγσ2erT , то получаем Nчаст =

−rKtert/2. Если r2 ̸= 2fγσ2erT , то получаем Nчаст = r2Kert/(2fγσ2erT − r2).

Следовательно получается, что если fγ > 0, r2 ̸= 2fγσ2erT , то

N = n1e
kt + n2e

−kt +
r2Kert

2fγσ2erT − r2
,

а в случе fγ > 0, r2 = 2fγσ2erT —

N = n1e
rt + n2e

−rt − rKt

2
ert.

Если fγ < 0, то

N = n1 cos(kt) + n2 sin(kt) +
r2Kert

2fγσ2erT − r2
,

где k =
√
|2fγσ2erT |.
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Если fγ > 0, r2 ̸= 2fγσ2erT , то подставляем (1.2.3) в (1.2.53), (1.2.54) с

заменой k =
√

2fγσ2erT , вносом константы интегрирования в U и сокраще-

нием полученного и получаем

τ = const, ξ = n1e
kt + n2e

−kt +
k2Kert

k2 − r2
,

α = rτq − 2fn1
k + r

e(k+r)t − 2fn2
r − k

e(r−k)t − rfKe2rt

(k2 − r2)
+ U,

η = rτθ + S

(
2frn1
k(k + r)

e(k+r)t − 2frn2
k(r − k)

e(r−k)t +
rfKe2rt

k2 − r2
+ U

)
+

+

(
n1e

kt + n2e
−kt +

r2Kert

k2 − r2

)
q+

+mert − µ
2fert

k2

(
n1e

kt + n2e
−kt +

k2Kert

k2 − r2

)
,

где k =
√

|2fγσ2erT |. Поэтому в случае fγ > 0, r2 ̸= 2fγσ2erT получаем

операторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ,

X4 = ekt∂S −
2fe(k+r)t

k + r
∂q +

(
2rfe(k+r)t

k(k + r)
S + ektq − µ

2fe(k+r)t

k2

)
∂θ,

X5 = e−kt∂S −
2fe(r−k)t

r − k
∂q +

(
−2rfe(r−k)t

k(r − k)
S + e−ktq − µ

2fe(r−k)t

k2

)
∂θ,

X6 =
k2ert

k2 − r2
∂S −

rfe2rt

k2 − r2
∂q +

(
rfe2rt

k2 − r2
S +

r2ert

k2 − r2
q − µ

2fe2rt

k2 − r2

)
∂θ,

где k =
√
|2fγσ2erT |.

Если fγ > 0, r2 = 2fγσ2erT , то подставляем (1.2.3) в (1.2.53), (1.2.54) с

заменой γσ2erT = r2

2f , вносом константы интегрирования в U и сокращением:

τ = const, ξ = n1e
rt + n2e

−rt − rKt

2
ert +Kert,

α = rτq − 2f(
n1
2r

+
K

8r
)e2rt − 2fn2t+

fKt

2
e2rt + U,

η = rτθ + S

(
f(
n1
r

− K

4r
)e2rt − 2fn2(t+

1

r
) +K(

f

r
− ft

2
)e2rt + U

)
+

+(n1e
rt + n2e

−rt − rKt

2
ert)q+
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+mert − µ
2fert

r2
(n1e

rt + n2e
−rt − rKt

2
ert +Kert).

Тогда при fγ > 0, r2 = 2fγσ2erT получаем операторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ,

X4 = ert∂S −
f

r
e2rt∂q +

(
S
f

r
e2rt + ertq − µ

2fe2rt

r2

)
∂θ,

X5 = e−rt∂S − 2ft∂q +

(
−2fS(t+

1

r
) + e−rtq − µ

2f

r2

)
∂θ,

X6 = ert(1− rt

2
)∂S + fe2rt(

t

2
− 1

4r
)∂q+

+

(
Sfe2rt(

3

4r
− t

2
)− rt

2
ertq − µfe2rt(

2

r2
− t

r
)

)
∂θ,

где |r| =
√

|2fγσ2erT |.
Если fγ < 0, то аналогичным образом получим

τ = const, ξ = n1 cos(kt) + n2 sin(kt) +
k2Kert

k2 + r2
,

α = rτq − 2fert

r2 + k2
((rn1 − kn2) cos(kt) + (kn1 + rn2) sin(kt)) +

rfKe2rt

(k2 + r2)
+ U,

η = rτθ + S

(
2fert

r2 + k2

((
−r

2

k
n2 − rn1

)
cos(kt) +

(
r2

k
n1 − rn2

)
sin(kt)

)
+

− rfKe2rt

(k2 + r2)
+ U

)
+

(
n1 cos(kt) + n2 sin(kt)−

r2Kert

k2 + r2

)
q+

+mert + µ
2fert

k2

(
n1 cos(kt) + n2 sin(kt) +

k2Kert

k2 + r2

)
.

Поэтому при fγ < 0 получаем операторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ,

X4 = cos(kt)∂S −
2fert

k2 + r2
(r cos(kt) + k sin(kt))∂q+

+

(
S

2rfert

k(k2 + r2)
(−k cos(kt) + r sin(kt)) + cos(kt)q + µ

2fert

k2
cos(kt)

)
∂θ,

X5 = sin(kt)∂S −
2fert

k2 + r2
(−k cos(kt) + r sin(kt))∂q+
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+

(
S

2rfert

k(k2 + r2)
(−r cos(kt)− k sin(kt)) + sin(kt)q + µ

2fert

k2
sin(kt)

)
∂θ,

X6 =
k2ert

k2 + r2
∂S +

rfe2rt

k2 + r2
∂q +

(
− rfe2rt

k2 + r2
S − r2ert

k2 + r2
q + µ

2fe2rt

k2 + r2

)
∂θ.

Таким образом, получена теорема о групповой классификации для слу-

чая ненулевой безрисковой процентной ставки r.

Теорема 1.2.2. Пусть γσ ̸= 0, r ̸= 0.

1. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при произвольной

функции F , Fθqθq ̸= 0, которая не эквивалентна f(t)θ2q , ertF̃ (θq) + rfe2rtθq,

имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

2. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при функции F =

ertF̃ (θq) + rfe2rtθq, F̃ ′′ ̸= 0, которая не эквивалентна f(t)θ2q , имеет вид

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = ∂t + γσ2erTfert∂S +

(
rq − rf

2
e2rt
)
∂q +

(
rθ +

rf

2
e2rtS − µfe2rt

)
∂θ.

3. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при функции F =

f(t)θ2q , f(t) ̸= 0, которая не эквивалентна fertθ2q , имеет вид

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = φ1(t)∂S − 2

∫ t

t0

f(s)φ1(s)ds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
1(t)− 2S

∫ t

t0

f(s)φ1(s)ds+ φ1(t)q − µ
er(t−T )

γσ2
φ1(t)

)
∂θ,

X4 = φ2(t)∂S − 2

∫ t

t0

f(s)φ2(s)ds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
2(t)− 2S

∫ t

t0

f(s)φ2(s)ds+ φ2(t)q − µ
er(t−T )

γσ2
φ2(t)

)
∂θ,

X5 = (Ψ(t) + ert)∂S − 2

∫ t

t0

f(s)Ψ(s)ds∂q+
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+

(
S
er(t−T )

γσ2
(Ψ′(t) + rert)− 2S

∫ t

t0

f(s)Ψ(s)ds+

+ Ψ(t)q − µ
er(t−T )

γσ2
(Ψ(t) + ert)

)
∂θ,

где φ1(t) и φ2(t) — линейно независимые решения однородного уравнения

Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N и Ψ(t) — частное решение неоднородного уравнения

Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N − r2ert.

4. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (1.1.1) при F = fertθ2q ,

f ̸= 0, имеет вид

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ,

X4 = φ1(t)∂S − 2f

∫ t

t0

φ1(s)e
rsds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
1(t)− 2fS

∫ t

t0

φ1(s)e
rsds+ φ1(t)q − µ

er(t−T )

γσ2
φ1(t)

)
∂θ,

X5 = φ2(t)∂S − 2f

∫ t

t0

φ2(s)e
rsds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
2(t)− 2fS

∫ t

t0

φ2(s)e
rsds+ φ2(t)q − µ

er(t−T )

γσ2
φ2(t)

)
∂θ,

X6 = (Ψ(t) + ert)∂S − 2f

∫ t

t0

Ψ(s)ersds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
(Ψ′(t) + rert)− 2fS

∫ t

t0

Ψ(s)ersds+Ψ(t)q − µ
er(t−T )

γσ2
(Ψ(t) + ert)

)
∂θ,

где φ1, φ2, Ψ имеют вид:

φ1(t) = e
√

|2fγσ2erT |t, φ2(t) = e−
√

|2fγσ2erT |t, Ψ(t) = r2ert

2fγσ2erT−r2 при

fγ > 0, r2 ̸= 2fγσ2erT ;

φ1(t) = ert, φ2(t) = e−rt, Ψ(t) = −rt
2 e

rt при fγ > 0, r2 = 2fγσ2erT ;

φ1(t) = cos(
√

|2fγσ2erT |t), φ2(t) = sin(
√

|2fγσ2erT |t), Ψ(t) = r2ert

2fγσ2erT−r2

при fγ < 0.
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1.2.4. Уравнение с линейной функцией F

Рассматриваем элемент F = a(t)θq + b(t). Применяем преобразование экви-

валентности Yϕ и получаем F = a(t)θq. Следовательно получаем уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + a(t)θq, (1.2.55)

где θ = θ(t, S, q).

Делаем замену

θ = Sq + Sert
∫ t

t1

ae−rsds+ ert
ln z

γerT
+

+ert
∫ t

t2

(
−µ
∫ p

t1

ae−rsds− 1

2
γσ2erT

(∫ p

t1

ae−rsds

)2
)
dp (1.2.56)

и получаем уравнение

zt = zS

(
−µ− γσ2erT

∫ t

t1

ae−rsds

)
− 1

2
σ2zSS + azq.

Введем обозначения

I1(t) =

∫ t

t1

a(s)e−rsds, (1.2.57)

I2(t) =

∫ t

t2

(
−µ
∫ p

t1

a(s)e−rsds− 1

2
γσ2erT

(∫ p

t1

a(s)e−rsds

)2
)
dp, (1.2.58)

I3(t) =

∫ t

t3

(
µ+ γσ2erT

∫ p

t1

a(s)e−rsds

)
dp, I4(t) =

∫ t

t4

a(s)ds. (1.2.59)

После замены

u = −t, h =

√
2

σ
(S − I3(t)) , v = q + I4(t). (1.2.60)

получаем уравнение теплопроводности zu = zhh с неявной дополнительной

переменной v. Собирая все замены (1.2.56)–(1.2.60), получаем

t = −u, S =
σ√
2
h+ I3(−u), q = v − I4(−u),

θ =

(
σ√
2
h+ I3(−u)

)
(v − I4(−u)) + e−ru

ln z

γerT
+
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+e−ruI2(−u) + e−ruI1(−u)
(
σ√
2
h+ I3(−u)

)
.

Обратная замена

u = −t, h =

√
2

σ
(S − I3(t)) , v = q + I4(t),

z = exp
(
γer(T−t)(θ − Sq)− SγerT I1(t)− γerT I2(t)

)
.

Следовательно,

∂u = −∂t + a∂q − (µ+ γσ2erT I1(t))∂S+

+

(
−(µ+ γσ2erT I1(t))q − rθ + rSq − 1

2
γσ2erTert(I1(t))

2

)
∂θ,

∂h =
σ√
2
∂S +

σ√
2
(q + ertI1(t))∂θ,

∂v = ∂q + S∂θ,

∂z =
ert

γerT
exp

(
−γer(T−t)(θ − Sq) + SγerT I1(t) + γerT I2(t)

)
∂θ

Алгебра Ли уравнения теплопроводности (см. [14], пример 2.41) имеет вид

X1 = ∂h, X2 = ∂u, X3 = z∂z, X4 = h∂h + 2u∂u,

X5 = 2u∂h − hz∂z, XK = K(u, h, v)∂z, X6 = 4u2∂u + 4uh∂h − (h2 + 2u)z∂z,

где K — решение уравнения Ku = Khh. Добавляем к ней оператор X7 = ∂v,

который означает автономность уравнения относительно неявной переменной

v и домножаем ввиду автономности все операторы на функции, зависящие от

v. Заменой переменных получаем генераторы групп Ли линейного уравнения

(1.2.55)

X1 = c1
(
∂S + (q + ertI1(t))∂θ

)
,

X2 = c2
(
−∂t + a(t)∂q − (µ+ γσ2erT I1(t))∂S+

+

(
−(µ+ γσ2erT I1(t))q − rθ + rSq − 1

2
γσ2erTertI1(t)

2

)
∂θ

)
,

X3 = c3e
rt∂θ,
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X4 = c4
(
2t∂t − 2ta(t)∂q +

(
S − I3(t) + 2tµ+ 2tγσ2erT I1(t)

)
∂S+

+
(
2t(µ+ γσ2erT I1(t))q + 2rtθ − 2rtSq + tγσ2erTertI1(t)

2 + 2tb+

+(S − I3(t)) (q + ertI1(t))
)
∂θ
)
,

X5 = c5(tγσ
2erT∂S + (tqγσ2erT + (S − I3(t) + tγσ2erT I1(t))e

rt)∂θ),

X6 = c6

(
−2t2γσ2erT∂t + 2a(t)t2γσ2erT∂q−

−
(
2t2γσ2erT (µ+ γσ2erT I1(t)) + 2tγσ2erT (S − I3(t))

)
∂S+

+

(
− 2t2γσ2erT (µ+ γσ2erT I1(t))q − 2rt2γσ2erTθ + 2rt2γσ2erTSq−

−t2(γσ2erT )2ertI1(t)2 − 2tγσ2erT (S − I3(t))(q + ertI1(t))−

−(S − I3(t))
2ert + σ2tert

)
∂θ

)
,

X7 = c7(∂q + S∂θ),

XK = K

(
−t,

√
2

σ
(S − I3(t)) , q + I4(t)

)
×

× ert

γerT
exp

(
−γer(T−t)(θ − Sq) + SγerT I1(t) + γerT I2(t)

)
∂θ,

где коэффициенты c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7 зависят от v = q + I4(t), а функция

K = K(u, h, v) удовлетворяет уравнению Ku = Khh.

1.3. Инвариантные подмодели и решения

1.3.1. Случай r ̸= 0 и произвольной функции F

В данном случае уравнение допускает алгебру L2 с базисом

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

Коммутатор равен нулю: [X1, X2] = 0. Следовательно, одномерная система

подалгебр имеет вид Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2 + aX1⟩, a ∈ R}.
Инварианты подалгебры ⟨X2 + aX1⟩. имеют вид

J1 = t, J2 = S, J3 = θ − Sq − aqert. (1.3.1)
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Инвариантное решение ищется в виде θ = Sq+aqert+ertφ(t, S) . Подстановка

в основное уравнение дает подмодель

φt + µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2φ2

S = e−rtF (t, S) . (1.3.2)

Подалгебра ⟨X1⟩ не обладает инвариантами зависящими от θ.

1.3.2. Случай r ̸= 0 и F = ertF̄ (θq) + rfe2rtθq

Рассматриваем специализацию F = ertF̄ (θq) + rfe2rtθq, F̄θqθq ̸= 0 при r ̸= 0.

Основная алгебра L3 имеет базис

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ,

X3 = ∂t + γσ2erTfert∂S +

(
rq − rf

2
e2rt
)
∂q +

(
rθ +

rf

2
e2rtS − µfe2rt

)
∂θ.

Коммутаторы имеют вид

[X1, X2] = [X1, X3] = 0, [X2, X3] = rX2 − fγσ2erTX1,

поэтому ненулевые структурные константы есть C1
2,3 = −C1

3,2 = −fγσ2erT ,

C2
2,3 = −C2

3,2 = r. Вычисление внутренних автоморфизмов дает

E2 : ē1 = e1 − fγσ2erTe3a2, ē2 = e2 + re3a2,

E3 : ē1 = e1 +
1

r
fγσ2erTe2(1− e−ra3), ē2 = e2e

−ra3.

Добавляем к ним при f ̸= 0 автоморфизм E− : ē1 = −e1, ē2 = −e2. Если

f = 0, то получаем два отражения E1
− : ē1 = −e1, E2

− : ē2 = −e2.
Для поиска одномерной системы подалгебр предполагаем, что e3 ̸= 0.

Тогда применением автоморфизма E2 получаем e2 = 0. Следовательно полу-

чаем (e1, 0, 1).

Если e3 = 0 и e2 ̸= 0, то если f ̸= 0 домножением вектора (e1, e2, 0) на

константу получаем e2 = 1. Тогда применением E3 при

a3 = −1

r
ln

(
1 +

re1
fγσ2erT

)
, 1 +

re1
fγσ2erT

> 0,
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получаем e1 = 0. Если

1 +
re1

fγσ2erT
= 0,

то получаем (−1
rfγσ

2erT , 1, 0). В случае

1 +
re1

fγσ2erT
< 0.

Тогда применяем E3 при

a3 = −1

r
ln

(
−1− re1

fγσ2erT

)
.

После чего получаем (−21
rfγσ

2erT , 1, 0).

Если f = 0, то автоморфизм E3 является растяжением и при помо-

щи доступного при f = 0 отражения E2
− получаем наборы (0, 1, 0), (1, 0, 0),

(1, 1, 0).

В случае e2 = 0, e3 = 0 получаем (1, 0, 0).

Следовательно если f ̸= 0, то получаем оптимальную систему одномер-

ных подалгебр ⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨rX2−fγσ2erTX1⟩, ⟨rX2−2fγσ2erTX1⟩, ⟨bX1+X3⟩,
b ∈ R. А если f = 0, то получаем систему ⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X1 +X2⟩, ⟨bX1 +X3⟩,
b ∈ R.

Переходим к поиску оптимальной системы двумерных подалгебр в слу-

чае f ̸= 0.

Рассматриваем векторX3+bX1. Ищем для него второй базисный вектор

в виде αX1+βX2. Вычисляем коммутатор [X3+bX1, αX1+βX2] = −β(rX2−
fγσ2erTX1). Если β ̸= 0 то получаем подалгебру ⟨X3+bX1, rX2−fγσ2erTX1⟩.
Если β = 0, то получаем подалгебру ⟨X3, X1⟩.

Теперь рассматриваем вектор X2. Ищем для него второй базисный век-

тор в виде αX1 + βX3. Вычисляем коммутатор [X2, αX1 + βX3] = β(rX2 −
fγσ2erTX1). Если β ̸= 0, то ввиду f ̸= 0 получаем противоречие. Если β = 0,

то получаем ⟨X2, X1⟩.
Рассматриваем вектор rX2 − fγσ2erTX1, f ̸= 0. Ищем для него вто-

рой базисный вектор в виде αX1 + βX3. Вычисляем коммутатор [rX2 −
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fγσ2erTX1, αX1 + βX3] = rβ(rX2 − fγσ2erTX1). Если β ̸= 0, то уравне-

ние эквивалентно раннее рассмотренному. Если β = 0, то получаем ранее

полученную ⟨X2, X1⟩.
Рассматриваем вектор rX2 − 2fγσ2erTX1, f ̸= 0. Ищем для него вто-

рой базисный вектор в виде αX1 + βX3. Вычисляем коммутатор [rX2 −
2fγσ2erTX1, αX1 + βX3] = rβ(rX2 − fγσ2erTX1). Если β ̸= 0, то не полу-

чается подалгебры. Случай β = 0 приводит к ранее полученной подалгебре

⟨X2, X1⟩.
Рассматриваем вектор X1. Ищем для него второй базисный вектор в

виде αX2 + βX3. Вычисляем коммутатор [X1, αX2 + βX3] = 0. Если β ̸= 0,

то применение автоморфизма E2 при f ̸= 0 сводит случай к ранее рассмот-

ренному ⟨X3, X1⟩. Если β = 0, то получаем ранее полученную ⟨X2, X1⟩.

Лемма 1.3.1. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L3 при f ̸= 0 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X3+bX1⟩, ⟨rX2−
fγσ2erTX1⟩, ⟨rX2 − 2fγσ2erTX1⟩, b ∈ R} и Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X3 +

bX1, rX2 − fγσ2erTX1⟩, b ∈ R}.

Теперь рассмотрим случай f = 0.

Рассматриваем векторX3+bX1. Ищем для него второй базисный вектор

в виде αX1 + βX2. Вычисляем коммутатор [X3 + bX1, αX1 + βX2] = −βrX2.

Если β ̸= 0 то получаем подалгебру ⟨X3 + bX1, X2⟩. Если β = 0, то получаем

подалгебру ⟨X3, X1⟩.
Теперь рассматриваем вектор X2. Ищем для него второй базисный век-

тор в виде αX1+βX3. Вычисляем коммутатор [X2, αX1+βX3] = βrX2. Если

β ̸= 0, получившаяся подалгебра эквивалентна уже найденной раннее. Если

β = 0, то получаем ⟨X2, X1⟩.
Рассматриваем вектор X2+X1. Ищем для него второй базисный вектор

в виде αX1+βX3. Вычисляем коммутатор [X2+X1, αX1+βX3] = βrX2. Если

β ̸= 0, то полученное не является подалгеброй. Если β = 0, то снова получаем
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⟨X2, X1⟩.
Рассматриваем вектор X1. Ищем для него второй базисный вектор в

виде αX2+βX3. Вычисляем коммутатор [X1, αX2+βX3] = 0. Если β ̸= 0, то

применение автоморфизма E2 дает ⟨X3, X1⟩. Если β = 0, то вновь получается

⟨X2, X1⟩.

Лемма 1.3.2. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L3 при f = 0 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X1 +X2⟩, ⟨bX1 +

X3⟩, b ∈ R} и Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X2, bX1 +X3⟩, b ∈ R}.

Для подалгебры ⟨X3 + bX1, rX2 − fγσ2erTX1⟩ инварианты имеют вид

J1 = S − f

r
γσ2erTert,

J2 = e−rtθ − e−rtSq +
f

r
γσ2erT q + µ

f

r
ert − fertS +

3f 2

4r
γσ2erTe2rt − bt.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − f

r
γσ2erTertq − µ

f

r
e2rt + fe2rtS − 3f 2

4r
γσ2erTe3rt + btert + ertφ(J1).

После подстановки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

b+ µφ′ +
1

2
σ2φ′′ +

1

2
γσ2erTφ′2 = F̄

(
S − f

r
γσ2erTert

)
.

При f = 0 получаем инвариантную подмодель для подалгебры ⟨X3+bX1, X2⟩

b+ µφ′ +
1

2
σ2φ′′ +

1

2
γσ2erTφ′2 = F̄ (S).

Рассматриваем подалгебру ⟨X3 + bX1⟩, ее инварианты имеют вид

J1 = z = S − f

r
γσ2erTert, J2 = y = qe−rt +

f

2
ert,

J3 = e−rtθ − e−rtSq +
f

r
γσ2erT q + µ

f

r
ert − fertS +

3f 2

4r
γσ2erTe2rt − bt.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − f

r
γσ2erTertq − µ

f

r
e2rt + fe2rtS − 3f 2

4r
γσ2erTe3rt + btert + ertφ(z, y).
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После подстановки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

b− ryφy + µφz +
1

2
σ2φzz +

1

2
γσ2erTφ2

z = F̄ (z + φy).

Для подалгебры ⟨X2 + bX1⟩ инварианты имеют вид

J1 = t, J2 = S, J3 = θ − Sq − bqert.

Инвариантное решение ищется в виде θ = Sq + bertq + ertφ(t, S). После под-

становки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

b− rSφS + µφt +
1

2
σ2φtt +

1

2
γσ2erTφ2

t = F̄ (t+ φS).

Подалгебра ⟨rX2 − fγσ2erTX1⟩, f ̸= 0 имеет инварианты

J1 = t, J2 = S, J3 = θ − Sq +
f

r
γσ2erT qert.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − f

r
γσ2erT qert + ertφ(t, S).

После подстановки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

φt + µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2erTφ2

S =

= F̄

(
S − f

r
γσ2erTert

)
+ rfertS − f 2γσ2erTe2rt.

Для подалгебры ⟨rX2 − 2fγσ2erTX1⟩, f ̸= 0 инвариантами являются

J1 = z = t, J2 = y = S, J3 = θ − Sq + 2
f

r
γσ2erT qert,

поэтому инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − 2
f

r
γσ2erT qert + ertφ(t, S).

После подстановки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

φt + µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2erTφ2

S = F̄

(
S − 2

f

r
γσ2erTert

)
+ rfertS−
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−2f 2γσ2erTe2rt.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2⟩ с инвариантами

J1 = t, J2 = S, J3 = θ − Sq.

Инвариантное решение ищется в вид θ = Sq+ ertφ(t, S) . После подстановки

в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

φt + µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2erTφ2

S = F̄ (S) + rfertS.

Для подалгебры ⟨X1 +X2⟩, f = 0, с инвариантами

J1 = z = t, J2 = y = S, J3 = θ − Sq − qert

инвариантное решение ищется в виде θ = Sq + qert + ertφ(t, S). После под-

становки в основное уравнение и сокращения получаем подмодель

φt + µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2erTφ2

S = F̄
(
S + ert

)
.

Подалгебры ⟨X3, X1⟩, ⟨X1, X2⟩, ⟨X1⟩ не обладают инвариантами, зави-

сящими от θ.

1.3.3. Случай r = 0, µ ̸= 0 и F = C/θ2q

Рассмотрим уравнение

θt = µq − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2(θS − q)2 +

C

θ2q
, C ̸= 0,

которое допускает алгебру Ли L5, порождаемую операторами

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t,

X5 = 2t∂t + S∂S − q∂q +

(
µ2t

γσ2
− µ

γσ2
S

)
∂θ.

Вычисление коммутаторов дает

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = 0, [X1, X4] = 0, [X1, X5] = 0,
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[X2, X3] = −X1, [X2, X4] = 0, [X2, X5] = −X2, [X3, X4] = 0,

[X3, X5] = X3 −
µ

γσ2
X1, [X4, X5] = 2X4 +

µ2

γσ2
X1.

Поэтому ненулевые структурные константы алгебры L5 имеют вид

C1
2,3 = −C1

3,2 = −1, C2
2,5 = −C2

5,2 = −1, C3
3,5 = −C3

5,3 = 1, (1.3.1)

C1
3,5 = −C1

5,3 = − µ

γσ2
, C1

4,5 = −C1
5,4 =

µ2

γσ2
, C4

4,5 = −C4
5,4 = 2. (1.3.2)

Следовательно, генераторами внутренних автоморфизмов являются

E2 = −e3∂e1 − e5∂e2, E3 = − µ

γσ2
e5∂e1 − e2∂e1 + e5∂e3,

E4 =
µ2

γσ2
e5∂e1 + 2e5∂e4, E5 =

µ

γσ2
e3∂e1 −

µ2

γσ2
e4∂e1 + e2∂e2 − e3∂e3 − 2e4∂e4.

Сами автоморфизмы имеют вид

E2 : ē1 = e1 − e3a2, ē2 = e2 − e5a2,

E3 : ē1 = e1 − e2a3 −
µ

γσ2
e5a3, ē3 = e3 + e5a3,

E4 : ē1 = e1 +
µ2

γσ2
e5a4, ē4 = e4 + 2e5a4,

E5 : ē1 = e1 +
µ2

γσ2
e3(1− e−a5) +

µ2

2γσ2
e4(e

−2a5 − 1),

ē2 = ea5e2, ē3 = e−a5e3, ē4 = e−2a5e4.

Добавляем к ним отражение E− : ē1 = −e1, ē3 = −e3, ē4 = −e4, которое не

меняет таблицу коммутаторов.

Как и прежде, рассматриваем вектор (e1, e2, e3, e4, e5), соответствую-

щий оператору X =
5∑

k=1

ekXk.

1. Пусть e5 ̸= 0. Тогда применением автоморфизмов E2, E3, E4 полу-

чаем вектор (e1, 0, 0, 0, 1). Следовательно получаем подалгебру ⟨X5 + bX1⟩,
b ∈ R.

2. Пусть e5 = 0, e2 ̸= 0, e3 ̸= 0. Применяем E− и получаем, что e2e3 > 0.

Затем с помощью E5 получим вектор (e1, 1, 1, e4, 0). И тогда применением
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одного из автоморфизмов E2, E3 получаем e1 = 0 и вектор (0, 1, 1, e4, 0).

Следовательно, получена подалгебра ⟨X2 +X3 + bX4⟩, b ∈ R.

3. Пусть e5 = 0, e2 ̸= 0, e3 = 0. Если e4 < 0, с помощью E− получим

e4 > 0, тогда посредством E5 получаем вектор (e1, 1, 0, 1, 0). Используя E3,

получим e1 = 0 и вектор (0, 1, 0, 1, 0). Получаем подалгебру ⟨X2 +X4⟩. Если

e4 = 0, то будет получена подалгебра ⟨X2⟩.
4. Пусть e5 = 0, e2 = 0, e3 ̸= 0. Если e4 ̸= 0, применяем E5 и получаем

вектор (e1, 0, 1,±1, 0). Тогда применением автоморфизма E2 получим e1 = 0,

(0, 0, 1,±1, 0). Следовательно, получены подалгебры ⟨X3 + X4⟩, ⟨X3 − X4⟩.
Если e4 = 0, то получим ⟨X3⟩.

5. Пусть e5 = 0, e2 = 0, e3 = 0, e4 ̸= 0, тогда подалгебра имеет вид

⟨X4 + bX1⟩, b ∈ R.

6. Пусть e5 = 0, e2 = 0, e3 = 0, e4 = 0. В этом случае получаем ⟨X1⟩.
Вычислим двумерные подалгебры.

Рассматриваем вектор X5 + bX1, b ∈ R. Второй вектор ищем в виде

aX1 + cX2 + dX3 + gX4. Коммутатор имеет вид

[X5 + bX1, aX1 + cX2 + dX3 + gX4]=cX2 − dX3 + d
µ

γσ2
X1 − 2gX4 − g

µ2

γσ2
X1.

Результат не может зависеть от X5 + bX1 ввиду отсутствия X5. Следова-

тельно, получаем g = −2hg, d = −hd, c = gc, a = dh µ
γσ2 − gh µ2

γσ2 . Вви-

ду того, что все найденные непрерывные автоморфизмы меняют вид перво-

го вектора X5 + bX1, получаем подалгебры вида ⟨X5, X1⟩, ⟨X5 + bX1, X2⟩,
⟨X5 + bX1, X3 − µ

γσ2X1⟩, ⟨X5 + bX1, X4 +
µ2

2γσ2X1⟩.
Рассматриваем вектор X2 + X3 + bX4, b ∈ R. Второй вектор ищем в

виде aX1 + cX3 + dX4 + gX5. Коммутатор имеет вид

[X2 +X3 + bX4, aX1 + cX3 + dX4 + gX5] = −cX1 − gX2 + gX3 − g
µ

γσ2
X1+

+2bgX4 + gb
µ2

γσ2
X1 = m(X2 +X3 + bX4) + n(aX1 + cX3 + dX4 + gX5).



68

Отсюда получаем na = −c − g µ
γσ2 + gb µ

2

γσ2 , m = −g, m + nc = g, mb + nd =

2bg, ng = 0. Если g ̸= 0, то получаем уравнения n = 0, m = g, m = −g,
m = 2g. Следовательно, m = 0 и тогда получаем g = 0. Противоречие. Если

g = 0, то получаем уравнения m = 0, nc = 0, nd = 0, na = −c. Тогда, если

n ̸= 0, то получаем a = d = c = 0 и нулевой второй вектор. Противоречие.

Следовательно,m = n = 0 и c = 0. Если d ̸= 0, то получаем базисный элемент

подалгебры в виде m(X2 + X3 + bX4) + n(aX1 + dX4). Перегруппировкой

слагаемых получимm(X2+X3−abX1/d)+(n+bm/d)(aX1+dX4). Применение

E2, которое не влияет на вторую часть aX1+dX4 этого вектора, дает m(X2+

X3)+(n+bm/d)(aX1+dX4). Получена подалгебра ⟨X2+X3, X4+aX1⟩, a ∈ R.

Если d = 0, получаем подалгебру ⟨X2 +X3 + bX4, X1⟩, b ∈ R.

Рассматриваем вектор X2+X4. Второй вектор ищем в виде aX1+cX3+

dX4 + gX5. Коммутатор имеет вид

[X2 +X4, aX1 + cX3 + dX4 + gX5] = −cX1 − gX2 + 2gX4 + g
µ2

γσ2
X1 =

= m(X2 +X4) + n(aX1 + cX3 + dX4 + gX5).

Тогда na = −c + g µ2

γσ2 , m = −g, nc = 0, m + nd = 2g, ng = 0. Если g ̸= 0,

то получаем уравнения n = 0, m = −g, m = 2g. Поэтому m = 0 и тогда

g = 0. Противоречие. Если g = 0, то получаем равенства m = 0, nc =

0, nd = 0, na = −c. Тогда, если n ̸= 0, то получаем a = d = c = 0 и

нулевой второй вектор. Противоречие. Следовательно, m = n = 0 и c = 0.

Если d ̸= 0, то получаем n = 0 и na = −c дает c = 0. Рассматриваем

векторы подалгебры в виде m(X2 +X4) + n(aX1 + dX4). Перегруппируем их

в виде m(X2 − aX1/d) + (n+m/d)(aX1 + dX4) и переходим к новому базису.

Применение E3, которое не влияет на вторую часть aX1+dX4 этого вектора,

дает mX2+(n+m/d)(aX1+dX4). Получаем подалгебру ⟨X2, X4+bX1⟩, b ∈ R.

Если d = 0, получим подалгебру ⟨X2 +X4, X1⟩.
Аналогично рассматривая векторы X3+X4 и X3−X4 получаем подал-

гебры ⟨X3, X4 + aX1⟩, a ∈ R, ⟨X3 +X4, X1⟩, ⟨X3 −X4, X1⟩.



69

Рассматриваем вектор X2. Второй вектор ищем в виде aX1 + cX3 +

dX4 + gX5. Коммутатор имеет вид

[X2, aX1 + cX3 + dX4 + gX5] = −cX1 − gX2 =

= mX2 + n(aX1 + cX3 + dX4 + gX5).

Откуда получаем na = −c, m = −g, nc = 0, nd = 0, ng = 0. Если g ̸= 0, то

получаем уравнения n = 0, c = 0, m = −g. Тогда считаем g = 1. Рассмат-

риваем векторы подалгебры в виде mX2 + n(aX1 + dX4 + X5). Применение

автоморфизма E3 дает вектор mX2 + n(aX1 − d µ2

γσ2X1 +X5). Следовательно,

приходим к ранее полученной подалгебре ⟨X2, X5 + bX1⟩, b ∈ R. Если g = 0,

то получаем уравнения m = 0, nc = 0, nd = 0, na = −c. Тогда, если n ̸= 0,

то получаем a = d = c = 0 и нулевой второй вектор. Противоречие. Поэтому

m = n = 0 и c = 0. Если d ̸= 0, то получаем n = 0 и na = −c дает c = 0. Рас-

сматриваем векторы подалгебры в виде mX2+n(aX1+dX4). Следовательно,

вновь получаем подалгебру ⟨X2, X4 + aX1⟩, a ∈ R. Если d = 0, получаем

подалгебру ⟨X1, X2⟩.
Аналогично рассматривая вектор X3, получим подалгебры ⟨X3, X5 +

µ
γσ2X2 + aX1⟩, ⟨X3, X4 + aX1⟩, ⟨X3, X1⟩, a ∈ R. Подалгебра ⟨X3, X5 +

µ
γσ2X2 +

aX1⟩ переходит в ранее полученную ⟨X3 − µ
γσ2X1, X5 + aX1⟩ при помощи

автоморфизма E2.

Рассматриваем вектор X4 + bX1. Второй вектор ищем в виде aX1 +

cX2 + dX3 + gX5. Коммутатор имеет вид

[X4 + bX1, aX1 + cX2 + dX3 + gX5] = 2gX4 + g
µ2

γσ2
X1 =

= m(X4 + bX1) + n(aX1 + cX2 + dX3 + gX5).

Отсюда получаем na+mb = g µ
γσ2 , m = 2g, nc = 0, nd = 0, ng = 0. Если g ̸= 0,

то получаем уравнения n = 0, mb = g µ2

γσ2 , m = 2g. Тогда считаем g = 1. Рас-

сматриваем векторы подалгебры в видеm(X4+bX1)+n(aX1+cX2+dX3+X5).

Применение автоморфизмов E3, E2 дает вектор m(X4+bX1)+n(aX1−dX1+



70

d µ
γσ2X1+X5). Следовательно, при произвольном b получаем противоречие, а

при b = µ2

2γσ2 получаем ранее полученную подалгебру ⟨X4+
µ2

2γσ2X1, X5+ bX1⟩,
b ∈ R. Если g = 0, то получаем уравнения m = 0, nc = 0, nd = 0, na = 0.

Тогда, если n ̸= 0, то получаем a = d = c = 0 и нулевой второй вектор.

Противоречие означает, что m = n = 0. Рассматриваем векторы подалгебры

в виде m(X4 + bX1) + n(aX1 + cX2 + dX3). Так как автоморфизм E5 в пер-

вом векторе только растягивает по X4 и сдвигает по X1, то форма первого

вектора X4 + bX1 не меняется. Автоморфизмы E2, E3, E− при этом не меня-

ют формы первого вектора. Следовательно, повторяя вывод для одномерной

системы подалгебр, получаем подалгебры ⟨X4 + aX1, X2⟩, ⟨X4 + aX1, X3⟩,
⟨X4 + aX1, X2 +X3⟩, ⟨X4, X1⟩, a ∈ R.

Рассматриваем вектор X1. Так как автоморфизмы влияют на первый

вектор только сменой знака и не меняют вида вектора, то повторяя вывод для

для одномерной системы подалгебр, получаем подалгебры ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩,
⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X5⟩, ⟨X1, X3−X4⟩, ⟨X1, X2+X4⟩, ⟨X1, X3+X4⟩, ⟨X1, X2+X3+

bX4⟩, b ∈ R, которые были получены раннее.

В двумерную систему входят подалгебры ⟨X5+aX1, X2⟩, ⟨X5+aX1, X3−
µ
γσ2X1⟩, ⟨X5 + aX1, X4 +

µ2

2γσ2X1⟩, ⟨X2 +X3, X4 + aX1⟩, ⟨X2 +X3 + aX4, X1⟩,
⟨X2, X4 + aX1⟩, ⟨X2 +X4, X1⟩, ⟨X3, X4 + aX1⟩, ⟨X3 +X4, X1⟩, ⟨X3 −X4, X1⟩,
⟨X3, X1⟩, ⟨X4, X1⟩, ⟨X5, X1⟩, ⟨X2, X1⟩, a ∈ R.

Лемма 1.3.3. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L5 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X3⟩, ⟨aX1 + X4⟩, ⟨aX1 +

X5⟩, ⟨X2+X4⟩, ⟨X3−X4⟩, ⟨X3+X4⟩, ⟨X2+X3+aX4⟩, a ∈ R} и Θ2 = {⟨X1, X2⟩,
⟨X1, X3⟩, ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X5⟩, ⟨X1, X2+X4⟩, ⟨X1, X3+X4⟩, ⟨X1, X3−X4⟩, ⟨X1, X2+

X3 + aX4⟩, ⟨X2, aX1 + X4⟩, ⟨X2, aX1 + X5⟩, ⟨aX1 + X5, X3 − µ
γσ2X1⟩, ⟨aX1 +

X5, X4 +
µ2

2γσ2X1⟩, ⟨X2 +X3, aX1 +X4⟩, ⟨X3, aX1 +X4⟩, a ∈ R}.

Подалгебра ⟨X2, aX1 +X5⟩ имеет инварианты

J1 = z =
S√
t
, J2 = θ − Sq − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.
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Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq +
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z).

Подстановка в основное уравнение дает подмодель

az2 − z3φ′ + σ2z2φ′′ + γσ2z2φ′2 = 2C.

Пусть φ′(z) = ψ(z), тогда

ψ′(z) =
2C

σ2z2
+
zψ(z)− a

σ2
− γψ(z)2.

Рассматриваем подалгебру ⟨X5 + aX1, X3 − µ
γσ2X1⟩ с инвариантами

J1 = z = tq2, J2 = θ − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.

Инвариантное решение ищется в виде

θ =
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z)

и приводит к инвариантной подмодели

2az + 4z2φ′ + 2γσ2z2 =
C

φ′2 .

Подалгебра ⟨X5 + aX1, X4 +
µ2

2γσ2X1⟩ имеет инварианты

J1 = z = Sq, J2 = θ − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a lnS.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq +
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S + a lnS + φ(z).

Подстановка в основное уравнение дает подмодель

σ2

2
z2φ′′ +

1

2
γσ2z2φ′2 + aγσ2zφ′ +

1

2
γσ2a2 − 1

2
σ2a =

C

(1 + φ′)2
.

Для подалгебры ⟨X2 +X3, aX1 +X4⟩. с инвариантами

J1 = z = S − q, J2 = θ − Sq +
q2

2
− at.
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инвариантное решение ищем в виде θ = Sq − q2

2 + at + φ(z). Подстановка в

основное уравнение дает подмодель

a+ µφ′ +
σ2

2
φ′′ +

1

2
γσ2φ′2 =

C

(z − φ′)2
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2, aX1+X4⟩ с инвариантами J1 = S, J2 =

θ−Sq−at.Инвариантное решение ищем в виде θ = Sq+at+φ(S). Подстановка

в основное уравнение дает подмодель

a+ µφ′ +
σ2

2
φ′′ +

1

2
γσ2φ′2 =

C

S2
.

Пусть φ′(z) = ψ(z), тогда

ψ′(z) =
2C

σ2S2
− 2

µψ(z) + a

σ2
− γψ(z)2.

Для подалгебры ⟨X3, aX1 + X4⟩ с инвариантами J1 = q, J2 = θ − at

инвариантное решение будем искать в виде θ = at + φ(q). Подстановка в

основное уравнение дает подмодель

a− µq +
1

2
γσ2q2 =

C

(φ′)2
.

Подалгебра ⟨aX1 +X5⟩ имеет инварианты

J1 = z = Sq, J2 = y = tq2, J2 = θ − Sq − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq +
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z, y).

Подстановка в основное уравнение дает инвариантную подмодель

a

2y
+ φy +

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z =
C

(z + zφz + 2yφy)2
.

Для подалгебры ⟨X2 +X3 + aX4⟩ с инвариантами

J1 = z = aq − t, J2 = y = S − q, J3 = θ − Sq +
q2

2
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инвариантное решение ищем в виде θ = Sq − q2

2 + φ(z, y). Получаем инвари-

антную подмодель

µφy +
σ2

2
φyy +

1

2
γσ2φ2

y − φz =
C

(y + aφz − φy)2
.

Рассматриваем полалгебру ⟨X3 −X4⟩ с инвариантами J1 = q, J2 = y =

S + t, J3 = θ. Инвариантное решение ищется в виде θ = Sq + qt + φ(q, y).

Подстановка в основное уравнение дает инвариантую подмодель

q + φy + µφy +
σ2

2
φyy +

1

2
γσ2φ2

y =
C

(y + φq)2
.

Для подалгебры ⟨X3 +X4⟩ имеем инварианты J1 = q, J2 = y = S − t,

J3 = θ. Инвариантное решение будем искать в виде θ = Sq − qt + φ(q, y) и

получим подмодель

q − φy + µφy +
σ2

2
φyy +

1

2
γσ2φ2

y =
C

(y + φq)2
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2+X4⟩ с инвариантами J1 = S, J2 = y =

q − t, J3 = θ − Sq. Инвариантное решение ищем в виде θ = Sq + φ(S, y).

Подстановка в основное уравнение дает подмодель

−φy + µφS +
σ2

2
φSS +

1

2
γσ2φ2

S =
C

(S + φy)2
.

Подалгебра ⟨X2⟩ имеет инварианты J1 = S, J2 = t, J3 = θ − Sq. Ин-

вариантное решение ищется в виде θ = Sq + φ(S, t). Получаем инвариантую

подмодель

φt + µφS +
σ2

2
φSS +

1

2
γσ2φ2

S =
C

S2
.

Для подалгебры ⟨X3⟩ с инвариантами J1 = t, J2 = q, J3 = θ инва-

риантное решение будем искать в виде θ = φ(t, q). Подстановка в основное

уравнение дает подмодель

φt = µq − 1

2
γσ2q2 +

C

φ2
q

.
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Рассматриваем подалгебру ⟨aX1 +X4⟩. с инвариантами J1 = S, J2 = q,

J3 = θ − at. Инвариантное решение ищется в виде θ = at + Sq + φ(S, q).

Получаем инвариантную подмодель

a+ µφS +
σ2

2
φSS +

1

2
γσ2φ2

S =
C

(S + φq)2
.

Подалгебры ⟨X1⟩, ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X5⟩, ⟨X1, X2+X3+

aX4⟩, ⟨X1, X3 +X4⟩, ⟨X1, X3 −X4⟩, a ∈ R, не обладают инвариантами, зави-

сящими от θ, и не приводят к инвариантным подмоделям.

1.3.4. Случай r = 0, µ ̸= 0 и F = t−1W
(
t−1/2θq

)
Рассматриваем уравнение

θt = µq − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2(θS − q)2 + t−1W

(
t−1/2θq

)
, W ′′ ̸= 0.

Базис его алгебры L4 имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S,

X4 = 2t∂t + S∂S − q∂q +

(
µ2t

γσ2
− µ

γσ2
S

)
∂θ.

Вычисляем коммутаторы:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = 0, [X1, X4] = 0, [X2, X3] = −X1,

[X2, X4] = −X2, [X3, X4] = X3 −
µ

γσ2
X1.

Отсюда получаем ненулевые структурные константы

C1
2,3 = −C1

3,2 = −1, C2
2,4 = −C2

4,2 = −1, C1
3,4 = −C1

4,3 = − µ

γσ2
,

C3
3,4 = −C3

4,3 = 1.

Поэтому генераторы внутренних автоморфизмов алгебры L4 имеют вид

E2 = −e3∂e1 − e5∂e2, E3 = −e2∂e1 −
µ

γσ2
e4∂e1 + e4∂e3,
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E4 =
µ

γσ2
e3∂e1 + e2∂e2 − e3∂e3.

Решение уравнения Ли для них дает соответствующие непрерывные внутрен-

ние автоморфизмы

E2 : ē1 = e1 − e3a2, ē2 = e2 − e4a2, E3 : ē1 = e1 − e2a3 −
µ

γσ2
e4a3,

ē3 = e3 + e4a3, E4 : ē1 = e1 +
µ2

γσ2
e3(1− e−a4), ē2 = ea4e2, ē3 = e−a4e3.

Добавляем к ним отражение E− : ē1 = −e1, ē3 = −e3, которое не меняет

таблицы коммутаторов.

Рассматриваем вектор (e1, e2, e3, e4), соответствующий оператору X =
4∑

k=1

ekXk.

1. Пусть e4 ̸= 0. Тогда применением автоморфизмов E2, E3 получаем

вектор (e1, 0, 0, 1) и, следовательно, подалгебру ⟨X4 + aX3⟩, a ∈ R.

2. Пусть e4 = 0, e2 ̸= 0, e3 ̸= 0. Применяем E− и получаем, что e2e3 >

0. Затем с помощью E4 получим вектор (e1, 1, 1, 0). Применением одного из

автоморфизмов E2, E3 получим e1 = 0 и вектор (0, 1, 1, 0). Следовательно,

получаем подалгебру ⟨X2 +X3⟩.
3. Пусть e4 = 0, e2 ̸= 0, e3 = 0. Применяем E3 и получаем вектор

(0, 1, 0, 0) и подалгебру ⟨X2⟩. При e4 = 0, e2 = 0, e3 ̸= 0 аналогичным образом

получаем ⟨X3⟩.
4. Пусть e4 = 0, e2 = 0, e3 = 0. В этом случае получаем ⟨X1⟩.
Вычисляем двумерные подалгебры.

Рассматриваем вектор aX1 + X4, a ∈ R, второй базисный вектор дву-

мерной подалгебры ищем в виде bX1 + cX2 + dX3. Их коммутатор имеет вид

[aX1 +X4, bX1 + cX2 + dX3] = cX2 − dX3 + d
µ

γσ2
X1 =

= m(aX1 +X4) + n(bX1 + cX2 + dX3).

Результат вычисления коммутатора не может зависеть от aX1 + X4 ввиду

отсутствия X4 в сумме. Поэтому m = 0, nc = c, nd = −d, bn = d µ
γσ2 .
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Следовательно, ввиду того что все найденные непрерывные автоморфизмы

меняют вид первого вектора aX1 + X4, то получаем подалгебры ⟨X1, X4⟩,
⟨X2, aX1 +X4⟩, ⟨aX1 +X4, X3 − µ

γσ2X1⟩.
Рассматриваем вектор X2 +X3. Второй базисный вектор ищем в виде

bX1 + cX3 + dX4. Коммутатор имеет вид

[X2 +X3, bX1 + cX3 + dX4] = −cX1 − dX2 + dX3 − d
µ

γσ2
X1 =

= m(X2 +X3) + n(bX1 + cX3 + dX4).

Отсюда получаем nb = −c− d µ
γσ2 , m = −d, m + nc = d, nd = 0. Если d ̸= 0,

то m = d, m = −d, m = 2d. Следовательно, m = 0 и тогда получаем d = 0.

Противоречие. Если d = 0, то получаем равенства m = 0, nc = 0, nd = 0,

nb = −c. Тогда если n ̸= 0, то b = d = c = 0 и получаем нулевой второй

вектор. Противоречие. Поэтому m = n = 0, c = 0 и получаем подалгебру

⟨X1, X2 +X3⟩.
Рассматриваем вектор X2. Второй вектор ищем в виде bX1+cX3+dX4.

Их коммутатор есть

[X2, bX1 + cX3 + dX4] = −cX1 − dX2 = mX2 + n(bX1 + cX3 + dX4 + gX5).

Поэтому nb = −c, m = −d, nc = 0, nd = 0. Если d ̸= 0, то получаем

равенства n = 0, c = 0,m = −d. В этом случае приходим к раннее полученной

подалгебре ⟨X2, X4+aX1⟩, a ∈ R. Если d = 0, то получаемm = 0, nc = 0, nb =

−c. Тогда, если n ̸= 0, то b = d = c = 0 и получаем нулевой второй вектор.

Противоречие. Следовательно, m = n = 0, c = 0 и получаем подалгебру

⟨X1, X2⟩.
Аналогично рассматривая вектор X3, получаем подалгебры ⟨X3, X4 +

µ
γσ2X2 + aX1⟩, ⟨X3, X1⟩, a ∈ R. Подалгебра ⟨X3, X5 +

µ
γσ2X2 + aX1⟩ переходит

в ранее полученную ⟨X3 − µ
γσ2X1, X5 + aX1⟩ при помощи автоморфизма E2.

Рассматриваем вектор X1. Второй вектор ищем в виде bX2+cX3+dX4.

Так как автоморфизмы влияют на первый вектор только сменой знака и не
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меняют вида вектора, то повторяя вывод для одномерной системы подалгебр

снова получаем подалгебры ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X2 +X3⟩.

Лемма 1.3.4. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L4 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X3⟩⟨X2+X3⟩, ⟨aX1+X4⟩, a ∈
R}, Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X2 +X3⟩, ⟨X2, aX1 +X4⟩, ⟨aX1 +

X4, X3 − µ
γσ2X1⟩, a ∈ R}.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2, aX1 +X4⟩ с инвариантами

J1 = z =
S√
t
, J2 = θ − Sq − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq +
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z).

Подстановка в основное уравнение дает инвариантную подмодель

a

2
− z

2
φ′ +

σ2

2
φ′′ +

1

2
γσ2φ′2 = W (z).

Для подалгебры ⟨aX1 +X4, X3 − µ
γσ2X1⟩ с инвариантами

J1 = z = tq2, J2 = θ − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.

инвариантное решение ищем в виде

θ =
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z)

и получаем инвариантную подмодель

a

2
+ zφ′ +

1

2
γσ2z = W (2

√
zφ′).

Рассматриваем подалгебру ⟨aX1 +X4⟩. Ее инварианты

J1 = z = Sq, J2 = y = tq2, J2 = θ − Sq − µ2

2γσ2
t+

µ

γσ2
S − a

2
ln t.
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Подстановка инвариантного решения в виде

θ = Sq +
µ2

2γσ2
t− µ

γσ2
S +

a

2
ln t+ φ(z, y).

в основное уравнение дает подмодель

a

2y
+ φy +

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z =
1

y
W

(
z + zφz + 2yφy√

y

)
.

Подалгебра ⟨X2 +X3⟩ имеет инварианты

J1 = t, J2 = y = S − q, J3 = θ − Sq +
q2

2
.

Инвариантное решение в виде θ = Sq − q2

2 + φ(t, y). подставляем в основное

уравнение и получаем подмодель

φt + µφy +
σ2

2
φyy +

1

2
γσ2φ2

y =
1

t
W

(
y − φy√

t

)
.

Для подалгебры ⟨X2⟩ с инвариантами J1 = S, J2 = t, J3 = θ − Sq

инвариантное решение ищем в виде θ = Sq + φ(S, t). и получаем подмодель

φt + µφS +
σ2

2
φSS +

1

2
γσ2φ2

S =
1

t
W

(
S√
t

)
.

Подалгебра ⟨X3⟩ имеет инварианты J1 = t, J2 = q, J3 = θ. Инвариант-

ное решение ищем в виде θ = φ(t, q). Подстановка в основное уравнение дает

подмодель

φt = µq − 1

2
γσ2q2 +

1

t
W

(
φq√
t

)
.

Подалгебры ⟨X1⟩, ⟨X2 +X3, X1⟩, ⟨X3, X1⟩, ⟨X4, X1⟩, ⟨X2, X1⟩, a ∈ R не

обладают инвариантами, зависящими от θ.

1.3.5. Случай r = 0, F = F̃ (θq)

Основное уравнение имеет вид

θt = µq − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2(θS − q)2 + F̃ (θq).
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Его допускаемая алгебра L4 имеет базис

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S, X4 = ∂t.

Коммутаторы есть

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = 0, [X1, X4] = 0,

[X2, X3] = −X1, [X2, X4] = 0, [X3, X4] = 0,

поэтому ненулевыми структурными константами являются C1
2,3 = −C1

3,2 =

−1, а генераторами внутренних автоморфизмов — E2 = −e3∂e1, E3 = −e2∂e1.
Они порождают непрерывные внутренние автоморфизмы

E2 : ē1 = e1 − e3a2, E3 : ē1 = e1 − e2a3.

Добавляем к ним отражения E− : ē1 = −e1, ē3 = −e3.
Рассуждая, как в предшествующих разделах, получим оптимальные

системы подалгебр.

Лемма 1.3.5. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L4 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨aX1+X4⟩, ⟨X2+aX3+bX4⟩, ⟨X3+

aX4⟩, a, b ∈ R}, Θ2 = {⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X2 + aX3 + bX4⟩, ⟨X1, X3 + aX4⟩, ⟨X2 +

aX3, bX1 +X4⟩, ⟨X3, aX1 +X4⟩, a, b ∈ R}.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2 + aX3 + bX4⟩ с инвариантами

J1 = z = t− aq, J2 = y = S − bq, J3 = θ − Sq +
bq2

2
.

Инвариантное решение ищется в виде θ = Sq − bq2

2 + φ(z, y) . Подстановка в

основное уравнение дает подмодель

φz + µφy +
1

2
σ2φyy +

1

2
γσ2φ2

y = F̃ (y − φy) .

Подалгебра ⟨X3 + aX4⟩ имеет инварианты

J1 = q, J2 = y = t− aS, J3 = θ − Sq +
bq2

2
.
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Инвариантное решение виде θ = φ(q, y) подставляем в основное уравнение и

получаем подмодель

φy = µq + aµφy −
a2

2
σ2φyy −

1

2
γσ2(aφy + q)2 + F̃ (φq) .

Для подалгебры ⟨X4+ aX1⟩ с инвариантами J1 = q, J2 = S, J3 = θ− at

инвариантное решение в виде θ = at + Sq + φ(S, q) подставляем в основное

уравнение. Получаем подмодель

a+ µφS +
1

2
σ2φSS +

1

2
γσ2φ2

S = F̃ (S + φq) .

Рассматриваем подалгебру ⟨X2 + aX3, X4 + bX1⟩ с инвариантами

J1 = z = S − aq, J2 = θ − bt− Sq +
aq2

2
.

Подстановка инвариантного решения в виде θ = bt+Sq− aq2

2 +φ(z) в основное

уравнение дает подмодель

b+ µφz +
1

2
σ2φzz +

1

2
γσ2φ2

z = F̃ (z − aφz) .

Подалгебра ⟨X3, X4 + aX1⟩ имеет инварианты J1 = q, J2 = θ − at.

Инвариантное решение ищем в виде θ = at + φ(q), подставляем в основное

уравнение и получаем подмодель

a = µq − 1

2
γσ2q2 + F̃ (φq) .

Подалгебры ⟨X1⟩, ⟨X2+aX3+aX4, X1⟩, ⟨X3+aX4, X1⟩, ⟨X1, X4⟩, a ∈ R,

не обладают инвариантами, зависящими от θ.

1.3.6. Случай r = 0 и произвольной функции F

Рассматриваем основное уравнение

θt = µq − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2(θS − q)2 + F (t, θq), F ′′

θqθq
̸= 0.
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Его допускаемая алгебра L3 имеет базис

X1 = ∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂S.

В силу равенств для коммутаторов [X1, X2] = 0, [X1, X3] = 0, [X2, X3] = −X1

имеем ненулевые структурные константы C1
2,3 = −C1

3,2 = −1. Следовательно,

генераторы E2 = −e3∂e1, E3 = −e2∂e1 порождают непрерывные внутренние

автоморфизмы E2 : ē1 = e1 − e3a2, E3 : ē1 = e1 − e2a3. С их помощью путем

стандартных рассуждений получим следующее утверждение.

Лемма 1.3.6. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L3 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2 + aX3⟩, ⟨X3⟩, a ∈ R} и Θ2 =

{⟨X1, X2 + aX3⟩, ⟨X1, X3⟩, a ∈ R}.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2 + aX3⟩ с инвариантами

J1 = t, J2 = y = S − aq, J3 = θ − Sq +
aq2

2
.

Инвариантное решение в виде θ = Sq − aq2

2 + φ(t, y) подставляем в основное

уравнение и получаем подмодель

φt + µφy +
1

2
σ2φyy +

1

2
γσ2φ2

y = F (t, y − aφy) .

Для подалгебры ⟨X3⟩. инварианты имеют вид J1 = t, J2 = q, J3 = θ,

а инвариантное решение ищется в виде θ = φ(t, q). Подстановка в основное

уравнение дает подмодель

φt = µq − 1

2
γσ2q2 + F (t, φy) .

Подалгебры ⟨X1⟩, ⟨X1, X2 + aX3⟩, ⟨X1, X3⟩, a ∈ R, не обладают инва-

риантами, зависящими от θ.

1.3.7. Подмодели для одного класса одномерных подалгебр

в случае F = f(t)θ2q

В случае свободного элемента F = f(t)θ2q в уравнении большинство допус-

каемых операторов имеет схожую форму. Абстрагирование от конкретной
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формы зависящих от t функций, все равно позволяет найти инварианты.

При попытке вычисления подмодели образуются дифференциальные урав-

нения от t, которые можно решить используя критерий инвариантности. Эти

наблюдения используются для поиска инвариантных решений для уравнения

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + f(t)θ2q . (1.3.1)

Пусть генератор допускаемой группы имеет вид

X = a(t)∂S + b(t)∂q + (d(t)S + g(t)q + p(t))∂θ, (1.3.2)

где a(t) ̸= 0, и его продолжение имеет вид

X
2
= X + (dtS + gtq + pt − atθS − btθq)∂θt + d∂θS + g∂θq .

Действуем оператором на рассматриваемое уравнение (1.3.1) и после перехода

на многообразие M получаем

dtS + gtq + pt − atθS − btθq = rdS + rgq + rp+ µb− µd−

−rbS − raq − γσ2er(T−t)(θS − q)(d− b) + 2gf(t)θq.

Разделение переменных дает

θS : at = γσ2er(T−t)(d− b), θq : bt = −2gf(t), S : dt = rd− rb, (1.3.3)

q : gt = rg − ra+ γσ2er(T−t)(d− b), 1 : pt = rp+ µb− µd. (1.3.4)

Инвариантами оператора (1.3.2) являются

J1 = t, J2 = z = bS − aq, J3 = θ − Ĉ(t)S − B̂(t)Sq − Â(t)S2,

Ĉ =
p

a
, B̂ =

g

a
, Â =

da− bg

2a2
. (1.3.5)

Следовательно инвариантное решение ищется в виде

θ = ĈS + B̂Sq + ÂS2 + φ(t, z).
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Его подстановка в рассматриваемое уравнение (1.3.1) дает

ĈtS + B̂tSq + ÂtS
2 + φt + φz(btS − atq) = rĈS + rB̂Sq + rÂS2+

+rφ+ µq − rSq − µĈ − µB̂q − 2µÂS − bµφz −
σ2b2

2
φzz − σ2Â−

−1

2
γσ2er(T−t)(Ĉ + B̂q − q + 2ÂS + bφz)

2 + f(t)(B̂S − aφz)
2.

Переносим в правую часть, раскрываем скобки и выносим множители:

S2
(
Ât − rÂ+ 2γσ2er(T−t)Â2 − f(t)B̂2

)
+

+Sq
(
B̂t − rB̂ + r + 2γσ2er(T−t)Â(B̂ − 1)

)
+ q2

1

2
γσ2er(T−t)(B̂ − 1)2+

+S
(
Ĉt − rĈ + 2µÂ+ 2γσ2er(T−t)ÂĈ

)
+

+q
(
−µ+ µB̂ + γσ2er(T−t)(B̂ − 1)Ĉ

)
+ φt+

+φz

(
btS − atq + bµ+ bγσ2er(T−t)(Ĉ + B̂q − q + 2ÂS) + 2f(t)B̂aS

)
+

+
σ2b2

2
φzz + φ2

z

(
1

2
γσ2er(T−t)b2 − f(t)a2

)
=

= rφ− µĈ − σ2Â− 1

2
γσ2er(T−t)Ĉ2. (1.3.6)

Выписываем отсюда коэффициенты при S2, Sq, S и φ и подставляем в них

Ĉ, B̂, Â из (1.3.5):

S2 :
dt
2a

− at
d

2a2
− btg + bgt

2a2
+ at

bg

a3
− r

da− bg

2a2
+ γσ2er(T−t)

(da− bg)2

2a4
− f(t)

g2

a2
,

Sq :
gt
a
− at

g

a2
− r

g

a
+ r + γσ2er(T−t)

da− bg

a2

(g
a
− 1
)
,

S :
pt
a
− at

p

a2
− r

p

a
+ µ

da− bg

a2
+ γσ2er(T−t)

dap− bgp

a3
,

φz : btS − atq + bµ+ bγσ2er(T−t)
(
p

a
+
g

a
q − q +

da− bg

a2
S

)
+ 2gf(t)S.

Теперь подставим в полученное равенства (1.3.3), (1.3.4) и получим

S2 :
rd− rb

2a
− γσ2er(T−t)(d− b)

d

2a2
+ γσ2er(T−t)(d− b)

bg

a3
− r

da− bg

2a2
+

−−2g2f + rbg − rba+ γσ2er(T−t)(db− b2)

2a2
+ γσ2er(T−t)

(da− bg)2

2a4
− f(t)

g2

a2
,
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Sq :
rg − ra+ γσ2er(T−t)(d− b)

a
− γσ2er(T−t)(d− b)

g

a2
− r

g

a
+ r+

+γσ2er(T−t)
da− bg

a3
(g − a),

S :
rp+ µb− µd

a
− γσ2er(T−t)(d− b)

p

a2
− r

p

a
+

+µ
da− bg

a2
+ γσ2er(T−t)

dap− bgp

a3
,

φz : −γσ2er(T−t)(d− b)q + bµ+ bγσ2er(T−t)
(
p

a
+
g

a
q − q +

da− bg

a2
S

)
.

Перегруппируем относительно общих множителей, тогда

S2 : r

(
d− b

2a
+

−bg + ba− da+ bg

2a2

)
+
g2f

a2
+

+γσ2er(T−t)
(
−(d− b)d− b(d− b)

2a2
+ (d− b)

bg

a3
+

(da− bg)2

2a4

)
− f(t)

g2

a2
,

Sq : r

(
g − a

a
− g

a
+ 1

)
+

+γσ2er(T−t)
(
(d− b)

a
− (d− b)

g

a2
+
dag − bg2 − da2 + abg

a3

)
,

S : r
(p
a
− p

a

)
+ µ

(
b− d

a
+
da− bg

a2

)
+ γσ2er(T−t)

(
−(d− b)

p

a2
+
dap− bgp

a3

)
,

φz : b
(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+ bγσ2er(T−t)

(
q

(
g

a
− 1− d

b
+ 1

)
+
da− bg

a2
S

)
.

Сокращение дает

S2 : γσ2er(T−t)
b2a2 − 2b2ga+ b2g2

2a4
, Sq : γσ2er(T−t)

−ba2 + 2abg − bg2

a3
,

S : µ
ba− bg

a2
+ γσ2er(T−t)

bap− bgp

a3
,

φz : b
(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+
da− bg

a2
γσ2er(T−t)z.

Используя перегруппировку и вынос множителей, получим

S2 : γσ2er(T−t)b2
(g − a)2

2a4
, Sq : −γσ2er(T−t)b(g − a)2

a3
,

S :
ba− bg

a2

(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
, φz : b

(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+
da− bg

a2
γσ2er(T−t)z.
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Подставляем полученное обратно в (1.3.6)

S2γσ2er(T−t)b2
(g − a)2

2a4
− Sqγσ2er(T−t)b

(g − a)2

a3
+ q2

1

2
γσ2er(T−t)(B̂ − 1)2+

+Sb
a− g

a2

(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+ q(B̂ − 1)

(
µ+ γσ2er(T−t)Ĉ

)
+

+φt + φz

(
b
(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+
da− bg

a2
γσ2er(T−t)z

)
+

+
σ2b2

2
φzz + φ2

z

(
1

2
γσ2er(T−t)b2 − f(t)a2

)
=

= rφ− µĈ − σ2Â− 1

2
γσ2er(T−t)Ĉ2.

Подставив в полученное выражения (1.3.5), получаем подмодель

γσ2er(T−t)
(g − a)2

2a4
z2 +

a− g

a2

(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
z+

+φt + φz

(
b
(
µ+ γσ2er(T−t)

p

a

)
+
da− bg

a2
γσ2er(T−t)z

)
+

+
σ2b2

2
φzz + φ2

z

(
1

2
γσ2er(T−t)b2 − f(t)a2

)
=

= rφ− µ
p

a
− σ2

da− bg

2a2
− 1

2
γσ2er(T−t)

p2

a2
. (1.3.7)

Тем самым доказано следующее утверждение.

Теорема 1.3.1. Пусть уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + f(t)θ2q ,

допускает одномерную подалгебру, порожденную оператором

X = a(t)∂S + b(t)∂q + (d(t)S + g(t)q + p(t))∂θ, a ̸= 0.

Тогда оно имеет инвариантную относительно этой подалгебры подмодель

(1.3.7), где

z = b(t)S − a(t)q, θ =
p(t)

a(t)
S +

g(t)

a(t)
Sq +

a(t)d(t)− b(t)g(t)

2a(t)2
S2 + φ(t, z).
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1.3.8. Инвариантные решения двумерных подалгебр

при F = f(t)θ2q

Дана допускаемая основным уравнением

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + f(t)θ2q . (1.3.1)

двумерная подалгебра L2 имеющая базис

X = a(t)∂S + b(t)∂q + (d(t)S + g(t)q + p(t))∂θ,

Y = α(t)∂S + β∂q + (δ(t)S + ϵ(t)q + ρ(t))∂θ,

где ∣∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣∣ ̸= 0, A =

(
a b

α β

)
.

По условию подалгебры коммутатор равен нулю:

[X, Y ] = aδ + bϵ− αd− βg = 0,

отсюда ∣∣∣∣∣a d

α δ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣g b

ϵ β

∣∣∣∣∣ . (1.3.2)

Вычислим продолженные операторы

X̃ = X + (dtS + gtq + pt − atθS − btθq)∂θt + d(t)∂θS + g(t)∂θq ,

Ỹ = Y + (δtS + ϵtq + ρt − αtθS − βtθq)∂θt + δ(t)∂θS + ϵ(t)∂θq ,

тогда из условия инвариантности уравнения следуют равенства

dtS + gtq + pt − atθS − btθq = rdS + rgq + rp+ µb− rbS − raq − µd−

−γσ2er(T−t)(θS − q)(d− b) + 2gf(t)θq,

δtS + ϵtq + ρt − αtθS − βtθq = rδS + rϵq + rρ+ µβ − rSβ − rqα− µδ−

−γσ2er(T−t)(θS − q)(δ − β) + 2ϵf(t)θq,
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на многообразии M . Тогда

θS : at = γσ2er(T−t)(d− b), θq : bt = −2gf(t), S : dt = rd− rb, (1.3.3)

q : gt = rg − ra+ γσ2er(T−t)(d− b), 1 : pt = rp+ µb− µd, (1.3.4)

θS : αt = γσ2er(T−t)(δ − β), θq : βt = −2ϵf(t), S : δt = rδ − rβ, (1.3.5)

q : ϵt = rϵ− rα + γσ2er(T−t)(δ − β), 1 : ρt = rρ+ µβ − µδ. (1.3.6)

Переходим к поиску инвариантов. В качестве первого инваринта берем t, а

второй инвариант ищем в виде

J2 = −θ + Sq − µSer(t−T )

γσ2
+ n(t)S2 +m(t)Sq + w(t)q2 + k(t)S + l(t)q.

Действуем на J2 операторами X и Y и получаем

−dS − gq − p− a
µer(t−T )

γσ2
+ aq + bS + 2naS+

+maq +mbS + 2wbq + ka+ lb = 0,

−δS − ϵq − ρ− α
µer(t−T )

γσ2
+ αq + βS + 2nαS+

+mαq +mβS + 2wβq + kα+ lβ = 0.

Отсюда

2na+mb+ b− d = 0, ma+ 2wb+ a− g = 0, ka+ lb− p− a
µer(t−T )

γσ2
= 0,

2nα +mβ + β − δ = 0, mα + 2wβ + α− ϵ = 0, kα+ lβ − ρ− α
µer(t−T )

γσ2
= 0.

Перепишем систему уравнений в виде(
a b

α β

)(
2n

m

)
=

(
d− b

δ − β

)
,

(
a b

α β

)(
m

2w

)
=

(
g − a

ϵ− α

)
,

(
a b

α β

)(
k

l

)
=

(
p+ aµe

r(t−T )

γσ2

ρ+ αµe
r(t−T )

γσ2

)
.
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Тогда получаем решение

n =
βd− bδ

2 detA
=

∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣
2 detA

, m =
a(δ − β)− α(d− b)

detA
=

∣∣∣∣∣a d− b

α δ − β

∣∣∣∣∣
detA

, (1.3.7)

m =
β(g − a)− b(ϵ− α)

detA
=

∣∣∣∣∣g − a b

ϵ− α β

∣∣∣∣∣
detA

, w =
aϵ− αg

2 detA
=

∣∣∣∣∣a g

α ϵ

∣∣∣∣∣
2 detA

, (1.3.8)

k =
βp− bρ

detA
+
µer(t−T )

γσ2
=

∣∣∣∣∣p b

ρ β

∣∣∣∣∣
detA

+
µer(t−T )

γσ2
, l =

aρ− αp

detA
=

∣∣∣∣∣a p

α ρ

∣∣∣∣∣
detA

. (1.3.9)

Используя (1.3.2), получаем, что

a(δ − β)− α(d− b)

detA
=
β(g − a)− b(ϵ− α)

detA
.

Следовательно, m в обоих содержащих его наборах уравнений совпадает. Те-

перь рассматриваем инвариант J2. При помощи него ищем инвариантное ре-

шение в виде

θ = Sq − µSer(t−T )

γσ2
+ n(t)S2 +m(t)Sq + w(t)q2 + k(t)S + l(t)q + φ(t).

Подставляем его в (1.3.1):

ntS
2 +mtSq + wtq

2 + ktS + ltq + φt = rnS2 + rmSq + rwq2+

+rkS + rlq + rφ− µ

(
−µe

r(t−T )

γσ2
+ 2nS +mq + k

)
− σ2n−

−1

2
γσ2er(T−t)

(
µ2
(
er(t−T )

γσ2

)2

− 4
µer(t−T )

γσ2
nS − 2

µer(t−T )

γσ2
mq − 2

µer(t−T )

γσ2
k+

+4nmSq + 4n2S2 + 4nSk +m2q2 + 2mqk + k2
)
+ f(t)(S2 + 2mS2+

+4wSq + 2Sl +m2S2 + 4mwSq + 2mlS + 4w2q2 + 4wlq + l2).

Следовательно, получаем уравнения

S2 : nt = rn− 2n2γσ2er(T−t) + f(m+ 1)2, (1.3.10)
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Sq : mt = rm− 2nmγσ2er(T−t) + f(4w + 4mw), (1.3.11)

q2 : wt = rw − 1

2
m2γσ2er(T−t) + 4w2f, (1.3.12)

S : kt = rk − 2nkγσ2er(T−t) + f(2l + 2ml), (1.3.13)

q : lt = rl −mkγσ2er(T−t) + 4wlf, (1.3.14)

1 : φt = rφ− µk + µ2
er(t−T )

2γσ2
− σ2n− 1

2
k2γσ2er(T−t) + fl2. (1.3.15)

Далее вычисляем производную

d

dt

1

detA
= − 1

(detA)2

(∣∣∣∣∣at b

αt β

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a bt

α βt

∣∣∣∣∣
)

Используем (1.3.3)–(1.3.6), тогда

− 1

(detA)2

(∣∣∣∣∣at b

αt β

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a bt

α βt

∣∣∣∣∣
)

= − 1

(detA)2

(
γσ2er(T−t)

∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣− 2f

∣∣∣∣∣a g

α ϵ

∣∣∣∣∣
)
.

В силу (1.3.7)–(1.3.9)
d

dt

1

detA
=

1

detA

(
−2nγσ2er(T−t) + 4fw

)
(1.3.16)

Тогда используя (1.3.3)–(1.3.9) получаем

nt =
1

2 detA

(∣∣∣∣∣dt b

δt β

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣d bt

δ βt

∣∣∣∣∣
)

+

∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣
2 detA

(
−2nγσ2er(T−t) + 4fw

)
=

=
1

2 detA

(
r

∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣− 2f

∣∣∣∣∣d g

δ ϵ

∣∣∣∣∣
)

+ n
(
−2nγσ2er(T−t) + 4fw

)
=

=
1

detA

(
−f

∣∣∣∣∣d g

δ ϵ

∣∣∣∣∣
)

+ rn− 2n2γσ2er(T−t) + 4fwn.

Имеем

4wn−

∣∣∣∣∣d g

δ ϵ

∣∣∣∣∣
detA

=
1

(detA)2

(∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣a g

α ϵ

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣d g

δ ϵ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣∣
)

=
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=
1

(detA)2
((aϵ− αg)(βd− δb)− (ϵd− δg)(aβ − αb)) =

=
αbdϵ+ aβδg − abδϵ− αβdg

(detA)2
=

(aδ − αd)(βg − bϵ)

(detA)2
.

Используем равенство detA = aβ − αb и формулы для m из (1.3.7), (1.3.8)

для получения

(aδ − αd)(βg − bϵ)

(detA)2
=

=
(a(δ − β)− α(d− b) + detA)(β(g − a)− b(ϵ− α) + detA)

(detA)2
=

= (m+ 1)2.

Теперь дифференцируем m в (1.3.7) с использованием (1.3.3)–(1.3.6),

(1.3.16). Тогда получаем

mt =

∣∣∣∣∣at d− b

αt δ − β

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a dt − bt

α δt − βt

∣∣∣∣∣
detA

+

∣∣∣∣∣a d− b

α δ − β

∣∣∣∣∣
detA

(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

=

∣∣∣∣∣a rd− rb+ 2gf

α rδ − rβ + 2ϵf

∣∣∣∣∣
detA

+m(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

= rm+ 4fw +m(−2nγσ2er(T−t) + 4fw).

Полученное mt совпадает с выражением в (1.3.11).

Дифференцируем w из (1.3.8) с использованием (1.3.3)–(1.3.6), (1.3.16).

Тогда получаем

wt =

∣∣∣∣∣at g

αt ϵ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a gt

α ϵt

∣∣∣∣∣
2 detA

+

∣∣∣∣∣a g

α ϵ

∣∣∣∣∣
2 detA

(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

=

γσ2er(T−t)

∣∣∣∣∣d− b g

δ − β ϵ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a rg − ra+ γσ2er(T−t)(d− b)

α rϵ− rα + γσ2er(T−t)(δ − β)

∣∣∣∣∣
2 detA

+
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+w(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

= γσ2er(T−t)
ϵ(d− b)− g(δ − β) + a(δ − β)− α(d− b)

2 detA
−

−γσ2er(T−t) (aϵ− αg)(βd− bδ)

2(detA)2
+ rw + 4fw2.

С использованием (1.3.2) получим

ϵ(d− b)− g(δ − β) + a(δ − β)− α(d− b)

2 detA
− (aϵ− αg)(βd− bδ)

2(detA)2
=

=
−abβϵ− aβδg + aβ2g + a2βδ − a2β2 − aαβd

2(detA)2
+

+
aαbβ − αbdϵ+ αb2ϵ− αbβg − aαbδ + aαbβ + α2bd− α2b2 + abδϵ+ αβdg

2(detA)2
=

=
−aβ(δ − β)(g − a)− αb(d− b)(ϵ− α)

2(detA)2
+

+
ab(δ − β)(ϵ− α) + αβ(d− b)(g − a)

2(detA)2
=

=
(−b(ϵ− α) + β(g − a))(−a(δ − β) + α(d− b))

2(detA)2
= −1

2
m2.

Следовательно, производная wt сводится к уравнению (1.3.12).

Дифференцируем k из (1.3.9) с использованием (1.3.3)–(1.3.6), (1.3.16).

Тогда получаем

kt =

∣∣∣∣∣βt ρ

bt p

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣β ρt

b pt

∣∣∣∣∣
detA

+ rµ
er(T−t)

γσ2
+

∣∣∣∣∣β ρ

b p

∣∣∣∣∣
detA

(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

=

−2f

∣∣∣∣∣ϵ ρ

g p

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣β rρ+ µβ − µδ

b rp+ µb− µd

∣∣∣∣∣
detA

+ rµ
er(T−t)

γσ2
+

+

∣∣∣∣∣β ρ

b p

∣∣∣∣∣
detA

(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =



92

=

−2f

∣∣∣∣∣ϵ ρ

g p

∣∣∣∣∣− µ

∣∣∣∣∣β δ

b d

∣∣∣∣∣
detA

+ rk +

(
k − µ

er(T−t)

γσ2

)
(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

= −2f

∣∣∣∣∣ϵ ρ

g p

∣∣∣∣∣
detA

+ rk − 2nkγσ2er(T−t) +

∣∣∣∣∣β ρ

b p

∣∣∣∣∣
detA

(4fw).

Используя (1.3.2), получим

−

∣∣∣∣∣ϵ ρ

g p

∣∣∣∣∣
detA

+

∣∣∣∣∣β ρ

b p

∣∣∣∣∣
detA

∣∣∣∣∣a g

α ϵ

∣∣∣∣∣
detA

=
−(ϵp− gρ)(aβ − αb) + (βp− ρb)(aϵ− αg)

(detA)2
=

=
−aβϵp+ αbϵp+ aβgρ− αbgρ+ aβϵp− αβgp− abϵρ+ αbgρ

(detA)2
=

=
αbϵp+ aβgρ− αβgp− abϵρ

(detA)2
=

(aρ− αp)(βg − bϵ)

(detA)2
= (m+ 1)l.

Следовательно, обратная подстановка дает уравнение на kt, которое совпа-

дает с (1.3.13).

Дифференцируем l из (1.3.9) с использованием (1.3.3)–(1.3.6), (1.3.16).

Имеем

lt =

∣∣∣∣∣at p

αt ρ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a pt

α ρt

∣∣∣∣∣
detA

+

∣∣∣∣∣a p

α ρ

∣∣∣∣∣
detA

(−2nγσ2er(T−t) + 4fw) =

=

γσ2er(T−t)

∣∣∣∣∣d− b p

δ − β ρ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a rp+ µb− µd

α rρ+ µβ − µδ

∣∣∣∣∣
detA

+

∣∣∣∣∣a p

α ρ

∣∣∣∣∣
detA

(−2nγσ2er(T−t)) + 4fwl =

=

γσ2er(T−t)

∣∣∣∣∣d− b p

δ − β ρ

∣∣∣∣∣
detA

−

∣∣∣∣∣a p

α ρ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣d b

δ β

∣∣∣∣∣
(detA)2

γσ2er(T−t) + rl − µm+ 4fwl.
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Используем (1.3.2): ∣∣∣∣∣d− b p

δ − β ρ

∣∣∣∣∣
detA

−

∣∣∣∣∣a p

α ρ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣d− b b

δ − β β

∣∣∣∣∣
(detA)2

=

=
(ρ(d− b)− p(δ − β))(aβ − αb)− (β(d− b)− b(δ − β))(aρ− αp)

(detA)2
=

=
aβρ(d− b)− αbρ(d− b)− aβp(δ − β) + αbp(δ − β)− aβρ(d− b)

(detA)2
+

+
αβp(d− b) + abρ(δ − β)− αbp(δ − β)

(detA)2
=

=
−αbρ(d− b)− aβp(δ − β) + αβp(d− b) + abρ(δ − β)

(detA)2
=

= −(a(δ − β)− α(d− b))(βp− bρ)

(detA)2
= −m

∣∣∣∣∣p b

ρ β

∣∣∣∣∣
detA

.

Обратная подстановка дает равенство

lt = −m

∣∣∣∣∣p b

ρ β

∣∣∣∣∣
detA

γσ2er(T−t) + rl − µm+ 4fwl = rl −mkγσ2er(T−t) + 4fwl.

Это совпадает с уравнением (1.3.14) на lt.

Решение уравнения (1.3.15) дает

φ = φ0e
rt + µ2

ter(t−T )

2γσ2
− µert

∫ t

t0

e−rskds− σ2ert
∫ t

t0

e−rsnds−

−1

2
γσ2er(T+t)

∫ t

t0

e−2rs∆2ds+ ert
∫ t

t0

e−rsfl2ds.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 1.3.2. Пусть уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + f(t)θ2q (1.3.17)
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допускает двумерную подалгебру с базисом

X = a(t)∂S + b(t)∂q + (d(t)S + g(t)q + p(t))∂θ,

Y = α(t)∂S + β(t)∂q + (δ(t)S + ϵ(t)q + ρ(t))∂θ, detA(t) =

∣∣∣∣∣a(t) b(t)

α(t) β(t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Тогда инвариантное относительно данной подалгебры решение имеет вид

θ = Sq − µSer(t−T )

γσ2
+ n(t)S2 +m(t)Sq + w(t)q2 + k(t)S + l(t)q + φ(t),

где

n(t) =
β(t)d(t)− b(t)δ(t)

2 detA(t)
, m(t) =

a(t)(δ(t)− β(t))− α(t)(d(t)− b(t))

detA(t)
=

=
β(t)(g(t)− a(t))− b(t)(ϵ(t)− α(t))

detA(t)
, w(t) =

a(t)ϵ(t)− α(t)g(t)

2 detA(t)
,

k(t) =
β(t)p(t)− b(t)ρ(t)

detA(t)
+
µer(t−T )

γσ2
, l(t) =

a(t)ρ(t)− α(t)p(t)

detA(t)
,

φ(t) = φ0e
rt + µ2

ter(t−T )

2γσ2
− µert

∫ t

t0

e−rsk(s)ds− σ2ert
∫ t

t0

e−rsn(s)ds−

−1

2
γσ2er(T+t)

∫ t

t0

e−2rsk2(s)ds+ ert
∫ t

t0

e−rsf(s)l2(s)ds.

Замечание 1.3.1. Эта теорема в совокупности с теоремой дают возможность

построить 10-параметрическое пространство решений уравнения (1.3.17), где

параметры – это коэффициенты при пяти базисных операторах алгебры Ли,

определяющие операторы X и Y . При этом, естественно, надо учитывать

ограничения — линейная независимость X и Y , условие detA(t) ̸= 0.

Пример 1. К примеру, можно взять одну из алгебр Ли при F (t, θq) =

fertθ2q из пункта 4 теоремы 1.2.2. Тогда при fγ > 0, r2 = 2fγσ2erT получаем

операторы

X1 = ert∂θ, X2 = ∂q + S∂θ, X3 = ∂t + rq∂q + rθ∂θ,

X4 = ert∂S −
f

r
e2rt∂q +

(
S
f

r
e2rt + ertq − µ

2fe2rt

r2

)
∂θ,
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X5 = e−rt∂S − 2ft∂q +

(
−2fS(t+

1

r
) + e−rtq − µ

2f

r2

)
∂θ,

X6 = ert(1− rt

2
)∂S + fe2rt(

t

2
− 1

4r
)∂q+

+

(
Sfe2rt(

3

4r
− t

2
)− rt

2
ertq − µfe2rt(

2

r2
− t

r
)

)
∂θ,

где |r| =
√

|2fγσ2erT |. Ее ненулевые коммутаторы, не содержащие X3, равны

[X2, X6] = −X1, [X4, X5] = −4
f

r
X1, [X5, X6] = 3

f

r
X1.

Следовательно, еслиX = aX4+bX5+KX6+UX2, Y = αX4+βX5+κX6+ΩX2,

тогда вычисление коммутатора дает

[X, Y ] =

(
−4

f

r
aβ + 4

f

r
αb+ 3

f

r
bκ− 3

f

r
βK +KΩ− Uκ

)
X1 = 0.

Можно выбрать коэффициенты a = β = 1, α = b = κ = 0, K = −1, Ω = −f
r .

Тогда получаем

X = X4 −X6 + UX2 =
rt

2
ert∂S +

(
U − fe2rt(

t

2
+

3

4r
)

)
∂q+

+

(
Sfe2rt(

1

4r
+
t

2
) + US + (1 +

rt

2
)ertq − µfe2rt

t

r

)
∂θ,

Y = X5 −
f

r
X2 = e−rt∂S − f(2t+

1

r
)∂q +

(
−fS(2t+ 3

r
) + e−rtq − µ

2f

r2

)
∂θ.

Вычисления по теореме дают

detA = fert
(

3

4r
− rt2

)
− e−rtU,

n(t) =
2rfU + f 2e2rt

(
−2r2t2 − 4rt− 5

2

)
2r2 detA

,

m =
−fert(2rt+ 1)

r detA
, w =

−1

2 detA
,

k =
µ2f
r2U + µf 2e2rt

(
2t2

r − 3
2r3

)
detA

+
µer(t−T )

γσ2
= −µ2f

r2
ert +

µer(t−T )

γσ2
= 0,

l = 0, φ = Cert − µ2
ter(t−T )

2γσ2
− σ2ert

∫ t

t0

e−rsn(s)ds.
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Далее рассматриваем пункт 3 теоремы 1.2.2. Тогда выбираем получаем

X = X2 = ∂q + S∂θ,

Y = X3 = φ1(t)∂S − 2

∫ t

t0

f(s)φ1(s)ds∂q+

+

(
S
er(t−T )

γσ2
φ′
1(t)− 2S

∫ t

t0

f(s)φ1(s)ds+ φ1(t)q − µ
er(t−T )

γσ2
φ1(t)

)
∂θ.

Коммутатор данной подалгебры равен нулю. Тогда

n(t) =
β(t)− δ(t)

−2α
=
er(t−T )φ′

1(t)

2γσ2φ1(t)
, m(t) = 0, w(t) = 0,

k(t) =
−ρ(t)
−α

+
µer(t−T )

γσ2
= 0, l(t) = 0,

φ(t) = φ0e
rt + µ2

ter(t−T )

2γσ2
− σ2ert

∫ t

t0

e−rsn(s)ds.

И следовательно

θ = Sq − µSer(t−T )

γσ2
+ S2e

r(t−T )φ′
1(t)

2γσ2φ1(t)
+ φ0e

rt + µ2
ter(t−T )

2γσ2
− σ2

er(t−T ) ln |φ1(t)|
2γσ2

.

Пример 2. Рассматриваем пункт 4 теоремы 1.2.1. Тогда при r = 0

получаем

X = X2 = ∂q + S∂θ,

Y = X4 = φ1(t)∂S −
(φ1(t))t
γσ2

∂q +

(
φ1(t)q −

µφ1(t)

γσ2

)
∂θ.

Коммутатор данной подалгебры равен нулю. Тогда

n(t) =
β(t)− δ(t)

−2α
=

φ′
1(t)

2γσ2φ1(t)
, m(t) = 0, w(t) = 0,

k(t) =
−ρ(t)
−α

+
µ

γσ2
= 0, l(t) = 0,

φ(t) = φ0 + µ2
t

2γσ2
− ln |φ1(t)|

2γσ2
.

И следовательно

θ = Sq − µS

γσ2
+ S2 φ′

1(t)

2γσ2φ1(t)
+ φ0 + µ2

t

2γσ2
− σ2

ln |φ1(t)|
2γσ2

.
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Пример 3. Далее рассматриваем пункт 7 теоремы 1.2.1. Тогда выби-

раем случай F = fθ2q , f = ±1, fγσ2 > 0 и φ1 = evt, φ2 = e−vt, v =
√
2fγσ2.

Выбираем базис X = X5 + X3, Y = X6 +
4f
v X2 и после замены γσ2 = v2

2f

получаем

X = X5 +X3 = (evt + 1)∂S −
2fevt

v
∂q +

(
evtq − µ2fevt

v2

)
∂θ,

Y = X6 +
4n

v
X2 = e−vt∂S +

2f

v
(e−vt + 2)∂q +

(
4f

v
S + e−vtq − µ2fe−vt

v2

)
∂θ.

Тогда получаем

detA =
2f

v
(4 + 2evt + e−vt), n =

4f 2evt

v2 detA
,

m = −2f(e−vt + 2)

v detA
, w =

e−vt

2 detA
, k = −µ8f

2(evt + 1)

v3 detA
+ µ

2f

v2
,

l = −µ 2fe−vt

v2 detA
,

φ(t) = φ0e
rt + µ2

ter(t−T )

2γσ2
− µert

∫ t

t0

e−rsk(s)ds− σ2ert
∫ t

t0

e−rsn(s)ds−

−1

2
γσ2er(T+t)

∫ t

t0

e−2rsk2(s)ds+ ert
∫ t

t0

e−rsf(s)l2(s)ds.

1.4. Операторы рекурсии в случае F = a(t)θq

Для работы с операторами рекурсии будут использоваться определения и

методы главы 5 монографии [14].

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn — независимые переменные и u =

(u1, u2, . . . , um) — набор из m зависимых переменных. Тогда функция P на-

зывается дифференциальной, если зависит от x, u и частных производных от

u до некоторого конечного порядка. Так как порядок частных производных

заранее не задан, то обозначаем такие функции как P [u]. Такие P [u] обра-

зуют пространство дифференциальных функций A. Через Aq обозначается

пространство наборов q дифференциальных функций.

Обозначаем систему уравнений как ∆ [u] = 0, где ∆ [u] ∈ Aq.
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Для поиска генераторов обобщенных групп Ли вводят обобщение ин-

финитезимального оператора

X =
n∑
i=1

ξi [u]
∂

∂xi
+

m∑
i=1

ηi [u]
∂

∂ui
,

где коэффициенты оператора, в отличие от классических симметрий, также

зависят от частных производных до некоторого конечного порядка.

ПустьQ [u] ∈ Am — набор изm дифференциальных функций. Оператор

XQ =
m∑
i=1

Qi [u]
∂

∂ui

называется эволюционным, а Q = (Q1, Q2, . . . , Qm) называется его характе-

ристикой.

Всякий оператор X обладает эволюционным представителем

XQ =
m∑
i=1

Qi
∂

∂ui
, Qi = ηi −

n∑
j=1

ξj
∂ui
∂xj

.

Как показано в [14, предложение 5.5], система ∆ допускает оператор X тогда

и только тогда, когда рассматриваемая система ∆ допускает оператор XQ.

Для XQ формула продолжения оператора Qi по производной ∂ui
∂xj

при-

нимает вид Q
xj
i = DxjQi. Для более общего случая, если ν = (k1, . . . , kn) —

мультииндекс, имеем Dν = Dk1
x1
. . . Dkn

xn
, а формула продолжения оператора

Qi по производной Dνui принимает вид Qν
i = DνQi.

Пусть ∆ — система дифференциальных уравнений. Оператор рекурсии

для системы ∆ это линейный оператор R : Aq → Aq в пространстве наборов q

дифференциальных функций, обладающий тем свойством, что если система

∆ допускает XQ, то ∆ также допускает XQ̃, Q̃ = RQ.

Пусть P [u] ∈ Aq. Производная Фреше от P — это дифференциальный

оператор DP : Am → Aq, который при любом Q ∈ Am удовлетворяет

DP (Q) =
d

dε

∣∣
ε=0
P [u+ εQ [u]] .
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Теорема 1.4.1. [14, теорема 5.30]. Пусть ∆ [u] ∈ Aq. Если R : Am → Am —

линейный оператор, такой, что D∆R = R̃D∆ для всех решений системы

∆ [u] = 0, где R̃ : Am → Am — линейный дифференциальный оператор, то

R — оператор рекурсии для этой системы.

Рассматриваем уравнение

θt = rθ + (µ− rS)q − µθS −
1

2
σ2θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + a(t)θq, (1.4.18)

где θ = θ(t, S, q). Определим J [f(t)] =
∫ t
t0
f(s)ds с фиксированным t0 и

J2[f(t)] = J [J [f(t)]].

Теорема 1.4.2. Операторы

R1 = Dq + γer(T−t)(θq − S),

R2 = σ2DS + γσ2er(T−t)(θS − q) + µ− γσ2J [a(t)er(T−t)],

R3 = tR1 − S + γσ2J2[a(t)er(T−t)].

являются операторами рекурсии уравнения (1.4.18).

Доказательство. Производная Фреше уравнения (1.4.18) есть

DP = Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS (1.4.19)

Имеем

DPR1Q = (Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×(Dq + γer(T−t)(θq − S))Q =

= Dq(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)Q−

−Dqγσ
2er(T−t)(θS − q)DSQ+ γσ2er(T−t)(θS − q)DSDqQ− rγer(T−t)(θq − S)Q+

+γer(T−t)(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)(θq − S)Q =

= DqDPQ− γσ2er(T−t)(θSq − 1)DSQ− rγer(T−t)(θq − S)Q+

+γer(T−t)(θq − S)(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)Q+
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+γer(T−t)(θqt − aθqq + µ(θSq − 1) +
1

2
σ2θSSq + σ2(θSq − 1)DS+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(θSq − 1))Q. (1.4.20)

Вычисляем полную производную по q (1.4.18)

θqt = rθq + µ− rS − µθSq −
1

2
σ2θSSq − γσ2er(T−t)(θS − q)(θSq − 1) + aθqq.

Ее подстановка в выражение на оператор рекурсии (1.4.20) дает

(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×(Dq + γer(T−t)(θq − S))Q = DqDPQ+ γer(T−t)(θq − S)DPQ−

−rγer(T−t)(θq − S)Q+ γer(T−t)(rθq − rS)Q = R1DPQ.

Следовательно, DPR1Q = R1DPQ и R1 — оператор рекурсии.

Теперь рассматриваем оператор R2:

DPR2Q = (Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×(σ2DS + γσ2er(T−t)(θS − q) + µ− γσ2J [a(t)er(T−t)])Q =

= µDPQ+ (Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)σ
2DSQ+

+(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)γσ
2er(T−t)(θS − q)Q−

−γσ2aer(T−t)Q− γσ2J [a(t)er(T−t)]DPQ =

= µDPQ+ σ2DS(DP − γσ2er(T−t)(θS − q)DS)Q+ γσ4er(T−t)(θS − q)D2
SQ+

+(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×(γσ2er(T−t)(θS − q)Q)− γσ2aer(T−t)Q− γσ2J [a(t)er(T−t)]DPQ =

= (µ+ σ2DS − γσ2J [a(t)er(T−t)])DPQ− γσ4er(T−t)θSSDSQ− γσ2aer(T−t)Q+

+(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×γσ2er(T−t)(θS − q)Q =

= (µ+ σ2DS − γσ2J [a(t)er(T−t)])DPQ− γσ4er(T−t)θSSDSQ− γσ2aer(T−t)Q+
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+γσ2er(T−t)(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)(θS − q)Q−

−rγσ2er(T−t)(θS − q)Q =

= (µ+ σ2DS − γσ2J [a(t)er(T−t)])DPQ− γσ4er(T−t)θSSDSQ− γσ2aer(T−t)Q+

+γσ2er(T−t)(θSt + (θS − q)Dt)Q+ γσ2er(T−t)(−a(θSq − 1)− a(θS − q)Dq)Q−

−rγσ2er(T−t)(θS − q)Q+ γσ2er(T−t)(µθSS + µ(θS − q)DS)Q+

+γσ2er(T−t)
1

2
σ2(θSSS + 2θSSDS + (θS − q)D2

S)Q+

+(γσ2er(T−t))2(θS − q)(θSS + (θS − q)DS)Q− rγσ2er(T−t)(θS − q)Q =

= (µ+ σ2DS − γσ2J [a(t)er(T−t)] + γσ2er(T−t)(θS − q))DPQ−

−γσ4er(T−t)θSSDSQ− γσ2aer(T−t)Q+

+γσ2er(T−t)(θSt − r(θS − q)− a(θSq − 1) + µθSS +
1

2
σ2θSSS+

+γσ2er(T−t)(θS − q)θSS)Q+ γσ4er(T−t)θSSDSQ =

= R2DPQ+ γσ2er(T−t)(θSt − r(θS − q)− aθSq + µθSS +
1

2
σ2θSSS+

+γσ2er(T−t)(θS − q)θSS)Q. (1.4.21)

Полная производная (1.4.18) по S равна

θSt = rθS − rq − µθSS −
1

2
σ2θSSS − γσ2er(T−t)(θS − q)θSS + aθSq.

Подстановка в (1.4.21) дает DPR2Q = R2DPQ.

Наконец,

DPR3Q = (Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)×

×(tR2 − S + γσ2J2[a(t)er(T−t)])Q =

= tDPR2Q+R2Q+ γσ2J [a(t)er(T−t)]Q+ γσ2J2[a(t)er(T−t)]DPQ−

−(Dt − aDq − r + µDS +
1

2
σ2D2

S + γσ2er(T−t)(θS − q)DS)(SQ) =

= (tR2 + γσ2J2[a(t)er(T−t)])DPQ+ γσ2J [a(t)er(T−t)]Q+

+(σ2DS + γσ2er(T−t)(θS − q) + µ− γσ2J [a(t)er(T−t)])Q−
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−S(Dt − aDq − r)Q−

−(µ+ γσ2er(T−t)(θS − q))(1 + SDS)Q− 1

2
σ2(2DS + SD2

S)Q =

= (tR2 + γσ2J2[a(t)er(T−t)])DPQ−

−S(Dt − aDq − r + µDS + γσ2er(T−t)(θS − q)DS +
1

2
σ2D2

S)Q =

= (tR2 + γσ2J2[a(t)er(T−t)]− S)DPQ = R3DPQ.

Таким образом, R1, R2, R3 — операторы рекурсии.

Следствие 1.4.1. Уравнение (1.4.18) имеет операторы рекурсии, представ-

ляющие собой линейные комбинации операторов вида Rk
1R

l
2R

m
3 , k, l,m ∈

{0} ∪ N.

Доказательство. Заметим, что R1R2 = R2R1, R1R3 = R3R1, R2R3 = R3R2−
σ2, поэтому произвольная композиция нескольких операторов вида R1, R2, R3

может быть представлена как линейная комбинация операторов видаRk
1R

l
2R

m
3 ,

k, l,m ∈ {0} ∪ N.
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2. Уравнение Геана — Пу

с производной Римана — Лиувилля по времени

Как уже было сказано во введении, в последние десятилетия обнаружено

наличие у финансовых рынков фрактальных характеристик [56,59] и долго-

временной памяти [38, 55]. Получило распространение использование дроб-

ных производных при моделировании процессов на финансовых рынках, так

как нелокальные свойства таких производных позволяют получать матема-

тические модели с указанными свойствами. Можно выделить дробные про-

странственные [32,49], дробные пространственно-временные модели [50,54]) и

дробные по времени (см., например [35,67]) модели типа Блэка — Шоулза. В

последующих двух главах будут рассмотрены дробные по времени уравнения

Геана — Пу.

2.1. Предварительные сведения

Напомним определения гамма-функции и функции Миттаг-Леффлера:

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(β + αk)

Дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка α > 0 определяется как

cJ
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

c

(t− s)α−1f(s)ds; cJ
0
t f(t) = f(t).

Операторы дробного интегрирования образуют полугруппу:

cJ
α
t cJ

β
t f(t) = cJ

α+β
t f(t), α > 0, β > 0.

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка α ∈ (n − 1, n], n ∈ N,

имеет вид

cD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

c

(t− s)n−α−1f(s)ds = Dn
t cJ

n−α
t f(t).
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Она имеет свойства

DtcD
α
t f(t) = cD

α+1
t f(t), cD

α
t cJ

α
t f(t) = f(t), α > 0.

Для дальнейшей работы выделяем производные Римана — Лиувилля

следующих функций:

cD
α
t 1 =

(t− c)−α

Γ(1− α)
, cD

α
t (t− c)ν−1 =

Γ(ν)

Γ(ν − α)
(t− c)ν−α−1, ν > 0.

Справедливо равенство

cD
α
t (t− c)α−k = 0, k ∈ N, k < α + 1.

Неоднородное линейное уравнение с производной Римана — Лиувилля

cD
α
t y(t)− λy = f(t),

при λ ∈ C, n− 1 < α ≤ n имеет общее решение (см. [51, теорема 4.1])

y =
n∑
j=1

bj(t− c)α−jEα,α−j+1(λ(t− c)α)+

+

∫ t

c

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)f(s)ds.

Производная Римана — Лиувилля удовлетворяет обобщенному правилу

Лейбница [17, теорема 15.1]:

cD
α
t (f(t)g(t)) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
cD

α−n
t f(t)Dn

t g(t),

где cD
−ζ
t = cJ

ζ
t и биномиальных коэффициенты имеют вид(

α

n

)
=

Γ(α + 1)

Γ(n+ 1)Γ(α− n+ 1)
.

Из формулы связи производной Римана — Лиувилля с производной

Герасимова — Капуто (см. [51, лемма 2.2]) вытекает равенство

cD
α
t θt = cD

α+1
t θ − (t− c)−α−1

Γ(−α)
θ(c, S, q). (2.1.1)
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В дальнейшем рассматривается оператор вида

X = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ + ζ∂F .

Формула продолжения для коэффициента при дробной производной Рима-

на — Лиувилля получена в [4–6,13,44], она имеет вид

ηα = cD
α
t (η − τθt − ξθS − βθq) + τ cD

α+1
t θ + ξcD

α
t (θS) + βcD

α
t (θq).

После замены τθt = (τθ)t− τtθ и использования (2.1.1) получаем при условии

τ |t=c = 0 равенство

ηα = cD
α
t (η − ξθS − βθq) + ξcD

α
t (θS) + βcD

α
t (θq)+

+cD
α
t (θDtτ)− cD

α+1
t (τθ) + τ cD

α+1
t θ

После применения обобщенной формулы Лейбница получаем

ηα = cD
α
t η −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β+

+
∞∑
n=0

(
α

n

)
n− α

n+ 1
cD

α−n
t θDn+1

t τ.

Для сохранения нижнего предела интегрирования накладывается усло-

вие τ(c, S, q) = 0. Ввиду необходимости сохранения формы дробной произ-

водной операторы ищутся в линейно-автономном виде

ξθ = 0, τθ = 0, βθ = 0, η = p(t, S, q)θ + g(t, S, q).

Замечание 2.1.1. В работе [70] доказано, что при 0 < α < 1 все допускаемые

операторы эволюционного уравнения с дробной производной имеют линейно-

автономный вид.

Для линейно-автономных операторов формулы продолжения имеют вид

ηt = ptθ + gt + pθt − θtτt − θSξt − θqβt,
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ηS = pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS,

ηq = pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq,

ηSS = pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS−

−2θStτS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS),

ηα = cD
α
t g +

∞∑
n=0

(
α

n

)
cD

α−n
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β.

2.2. Группы преобразований эквивалентности

Рассматриваем уравнение

cD
α
t θ = rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq).

(2.2.1)

Считаем α > 0, α ̸= 1 и θ = θ(t, S, q). Для поиска групп преобразований

эквивалентности рассматриваем F и все её производные как дополнительные

переменные. Оператор ищется в виде

X = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ + ζ∂F

с условием τθ|t=c = 0, где τ , ξ, β, η зависят от t, S, q, θ и ζ зависит от t, S,

q, θ, θt, θS, θq, cDα
t θ. Для учета зависимости произвольного элемента F от θq

и t вводим дополнительные условия

FS = 0, Fq = 0, Fθ = 0, F
cDα

t θ = 0, Fθt = 0, FθS = 0. (2.2.2)

Уравнения (2.2.1), (2.2.2) задают многообразие M в пространстве про-

долженных переменных. Действуем продолженным оператором

X̃ = X + ηt∂θt + ηS∂θS + ηSS∂θSS
+ ηq∂θq + ηα∂

cDα
t θ + ζ t∂Ft

+ ζS∂FS
+

+ζq∂Fq
+ ζ t∂Fθ

+ ζθt∂Fθt
+ ζθS∂FθS

+ ζθq∂Fθq
+ ζ cD

α
t θ∂FcDα

t θ
.
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на уравнение (2.2.1) и после сужения результата на многообразиеM получаем

ηα − rη − (µ− rS)β + rqξ + µηS +
σ2

2
ηSS−

−rτ
2
γσ2ee(T−t)(θS − q)2 + γσ2er(T−t)(θS − q)(ηS − β)− ζ|M = 0. (2.2.3)

Аналогично действуем продолженным оператором X на (2.2.2), тогда

ζS|M = 0, ζq|M = 0, ζθ|M = 0, (2.2.4)

ζθt|M = 0, ζθS |M = 0, ζ cD
α
t θ|M = 0. (2.2.5)

Коэффициенты продолжения для оператора ζ имеют вид

ζS = D̃Sζ − FtD̃Sτ − FSD̃Sξ − FqD̃Sβ − FθD̃Sη−

−F
cDα

t θD̃Sη
α − FθtD̃Sη

t − FθSD̃Sη
S − FθqD̃Sη

q,

ζq = D̃qζ − FtD̃qτ − FSD̃qξ − FqD̃qβ − FθD̃qη−

−F
cDα

t θD̃qη
α − FθtD̃qη

t − FθSD̃qη
S − FθqD̃qη

q,

ζθ = D̃θζ − FtD̃θτ − FSD̃θξ − FqD̃θβ − FθD̃θη−

−F
cDα

t θD̃θη
α − FθtD̃θη

t − FθSD̃θη
S − FθqD̃θη

q,

ζθt = D̃θtζ − FtD̃θtτ − FSD̃θtξ − FqD̃θtβ − FθD̃θtη−

−F
cDα

t θD̃θtη
α − FθtD̃θtη

t − FθSD̃θtη
S − FθqD̃θtη

q,

ζθS = D̃θSζ − FtD̃θSτ − FSD̃θSξ − FqD̃θSβ − FθD̃θSη−

−F
cDα

t θD̃θSη
α − FθtD̃θSη

t − FθSD̃θSη
S − FθqD̃θSη

q,

ζ cD
α
t θ = D̃

cDα
t θζ − FtD̃cDα

t θτ − FSD̃cDα
t θξ − FqD̃cDα

t θβ−

−FθD̃cDα
t θη − F

cDα
t θD̃cDα

t θη
α − FθtD̃cDα

t θη
t − FθSD̃cDα

t θη
S − FθqD̃cDα

t θη
q,

где операторы полной производной имеют вид

Dt =
∂

∂t
+ θt

∂

∂θ
+ . . . , DS =

∂

∂S
+ θS

∂

∂θ
+ θSS

∂

∂θS
+ . . . ,

Dq =
∂

∂q
+ θq

∂

∂θ
+ . . . , D̃t =

∂

∂t
+ Ft

∂

∂F
+ . . . , D̃S =

∂

∂S
+ FS

∂

∂F
+ . . . ,

D̃q =
∂

∂q
+ Fq

∂

∂F
+ . . . , D̃θ =

∂

∂θ
+ Fθ

∂

∂F
+ . . . ,
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D̃θt =
∂

∂θt
+ Fθt

∂

∂F
+ . . . , D̃θS =

∂

∂θS
+ FθS

∂

∂F
+ . . . ,

D̃
cDα

t θ =
∂

∂cDα
t θ

+ F
cDα

t θ
∂

∂F
+ . . . , D̃θS =

∂

∂θS
+ FθS

∂

∂F
+ . . . .

Расписав (2.2.4), (2.2.5) и подставив их в (2.2.2), получаем

ζS|M = ζS − FtτS − Fθqη
q
S|M = 0, ζq|M = ζq − Ftτq − Fθqη

q
q |M = 0, (2.2.6)

ζθ|M = ζθ − FtD̃θτ − Fθqη
q
θ|M = 0, ζθS |M = ζθS − Fθqη

q
θS
|M = 0, (2.2.7)

ζθt|M = ζθt − Fθqη
q
θt
|M = 0, ζ cD

α
t θ|M = ζ

cDα
t θ|M = 0. (2.2.8)

Раскрывая ηq в (2.2.6)–(2.2.8) и используя (2.2.1) для перехода на многообра-

зие по cD
α
t θ, имеем

ζS − FtτS − Fθq(pSqθ + gSq + pSθq − θtτSq − θSξSq − θqβSq) = 0,

ζq − Ftτq − Fθq(pqqθ + gqq + pqθq − θtτqq − θSξqq − θqβqq) = 0, ζθ − Fθqpq = 0,

ζθt + Fθqτq = 0, ζθS + Fθqξq = 0, ζ
cDα

t θ = 0.

Разделение переменных дает равенства

ζ
cDα

t θ = 0, ζθS = 0, ζθ = 0, ζS = 0, ζq = 0, τS = 0, τq = 0, (2.2.9)

pq = 0, pS − βSq = 0, βqq = 0, ξq = 0, gSq = 0, gqq = 0. (2.2.10)

Теперь подставляем полученные формулы продолжения и равенства

(2.2.9), (2.2.10) в (2.2.3):

cD
α
t g +

∞∑
n=0

(
α

n

)
cD

α−n
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β − rpθ − rg−

−(µ− rS)β + rqξ + µ(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θSξSS − θqβSS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−

−rτ
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+
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+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS − β)− ζ|M = 0.

Переходя здесь на многообразие M , подставляем cD
α
t θ из (2.2.1), тогда

(p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
+

+cD
α
t g +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β − rpθ − rg−

−(µ− rS)β + rqξ + µ(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θSξSS − θqβSS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−

−rτ
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS − β)− ζ = 0. (2.2.11)

Дифференцирование этого уравнения по θSq дает βS = 0. Тогда равенство

pS − βSq = 0 из (2.2.10) влечет pS = 0. Разделением переменных уравнения

(2.2.11) получаем

cD
α
t θ : D

n
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ = 0, (2.2.12)

cD
α
t θS : Dn

t ξ = 0, cD
α
t θq : D

n
t β = 0, n = 1, 2, . . . , (2.2.13)

θSS :
σ2

2
(−(p− ατt) + p− 2ξS) = 0, (2.2.14)

θSq : βS = 0, pS = 0, (2.2.15)

θ2S : −1

2
γσ2er(T−t)(p− ατt)−

rτ

2
γσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(p− ξS) = 0, (2.2.16)

θS : (p− ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ(p− ξS)−

−σ
2

2
ξSS + rτqγσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(gS − β − q(p− ξS)) = 0, (2.2.17)

1 : (p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+

+cD
α
t g − rpθ − rg − (µ− rS)β + rqξ + µgS+
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+
σ2

2
gSS −

rτq2

2
γσ2er(T−t) − qγσ2er(T−t)(gS − β)− ζ = 0. (2.2.18)

Из (2.2.13) получаем, что ξt = 0, βt = 0. С учетом этого, того что α ̸= 0 и

τS = 0 из (2.2.9) получаем из выражения ατt − 2ξS = 0 (2.2.14) дифферен-

цированием по t и S τtt = 0, ξSS = 0. Следовательно, подставляя τtt = 0 в

(2.2.12) получаем pt = 0 при n = 1.

Таким образом, для p получаем уравнения pq = 0 из (2.2.10), pS = 0 из

(2.2.15) и выше полученное pt = 0. Откуда следует, что p = const.

Для функций τ , ξ, β получаем уравнения τtt = 0, τq = τS = 0, ξSS = 0,

ξt = ξq = 0 из (2.2.9), ранее полученное βt = 0, βS = 0 из (2.2.15) и βqq = 0

из (2.2.10). Следовательно, с учетом равенства ατt − 2ξS = 0 из (2.2.14) и

условия на неподвижность нижнего предела τ(c) = 0 интегрирование дает

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = Bq +D, p = const. (2.2.19)

Теперь из (2.2.16), (2.2.17) получаем

θ2S : ατt − rτ + p− 2ξS = 0, (2.2.20)

θS : µ(ατt − ξS) + rτqγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)(gS − β + q(ξS − ατt)) = 0, (2.2.21)

Подставляем (2.2.19) в (2.2.20), (2.2.21), (2.2.18) и получаем

θ2S : −rM(t− c) + p = 0, (2.2.22)

θS : µ
αM

2
+ rM(t− c)qγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)
(
gS −Bq −D − q

αM

2

)
= 0, (2.2.23)

1 : (p− αM)

(
rθ + (µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+ cD

α
t g−

−rpθ − rg − (µ− rS)(Bq +D) + rq

(
αM

2
S + A

)
+ µgS +

σ2

2
gSS−

−rM(t− c)q2

2
γσ2er(T−t) − qγσ2er(T−t)(gS −Bq −D)− ζ = 0. (2.2.24)
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Из (2.2.22) дифференцированием по t получаем, что rM = 0, p = 0.

Так как gSq = 0 в (2.2.10), то дифференцированием (2.2.23) по q получаем

b = −rMc− αM
2 = −αM/2. Поэтому из (2.2.22), (2.2.23) следуют равенства

rM = 0, p = 0, b = −αM
2
, gS = D − µ

αMer(t−T )

2γσ2
. (2.2.25)

Так как в (2.2.10) gqq = 0, gSq = 0, интегрирование gS дает

g = S

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+N(t)q + V (t). (2.2.26)

Подстановкой (2.2.25), (2.2.26) в (2.2.24) получим

−αM
(
(µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+ qcD

α
t N+

+ScD
α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ cD

α
t V − rS

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
−

−rNq − rV − (µ− rS)

(
−αM

2
q +D

)
+ rqA+ µD−

−µ2αMer(t−T )

2γσ2
+ qµ

αM

2
− q2γσ2er(T−t)

αM

2
− ζ = 0. (2.2.27)

Учитывая равенства ζS = 0, ζq = 0, ζθ = 0 из (2.2.9), заметим, что левая

часть равенства (2.2.27) является многочленом от S, q, θ, тогда

q2 :
αMq2

2
γσ2er(T−t) − γσ2er(T−t)

αM

2
= 0, Sq : rαM − r

αM

2
= 0,

q : −µαM + cD
α
t N − rN + µ

αM

2
+ rA+ µ

αM

2
= 0,

S : cD
α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
− r

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ rD = 0,

−αMF + cD
α
t V − rV − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
− ζ = 0.

Сокращение с использованием равенства rM = 0 из (2.2.25) дает

q : cD
α
t N − rN + rA = 0, S : cD

α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
= 0, (2.2.28)

−αMF + cD
α
t V − rV − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
− ζ = 0.
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Из (2.2.19), (2.2.25), (2.2.26) следует, что

η = S

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+N(t)q + V (t), rM = 0,

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q +D.

Предполагаем, что r ̸= 0, тогда M = 0 и второе уравнение из (2.2.28)

дает cD
α
t D = D(t − c)−α/Γ(1 − α) = 0. Следовательно, D = 0. Первое урав-

нение в (2.2.28) имеет решение

N =
n∑
j=1

nj(t− c)α−jEα,α−j+1(r(t− c)α)− rA

∫ t

c

(t− s)α−1Eα,α(r(t− s)α)ds,

где n− 1 < α < n. Вычисляем интеграл

r

∫ t

c

(t− s)α−1Eα,α(r(t− s)α)ds = r

∫ t

c

(t− s)α−1
∞∑
k=0

rk(t− s)αk

Γ((k + 1)α)
ds =

=
∞∑
k=0

rk+1(t− c)α(k+1)

Γ((k + 1)α + 1)
= r(t− c)αEα,α+1(r(t− c)α).

Тогда

η =
n∑
j=1

nj(t− c)α−jEα,α−j+1(r(t− c)α)q−

−rA(t− c)αEα,α+1(r(t− c)α)q + V (t),

ζ = cD
α
t V − rV, τ = 0, ξ = a, β = 0.

Если же r = 0, то имеем уравнения

q : cD
α
t N = 0, S : cD

α
t

(
D − µ

αM

2γσ2

)
= 0, (2.2.29)

−αMF + cD
α
t V − µ2

αM

2γσ2
− ζ = 0.

Отсюда

η = S

(
D − µ

αM

2γσ2

)
+N(t)q + V (t),
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τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q +D.

Решая (2.2.29) при τ(c) = 0 получаем

N =
n∑
i=1

Hi(t− c)α−i, D = µ
αM

2γσ2
.

В итоге доказана теорема.

Теорема 2.2.1. Пусть γσ ̸= 0, тогда справедливы следующие утвержде-

ния.

1. Базис алгебры Ли операторов групп преобразований эквивалентно-

сти уравнения (2.2.1) при r = 0 образуют

Y1 = ∂S, YV = V ∂θ + cD
α
t V ∂F , Y2,j = (t− c)α−jq∂θ,

Y3 = 2γσ2(t− c)∂t + αγσ2S∂S+

+
(
−αγσ2q + µα

)
∂q +

(
−2αγσ2F − αµ2

)
∂F , j = 1, . . . .

2. Базис алгебры Ли операторов групп преобразований эквивалентно-

сти уравнения (2.2.1) при r ̸= 0 образуют

Y1 = ∂S − r(t− c)αEα,α+1(r(t− c)α)q∂θ, Y2 = V ∂θ + (cD
α
t V − rV )∂F ,

Y3,j = (t− c)α−jEα,α−j+1(r(t− c)α)q∂θ, j = 1, 2, . . . , n.

2.3. Групповая классификация

Рассматриваем уравнение

cD
α
t θ = rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq).

(2.3.1)

Считаем α > 0, α ̸= 1 и θ = θ(t, S, q). Генератор допускаемой группы ищется

в виде η = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ. Действие продолженного оператора

X̃ = X + ηt∂θt + ηS∂θS + ηSS∂θSS
+ ηq∂θq + ηα∂

cDα
t θ.
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на рассматриваемое уравнение дает

ηα − rη − (µ− rS)β + rqξ + µηS +
σ2

2
ηSS − rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(ηS − β)− Ftτ − Fθqη
q|M = 0. (2.3.2)

Генераторы ищутся в линейно-автономном виде и при условии τ(c) = 0.

Подставляем вычисленные раннее формулы продолжения в (2.3.2):

cD
α
t g +

∞∑
n=0

(
α

n

)
cD

α−n
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β − r(pθ + g)−

−(µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS − 2θStτS−

−2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−
rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq)|M = 0.

Переход на многообразие M дает

(p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
+

+cD
α
t g +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cD

α−n
t θqD

n
t β − r(pθ + g)−

−(µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS − 2θStτS−

−2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−
rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+
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+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq) = 0. (2.3.3)

Рассматриваем здесь переменные θt, θS, θq, θSS, θSq, θSt и cD
α−n
t θ, cD

α−n
t θq,

cD
α−n
t θS при n = 1, 2, . . . как независимые. Дифференцируем (2.3.3) по θSq,

θSt и получаем

τS = 0, βS = 0. (2.3.4)

После этого проводим разделение переменных в (2.3.3) относительно θt, θS,

θSS, θSq, θSt, cDα−n
t θ, cDα−n

t θq, cDα−n
t θS:

cD
α−n
t θ : Dn

t p+
n− α

n+ 1
Dn+1
t τ = 0, cD

α−n
t θS : Dn

t ξ = 0, (2.3.5)

cD
α−n
t θq : D

n
t β = 0, n = 1, 2, . . . , (2.3.6)

θSS : −σ
2

2
(p− ατt) +

σ2

2
(p− 2ξS) = 0, (2.3.7)

θ2S : −1

2
γσ2er(T−t)(p− ατt)−

rτ

2
γσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(p− ξS) = 0, (2.3.8)

θS : (p− ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ(p− ξS)+

+
σ2

2
(2pS − ξSS) + rτqγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)(pSθ + gS − β − q(p− ξS)) + Fθqξq = 0, (2.3.9)

θt : Fθqτq = 0, (2.3.10)

1 : (p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+

+cD
α
t g − r(pθ + g)− (µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS)−

rτ

2
γσ2er(T−t)q2 − qγσ2er(T−t)(pSθ + gS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θqβq) = 0. (2.3.11)

Из (2.3.5), (2.3.6) получаем ξt = 0, βt = 0. Из (2.3.7) получаем равенство

ατt−2ξS = 0, применение которого к (2.3.8) дает p = rτ . Из ранее полученных

равенств ξt = 0, ατt − 2ξS = 0, α ̸= 0, τS = 0 из (2.3.4) следует, что τtt = 0,
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ξSS = 0. Следовательно, из (2.3.5) получаем pt = 0. Таким образом,

ατt − 2ξS = 0, τtt = 0, rτt = 0, pt = 0, ξSS = 0, ξt = 0, (2.3.12)

βt = 0, p = rτ. (2.3.13)

Дифференцируя (2.3.11) по θ, получаем

r(p− ατt)− rp+ µpS +
σ2

2
pSS − qγσ2er(T−t)pS − Fθqpq = 0.

Подстановка rτt = 0 и p = rτ из (2.3.12), (2.3.13) и τS = 0 из (2.3.4) дает

rτqFθq = 0, что является следствием из (2.3.10). Подставляя (2.3.12), (2.3.13)

в (2.3.7)–(2.3.11), получим

θS : (rτ − ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ
(
rτ − ατt

2

)
+ rτqγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)
(
gS − β − q

(
rτ − ατt

2

))
+ Fθqξq = 0, (2.3.14)

θt : Fθqτq = 0, (2.3.15)

1 : (rτ − ατt)

(
(µ− rS)q − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+ cD

α
t g − rg−

−(µ− rS)β + rqξ + µgS +
σ2

2
gSS −

rτ

2
γσ2er(T−t)q2−

−qγσ2er(T−t)(gS − β)− Ftτ − Fθq(gq + θq(rτ − βq)) = 0. (2.3.16)

Интегрирование (2.3.12), (2.3.13) при условии τ(c) = 0 дает

η = rA(q)θ + g(t, S, q), τ = A(q)(t− c), ξ =
αA(q)

2
S + E(q), (2.3.17)

β = β(q), rA(q) = 0. (2.3.18)

Так как rA = rτt = 0, то rτ = 0. Подставляем равенства (2.3.17), (2.3.18) и

rτ = 0 в (2.3.14)–(2.3.16):

θS : −αA(−µ+ qγσ2er(T−t))− µ
αA

2
+

+γσ2er(T−t)
(
gS − β + q

αA

2

)
+ Fθq

(
αAq

2
S + Eq

)
= 0,

θt : FθqAq(t− c) = 0,
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1 : −αA
(
(µ− rS)q − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+ cD

α
t g − rg−

−(µ− rS)β + rq

(
αA(q)

2
S + E

)
+ µgS +

σ2

2
gSS−

−qγσ2er(T−t)(gS − β)− FtA(t− c)− Fθq(gq − θqβq) = 0.

После сокращения получаем

θS : µ
αA

2
+ γσ2er(T−t)

(
gS − β − q

αA

2

)
+ Fθq

(
αAq

2
S + Eq

)
= 0, (2.3.19)

θt : FθqAq = 0, (2.3.20)

1 : −αA
(
µq − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+ cD

α
t g−

−rg − (µ− rS)β + rqE + µgS +
σ2

2
gSS−

−qγσ2er(T−t)(gS − β)− FtA(t− c)− Fθq(gq − θqβq) = 0. (2.3.21)

2.3.1. Случай нелинейной функции F

Дифференцированием (2.3.19)–(2.3.21) по θq получим

Aq = 0, Eq = 0, (2.3.22)

(βq − αA)Fθq − FtθqA(t− c)− Fθqθq(gq − θqβq) = 0. (2.3.23)

Дифференцируем (2.3.23) по S и получаем gSq = 0. Дифференцируем (2.3.19)

по q и получаем с подстановкой (2.3.22)

γσ2er(T−t)
(
gSq − βq −

αA

2

)
= 0.

Отсюда βq = −αA/2. Следовательно, ввиду (2.3.22), βqq = 0 и дифференци-

рование (2.3.23) по q дает gqq = 0. Итак,

βq = −αA
2
, gSq = 0, gqq = 0. (2.3.24)

Интегрирование (2.3.4), (2.3.12), (2.3.24) дает

β = −αA
2
q + L. (2.3.25)
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Подстановка (2.3.25) и (2.3.22) в (2.3.19) дает

gS = L− µ
αAer(t−T )

2γσ2
.

Интегрированием получим

g =

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
S +N(t)q +M(t). (2.3.26)

Подстановка (2.3.25), (2.3.26) в (2.3.21) дает

−αA (µq + F ) + ScD
α
t

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
+ qcD

α
t N+

+cD
α
tM − r

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
S − rNq − rM−

−(µ− rS)

(
−αA

2
q + L

)
+ rqE + µ

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
+

+µ
αAq

2
− FtA(t− c)− Fθq

(
N + θq

αA

2

)
= 0.

Рассматриваем полученное выражение как многочлен от S и q, тогда

Sq : −αA
2
r = 0,

S : cD
α
t

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
− r

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
+ rL = 0,

q : −µαA+ cD
α
t N − rN + µ

αA

2
+ rE + µ

αA

2
= 0,

1 : cD
α
tM − rM − µL+ µ

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
−

−αAF − FtA(t− c)− Fθq

(
N + θq

αA

2

)
= 0.

С помощью равенства rA = 0 из (2.3.17) получаем

S : cD
α
t

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
= 0, q : cD

α
t N − rN + rE = 0, (2.3.27)

1 : cD
α
tM − rM − µ2

αAer(t−T )

2γσ2
−

−αAF − FtA(t− c)− Fθq

(
N + θq

αA

2

)
= 0. (2.3.28)
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Выпишем (2.3.17), (2.3.25), (2.3.26) с подстановкой rA = 0:

τ = A(t− c), ξ =
αA

2
S + E, β = −αA

2
q + L, (2.3.29)

η =

(
L− µ

αAer(t−T )

2γσ2

)
S +N(t)q +M(t). (2.3.30)

Отсюда видно, что необходимо рассмотреть случаи r = 0 и r ̸= 0.

2.3.2. Случай r ̸= 0

Если r ̸= 0, то из равенства rA = 0 (2.3.17) следует, что A = 0. Тогда

уравнения (2.3.27)–(2.3.30) имеют вид

cD
α
t L = 0, cD

α
t N − rN + rE = 0, cD

α
tM − rM − FθqN = 0, (2.3.31)

τ = 0, ξ = E, β = L, η = LS +N(t)q +M(t). (2.3.32)

Дифференцируем третье уравнение в (2.3.31) по θq и получаем N = 0, тогда

в силу второго уравнения в (2.3.31) E = 0. Первое уравнение в (2.3.31) дает

Lx−α/Γ(1− α) = 0, следовательно, L = 0. С учетом (2.3.32) теперь имеем

E = 0, N = 0, L = 0, cD
α
tM − rM = 0,

τ = 0, ξ = 0, β = 0, η =M(t).

Следовательно, мы приходим к случаю произвольной F . При этом решение

уравнения cD
α
tM − rM = 0 есть M =

n∑
j=1

bj(t − c)α−jEα,α−j+1(r(t − c)α) .

Отсюда получаем при n− 1 < α < n

Xj = (t− c)α−jEα,α−j+1(r(t− c)α)∂θ, j = 1, 2, . . . , n..

2.3.3. Случай r = 0

Подставляем r = 0 в (2.3.27)–(2.3.30) и получаем

cD
α
t

(
L− µ

αA

2γσ2

)
= 0, cD

α
t N = 0, (2.3.33)
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cD
α
tM − µ2

αA

2γσ2
− αAF − FtA(t− c)− Fθq

(
N + θq

αA

2

)
= 0. (2.3.34)

Решение уравнений (2.3.33) дает

L = µ
αA

2γσ2
, N =

n∑
j=1

nj(t− c)α−j. (2.3.35)

Подстановка в (2.3.29), (2.3.30) дает

τ = A(t− c), ξ =
αA

2
S + E, β = −αA

2
q + µ

αA

2γσ2
, (2.3.36)

η =
n∑
j=1

nj(t− c)α−jq +M(t).

Перепишем (2.3.34) с учетом (2.3.35):

κ(t)− αAF − FtA(t− c)− Fθq

(
n∑
j=1

nj(t− c)α−j + θq
αA

2

)
= 0. (2.3.37)

1. Если A ̸= 0, делаем замену переменных

F = (t− c)−αF̃ + (t− c)−α
∫
κ(t)

A
(t− c)α−1dt,

θq = θ̃q +
n∑
j=1

nj
A(α/2− j)

(t− c)α−j.

Тогда уравнение (2.3.37) имеет вид (t − c)F̃t +
α
2 θ̃qF̃θ̃q = 0, его решение F̃ =

F̃
(
(t− c)−α/2θ̃q

)
. Обратные замены дают

F = (t− c)−αF̃

(
(t− c)−α/2θq −

n∑
j=1

λj(t− c)α−j

A(α/2− j)

)
+

+(t− c)−α
∫ t

t1

κ(t)(t− c)α−1dt.

Применение групп преобразований эквивалентности, порождаемых операто-

рами Y2,j = (t− c)α−jq∂θ, j = 1, 2, . . . , n, дает

F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
+ (t− c)−α

∫ t

t1

κ(t)(t− c)α−1dt.
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А с помощью группы преобразований эквивалентности, порожденной опера-

тором YV , получим F = (t − c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
. Его подстановка в опре-

деляющее уравнение (2.3.34) дает

cD
α
tM − µ2

αA

2γσ2
− A(t− c)1−α

(
−α
2
(t− c)−1−α/2θq

)
F̃ ′−

−
(
N + θq

αA

2

)
(t− c)−3α/2F̃ ′ =

= cD
α
tM − µ2

αA

2γσ2
−N(t− c)−3α/2F̃ ′ = 0.

Ввиду того, что Fθqθq ̸= 0 по предположению, получаем два уравнения

N = 0, cD
α
tM − µ2

αA

2γσ2
= 0.

Следовательно,

M =
n∑
j=1

bj(t− c)α−j +
(t− c)α

Γ(α + 1)
µ2

αA

2γσ2
.

Получен базис допускаемой алгебры линейно-автономных операторов

X1,j = (t− c)α−j∂θ, j = 1, 2, . . . , n, X2 = ∂S,

X3 = 2(t− c)∂t + αS∂S + α

(
µ

γσ2
− q

)
∂q +

αµ2

γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
∂θ.

2. Если A = 0, то по предположению Fθqθq = 0 получаем nj = 0,

j = 1, 2, . . . , n, N = 0, κ = cD
α
tM = 0. Следовательно, F — произвольная

функция. Получили базис допускаемой алгебры линейно-автономных опера-

торов

X1,j = (t− c)α−j∂θ, j = 1, 2, . . . , n, X2 = ∂S.

2.3.4. Теорема о групповой классификации

в нелинейном случае

Теорема 2.3.1. Пусть γσ ̸= 0, n−1 < α < n. Тогда справедливы следующие

утверждения.
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1. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (2.2.1) при r ̸= 0 и произ-

вольной F , Fθqθq ̸= 0, имеет вид

Xj = (t− c)α−jEα,α−j+1(r(t− c)α)∂θ, j = 1, 2, . . . , n.

2. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (2.2.1) при r = 0 и произ-

вольной F , которая не эквивалентна F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
, F̃ ′′ ̸= 0,

имеет вид

X1,j = (t− c)α−j∂θ, j = 1, 2, . . . , n, X2 = ∂S.

3. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (2.2.1) при r = 0 и F =

(t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
, F̃ ′′ ̸= 0, имеет вид

X1,j = (t− c)α−j∂θ, j = 1, 2, . . . , n, X2 = ∂S,

X3 = 2(t− c)∂t + αS∂S + α

(
µ

γσ2
− q

)
∂q +

(
αµ2

γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)

)
∂θ.

2.4. Инвариантные решения и подмодели при 0 < α < 1

Для простоты вычислений будем рассматривать только случай 0 < α < 1.

В случае когда r ̸= 0 и F — произвольная нелинейная по θq функция,

оператор X1 = (t − c)α−1Eα,α(r(t − c)α)∂θ не имеет инвариантов, зависящих

от θ.

2.4.1. Инвариантные решения

при r = 0 и F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
При r = 0 и F = (t− c)−αF̃

(
(t− c)−α/2θq

)
базис алгебры Ли L3 имеет вид

X1 = (t− c)α−1∂θ, X2 = ∂S,

X3 = 2(t− c)∂t + αS∂S + α

(
µ

γσ2
− q

)
∂q +

αµ2

γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
∂θ.

Вычисление коммутаторов дает

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = −2(α− 1)X1, [X2, X3] = αX2.
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Следовательно, ненулевые структурные константы алгебры L3 имеют вид

C1
1,3 = −C1

3,1 = −2(α− 1), C2
2,3 = −C2

3,2 = α.

Тогда генераторы непрерывных внутренних автоморфизмов имеют вид

E1 = −2(α− 1)e3∂e1, E2 = αe3∂e2, E3 = 2(α− 1)e1∂e1 − αe2∂e2.

К ним добавляются автоморфизмы отражения E1
− : ē1 = −e1, E2

− : ē2 = −e2.
Вычисление непрерывных внутренних автоморфизмов дает

E1 : ē1 = e1 − 2(α− 1)e3a1, E2 : ē2 = e2 − αe3a2, (2.4.1)

E3 : ē1 = e1e
2(α−1)a3, ē2 = e2e

−αa3. (2.4.2)

1. Если e3 ̸= 0, то применение автоморфизмов E1, E2 дает подалгебру

⟨X3⟩.
2. Если e3 = 0, e1e2 ̸= 0, то с помощью E1

− получим e1 > 0 и e2 > 0.

Тогда при α ̸= 2/3 возьмем

a3 =
1

3α− 2
ln
e2
e1

и с помощью E3 получим подалгебру ⟨X1 + X2⟩. Если α = 2/3, получим

семейство подалгебр ⟨X1 + bX2⟩, b ≥ 0 за счет E2
−.

3. Осталась подалгебра ⟨X2⟩.
Теперь рассматриваем двумерные подалгебры.

1. Для вектора X2 рассматриваем второй базисный вектор b1X1+b3X3.

Рассматриваем коммутатор [X2, b1X1+b3X3] = αb3X2. Получили подалгебру.

Тогда если b3 ̸= 0, то применением автоморфизма E1 к b1X1+ b3X3 получаем

подалгебру ⟨X2, X3⟩, а если b3 = 0, то подалгебру ⟨X1, X2⟩.
2. Для X3 возьмем второй базисный вектор b1X1 + b2X2. Вычисляя

коммутатор получаем [X3, b1X1 + b2X2] = 2(α− 1)b1X1 −αb2X2. Вычисление

определителя ∣∣∣∣∣ b1 b2

2(α− 1)b1 −αb2

∣∣∣∣∣
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дает b1b3(2− 3α) = 0. Это равенство выполняется при b1 = 0, или при b3 = 0,

или в случае α = 2/3. Тогда получаем подалгебры ⟨X1, X3⟩, ⟨X2, X3⟩. При

α = 2/3 получаем семейство подалгебр ⟨X3, X1 + bX2⟩, b ≥ 0.

3. Для вектора X1 +X2 возьмем второй базисный вектор b2X2 + b3X3.

Вычисляя коммутатор получаем [X1+X2, b2X2+b3X3] = αb3X2−2(α−1)b3X1.

Если b3 ̸= 0, то получаем α = 2/3. Применяя автоморфизм E2, получим

подалгебру ⟨X1+X2, X3⟩ при α = 2/3. Если b3 = 0, то получаем ⟨X1+X2, X2⟩.
4. Для X1 + bX2 при α = 2/3 рассматриваем второй базисный вектор

b2X2+b3X3. Вычислим коммутатор [X1+bX2, b2X2+b3X3] =
2
3bb3X2+

2
3b3X1 =

2
3b3(X1 + bX2). Следовательно, условие подалгебры выполнено всегда. Тогда

если b3 ̸= 0, то применением автоморфизма E2 к b2X2 + b3X3 получаем по-

далгебру ⟨X1 + bX2, X3⟩, иначе — подалгебру ⟨X1 + bX2, X2⟩.
Следовательно получаем

Лемма 2.4.1. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L3 при α ̸= 2/3 являются Θ1 = {⟨X2⟩, ⟨X3⟩, ⟨X1 + X2⟩},
Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X2, X3⟩}.

Лемма 2.4.2. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L3 при α = 2/3 являются Θ1 = {⟨X2⟩, ⟨X3⟩, ⟨X1+ bX2⟩, b ≥
0}, Θ2 = {⟨X2, X3⟩, ⟨X1, X2⟩, ⟨X3, X1 + bX2⟩, b ≥ 0}.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2⟩. Инварианты имеют вид t, q, θ. Тогда

решение ищется в виде θ = φ(t, q). Подстановка в основное уравнение дает

подмодель

cD
α
t φ = µq − 1

2
γσ2q2 + (t− c)−αF̃

(
(t− c)−α/2φq

)
.

Подалгебра ⟨X3⟩. имеет инварианты

J1 = θ − µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
, J2 = y = (t− c)−α/2S,

J3 = z = (t− c)α/2q − µ

γσ2
(t− c)α/2.
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Тогда инвариантное решение ищем в виде

θ =
µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
+ Sq − µ

γσ2
S + φ(y, z)

и получаем подмодель

(1− α)

Γ(1− α)

∫ 1

0

1

(1− s)α
φ
(
s−α/2y, sα/2z

)
ds−

− αy

2Γ(1− α)

∫ 1

0

s−α/2

(1− s)α
φy

(
s−α/2y, sα/2z

)
ds+

+
αz

2Γ(1− α)

∫ 1

0

sα/2

(1− s)α
φz

(
s−α/2y, sα/2z

)
ds+

+
yz

Γ(1− α)
+
σ2

2
φyy +

γσ2

2
φ2
y = F̃ (φz + S) .

Рассматриваем подалгебру ⟨X1 +X2⟩ при α ̸= 2/3. Инварианты имеют

вид t, q, θ−S(t−c)α−1. Тогда решение ищется в виде θ = S(t−c)α−1+φ(t, q).

Подстановка в основное уравнение дает подмодель

cD
α
t φ = µq − µ(t− c)α−1 − 1

2
γσ2

(
(t− c)α−1 − q

)2
+ (t− c)−αF̃

(
(t− c)−α/2φq

)
.

Рассматриваем алгебру ⟨X2, X3⟩. Ее инварианты

J1 = θ − µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
, J2 = z = (t− c)α/2q − µ

γσ2
(t− c)α/2. (2.4.3)

Инвариантное решение ищется в виде

θ =
µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
+ φ(z).

Тогда получаем подмодель

(1− α)

Γ(1− α)

∫ 1

0

φ(sα/2z)

(1− s)α
ds+

αz

2Γ(1− α)

∫ 1

0

φz(s
α/2z)

(1− s)α
ds+

γσ2

2
z2 = F̃ (φ′(z)).

Подалгебры ⟨X1⟩, ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩ не обладают инвариантами зави-

сящими от θ.

Теперь рассмотрим те из подалгебр из оптимальных систем для случая

α = 2/3, которые не присутствуют в оптимальных системам для случая α ̸=
2/3.
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Подалгебра ⟨X1 + bX2⟩, b > 0, имеет инварианты t, q, bθ − S(t− c)α−1.

Инвариантное решение ищется в виде θ = b−1S(t− c)α−1+ b−1φ(t, q). Подста-

новка в основное уравнение дает подмодель

cD
α
t φ = µq − µ

b
(t− c)α−1 − 1

2
γσ2

(
1

b
(t− c)α−1 − q

)2

+ (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2φq

)
.

При при α = 2/3 рассмотрим подалгебру ⟨X1 + bX2, X3⟩, b > 0. Ее

инварианты

J1 = θ − 1

b
(t− c)−1/3S − µ2

2γσ2
(t− c)2/3

Γ(5/3)
, J2 = z = (t− c)1/3q − µ

γσ2
(t− c)1/3.

Инвариантное решение ищется в виде

θ =
1

b
(t− c)−1/3S +

µ2

2γσ2
(t− c)2/3

Γ(5/3)
+ φ(z).

Тогда получаем подмодель

1

3Γ(1/3)

∫ 1

0

φ
(
s1/3z

)
(1− s)2/3

ds+
z

3Γ(1/3)

∫ 1

0

φz
(
s1/3z

)
(1− s)2/3

ds = −γσ
2

2

(
z − 1

b

)2

+ F̃ (φz) .

2.4.2. Инвариантные решения при r = 0 и F - произвольная

В случае r = 0 и произвольной функции F имеем алгебру Ли L2 с базисом

X1 = ∂S, X2 = (t− c)α−1∂θ.

Коммутатор имеет вид [X1, X2] = 0, поэтому оптимальная система подалгебр

состоит из ⟨X1 + bX2⟩, b ∈ R, ⟨X2⟩.
Инвариантную подмодель имеют подалгебры ⟨X1 + bX2⟩, так как со-

держат зависящие от θ инварианты t, q, θ − b(t − c)α−1S. Следовательно,

инвариантное решение ищется в виде

θ = b(t− c)α−1S + φ(t, q). (2.4.4)

Подстановка в основное уравнение дает подмодель

cD
α
t φ = µq − µb(t− c)α−1 − 1

2
γσ2

(
b(t− c)α−1 − q

)2
+ F (t, φq).
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3. Уравнение Геана — Пу

с производной Герасимова — Капуто по времени

3.1. Аналог обобщенного правила Лейбница

для производной Герасимова — Капуто

Бета-функция Эйлера при x > 1, y > 1 определяется как

B(x, y) =

∫ 1

0

(1− s)x−1sy−1ds =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Производная Герасимова — Капуто имеет вид

C
c D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

c

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds = cJ
n−α
t Dn

t f(t),

где n− 1 < α < n, n ∈ N. Производная Герасимова — Капуто и производная

Римана — Лиувилля одинакового порядка связаны соотношением

cD
α
t f(t) =

C
c D

α
t f(t) +

n−1∑
i=0

f (i)(c)

Γ(i− α + 1)
(t− c)i−α.

Решение задачи Коши для линейного уравнения с производной Герасимова —

Капуто

C
c D

α
t y(t) = λy(t) + f(t), y(k)(c) = bk, k = 0, . . . , n− 1, n− 1 < α ≤ n

имеет вид [51, теорема 4.3]

y(t) =
m−1∑
k=0

bk(t− c)kEα,k+1(λ(t− c)α) +

∫ t

c

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)f(s)ds.

Мы будем использовать следующие биномиальные формулы и тожде-

ства для них [17]:(
α

n

)
=

(−1)n−1αΓ(n− α)

Γ(1− α)Γ(n+ 1)
,

k∑
j=0

(
α

j

)(
β

k − j

)
=

(
α + β

k

)
. (3.1.1)

Лемма 3.1.1. При α /∈ Z, n, j ∈ N имеет место равенство

1

Πk
j=0(n− α− j)

=
k∑
j=0

Ck
j (−1)k−j

k!(n− α− j)
.
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Доказательство. При k = 0 формула справедлива. Предполагаем, что фор-

мула верна для k ≥ 1. Тогда для k + 1 имеем

1

Πk+1
j=0(n− α− j)

=
1

(n− α− k − 1)Πk
j=0(n− α− j)

=

=
k∑
j=0

Ck
j (−1)k−j

k!(n− α− k − 1)(n− α− j)
=

=
k∑
j=0

Ck
j (−1)k−j(k + 1− j)

k!(k + 1− j)(n− α− k − 1)(n− α− j)
=

=
k∑
j=0

Ck
j (−1)k−j

k!(k + 1− j)

(
1

n− α− k − 1
− 1

n− α− j

)
=

=
k∑
j=0

k!(−1)k−j

j!(k − j)!k!(k + 1− j)

(
1

n− α− k − 1
− 1

n− α− j

)
=

=
k∑
j=0

(k + 1)!(−1)k−j

j!(k + 1− j)!(k + 1)!

(
1

n− α− k − 1
− 1

n− α− j

)
=

=
k∑
j=0

Ck+1
j (−1)k−j

(k + 1)!

(
1

n− α− k − 1
− 1

n− α− j

)
=

= −
∑k

j=0C
k+1
j (−1)k+1−j

(k + 1)!(n− α− k − 1)
+

k∑
j=0

Ck+1
j (−1)k+1−j

(k + 1)!(n− α− j)
.

По формуле бинома Ньютона получаем

−
(1− 1)k+1 − Ck+1

k+11

(k + 1)!(n− α− k − 1)
+

k∑
j=0

Ck+1
j (−1)k+1−j

(k + 1)!(n− α− j)
=

k+1∑
j=0

Ck+1
j (−1)k+1−j

(k + 1)!(n− α− j)
.

Лемма доказана.

Следующее утверждение доказывается по определению дробного инте-

грала Римана — Лиувилля.

Лемма 3.1.2. При n ∈ N, n > 0, α ∈ R, 0 < α < 1, j ∈ N ∪ {0} выполнено

cJ
n
t

(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
=

(t− c)1−α+j+n

Γ(2 + j − α + n)
.
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Лемма 3.1.3. Пусть g ∈ Ck+1([c, T ]), 0 < α < 1, k, i ∈ N ∪ {0}, i < k + 1.

Тогда при t ∈ (c, T ]

cJ
1−α
t Di

tg(t) =
k−i∑
j=0

(t− c)1−α+jg(i+j)(c)

Γ(2 + j − α)
+ cJ

k−i+1
t

C
c D

α+k
t g(t). (3.1.2)

Доказательство. Имеем

cJ
1−α
t g(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

c

(t− s)−αg(s)ds =

= −(t− s)1−α

Γ(2− α)
g(s)

∣∣∣∣s=t
s=c

+
1

Γ(2− α)

∫ t

c

(t− s)1−αg′(s)ds =

=
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(c) + cJ

2−α
t g′(t).

Исходя из равенства cJ
α
t cJ

β
t g = cJ

α+β
t g, справедливого при α, β > 0, и пред-

положения 0 < α < 1 получаем cJ
2−α
t g′ = cJ

1
t cJ

1−α
t g′ = cJ

1
t
C
c D

α
t g. Тогда

получаем

cJ
1−α
t g(t) =

(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(c) + cJ

1
t
C
c D

α
t g(t). (3.1.3)

Рассматриваем индукцию по k при k ≥ i и фиксированном i. Подста-

новка в (3.1.3) вместо g производной Di
tg дает базис индукции k = i. Если

k = i+ 1, то последовательным применением (3.1.3) получаем

cJ
1−α
t Di

tg(t) =
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(i)(c) + cJ

1
t cJ

1−α
t Di+1

t g(t) =

=
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(i)(c) + cJ

1
t

(
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(i+1)(c) + cJ

1
t
C
c D

α
t D

i+1
t g(t)

)
.

Применением леммы 3.1.2 получаем

cJ
1−α
t Di

tg(t) =
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(i)(c) +

(t− c)2−α

Γ(3− α)
g(i+1)(c) + cJ

2
t
C
c D

α+i+1
t g(t).

Следовательно выполнено при k = i+ 1.

Пусть (3.1.2) верно для k и тогда применение (3.1.3) при C
c D

α+k
t g =

cJ
1−α
t Dk+1

t g дает

cJ
1−α
t Di

tg(t) =
k−i∑
j=0

(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
g(i+j)(c) + cJ

k−i+1
t cJ

1−α
t Dk+1

t g(t) =
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=
k−i∑
j=0

(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
g(i+j)(c) + cJ

k−i+1
t

(
(t− c)1−α

Γ(2− α)
g(k+1)(c) + cJ

1
t
C
c D

α
t D

k+1
t g(t)

)
.

Применением леммы 3.1.2 получаем

cJ
1−α
t Di

tg(t) =
k−i∑
j=0

(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
g(i+j)(c) +

(t− c)k−i+2−α

Γ(k − i+ 3− α)
g(k+1)(c)+

+cJ
k−i+2
t

C
c D

α+k+1
t g(t) =

k+1−i∑
j=0

(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
g(i+j)(c) + Jk−i+2

t
C
c D

α+k+1
t g(t).

Лемма доказана.

Теорема 3.1.1. [17, теорема 15.3]. Для функции f , аналитической на ин-

тервале (c, T ), при α > 0 выполнено равенство

cD
α
t f(t) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
(t− c)n−α

Γ(n+ 1− α)
f (n)(t), t ∈ (c, T ).

Лемма 3.1.4. Для α ∈ R, 0 < α < 1, k, n, i ∈ N ∪ {0} выполнено равенство(
α + k

n

)
Γ(n− α− k + i+ 1)

=
i∑

j=0

(
α + k

i− j

)(
α + k + j − i

n

)
j!Γ(n+ i− α− k − j + 1)

.

Доказательство. С помощью (3.1.1) получаем(
α + k

n

)
Γ(n− α− k + i+ 1)

=
(−1)n−1(α + k)Γ(n− α− k)

Γ(1− α− k)Γ(n+ 1)Γ(n− α− k + i+ 1)

По свойству гамма-функции Γ(α + 1) = αΓ(α) последнее выражение преоб-

разуем к виду

(−1)n−1(α + k)

Γ(1− α− k)Γ(n+ 1)
∏i

j=0(n− α− k + i− j)
.

Применяем лемму 3.1.1, тогда получим

(−1)n−1(α + k)

Γ(1− α− k)Γ(n+ 1)

i∑
j=0

C i
j(−1)i−j

i!(n− α− k + i− j)
=
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=
i∑

j=0

(−1)n−1(α + k)

Γ(1− α− k)Γ(n+ 1)

C i
j(−1)i−j

i!(n− α− k + i− j)
=

=
i∑

j=0

C i
j(−1)i−j(α + k)

i!Γ(1− α− k)

(−1)n−1Γ(n+ i− α− k − j)

Γ(n+ 1)Γ(n+ i− α− k − j + 1)
.

Применяем (3.1.1) и получаем

i∑
j=0

C i
j(−1)i−j(α + k)

i!Γ(1− α− k)

Γ(1 + i− α− k − j)

(
α + k + j − i

n

)
(α + k + j − i)Γ(n+ i− α− k − j + 1)

=

=
i∑

j=0

(−1)i−j−1(α + k)Γ(i− α− k − j)

j!(i− j)!Γ(1− α− k)Γ(n+ i− α− k − j + 1)

(
α + k + j − i

n

)
=

=
i∑

j=0

1

j!Γ(n+ i− α− k − j + 1)

(
α + k

i− j

)(
α + k + j − i

n

)
.

Лемма доказана.

Рассматриваем обобщенное правило Лейбница для производной Рима-

на — Лиувилля порядка α + k, 0 < α < 1, k ∈ N ∪ {0}:

cD
α+k
t (fg) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f cD

α+k−n
t g.

Далее используем обозначение cD
−α
t = cJ

α
t и получаем

cD
α+k
t (fg) =

k∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f cD

α+k−n
t g +

∞∑
n=k+1

(
α + k

n

)
Dn
t f cJ

n−α−k
t g.

Используя связь между дробными производными Герасимова — Капуто и

Римана — Лиувилля, получим

cD
α+k
t (fg)(t) =

k∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(
C
c D

α+k−n
t g(t)+

+
k−n∑
i=0

g(i)(c)(t− c)n+i−α−k

Γ(n+ i− α− k + 1)

)
+

∞∑
n=k+1

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)cJ

n−α−k
t g(t).
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С помощью леммы 3.1.2 и 3.1.3 и полугруппового свойства дробного интегра-

ла получаем

cD
α+k
t (fg)(t) =

k∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(
n−1∑
j=0

g(k−n+1+j)(c)(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
+

+Jnt
C
c D

α+k
t g(t) +

k−n∑
i=0

g(i)(c)(t− c)n+i−α−k

Γ(n+ i− α− k + 1)

)
+

+
∞∑

n=k+1

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(
cJ

n−k−1
t

k∑
j=0

g(j)(c)(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)
+

+cJ
n−k−1
t Jk+1

t
C
c D

α+k
t g(t)

)
.

Еще раз используем лемму 3.1.2 и выносим дробные производные из скобки

с перегруппировкой и заменой j = i− k + n− 1. Тогда получаем

cD
α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑

n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(
k∑
i=0

g(i)(c)(t− c)n+i−α−k

Γ(n+ i− α− k + 1)

)
+

+
∞∑

n=k+1

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(
cJ

n−k−1
t

k∑
j=0

g(j)(c)(t− c)1−α+j

Γ(2 + j − α)

)
.

С помощью леммы 3.1.2 и смены порядка суммирования получаем

cD
α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
i=0

g(i)(c)
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(t− c)n+i−α−k

Γ(n+ i− α− k + 1)
. (3.1.4)

Используя лемму 3.1.4, имеем
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)

(t− c)n+i−α−k

Γ(n+ i− α− k + 1)
=

=
∞∑
n=0

i∑
j=0

Dn
t f(t)(t− c)n+i−α−k

j!Γ(n+ i− α− k − j + 1)

(
α + k

i− j

)(
α + k + j − i

n

)
=
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=
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

) ∞∑
n=0

(
α + k + j − i

n

)
Dn
t f(t)(t− c)n+i−α−k−j

Γ(n+ i− α− k − j + 1)
.

Применяем теорему 3.1.1, тогда

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
cD

α+k+j−i
t f.

Подставляем полученное в (3.1.4):

cD
α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
cD

α+k+j−i
t f(t).

Имеем cD
α+k+j−i
t f = Dj

t cD
α+k−i
t f , поэтому используя связь между про-

изводными Римана — Лиувилля и производными Герасимова — Капуто, по-

лучаем

cD
α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
×

×Dj
t

(
C
c D

α+k−i
t f(t) +

k−i∑
l=0

f (l)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)

)
=

=
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t) +

k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
×

×

(
Dj
t
C
c D

α+k−i
t f(t) +

k−i∑
l=0

f (l)(c)(t− c)l+i−α−k−j

Γ(l + i− α− k − j + 1)

)
. (3.1.5)

В выражении

k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
k−i∑
l=0

f (l)(c)(t− c)l+i−α−k−j

Γ(l + i− α− k − j + 1)
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поменяем порядок суммирования, вынесем (t− c)l+i−α−k−j и домножим чис-

литель и знаменатель на Γ(l + i− α− k + 1):

k∑
i=0

g(i)(c)
k−i∑
l=0

f (l)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)

i∑
j=0

Γ(l + i− α− k + 1)

j!Γ(l + i− α− k − j + 1)

(
α + k

i− j

)
=

=
k∑
i=0

k−i∑
l=0

f (l)(c)g(i)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)

i∑
j=0

(
l + i− α− k

j

)(
α + k

i− j

)
.

Используя (3.1.1), получаем

k∑
i=0

k−i∑
l=0

f (l)(c)g(i)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)

i∑
j=0

(
l + i− α− k

j

)(
α + k

i− j

)
=

=
k∑
i=0

k−i∑
l=0

(
l + i

i

)
f (l)(c)g(i)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)
.

Следовательно, (3.1.5) принимает вид

cD
α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t f(t)+

+
k∑
i=0

k−i∑
l=0

(
l + i

i

)
f (l)(c)g(i)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)
.

Делаем замену в последней сумме l + i = m и переходим к производной

Герасимова — Капуто:

C
c D

α+k
t (fg)(t) +

k∑
i=0

(fg)(i)(c)(t− c)i−α−k

Γ(i− α− k + 1)
=

=
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t f(t)+
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+
k∑

m=0

m∑
i=0

(
m

i

)
f (m−i)(c)g(i)(c)(t− c)m−α−k

Γ(m− α− k + 1)
.

Следовательно, с учетом формулы Лейбница для обычных производных, по-

лучаем утверждение.

Теорема 3.1.2. Для α ∈ R, 0 < α < 1, k ∈ N ∪ {0} и аналитических

функций f , g имеет место равенство

C
c D

α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
i=0

g(i)(c)
i∑

j=0

(
α + k

i− j

)
(t− c)j

j!
Dj
t
C
c D

α+k−i
t f(t). (3.1.6)

Замечание 3.1.1. Из (3.1.6) нетрудно получить формулу

C
c D

α+k
t (fg)(t) =

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t f(t)J

n
t
C
c D

α+k
t g(t)+

+
k∑
l=0

(
α + k

l

)
J lt

C
c D

α+k
t f(t)

k∑
i=l

g(i)(c)(t− c)(i−l)

(i− l)!
+

+
k∑
i=1

k∑
l=k−i+1

g(i)(c)f (l)(c)(t− c)l+i−α−k

Γ(l + i− α− k + 1)

(
l + i

i

)
.

Замечание 3.1.2. В монографии [37, теорема 3.17] доказан аналог обоб-

щенного правила Лейбница для производной Герасимова — Капуто порядка

0 < α < 1. В работе [24] он использовался в виде

C
c D

α
t (fg)(t) = f(t)Cc D

α
t g(t) +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t g(t)D

n
t f(t) + g(c)Cc D

α
t f(t)

и является частным случаем формулы (3.1.6) при k = 0.

В работе [66] получен аналог обобщенного правила Лейбница для про-

изводной Герасимова — Капуто порядка α > 0, но в форме, существенно

отличающейся от представленной в теореме 3.1.2.
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3.2. Формула продолжения для коэффициента

при производной Герасимова — Капуто

Рассматриваем оператор вида

η = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ + ζ∂F .

Формула продолжения для коэффициента при производной Герасимова —

Капуто, предложенная в работах [5, 24], имеет вид

ηα+k = C
c D

α+k
t (η − θtτ − θSξ − θqβ) + ξ DS

C
c D

α+k
t θ+

+β Dq
C
c D

α+k
t θ + τ Dt

C
c D

α+k
t θ, 0 < α < 1, k ∈ N ∪ {0}. (3.2.1)

Для неподвижности нижней границы интеграла вводится условие τ(c, S, q) =

0. Для неизменности вида оператора используется условие линейной автоном-

ности:

η = p(t, S, q)θ + g(t, S, q), τθ = 0, βθ = 0, ξθ = 0.

Для вычисления формулы продолжения необходимо вычислить выра-

жение τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt). Используя формулу (3.1.6), имеем

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) = τDt

C
c D

α+k
t θ −

∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t τ cJ

n
t
C
c D

α+k+1
t θ−

−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ. (3.2.2)

Пользуясь леммами 3.1.2 и 3.1.3, получаем

cJ
n
t
C
c D

α+k+1
t θ = cJ

n−1
t cJ

1−α
t Dk+1

t θ − cJ
n−1
t

Dk+1
t θ|t=c(t− c)1−α

Γ(2− α)
=

= cJ
n−1
t

C
c D

α+k
t θ − cJ

n−1
t

Dk+1
t θ|t=c(t− c)1−α

Γ(2− α)
=

= cJ
n−1
t

C
c D

α+k
t θ − Dk+1

t θ|t=c(t− c)n−α

Γ(1 + n− α)
.
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Подставляем в (3.2.2):

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) =

= τDt
C
c D

α+k
t θ − τ Cc D

α+k+1
t θ −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ+

+
∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τ
θ
(k+1)
t (c, S, q)(t− c)n−α

Γ(1 + n− α)
−

−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ.

Применяем лемму 3.1.4 и получаем

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) =

= τDt
C
c D

α+k
t θ − τ Cc D

α+k+1
t θ −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ+

+Dk+1
t θ|t=c

∞∑
n=1

k∑
j=0

Dn
t τ(t− c)n−α

j!Γ(n− α− j + 1)

(
α + k

k − j

)(
α + j

n

)
−

−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ =

= τDt
C
c D

α+k
t θ − τ Cc D

α+k+1
t θ −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ+

+Dk+1
t θ|t=c

k∑
j=0

(
α + k

k − j

)
(t− c)j

j!

∞∑
n=1

Dn
t τ

(t− c)n−α−j

Γ(n− α− j + 1)

(
α + j

n

)
−

−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ =

= τDt
C
c D

α+k
t θ − τ Cc D

α+k+1
t θ −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ+

+Dk+1
t θ|t=c

k∑
j=0

(
α + k

k − j

)
(t− c)j

j!

(
cD

α+j
t τ − τ

(t− c)−α−j

Γ(−α− j + 1)

)
−
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−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ.

С помощью равенств Dt
C
c D

α+k
t θ = Dt cJ

1−α
t Dk+1

t θ = cD
α
t D

k+1
t θ перехо-

дим к производным Герасимова — Капуто:

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) = τCc D

α
t D

k+1
t θ +

Dk+1
t θ|t=c(t− c)−α

Γ(1− α)
−

−τ Cc Dα+k+1
t θ −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ+

+Dk+1
t θ|t=c

k∑
j=0

(
α + k

k − j

)
(t− c)j

j!

(
Dj
t
C
c D

α
t τ + τ(c, S, q)

Dj
t (t− c)−α

Γ(1− α)

)
−

−Dk+1
t θ|t=cτ

(t− c)−α

Γ(1− α)

k∑
j=0

(
α + k

k − j

)
Γ(1− α)

j!Γ(−α− j + 1)
−

−
k∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ.

В силу равенств τ(c, S, q) = 0, Cc Dα
t D

k+1
t θ = C

c D
α+k+1
t θ

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) =

=
Dk+1
t θ|t=c(t− c)−α

Γ(1− α)
−

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ−

−Dk+1
t θ|t=cτ

(t− c)−α

Γ(1− α)

k∑
j=0

(
α + k

k − j

)(
−α
j

)
−

−
k−1∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ.

Используем формулы (3.1.1), тогда

τDt
C
c D

α+k
t θ − C

c D
α+k
t (τθt) = −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ−

−
k−1∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ.
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Подставляем полученное в (3.2.1) с использованием формулы (3.1.6):

ηα+k = C
c D

α+k
t (η − θtτ − θSξ − θqβ) + ξ Cc D

α+k
t θS + β C

c D
α+k
t θq+

+τDt
C
c D

α+k
t θ = C

c D
α+k
t η −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ−

−
k−1∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ−

−
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t ξJ

n
t
C
c D

α+k
t θS−

−
k∑
i=0

Di
tθS|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t ξ + ξCc D

α+k
t θS−

−
∞∑
n=0

(
α + k

n

)
Dn
t βJ

n
t
C
c D

α+k
t θq + β C

c D
α+k
t θq−

−
k∑
i=0

Di
tθq|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t β =

= C
c D

α+k
t η −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t τJ

n
t
C
c D

α+k
t θ−

−
k−1∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ−

−
∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t ξ J

n
t
C
c D

α+k
t θS −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t βJ

n
t
C
c D

α+k
t θq−

−
k∑
i=0

Di
tθS|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t ξ−

−
k∑
i=0

Di
tθq|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t β.

Для линейно-автономных преобразований получаем

ηα+k = C
c D

α+k
t (η − θtτ − θSξ − θqβ) + ξ Cc D

α+k
t θS+
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+β C
c D

α+k
t θq + τDt

C
c D

α+k
t θ =

= C
c D

α+k
t g +

∞∑
n=0

(
α + k

n

)(
Dn
t p+

n− α− k

n+ 1
Dn+1
t τ

)
Jnt

C
c D

α+k
t θ+

+
k∑
i=0

Di
tθ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t p−

−
k−1∑
i=0

Di+1
t θ|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t τ−

−
∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t ξJ

n
t
C
c D

α+k
t θS −

∞∑
n=1

(
α + k

n

)
Dn
t βJ

n
t
C
c D

α+k
t θq−

−
k∑
i=0

Di
tθS|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t ξ−

−
k∑
i=0

Di
tθq|t=c

i∑
j=0

(t− c)j

j!

(
α + k

i− j

)
Dj
t
C
c D

α+k−i
t β.

При 0 < α < 1 таким образом имеем

ηt = ptθ + gt + pθt − θtτt − θSξt − θqβt, (3.2.3)

ηS = pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS, (3.2.4)

ηq = pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq, (3.2.5)

ηSS = pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS−

−2θStτS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS), (3.2.6)

ηα = C
c D

α
t g +

C
c D

α
t θ (p− ατt) + θ(c, S, q) Cc D

α
t p+

+
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θSD

n
t ξ −

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θqD

n
t β−

−θq(c, S, q) Cc Dα
t β − θS(c, S, q)

C
c D

α
t ξ. (3.2.7)
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3.3. Группы преобразований эквивалентности

Рассматриваем уравнение

C
c D

α
t θ = rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq).

(3.3.1)

Пусть 0 < α < 1, γσ ̸= 0 и θ = θ(t, S, q). Для учета зависимости произволь-

ного элемента F от θq и t вводим дополнительные условия

FS = 0, Fq = 0, Fθ = 0, Fθt = 0, FθS = 0, FC
c D

α
Sθ

= 0. (3.3.2)

Генератор группы преобразований эквивалентности ищется в виде

η = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ + ζ∂F .

где τ , ξ, β, η зависят от t, S, q, θ и ζ зависит от t, S, q, θ, θt, θS, θq, Cc Dα
t θ.

Действуем продолженным оператором

X̃ = X + ηt∂θt + ηS∂θS + ηSS∂θSS
+ ηq∂θq + ηα∂C

c D
α
t θ

+ ζ t∂Ft
+ ζS∂FS

+

+ζq∂Fq
+ ζθ∂Fθ

+ ζθt∂Fθt
+ ζθS∂FθS

+ ζθq∂Fθq
+ ζ

C
c D

α
t θ∂FC

c Dα
t θ
.

на уравнение (3.3.1) и после сужения результата на многообразие M , задава-

емое равенствами (3.3.1), (3.3.2), получаем

ηα − rη − (µ− rS)β + rqξ + µηS +
σ2

2
ηSS−

−rτ
2
γσ2ee(T−t)(θS − q)2 + γσ2er(T−t)(θS − q)(ηS − β)− ζ|M = 0. (3.3.3)

Будем использовать условие τ |t=c = 0 и линейно-автономные операторы X,

для которых

τθ = 0, ξθ = 0, βθ = 0, η = p(t, S, q)θ + g(t, S, q).

Формулы продолжения по F и ее производным имеют ид

ζS = D̃Sζ − FtD̃Sτ − FSD̃Sξ − FqD̃Sβ − FθD̃Sη − FC
c D

α
t θ
D̃Sη

α−
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−FθtD̃Sη
t − FθSD̃Sη

S − FθqD̃Sη
q,

ζq = D̃qζ − FtD̃qτ − FSD̃qξ − FqD̃qβ − FθD̃qη − FC
c D

α
t θ
D̃qη

α−

−FθtD̃qη
t − FθSD̃qη

S − FθqD̃qη
q,

ζθ = D̃θζ − FtD̃θτ − FSD̃θξ − FqD̃θβ − FθD̃θη − FC
c D

α
t θ
D̃θη

α−

−FθtD̃θη
t − FθSD̃θη

S − FθqD̃θη
q,

ζ
C
c D

α
t θ = D̃C

c D
α
t θ
ζ − FtD̃C

c D
α
t θ
τ − FSD̃C

c D
α
t θ
ξ − FqD̃C

c D
α
t θ
β − FθD̃C

c D
α
t θ
η−

−FC
c D

α
t θ
D̃C

c D
α
t θ
ηα − FθtD̃C

c D
α
t θ
ηt − FθSD̃C

c D
α
t θ
ηS − FθqD̃C

c D
α
t θ
ηq,

ζθt = D̃θtζ − FtD̃θtτ − FSD̃θtξ − FqD̃θtβ − FθD̃θtη − FC
c D

α
t θ
D̃θtη

α−

−FθtD̃θtη
t − FθSD̃θtη

S − FθqD̃θtη
q,

ζθS = D̃θSζ − FtD̃θSτ − FSD̃θSξ − FqD̃θSβ − FθD̃θSη − FC
c D

α
t θ
D̃θSη

α−

−FθtD̃θSη
t − FθSD̃θSη

S − FθqD̃θSη
q,

где операторы полной производной имеют вид

Dt =
∂

∂t
+ θt

∂

∂θ
+ . . . , DS =

∂

∂S
+ θS

∂

∂θ
+ θSS

∂

∂θS
+ . . . ,

Dq =
∂

∂q
+ θq

∂

∂θ
+ . . . , D̃t =

∂

∂t
+ Ft

∂

∂F
+ . . . ,

D̃S =
∂

∂S
+ FS

∂

∂F
+ . . . , D̃q =

∂

∂q
+ Fq

∂

∂F
+ . . . , D̃θ =

∂

∂θ
+ Fθ

∂

∂F
+ . . . ,

D̃θt =
∂

∂θt
+ Fθt

∂

∂F
+ . . . , D̃θS =

∂

∂θS
+ FθS

∂

∂F
+ . . . ,

D̃θq =
∂

∂θq
+ Fθq

∂

∂F
+ . . . , D̃C

c D
α
t θ

=
∂

∂Cc D
α
t θ

+ FC
c D

α
t θ
∂

∂F
+ . . .

После действия продолженного оператора X̃ на (3.3.2) и сужения на много-

образие M получаем

ζS|M = 0, ζq|M = 0, ζθ|M = 0, ζ
C
c D

α
t θ|M = 0, ζθt|M = 0, ζθS |M = 0.

Распишем их:

ζS − FtτS − Fθq(pSqθ + gSq + pSθq − θtτSq − θSξSq − θqβSq)|M = 0,
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ζq − Ftτq − Fθq(pqqθ + gqq + pqθq − θtτqq − θSξqq − θqβqq)|M = 0,

ζθ − Fθqpq|M = 0, ζC
c D

α
t θ
|M = 0, ζθt − Fθqτq|M = 0, ζθS − Fθqξq|M = 0.

Разделение переменных дает равенства

ζC
c D

α
t θ

= 0, ζθS = 0, ζθ = 0, ζS = 0, ζq = 0, τq = 0, τS = 0, (3.3.4)

pq = 0, pS − βSq = 0, βqq = 0, ξq = 0, gSq = 0, gqq = 0. (3.3.5)

Теперь подставляем (3.2.3) в (3.3.3) с учетом равенства τS = 0 из (3.3.4):

C
c D

α
t g +

C
c D

α
t θ(p− ατt) + θ(c, S, q) Cc D

α
t p− θS(c, S, q)

C
c D

α
t ξ+

+
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
−

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θSD

n
t ξ−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θqD

n
t β − θq(c, S, q)

C
c D

α
t (β)− rpθ − rg−

−(µ− rS)β + rqξ + µ(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θSξSS − θqβSS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−

−rτ
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS − β)− ζ|M = 0. (3.3.6)

Переходя на многообразие M в (3.3.6), подставляем C
c D

α
t θ из (3.3.1):

(p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
+

+C
c D

α
t g +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
+

+θ(c, S, q) Cc D
α
t p−

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θSD

n
t ξ − θS(c, S, q)

C
c D

α
t (ξ)−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θqD

n
t β − θq(c, S, q)

C
c D

α
t β−
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−rpθ − rg − (µ− rS)β + rqξ + µ(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θSξSS − θqβSS − 2θSqβS + θSS(p− 2ξS))−

−rτ
2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θSξS − θqβS − β)− ζ = 0. (3.3.7)

Дифференцирование (3.3.7) по θSq дает βS = 0. Его подстановка в равенство

pS − βSq = 0 из (3.3.5) влечет pS = 0. Разделение по переменным θ, θS, θSS,

θSq, cJnt C
c D

α
t θ, cJnt C

c D
α
t θS, cJnt C

c D
α
t θq дает уравнения

cJ
n
t
C
c D

α
t θ : D

n
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ = 0, n = 1, 2, . . . , (3.3.8)

cJ
n
t
C
c D

α
t θS : Dn

t ξ = 0, cJ
n
t
C
c D

α
t θq : D

n
t β = 0, n = 1, 2, . . . , (3.3.9)

θSS :
σ2

2
(−(p− ατt) + p− 2ξS) = 0, (3.3.10)

θSq : βS = 0, pS = 0, (3.3.11)

θ2S : −1

2
γσ2er(T−t)(p− ατt)−

rτ

2
γσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(p− ξS) = 0, (3.3.12)

θS : (p− ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ(p− ξS)−

−σ
2

2
ξSS + rτqγσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(gS − β − q(p− ξS)) = 0, (3.3.13)

θ : r(p− ατt)− rp = 0, (3.3.14)

1 : (p− ατt)

(
(µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+

+C
c D

α
t g + θ(c, S, q) Cc D

α
t p− θS(c, S, q)

C
c D

α
t ξ − θq(c, S, q)

C
c D

α
t β−

−rg − (µ− rS)β + rqξ + µgS +
σ2

2
gSS−

−rτq
2

2
γσ2er(T−t) − qγσ2er(T−t)(gS − β)− ζ = 0. (3.3.15)

Из (3.3.9) и (3.3.14) ввиду условия 0 < α < 1 получаем, что ξt = 0, βt = 0,

rτt = 0. С учетом этих равенств и того, что α ̸= 0 и τS = 0 из (3.3.4), получаем

из выражения ατt − 2ξS = 0 (3.3.10) дифференцированием по t и S τtt = 0,

ξSS = 0. Следовательно, подставляя τtt = 0 в (3.3.8), получаем pt = 0 при
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n = 1.

Следовательно, для p получаем уравнения pq = 0 из (3.3.5), pS = 0 из

(3.3.11) и выше полученное pt = 0. Отсюда p = const.

Для функций τ , ξ, β имеем уравнения τtt = 0, τq и τS = 0 из (3.3.4),

ξt = 0, ξSS = 0, ξq = 0 из (3.3.5), βt = 0, βS = 0 из (3.3.11) и βqq = 0 из (3.3.5).

Поэтому с учетом ατt − 2ξS = 0 из (3.3.10) и условия на неподвижность

нижнего предела τ |t=c = 0, и равенства rτt = 0 из (3.3.14) интегрирование

дает

p = const, τ =M(t− c), rM = 0, ξ =
αM

2
S + A, β = Bq +D. (3.3.16)

Из (3.3.12), (3.3.13) получаем

θ2S : ατt − rτ + p− 2ξS = 0, (3.3.17)

θS : µ(ατt − ξS) + rτqγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)(gS − β + q(ξS − ατt)) = 0, (3.3.18)

Теперь подставляем (3.3.16) в (3.3.17), (3.3.18), (3.3.15) с использованием
C
c D

α
t 1 = 0 и получаем

θ2S : −rM(t− c) + p = 0, (3.3.19)

θS : µ
αM

2
+ rM(t− c)qγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)(gS −Bq −D − q
αM

2
) = 0, (3.3.20)

1 : (p− αM)

(
(µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+ C

c D
α
t g − rg−

−(µ− rS)(Bq +D) + rq

(
αM

2
S + A

)
+ µgS +

σ2

2
gSS−

−rM(t− c)q2

2
γσ2er(T−t) − qγσ2er(T−t)(gS −Bq −D)− ζ = 0. (3.3.21)

Подставляя в (3.3.19) уже полученное в (3.3.16) rM = 0, получаем, что p = 0.

Так как gSq = 0 в (3.3.5), дифференцированием (3.3.20) по q получаем B =
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rM(t− c)− αM
2 = −αM/2. Поэтому из (3.3.19), (3.3.20) следует, что

p = 0, B = −αM
2
, gS = D − µ

αMer(t−T )

2γσ2
. (3.3.22)

Поскольку в (3.3.5) gqq = 0, gSq = 0, то интегрирование gS дает

g = S

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+N(t)q + V (t). (3.3.23)

Следовательно, подстановкой (3.3.22), (3.3.23) и rM = 0 в (3.3.21) получим

−αM
(
(µ− rS)q − q2

2
γσ2er(T−t) + F

)
+ S C

c D
α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+

+qCc D
α
t N + C

c D
α
t V − rS

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
− rNq − rV−

−(µ− rS)

(
−αM

2
q +D

)
+ rqA+ µD − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
+

+qµ
αM

2
− q2γσ2er(T−t)

αM

2
− ζ = 0.

Из равенств ζS = 0, ζq = 0, ζθ = 0 из (3.3.4) следуют уравнения

q2 :
αMq2

2
γσ2er(T−t) − q2γσ2er(T−t)

αM

2
= 0, Sq : rαM − r

αM

2
= 0,

q : −µαM + C
c D

α
t N − rN + µ

αM

2
+ rA+ µ

αM

2
= 0,

S : Cc D
α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
− r

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ rD = 0,

−αMF + C
c D

α
t V − rV − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
− ζ = 0.

Сокращение с использованием rM = 0 дает

q : Cc D
α
t N − rN + rA = 0, (3.3.24)

S : Cc D
α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
= 0, (3.3.25)

−αMF + C
c D

α
t V − rV − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
− ζ = 0. (3.3.26)
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Тогда из (3.3.16), (3.3.22) и (3.3.23) получаем

η = S

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+N(t)q + V (t), rM = 0, (3.3.27)

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q +D. (3.3.28)

Вычисляем производную Герасимова — Капуто в (3.3.25):

C
c D

α
t

(
D − µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
=

1

Γ(1− α)

∫ t

c

(t− s)−α
d

ds

(
D − µ

αMer(s−T )

2γσ2

)
ds =

= µ
αrM

2γσ2erT
1

Γ(1− α)

∫ t

c

(t− s)−αersds = 0,

так как rM = 0. Следовательно уравнение (3.3.25) выполняется.

3.3.1. Случай r ̸= 0

Из предположения r ̸= 0 и (3.3.16) получаем M = 0. Уравнение (3.3.24) при

0 < α < 1 после замены вида N = A+ Ñ имеет решение Ñ = bEα,1(r(t− c)α),
тогда получаем N = A+ bEα,1(r(t− c)α). Из (3.3.26), (3.3.27) следует

η = DS + (A+ bEα,1(r(t− c)α))q + V (t), (3.3.29)

τ = 0, ξ = A, β = D, ζ = C
c D

α
t V − rV. (3.3.30)

3.3.2. Случай r = 0

Если r = 0, то решение (3.3.24) имеет вид N = b. Тогда из (3.3.26), (3.3.27)

получаем

η = S

(
D − µ

αM

2γσ2

)
+ bq + V (t), (3.3.31)

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q +D,

−αMF + C
c D

α
t V − µ2

αM

2γσ2
− ζ = 0.
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3.3.3. Теорема о порождении групп

преобразований эквивалентности

Таким образом, получено утверждение.

Теорема 3.3.1. Пусть γσ ̸= 0.

1. Алгебры Ли генераторов групп преобразований эквивалентности

уравнения (3.3.1) при r = 0 порождается операторами

Y1 = ∂S, Y2 = ∂q + S∂θ, Y3 = q∂θ,

Y4 = 2(t− c)∂t + αS∂S − αq∂q −
αµ

γσ2
∂θ +

(
−2αF − αµ2

γσ2

)
∂F ,

YV = V ∂θ + cD
α
t V ∂F .

2. Алгебра Ли генераторов групп преобразований эквивалентности

уравнения (3.3.1) при r ̸= 0 порождается операторами

Y1 = ∂S + q∂θ, Y2 = ∂q + S∂θ, Y3 = Eα,1(r(t− c)α)q∂θ,

YV = V ∂θ + (cD
α
t V − rV )∂F .

3.4. Групповая классификация

Рассматриваем уравнение

C
c D

α
t θ = rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F (t, θq).

(3.4.1)

Пусть 0 < α < 1, γσ ̸= 0, θ = θ(t, S, q) . Генератор допускаемой группы будем

искать в виде X = τ∂t + ξ∂S + β∂q + η∂θ. Его действие на уравнение (3.4.1)

дает равенство

ηα − rη − (µ− rS)β + rqξ + µηS +
σ2

2
ηSS − rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(ηS − β)− Ftτ − Fθqη
q|M = 0. (3.4.2)
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Подставляем формулы продолжения (3.2.3) в (3.4.2) и получаем

C
c D

α
t g +

C
c D

α
t (θ)(p− ατ)− θS(c, S, q)

C
c D

α
t ξ+

+
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
+

+θ(c, S, q) Cc D
α
t p−

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θSD

n
t ξ−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θqD

n
t β − θq(c, S, q)

C
c D

α
t β−

−r(pθ + g)− (µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS − 2θStτS − 2θSqβS+

+θSS(p− 2ξS))−
rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq)|M = 0.

Переход на многообразие M дает

(p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
+

+C
c D

α
t g +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
+

+θ(c, S, q) Cc D
α
t p−

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θSD

n
t ξ − θS(c, S, q)

C
c D

α
t ξ−

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θqD

n
t β − θq(c, S, q)

C
c D

α
t (β)−

−r(pθ + g)− (µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θtτSS − θSξSS − θqβSS − 2θStτS − 2θSqβS+

+θSS(p− 2ξS))−
rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+
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+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θtτS − θSξS − θqβS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq) = 0. (3.4.3)

Рассматриваем здесь переменные θ, θt, θS, θq, θSS, θSq, θSt, cJnt C
c D

α
t θ, cJnt C

c D
α
t θq,

cJ
n
t
C
c D

α
t θS при n = 1, 2, . . . как независимые. Дифференцируем (3.4.3) по θSt,

θSq, cJnt C
c D

α
t θq, cJnt C

c D
α
t θS и получаем

τS = 0, βS = 0, ξt = 0, βt = 0. (3.4.4)

Подставляем эти равенства в (3.4.3) и учитываем, что C
c D

α
t 1 = 0:

(p− ατt)

(
rθ + (µ− rS)q − µθS −

σ2

2
θSS −

1

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2 + F

)
+

+C
c D

α
t g +

∞∑
n=1

(
α

n

)
cJ

n
t
C
c D

α
t θ

(
Dn
t p+

n− α

n+ 1
Dn+1
t τ

)
+

+θ(c, S, q) Cc D
α
t p− r(pθ + g)− (µ− rS)β + rqξ + µ (pSθ + gS + pθS − θSξS)+

+
σ2

2
(pSSθ + gSS + 2pSθS − θSξSS + θSS(p− 2ξS))−

rτ

2
γσ2er(T−t)(θS − q)2+

+γσ2er(T−t)(θS − q)(pSθ + gS + pθS − θSξS − β)−

−Ftτ − Fθq(pqθ + gq + pθq − θtτq − θSξq − θqβq) = 0. (3.4.5)

После этого проводим разделение переменных в (3.4.5) относительно θ, θt, θS,

θSt, θSS, θSq, cJnt C
c D

α
t θ, cJnt C

c D
α
t θS, cJnt C

c D
α
t θq и получаем

cD
α−n
t θ : Dn

t p+
n− α

n+ 1
Dn+1
t τ = 0, n = 1, 2, . . . , (3.4.6)

θSS : −σ
2

2
(p− ατt) +

σ2

2
(p− 2ξS) = 0, (3.4.7)

θ2S : −1

2
γσ2er(T−t)(p− ατt)−

rτ

2
γσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(p− ξS) = 0, (3.4.8)

θS : (p− ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ(p− ξS) +
σ2

2
(2pS − ξSS)+

+rτqγσ2er(T−t) + γσ2er(T−t)(gS − β − q(p− ξS)) + Fθqξq = 0, (3.4.9)

θSθ : γσ
2er(T−t)pS = 0, θt : Fθqτq = 0, (3.4.10)
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θ : r(p− ατt)− rp+ µpS +
σ2

2
pSS − qγσ2er(T−t)pS − Fθqpq = 0, (3.4.11)

1 : (p− ατt)

(
(µ− rS)q − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+

+cD
α
t g − rg − (µ− rS)β + rqξ + µgS +

σ2

2
gSS −

rτ

2
γσ2er(T−t)q2−

−qγσ2er(T−t)(gS − β)− Ftτ − Fθq(gq + pθq − θqβq) = 0. (3.4.12)

Из (3.4.7) получаем ατt−2ξS = 0. Учитывая это равенство в (3.4.8), получаем

p = rτ . Применяя τS = 0 и ξS = 0 из (3.4.4) к ατt − 2ξS = 0 из (3.4.4) при

α ̸= 0 получаем τtt = 0, ξSS = 0. Поэтому в силу равенства pt + 1−α
2 τtt = 0 из

(3.4.6) получаем pt = 0, а значит, rτt = 0. Из (3.4.10) получаем pS = 0. Таким

образом,

ατt − 2ξS = 0, τtt = 0, rτt = 0, pt = 0, pS = 0, ξSS = 0, p = rτ. (3.4.13)

Подставляя эти равенства в (3.4.6)–(3.4.12) и учитывая, что ξS = ατt/2,

получим

θS : (rτ − ατt)(−µ+ qγσ2er(T−t)) + µ
(
rτ − ατt

2

)
+ rτqγσ2er(T−t)+

+γσ2er(T−t)
(
gS − β − q

(
rτ − ατt

2

))
+ Fθqξq = 0, (3.4.14)

θt : Fθqτq = 0, (3.4.15)

1 : (rτ − ατt)

(
(µ− rS)q − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+

+C
c D

α
t g − rg − (µ− rS)β + rqξ + µgS +

σ2

2
gSS −

rτ

2
γσ2er(T−t)q2−

−qγσ2er(T−t)(gS − β)− Ftτ − Fθq(gq + θq(rτ − βq)) = 0. (3.4.16)

Интегрирование (3.4.4) и (3.4.13) при условии τ |t=c = 0 дает

η = rM(q)θ + g(t, S, q), τ =M(q)(t− c), ξ =
αM(q)

2
S + A(q), (3.4.17)

β = β(q), rM(q) = 0. (3.4.18)

Так как rM = 0, то rτ = 0. Подставляем (3.4.17), (3.4.18) в (3.4.14)–(3.4.16):

θS : µ
αM

2
+ γσ2er(T−t)

(
gS − β − q

αM

2

)
+ Fθq

(
αMq

2
S + Aq

)
= 0, (3.4.19)
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θt : FθqMq = 0, (3.4.20)

1 : −αM
(
µq − 1

2
γσ2er(T−t)q2 + F

)
+ C

c D
α
t g − rg − (µ− rS)β + rqA+ µgS+

+
σ2

2
gSS − qγσ2er(T−t)(gS − β)− FtM(t− c)− Fθq(gq − θqβq) = 0. (3.4.21)

3.4.1. Уравнение с нелинейной функцией F

Дифференцированием (3.4.19)–(3.4.21) по θq получим

Mq = 0, Aq = 0, (3.4.22)

(βq − αM)Fθq − FtθqM(t− c)− Fθqθq(gq − θqβq) = 0. (3.4.23)

Дифференцируем (3.4.23) по S и получаем gSq = 0. После дифференцирова-

ния (3.4.19) по q и подстановки (3.4.22) имеем

γσ2er(T−t)
(
gSq − βq −

αM

2

)
= 0

Отсюда βq = −αM/2. Так как βqq = 0 в (3.4.22), дифференцирование (3.4.23)

по q дает gqq = 0. Тогда

βq = −αM
2
, gSq = 0, gqq = 0. (3.4.24)

Интегрирование (3.4.24) дает

β = −αM
2
q + L, (3.4.25)

а подстановкой в (3.4.19) получим gS = L− µαMer(t−T )

2γσ2 . Интегрированием по-

лучаем

g =

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
S +N(t)q + V (t). (3.4.26)

Подстановка (3.4.25), (3.4.26) в (3.4.21) дает

−αM (µq + F ) + SCc D
α
t

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ qCc D

α
t N + C

c D
α
t V−
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−r
(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
S − rNq − rV − (µ− rS)

(
−αM

2
q + L

)
+ rqA+

+µ

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ µ

αMq

2
− FtM(t− c)− Fθq

(
N + θq

αM

2

)
= 0.

Рассматриваем полученное как многочлен от S и q, тогда

S : Cc D
α
t

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
− r

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
+ rL = 0,

Sq : −rαM
2

= 0, q : −µαM + C
c D

α
t N − rN + µ

αM

2
+ rA+ µ

αM

2
= 0,

1 : Cc D
α
t V − rV − µL+ µ

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
−

−αMF − FtM(t− c)− Fθq

(
N + θq

αM

2

)
= 0.

Сокращаем полученное с использованием rM = 0 из (3.4.17) и получаем

S : Cc D
α
t

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
= −µαrMe−rT

2γσ2
cJ

1−α
t ert = 0,

q : Cc D
α
t N − rN + rA = 0, (3.4.27)

1 : Cc D
α
t V − rV − µ2

αMer(t−T )

2γσ2
− αMF − FtM(t− c)−

−Fθq
(
N + θq

αM

2

)
= 0. (3.4.28)

Выписываем (3.4.17), (3.4.25), (3.4.26) с подстановкой rM = 0:

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q + L, (3.4.29)

η =

(
L− µ

αMer(t−T )

2γσ2

)
S +N(t)q + V (t). (3.4.30)

3.4.2. Случай r ̸= 0

Пусть r ̸= 0, тогда M = 0. Следовательно, (3.4.27)–(3.4.30) придут к виду

C
c D

α
t N − rN + rA = 0, C

c D
α
t V − rV − FθqN = 0, (3.4.31)

τ = 0, ξ = A, β = L, η = LS +N(t)q + V (t). (3.4.32)
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Дифференцируем второе уравнение в (3.4.31) по θq и получаем N = 0. Тогда

из первого уравнения в (3.4.31) следует, что A = 0. Тогда (3.4.31), (3.4.32)

имеют вид E = 0, N = 0, Cc Dα
t V −rV = 0, τ = 0, ξ = 0, β = L, η = LS+M(t).

Приходим к случаю произвольной функции F , операторы имеют вид

X1 = Eα,1(r(t− c)α)∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

3.4.3. Случай r = 0

Подстановка r = 0 в (3.4.27)–(3.4.29) дает N = b,

C
c D

α
t V − µ2

αM

2γσ2
− αMF − FtM(t− c)− Fθq

(
b+ θq

αM

2

)
= 0. (3.4.33)

Теперь из (3.4.29), (3.4.30) получаем

τ =M(t− c), ξ =
αM

2
S + A, β = −αM

2
q + L,

η =

(
L− µ

αM

2γσ2

)
S + bq + V (t).

Представим (3.4.33) в виде

αMF + FtM(t− c) + Fθq

(
λ+ θq

αM

2

)
− κ(t) = 0.

1. Если A ̸= 0, сделаем замену переменных, учитывая, что 0 < α < 1:

F = F̃ (t− c)−α + (t− c)−α
∫
κ(t)

M
(t− c)α−1dt, θq = θ̃q −

2λ

αM
.

Тогда получаем уравнение (t−c)F̃t+ α
2 θ̃qF̃θ̃q = 0, решение которого имеет вид

F̃ = F̃
(
(t− c)−α/2θ̃q

)
. Отсюда

F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq + λ̃(t− c)−α/2

)
+ (t− c)−α

∫ t

t1

κ(t)(t− c)α−1dt.

Применение группы преобразований эквивалентности, порожденной опера-

тором Y3, дает

F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
+ (t− c)−α

∫ t

t1

κ(t)(t− c)α−1dt.
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а с помощью группы преобразований эквивалентности, порожденной опера-

тором YV , получим F = (t − c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
. Его подстановка в опре-

деляющее уравнение (3.4.33) дает

cD
α
t V − µ2

αM

2γσ2
− αM(t− c)−αF̃ + αM(t− c)−αF̃ +

α

2
M(t− c)−3α/2F̃ ′θq−

−(t− c)−3α/2F̃ ′
(
b+ θq

αM

2

)
= 0.

Отсюда C
c D

α
t V − µ2 αM2γσ2 − bF̃ ′ = 0. Поскольку Fθqθq ̸= 0 по предположению,

получаем два уравнения

N = b = 0, C
c D

α
t V − µ2

αM

2γσ2
= 0,

V = c+
αµ2M

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
.

Следовательно, получаем

X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q + S∂θ,

X4 = (t− c)∂t +
α

2
S∂S −

α

2
q∂q +

(
− αµ

2γσ2
S +

αµ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)

)
∂θ,

для специализации свободного элемента F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
.

2. Если M = 0, то по предположению Fθqθq ̸= 0 получаем N = 0 и сле-

довательно F — произвольная функция, а соответсвующий базис операторов

имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q + S∂θ.

3.4.4. Теорема о групповой классификации

Сформулируем полученные в разделе 3.4 результаты.

Теорема 3.4.1. Пусть γσ ̸= 0.

1. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (3.3.1) при r ̸= 0 и произ-

вольной функции F , такой, что Fθqθq ̸= 0, имеет вид

X1 = Eα,1(r(t− c)α)∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.



156

2. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (3.3.1) при r = 0 и про-

извольной функции F , Fθqθq ̸= 0, которая не эквивалентна функции F =

(t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
, имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q + S∂θ.

3. Базис допускаемой алгебры Ли уравнения (3.3.1) при r = 0 и F =

(t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
, F̃ ′′ ̸= 0, имеет вид

X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q + S∂θ,

X4 = (t− c)∂t +
α

2
S∂S −

α

2
q∂q +

(
− αµ

2γσ2
S +

αµ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)

)
∂θ.

3.5. Инвариантные подмодели и решения

3.5.1. Инвариантные решения при r = 0

и F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
При r = 0, F = (t−c)−αF̃

(
(t− c)−α/2θq

)
допускаемая алгебра L4 имеет базис

X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q + S∂θ,

X4 = (t− c)∂t +
α

2
S∂S −

α

2
q∂q +

(
− αµ

2γσ2
S +

αµ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)

)
∂θ, .

Ненулевые коммутаторы имеют вид

[X2, X3] = X1, [X2, X4] =
α

2
X2 −

αµ

2γσ2
X1, [X3, X4] = −α

2
X3.

Используя структурные константы L4 по формуле Ei =
∑n

j,k=1C
k
i,jej∂ek по-

лучаем

E1 = 0, E2 = e3∂e1 +
α

2
e4∂e2 −

αµ

2γσ2
e4∂e1,

E3 = −e2∂e1 −
α

2
e4∂e3, E4 = −α

2
e2∂e2 +

αµ

2γσ2
e2∂e1 +

α

2
e3∂e3.

Тогда непрерывные внутренние автоморфизмы имеют вид

E2 : ē1 = e1 + e3a2 −
αµ

2γσ2
e4a2, ē2 = e2 +

α

2
e4a2,
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E3 : ē1 = e1 − e2a3, ē3 = e3 −
α

2
e4a3,

E4 : ē1 = e1 +
µ

γσ2
e2(1− e−

α
2 a4), ē2 = e2e

−α
2 a4, ē3 = e3e

α
2 a4.

Также отметим автоморфизм E− : ē1 = −e1, ē2 = −e2.
1. Предполагаем e4 ̸= 0. Тогда, используя E2, получаем e2 = 0, а при

помощи E3 — e3 = 0. Получаем подалгебру (b, 0, 0, 1), т. е. ⟨X4 + bX1⟩, b ∈ R.

2. Предполагаем, что e4 = 0.

2.1. Если e3 ̸= 0, то с помощью E2 получим e1 = 0, а используя E−,

придем к вариантам (0, 1, 1, 0) и (0, 0, 1, 0), т. е. ⟨X2 +X3⟩ и ⟨X3⟩.
2.2. При e3 = e4 = 0, e2 ̸= 0, применением автоморфизма E3 получим

e1 = 0, имеем подалгебру ⟨X2⟩.
2.3. Остался случай e3 = e4 = e2 = 0. Получаем подалгебру ⟨X1⟩.
Рассмотрим двумерные подалгебры.

Для вектора X1 рассматриваем второй базисный вектор в виде δX2 +

ϵX3 + κX4. Вычисляем коммутатор [X1, δX2 + ϵX3 + κX4] = 0. Если κ ̸= 0,

то внутренние автоморфизмы E2, E3 дают подалгебру ⟨X1, X4⟩. Если κ = 0,

то при ϵ ̸= 0, δ ̸= 0 получаем при помощи E4, E− подалгебру ⟨X1, X2 +X3⟩.
Остаются подалгебры ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩.

Для вектора X2 рассматриваем второй базисный вектор в виде δX1 +

ϵX3 + κX4. Вычисляем коммутатор [X2, δX1 + ϵX3 + κX4] = ϵX1 +
α
2κX2 −

αµ
2γσ2κX1 = 0. Если κ ̸= 0, то получаем ϵ = αµ

2γσ2κ. При помощи E3 получаем

ϵ = κ = 0 и подалгебру ⟨X1, X2⟩. Если же κ = 0, то получаем коммутатор

[X2, δX1 + ϵX3] = ϵX1 = 0, а значит, вновь подалгебру ⟨X1, X2⟩.
Для вектора X3 рассматриваем второй базисный вектор в виде δX1 +

ϵX2 + κX4. Вычисление коммутатора дает [X3, δX1 + ϵX2 + κX4] = −ϵX1 −
α
2κX3 = 0. Тогда при κ ̸= 0 из условий на коммутатор получаем, что ϵ =

0. Получена подалгебра ⟨X3, X4 + bX1⟩. Если κ = 0, то получается ранее

полученная подалгебра ⟨X1, X3⟩.
Для вектора X2 + X3 рассматриваем второй базисный вектор в виде
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δX1+ ϵX2+κX4. Вычисление коммутатора дает [X2+X3, δX1+ ϵX2+κX4] =

−ϵX1 − α
2κX3 +

α
2κX2 − αµ

2γσ2κX1. Так как оператор −α
2κX3 +

α
2κX2 линейно

независим от X2 +X3 при κ ̸= 0, то κ = 0. Следовательно, ϵ = 0 и получаем

ранее полученную подалгебру ⟨X1, X2 +X3⟩.
Для вектора X4 + bX1 рассматриваем второй базисный вектор в виде

δX1+ϵX2+κX3. Вычисление коммутатора дает [X4+bX1, δX1+ϵX2+κX3] =

−α
2 ϵX2 +

αµ
2γσ2ϵX1 +

α
2κX3. Так как результат вычисления коммутатора не

содержит X4, то он должен линейно зависеть от второго базисного вектора.

Следовательно,

α

2
nδX1 +

α

2
nϵX2 +

α

2
nκX3 = −α

2
ϵX2 +

αµ

2γσ2
ϵX1 +

α

2
κX3.

При ε ̸= 0 имеем n = −1, κ = 0, δ = − µ
γσ2ϵ. Получена подалгебра ⟨X4 +

bX1,− µ
γσ2X1 + X2⟩. Если же ε = 0, то δ = 0, n = 1. Отсюда получена по-

далгебра ⟨X4 + bX1, X3⟩. А если ε = 0, κ = 0 то получаем ранее полученную

⟨X4, X1⟩.

Лемма 3.5.1. Оптимальными системами одномерных и двумерных подал-

гебр алгебры Ли L4 являются Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨X3⟩, ⟨X2 + X3⟩, ⟨bX1 +

X4⟩, b ∈ R}, Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩, ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X2 + X3⟩, ⟨X3, bX1 +

X4⟩, ⟨− µ
γσ2X1 +X2, bX1 +X4⟩}.

Рассматриваем подалгебру ⟨X4+ bX1⟩, b ∈ R. Она обладает следующи-

ми инвариантами

J1 = z = (t− c)−
α
2S, J2 = y = (t− c)

α
2 q, (3.5.1)

J3 = θ +
µ

γσ2
S − µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
+ b

2

α
ln |q|. (3.5.2)

Тогда ищем решение в виде

θ = − µ

γσ2
S +

µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
− b

2

α
ln |q|+ zy + φ(z, y) =

= − µ

γσ2
S +

µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
− b

2

α
ln |q|+ Sq + φ(z, y) (3.5.3)
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Тогда получаем подмодель

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

1

(1− x)α
d

dx
φ
(
x−

α
2 z, x

α
2 y
)
dx+

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z =

= F̃

(
φy + z − 2b

αy

)
, (3.5.4)

θ = − µ

γσ2
S +

µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
− b

2

α
ln |q|+ Sq + φ(z, y),

z = (t− c)−
α
2S, y = (t− c)

α
2 q. (3.5.5)

Рассматриваем подалгебру ⟨X3+X2⟩. Она обладает инвариантами J1 =

t, J2 = z = S − q, J3 = θ − Sq + q2

2 . Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − q2

2 + φ(t, z). Его подстановка обратно в основное уравнение дает

C
c D

α
t φ+ µφz +

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2(z − φz)

)
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X3⟩. Она обладает инвариантами J1 = t,

J2 = S, J3 = θ − Sq. Инвариантное решение ищется в виде θ = Sq + φ(t, S).

Его подстановка обратно в основное уравнение дает

C
c D

α
t φ+ µφz +

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2S

)
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X2⟩. Она обладает инвариантами J1 = t,

J2 = q, J3 = θ. Инвариантное решение ищется в виде θ = φ(t, q). Его подста-

новка обратно в основное уравнение дает

C
c D

α
t φ = µq − 1

2
γσ2q2 + (t− c)−αF̃

(
(t− c)−α/2φq

)
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X1⟩. Она обладает инвариантами t, S, q.

Следовательно ввиду того, что инвариантны не зависят от θ, она не обла-

дает инвариантными решениями. Также содержащие X1 двумерные подал-

гебры тоже не обладают инвариантными решениями ⟨X1, X4⟩, ⟨X1, X2+X3⟩,
⟨X1, X2⟩, ⟨X1, X3⟩.
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Рассматриваем подалгебру ⟨− µ
γσ2X1 + X2, bX1 + X4⟩. Ее инварианты

равны

z = (t− c)α/2q, J = θ +
µ

γσ2
S − µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
+ b

2

α
ln |q|.

Инвариантное решение ищется в виде

θ =
µ2(t− c)α

2γσ2Γ(α + 1)
− µ

γσ2
S − b

2

α
ln |q|+ φ(z).

Тогда получаем подмодель

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

α

2

zsα/2−1

(1− s)α
φz

(
sα/2z

)
ds+

1

2
γσ2z2 = F̃

(
φz −

2b

αz

)
.

Рассматриваем подалгебру ⟨X3, bX1 +X4⟩. Ее инварианты имеют вид

z = (t− c)−α/2S. J = θ − Sq +
µ

γσ2
S − µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
− b

2

α
ln |S|.

Инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq − µ

γσ2
S +

µ2

2γσ2
(t− c)α

Γ(α + 1)
+ b

2

α
ln |S|+ φ(z).

Тогда обратная подстановка дает

− 1

Γ(1− α)

∫ 1

0

α

2

zs−α/2−1

(1− s)α
φz

(
s−α/2z

)
ds+

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z =

=
σ2

2

2b

αz2
− γσ2

2b2

α2z2
− γσ2

2b

αz
φz + F̃ (z) .

3.5.2. Инвариантные подмодели при r = 0

и произвольной функции F

Теперь рассматриваем произвольную F , не эквивалентную

F = (t− c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
.

Базис допускаемой алгебры Ли имеет вид X1 = ∂θ, X2 = ∂S, X3 = ∂q +

S∂θ, при этом [X2, X3] = X1, E2 = e3∂e1, E3 = −e2∂e1. Тогда непрерывные

внутренние автоморфизмы имеют вид E2 : ē1 = e1 + e3a2, E3 : ē1 = e1 − e2a3.
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К ним добавляется автоморфизм Ẽ : ē1 = −e1, ē2 = −e2. Отсюда получаем

Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨X2⟩, ⟨bX2 +X3⟩, b ∈ R}, Θ2 = {⟨X1, X2⟩, ⟨X1, bX2 +X3⟩, b ∈ R}.
Рассматриваем подалгебру ⟨bX2 + X3⟩, b ∈ R. Она обладает инвари-

антами J1 = t, J2 = z = S − bq, J3 = θ − Sq + b
2q

2. Инвариантное решение

ищется в виде θ = Sq − b
2q

2 + φ(t, z). Его подстановка в основное уравнение

дает инвариантную подмодель

C
c D

α
t φ+ µφz +

σ2

2
φzz +

1

2
γσ2φ2

z = F (t, z − bφz) .

Рассматриваем подалгебру ⟨X2⟩. Она обладает инвариантами J1 = t,

J2 = q, J3 = θ. Инвариантное решение ищется в виде θ = φ(t, q). Подстанов-

кой в основное уравнение получаем инвариантную подмодель

C
c D

α
t φ = µq − 1

2
γσ2q2 + F (t, φq) .

Рассматриваем подалгебру ⟨X1⟩. Она обладает инвариантами t, S, q.

Следовательно ввиду того, что инвариантны не зависят от θ, она не обладает

инвариантными решениями. Cодержащие X1 двумерные подалгебры также

не обладают инвариантными решениями ⟨X1, X2⟩, ⟨X1, bX2 +X3⟩.

3.5.3. Инвариантные подмодели при r ̸= 0

В случае произвольной нелинейной функции F получаем базис алгебры Ли

X1 = Eα,1(r(t− c)α)∂θ, X2 = ∂q + S∂θ.

Коммутатор этих операторов равен нулю, поэтому Θ1 = {⟨X1⟩, ⟨bX1+X2⟩, b ∈
R}, Θ2 = {⟨X2, X1⟩}.

Инварианты подалгебр ⟨X2, X1⟩, ⟨X1⟩ не содержат θ и не имеют инва-

риантных подмоделей. Подалгебра ⟨bX1 +X2⟩ обладает инвариантами

J1 = t, J2 = S, J3 = θ − Sq − bqEα,1(r(t− c)α).

Поэтому инвариантное решение ищется в виде

θ = Sq + bqEα,1(r(t− c)α) + φ(t, S).
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Подстановка в основное уравнение дает следующую подмодель

C
c D

α
t φ(t, S) = rφ− µφS −

1

2
σ2φSS −

1

2
γσ2er(T−t)φ2

S +F (t, S + bEα,1(r(t− c)α)).

3.6. Сравнительный анализ групповых структур

уравнений Геана — Пу с целой и дробными

производными по времени

При первом порядке временно́й производной и ненулевой безрисковой ставке

r в уравнении Геана — Пу имеются следующие спецификации нелинейно-

го свободного элемента F (t, θq): произвольная F , F = ertF̃ (θq) + rfe2rtθq,

F = f(t)θ2q и 3 случая спецификации F = fertθ2q в зависимости от значения

f . Случаю произвольной F соответствует двухмерный базис алгебры Ли с

операторами X1 = ert∂θ и X2 = ∂q + S∂θ. При F = ertF̃ (θq) + rfe2rtθq допол-

нительно появляется третий оператор со сдвигом по времени. При решении

классифицирующего уравнения a(t)+b(t)θq+n(t)Fθq = 0 получаем специфи-

кацию F = f(t)θ2q с пятимерной алгеброй Ли. При f(t) = fert, f ̸= 0, уравне-

ние Геана — Пу допускает также оператор сдвига по t и растяжения по q и θ и

возникает три варианта решения уравнения Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N − r2Kert

в зависимости от константы f .

В случае производной повремени первого порядка и r = 0 существенное

отличие дают появление в случае произвольной F дополнительного операто-

ра X3 = ∂S, означающего автономность изучаемого уравнения по S, упроще-

ние уравнения Ntt = 2f(t)γσ2er(T−t)N − r2Kert при r = 0 и появление специ-

фикации F = t−1F̃ (t−1/2θq), которой соответствует дополнительная симмет-

рия с растяжением по t, S, q. Дополнительные спецификации появляются

также на стыке различных спецификаций, к примеру, при F̃ (z) = Cz2 спе-

цификация F = t−1F̃ (t−1/2θq) = Ct−2θ2q также является частным случаем

спецификации F = f(t)θ2q .

В случае уравнения Геана — Пу с дробной производной Римана — Ли-
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увилля или Герасимова — Капуто по времени исчезает спецификация F =

ertF̃ (θq) ввиду того, что исчезает связанный с ней оператор со сдвигом по вре-

мени из-за требования неподвижности нижней границы дробного интеграла.

Квадратичные по θq спецификации вида f(t)θ2q исчезают в силу того,

что при дробных производных возникает условие βt = 0 согласно тому факту,

что в формуле продолжения θq в дробных уравнениях заменяется на cD
α−n
t θq

в случае Римана-Лиувилля и на Jnt C
c D

α
t θq в случае Герасимова — Капуто. Как

следствие, не возникает классифицирующего уравнения вида a(t) + b(t)θq +

n(t)Fθq = 0.

Оператор X2 = ∂q + S∂θ сохраняется в случае производной Герасимо-

ва — Капуто. При производной Римана — Лиувилля эта симметрия исчезает

ввиду того, что производная Римана — Лиувилля от константы не является

нулем.

Таким образом, при r ̸= 0 для уравнения Геана — Пу с дробной про-

изводной Римана — Лиувилля или Герасимова — Капуто по времени оста-

ется только случай произвольной нелинейной по θq функции F (t, θq). При

r = 0 дополнительно к случаю произвольной F (t, θq) имеется специфика-

ция F = (t − c)−αF̃
(
(t− c)−α/2θq

)
, которая связана с оператором, включа-

ющим растяжение по времени, и являющаяся дробным аналогом, имеющей-

ся для уравнения Геана — Пу первого порядка по времени спецификации

F = t−1F̃
(
t−1/2θq

)
.
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Заключение

В диссертационной работе исследована групповая структура уравнения Геа-

на — Пу с первой и дробными производными Римана — Лиувилля и Гераси-

мова — Капуто по времени и осуществлен поиск инвариантных подмоделей

и инвариантных решений этих уравнений. Отметим также получение анало-

га правила Лейбница для производной Герасимова — Капуто произвольного

порядка и формулы продолжения для коэффициента при такой производной

в операторе допускаемой группы, в том числе группы линейно-автономных

преобразований.

Дальнейшие перспективы развития тематики данной работы связаны с

поиском законов сохранения для уравнений Геана — Пу, исследованием груп-

повой структуры уравнений Геана — Пу с дробными производными Римана —

Лиувилля и Герасимова — Капуто по переменным цены акции S и количества

акций q, других уравнений и систем уравнений с дробными производными,

в том числе с производными Лиувилля, Хилфера и др. Это потребует разра-

ботки соответствующей теории, в частности, получения формул продолжения

для коэффициентов при таких производных в операторе допускаемой груп-

пы, для чего потребуется получить обобщенное правило Лейбница или его

аналоги для таких производных.
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P. Schönbucher, P. Wilmott // SIAM J. on Applied Mathematics. — 2000. —

Vol. 61. — P. 232–272.

[65] Sircar, R. Generalized Black — Scholes models accounting for increased

market volatility from hedging strategies / R. Sircar, G. Papanicolaou //

Applied Mathematical Finance. — 1998. — Vol. 5, No. 1. — P. 45–82.

[66] Wei, Y. Discussion on the Leibniz rule and Laplace transform of fractional

derivatives using series representation / Y. Wei, D.-Y. Liu, P. W. Tse,

Y. Wang // arXiv:1901.11138. 2019.

[67] Wyss, W. The fractional Black — Scholes equation / W. Wyss // Fractional

Calculus & Applied Analysis. — 2000. — Vol. 3, No. 1. — P. 51–61.



173

[68] Yavuz, M. European vanilla option pricing model of fractional order without
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