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Введение

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию новых клас-
сов краевых задач для уравнений и систем диффузии и фильтрации. Появление
новых математических моделей, учитывающих внутренние взаимодействия в
сложных средах, дало толчок развитию качественной теории обратных и нело-
кальных задач для уравнений диффузии и фильтрации. К таким уравнениям
относятся параболические и связанные с ними стационарные уравнения и систе-
мы, а также уравнения, неразрешенные относительно старшей производной по
времени, высшего порядка (третьего и выше) с производной по времени первого
порядка, которые можно записать в виде

∂

∂t
A(u) +B(u) = f (1)

или
A
(∂u
∂t

)
+B(u) = f, (2)

где A и B – дифференциальные или интегро-дифференциальные, вообще гово-
ря, нелинейные операторы по пространственным переменным четного порядка.
Уравнения (1) и (2) с линейными операторами A и B одного и того же порядка
относятся к классу так называемых простых уравнений соболевского типа.

Такие уравнения возникают при математическом описании многих фи-
зических процессов. Например, широкое приложение в моделировании имеет
линейное уравнение [15]

∂

∂t
(u− η∆u)− k∆u = f, (3)

описывающее нестационарный процесс фильтрации слабосжимаемой жидкости
в трещиноватой среде, где ∆ – оператор Лапласа. Более сложные модели филь-
трации в трещиноватых средах вида

∂

∂t
(u− div(ψ̄1(t, x, u,∇u)))− div(ψ̄2(t, x, u,∇u)) = f, (4)

учитывают нелинейную зависимость проницаемости и гидравлических свойств
среды от давления (или концентрации) жидкости в трещинах и порах, в част-
ности, эффект динамического капиллярного давления (см. [42,101,151,158,169,
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170, 189, 190, 194, 203, 274, 290]). Здесь ψ̄i(t, x, u, p) – заданные вектор-функции,
i = 1, 2.

В работах [72,74,75,123] выведены новые нелинейные и нелокальные урав-
нения вида (1) и (2), моделирующие квазистационарные процессы в полупро-
водниках. Различные уравнения и системы такого типа моделируют также про-
цессы теплопереноса в гетерогенных средах [183,184,312] и движение неньюто-
новских жидкостей [45,103,105,106,117,153,310,313].

Актуальность темы исследования. Коэффициенты уравнений и си-
стем диффузии и фильтрации характеризуют физические свойства среды, ко-
торые трудно определить экспериментально. Так свойства и структура трещи-
новатой среды (например, гидравлические свойства и проницаемость) могут ме-
няться со временем и зависят от естественных условий залегания пласта, кото-
рые практически невозможно воссоздать в лабораторных условиях с необходи-
мой точностью [15]. Поэтому параметры среды следует определять с помощью
математических моделей на основе дополнительной информации о поведении
среды в естественных условиях, а не на основе лабораторных экспериментов.

При моделировании процессов массопереноса в сплошных средах со слож-
ным химическим составом, например, при электролитическом рафинировании
цветных металлов возникают нелокальные задачи для систем уравнений диф-
фузии, в которых условия по времени заданы только для одной из неизвестных
функций. Это связано с тем, что концентрация основного металла, как правило,
известна и на начальной, и на конечной стадии процесса, тогда как концентра-
ция примесей, в частности, состав шлама благородных металлов, не поддается
определению с приемлемой точностью [35]. Такие задачи можно рассматри-
вать как обратные задачи отыскания неизвестной концентрации примесей в
начальный момент по дополнительной информации о содержании основного
металла на конечной стадии процесса. Представляют интерес подобные задачи
и для уравнений соболевского типа, которые наряду с обширными физически-
ми приложениями используются для регуляризации различных уравнений и
систем [21,25,104,110,157,165,278,311].

Таким образом, широкие приложения и трудности определения физиче-
ских параметров сложных сред приводят к необходимости постановки и изуче-
ния различных краевых задач для неклассических уравнений и систем диффу-
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зии и фильтрации.
Степень разработанности темы исследования. Наиболее интенсив-

ные теоретические исследования задач диффузии и фильтрации связаны с пря-
мыми и обратными задачами для уравнений и систем второго порядка. Боль-
шой вклад в развитие качественной теории краевых задач для уравнений диф-
фузии и фильтрации внесли труды П.Я. Полубариновой-Кочиной [111], П.Я.
Полубариновой-Кочиной и С.В. Фалькович [112], А.Н. Коновалова [68], С.Н.
Антонцева, А.В. Кажихова и В.Н. Монахова [10], Г.И. Баренблатта, В.М. Ен-
това и В.М. Рыжика [16]. Следует отметить работы С.Н. Антонцева и В.Н.
Монахова [9], Г.В. Алексеева и Н.В. Хуснутдиновой [3, 4], А.А. Папина и М.А.
Токаревой [108,134], В.В. Шелухина [142,143], В.В. Шелухина и Ю. Амира [144].

В последние десятилетия решение некоторых прикладных задач способ-
ствовало развитию новых направлений в теории диффузии и фильтрации. Так
появление моделей фильтрации баротропного газа в неоднородных пористых
средах вызвало интерес к изучению свойств решений параболических уравне-
ний с нелинейностями переменного степенного роста [152,319]. Задачи, связан-
ные с прогрнозом и регулированием уровня грунтовых вод, привели к краевым
задачам для нагруженных параболических уравнений и систем [60, 64, 102]. (В
литературе принято использовать термин "нагруженное уравнение"для урав-
нений с частными производными, содержащих следы или значения некоторых
функционалов от решения [101].) Корректность краевых задач для различных
нагруженных параболических уравнений изучалась в работах [39, 123, 139, 307,
308, 317]. Краевые задачи для нагруженных уравнений возникают также при
решении обратных задач отыскания неизвестных коэффициентов в уравнениях
диффузии и фильтрации.

Теория обратных задач для уравнений математической физики развивает-
ся представителями ряда отечественных и зарубежных математических школ,
главным образом, Московской (основанной А.Н. Тихоновым) и Сибирской (ос-
нованной М.М. Лаврентьевым). Под обратными задачами для дифференциаль-
ных уравнений понимаются задачи определения коэффициентов и правых ча-
стей дифференциальных уравнений по некоторым функционалам от их реше-
ний [82, 83]. К обратным можно отнести задачи управления, а также задачи
определения неизвестных ядер в интегро-дифференциальных уравнениях, гра-
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ничных данных или начальных условий. При этом искомые параметры могут
быть функциями времени и пространственных переменных.

Характерной особенностью обратных задач является их некорректность
по Адамару. При их исследовании используются общие понятия и подходы, раз-
витые в работах А.Н.Тихонова, М.М.Лаврентьева, В.Г.Романова, А.Н.Прилепко
и их учеников [26,51,81–84,113–116,122,132,133,167,221,227,282]. Подход, пред-
ложенный А.Н.Тихоновым, основан на методе регуляризации [132], согласно ко-
торому для исходной некорректной задачи строится регуляризирующее семей-
ство операторов и ее приближенное решение ищется как элемент, доставляющий
минимум некоторому стабилизирующему функционалу (функционалу Тихоно-
ва). Из всех некорректных задач М.М.Лаврентьев предложил выделить класс
условно-корректных, к которым относятся в том числе и обратные задачи для
дифференциальных уравнений. Согласно определению М.М.Лаврентьева [84]
задача Aq = f называется условно-корректной на множестве M , если а) реше-
ние задачи существует и принадлежит множеству M ; б) решение единственно
на множестве M ; в) оно непрерывно зависит от f на множестве M . Условия
таких задач во многих случаях позволяют выразить неизвестные параметры
через основную искомую функцию (например, с помощью преобразований Фу-
рье и Лапласа) и исключить их из уравнений. Таким образом, обратную задачу
можно свести к вспомогательной прямой задаче для нелинейных, как правило,
нагруженных уравнений, либо к системе интегральных уравнений [82,159].

В работах А.И.Прилепко и его учеников предложен иной подход, при ко-
тором обратная задача сводится к некоторому эквивалентному операторному
уравнению для неизвестного параметра [113–116,174,282]. Эквивалентность по-
нимается в том смысле, что обратная задача разрешима тогда и только тогда,
когда имеет решение операторное уравнение для неизвестного параметра. При-
чем решение операторного уравнения является искомым параметром обратной
задачи. Преимущество такого подхода для коэффициентных обратных задач
состоит в следующем. При сведении обратной задачи к вспомогательной пря-
мой задаче необходимо выразить неизвестный коэффициент p через решение
уравнения u в виде p = R(u), где R – некоторый, например, интегральный
оператор, независящий явно от p, что не всегда возможно. Кроме того, вви-
ду громоздкости выражения R(u) исследование вспомогательной прямой зада-
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чи может оказаться затруднительным. Подход, предложенный А.И.Прилепко,
позволяет свести обратную задачу к эквивалентному операторному уравнению
для искомого коэффициента p вида p = Au(p), правая часть которого может
зависеть явно как от u, так и от p, что дает более широкие возможности при
построении операторного уравнения.

Большинство работ по обратным задачам для эволюционных и стаци-
онарных уравнений диффузии и фильтрации посвящены вопросам коррект-
ности различных задач отыскания коэффициентов и правых частей, завися-
щих от времени и пространственных переменных, в уравнениях второго поряд-
ка [14,51,52,54,61,65,113–115,119,121,130,150,168,174,180,193,196,201,204,205,
208, 222, 228, 234, 280, 282, 315, 324]. Одной из наиболее сложных и практически
важных среди них является задача восстановления коэффициента проницаемо-
сти (или диффузии) k в уравнении

ut = div(k(t, x)∇u) (5)

и в соответствующем стационарном уравнении. Исследование обратных задач
идентификации старшего коэффициента k, зависящего от t, восходит к рабо-
там Д.Р.Кэннона [173] и Б.Ф.Джонса-мл. [214,215], посвященным обоснованию
корректности в смысле классического решения обратной задачи определения
коэффициента k(t) на множестве 0 < x < ∞, 0 < t < T < ∞ при началь-
ных данных, граничном условии Дирихле и условии переопределения Неймана
на конце x = 0. В [174] найдены условия однозначной разрешимости обратной
задачи определения постоянного коэффициента k с условием переопределения
kux(0, t0) = µ1. Многомерным обратным задачам для параболических уравне-
ний типа (5) с неизвестным k(t) посвящены работы [168,177,180].

Условия корректности и метод построения решения обратной задачи опре-
деления коэффциента k в (5), зависящего от одной пространственной перемен-
ной x или от обеих переменных t и x, по известному потоку на одном конце
интервала по x обсуждались в работах [38, 51, 130, 178]. В случае многих про-
странственных переменных корректность обратных задач исследовалась как в
случае неограниченной области по x, например, корректность «в малом» по t
задачи Коши для (5) [17], так и в ограниченных областях с различными усло-
виями переопределения [51,52,61,121,168,196,201,204,205,208,222,228,234].
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В ряде работ теория обратных задач для классических уравнений диффу-
зии обобщается на случай вырожденных параболических уравнений [55,207,212]
и задач со свободной границей [206, 210]. Отдельное направление теории об-
ратных задач связано с задачами восстановления коэффициентов нелинейного
уравнения, зависящих от неизвестной функции или ее градиента [31,34,175,181,
182,208,220].

Модели процессов диффузии и фильтрации, учитывающие внутренние
взаимодействия в сложных средах, приводят к уравнениям, неразрешенным
относительно старшей производной по времени [15, 16, 43, 158, 169, 189, 190, 199,
203]. Теоретические исследования краевых задач для таких уравнений восходят
к работе А. Пуанкаре [281]. Особенно большой интерес к таким уравнениям
возник в связи с работой С. Л. Соболева [129] 1954 года, которая дала толчок
развитию качественной теории данного класса уравнений высших порядков.
Изучение этих уравнений продолжили В. П. Маслов [99], М. И. Вишик [29], Т.
И. Зеленяк [47,48], С. А. Гальперн [33] и другие.

В 1969 году Т. Тингом [311] для линейного уравнения (3) впервые был
введен термин «псевдопараболическое уравнение» в связи с тем, что при η → 0

решение этого уравнения стремится к решению соответствующего параболи-
ческого уравнения в смысле нормы пространства L2. Впоследствии этот тер-
мин распространился на все линейные и нелинейные уравнения вида (1) и
(2) [32, 57, 58, 179, 187, 192, 268, 286, 287, 302, 305, 311]. В 1997 году в моногра-
фии [37] Г.В.Демиденко и С.В.Успенский предложили классификацию линей-
ных уравнений с постоянными коэффициентами, неразрешенных относительно
старшей производной по времени. Согласно данной классификации линейные
уравнения вида (1) и (2), не являются псевдопараболическими. Они относятся
к классу проcтых уравнений соболевского типа. В настоящее время в литера-
туре встречаются оба названия уравнений (1) и (2). В данной диссертационной
работе для них используется термин «уравнение соболевского типа».

Исследования уравнений вида (1) и (2) ведутся в нескольких направле-
ниях. В пятидесятые и шестидесятые годы прошлого века внимание исследо-
вателей было обращено главным образом к линейным уравнениям (1) с эл-
липтическими операторами A и B. Изучалась корректность различных задач,
асимптотическое поведение и гладкость обобщенных решений [33,79,185,304]. В
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семидесятые и восьмидесятые годы работы по линейным уравнениям были по-
священы обобщению и развитию полученных ранее результатов для уравнений
типа (1) с коэрцитивными операторами A и B произвольного четного поряд-
ка [12,13,268]. Р. Е. Шоуолтером доказаны теоремы существования и единствен-
ности сильных и слабых решений смешанной задачи для (1) [293, 295, 298, 299],
исследовано асимптотическое поведение при f ≡ 0 и гладкость обобщенных ре-
шений [294]. В работах Д. Колтона [186–188] построена аналитическая теория
уравнений соболевского типа.

С семидесятых годов началось активное изучение нелинейных уравнений
соболевского типа. Интерес к различным краевым задачам для нелинейных
уравнений вызван появлением новых нелинейных модельных уравнений диф-
фузии и фильтрации [169] и развитием аппарата нелинейного функционального
анализа для решения таких задач, в частности, теории монотонных операто-
ров [32,88].

Широкий круг работ посвящен вопросам глобальной и локальной во вре-
мени разрешимости и разрушения решений краевых задач для нелинейных
уравнений (1) с линейным оператором A, которые представляют собой раз-
личные обобщения уравнения Бенжамена-Бона-Махони [162] и моделей диф-
фузии [53,59,69,76,78,110,146,202,226,269,278,279,301,303,314].

Одной из первых монографий по уравнениям, неразрешенным относи-
тельно старшей производной по времени, с нелинейными операторами A и B

является книга Х. Гаевского, К. Грёгера и К. Захариаса [32]. В этой работе изу-
чены вопросы C− и L2−разрешимости задач Коши для нелинейных оператор-
ных дифференциальных уравнений (1) и (2) в предположении коэрцитивности
и сильной монотонности нелинейного оператора A.

Как показывают приложения, большинство нелинейных операторов не об-
ладает указанными свойствами (например, уравнение (4)). Корректность по-
становки задач для одного класса таких уравнений была установлена Ю.Я. Бе-
ловым и Н.Н.Яненко [18–22]. Вопросы глобальной и локальной разрешимости,
единственности и разрушения решений начально-краевых задач для уравнений,
неразрешенных относительно производной по времени, с различными монотон-
ными нелинейными операторами в старшем члене рассматривались также в
работах [73,77,123,157].
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В 1985 году М.Бохм и Р.Е.Шоуолтер [169] предложили новое модельное
уравнение фильтрации в трещиноватой среде вида

(u+ ηA(ψ1(u)))t +B(ψ2(u)) = f(t, x, u), (6)

в котором учитываются нелинейные зависимости проницаемости и гидравличе-
ских свойств среды от давления жидкости в трещинах, где A и B – линейные
эллиптические операторы. Это уравнение исследовалось в работах [56,169,170],
где установлены достаточные условия разрешимости краевой задачи для него.
При некоторых дополнительных условиях на ψ1(u) и ψ2(u) в [170] доказана
единственность решения и теорема сравнения. В [164–166] найдены достаточ-
ные условия существования неотрицательных решений начально-краевой зада-
чи для уравнения (6) с ограниченными [165], полиномиальными [166] и лога-
рифмическими [164] нелинейностями.

Все приведенные выше результаты по разрешимости и единственности
решения начально-краевых задач для уравнения (6) получены при условии по-
ложительности и отграниченности от нуля производной ψ′

1(s). Что касается
нелинейностей, не удовлетворяющих этому условию, существование решения
уравнения (6) с некоторыми нелинейностями степенного порядка установлено
в [195,274]. Вопрос о единственности решения остается открытым.

Другое направление в качественной теории уравнений диффузии и филь-
трации, неразрешенных относительно производной по времени, связано с ис-
следованием вырожденных уравнений с необратимым оператором A. В рабо-
тах [191,296,297,300], а также в монографии Р.В.Кэролла и Р.Е.Шоуолтера [179]
найдены условия разрешимости задач Коши для слабо вырожденных уравне-
ний (1) и (2) с оператором A = A1+ I, где I – тождественный оператор, опера-
тор A1 допускает вырождение, хотя оператор A остается обратимым в некото-
ром банаховом пространстве. Н.А.Сидоровым [127] изучен класс вырожденных
операторных дифференциальных уравнений (1) в банаховых пространствах с
неограниченными операторами, обладающих свойством конвергентности. Эти
уравнения имеют устойчивые решения, стремящиеся в смысле нормы некото-
рого банахова пространства к предельным режимам при t→ +∞.

В работах Г.А. Свиридюка и В.Е. Федорова [124–126,136,309] получил глу-
бокое развитие полугрупповой подход к общей теории сингулярных уравнений
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(1). Исследованию уравнений (1) с необратимым оператором при старшей про-
изводной по времени посвящена также монография И.Е. Егорова, С.Г. Пяткова,
С.В. Попова [46]. В данной монографии авторы предложили оригинальный ме-
тод доказательства существования и единственности решения задачи Коши для
уравнения (1) с абстрактными самосопряженными операторами в гильбертовом
пространстве. Данный метод основан на изучении свойств спектральной задачи
(пучка) Bu = λAu, связанной с операторным дифференциальным уравнением
(1).

Широкий спектр результатов для уравнений и систем соболевского ти-
па представлен в работах Г.В.Демиденко и С.В.Успенского [36, 37]. В данных
работах устанавливаются условия разрешимости в весовых пространствах за-
дачи Коши и смешанных задач для дифференциальных уравнений и систем
соболевского типа, доказываются теоремы единственности, изучаются асимп-
тотические свойства решений.

Наименее изученным направлением исследований в теории диффузии и
фильтрации являются обратные задачи для уравнений, неразрешенных отно-
сительно старшей производной по времени, в частности, уравнений соболевско-
го типа. На сегодняшний день большинство результатов в этом направлении
связаны с задачами восстановления правой части уравнений. Первый резуль-
тат, полученный В. Ранделлом и Д. Л. Колтоном [289], относится к обратным
задачам идентификации неизвестной функции источника f в уравнении (1) с
A = I + L, B = L, где L – линейный эллиптический оператор второго порядка
по пространственным переменным, I – тождественный оператор. В данной ра-
боте доказаны глобальные теоремы существования и единственности решения
обратной задачи отыскания неизвестной правой части f = f(x) по известному
следу u при t = T , а также функции f = ϕ(x)g(t), содержащей неизвестный
множитель g(t) по информации о потоке u в некоторой точке границы области
∂Ω.

Обратным задачам отыскания правой части уравнений соболевского типа
посвящен также цикл работ Б.С.Аблабекова, М.Ш.Мамаюсупова и С.Н.Землянского
[1, 8, 49, 97, 98]. В работах [1, 49, 97, 98] найдены условия существования и един-
ственности классического решения задачи определения функции, зависящей от
пространственных переменных, в правой части уравнения фильтрации (3) в ди-
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вергентной форме с переменными коэффициентами η, k. Кроме того, в [1] по-
лучены оценки непрерывной зависимости решения от данных переопределения
в финальный момент времени. В [8] представлены формальные операторные
формулы для конструктивного определения неизвестной правой части λ(x) и
решения обратной задачи для уравнения соболевского типа с финальным усло-
вием переопределения.

В работах [100, 145, 148, 283, 284] обсуждаются вопросы корректности за-
дачи определения нескольких функций ci(t), i = 1, 2, ...,m в правой части

f =
m∑
i=1

ci(t)fi(x, t) + f0(x, t) (7)

уравнения (1) при точечных условиях преопределения. В [145,284] доказано су-
ществование и единственность «в целом» по t сильного обобщенного решения
обратных задач нахождения неизвестных функций ci(t) в правой части (7) урав-
нений соболевского типа третьего и четвертого порядка по известным следам
решения u во внутренних точках области xi, i = 1, 2, . . . , r0.

В [63, 135, 197] исследуется корректность обратных задач восстановления
неизвестных функций в правой части f = f1(x, t)+ q(x)h(x, t) вырождающихся
уравнений и систем соболевского типа при различных условиях переопределе-
ния, где f , f1 и q в общем случае являются вектор-функциями. В частности,
в [197] однозначная разрешимость задачи восстановления вектор-функции q

для системы уравнений соболевского типа в абстрактном банаховом простран-
стве доказана в случае существования аналитической полугруппы или группы
оператора системы. С помощью данных результатов в [135] установлены необхо-
димые и достаточные условия разрешимости и единственности сильного обоб-
щенного решения задачи определения правых частей линеаризованной системы
Осколкова.

Все приведенные выше результаты получены для линейных уравнений
соболевского типа. В работах [50, 154, 198, 218, 320] изучались обратные задачи
для нелинейных уравнений и систем с неизвестной правой частью. Получены
теоремы существования и единственности обобщенного решения обратной за-
дачи определения функции в правой части нелинейной системы, описывающей
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течение жидкости Кельвина-Фойгта, [50, 198,218]

v̄t − λ∆v̄t − ν∆v̄ + (v̄∇v̄) +∇p = ḡ(x, t), div v̄ = 0 (8)

и ее обобщения с членом νdiv(|∇v̄|q−2∇v̄) + γ|v̄|m−2v̄ вместо ν∆v̄, где λ и ν –
положительные константы, q > 1 и m > 1 [154]. В [198] задача восстановления
вектор-функции ḡ(x, t) в системе (8) при условии переопределения∫

Ω

u(t, y)Φ(x, y)dy = φ1(t, x) (9)

сводится к обратной задаче для операторного дифференциального уравнения
(1) в банаховом пространстве, оператор которого допускает вырожденную силь-
но непрерывную полугруппу. Для задачи восстановления функции h в правой
части слабо нелинейного уравнения

ut − a∆ut −∆u+ (b̄,∇u)− |u|pu = h(t)g(x),

с интегральным условием переопределения в [320] установлены условия разру-
шения решения u за конечный промежуток времени, а также условия стабили-
зации u к 0 при t→ +∞.

Другой тип обратных задач для (1) рассмотрен в [11, 233]. Эти работы
посвящены задачам восстановления ядер в интегральном члене уравнения (1) с
интегро-дифференциальным оператором B. В [11] получены достаточные усло-
вия разрешимости «в малом» по t, единственности и устойчивости решения
обратной задачи восстановления ядер Ki(t) в линейном операторном диффе-
ренциальном уравнении

ut − A1ut − A2u =
m∑
i=1

t∫
0

Ki(t− s)Biu(s)ds+ f

с обратимым оператором I − A1, действующим в некотором банаховом про-
странстве, при условиях u(0) = u0 и Φi(A1 − I)u = gi, i = 1, 2, ...,m. Здесь
A1 = A2 = A, операторы A,Bi : X → X, Φi : X → R замкнуты. Эти результа-
ты были обобщены в [233] для одного неизвестного ядра (m = 1) и различных
операторов A1 и A2. Причем в данном случае установлена разрешимость и един-
ственность решения обратной задачи «в целом» по t.
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С описанными выше обратными задачами для уравнений и систем собо-
левского типа тесно связаны задачи управления, которые по сути своей также
являются обратными задачами. Причем управление или управляющие парамет-
ры в таких задачах, как правило, находятся в правой части или на границе обла-
сти. Такие задачи с различными критериями управления изучались Л.В.Уайтом
и Т.-Ц.Ли [231,318], а также В.Е.Федоровым и М.В.Плехановой [109,137]. Уайт
[318] сформулировал задачу управления для уравнения (3) и исследовал пове-
дение ее решения при u = y(ε), η = ε, k = 1 в цилиндре Q = (0, T ) × Ω, где
Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) - ограниченная область с границей Γ. Он рассматривал за-
дачу с нулевыми начальными и граничными данными и управлением cε(t) на
границе Γρ шара Bρ радиуса ρ, вложенного в область Ω, y(ε)|Γρ

= cε(t) почти
для всех t ∈ [0, T ]. В качестве критерия управления Уайт впервые использовал
интегральное условие∫

Γρ

∂

∂n

(
εy

(ε)
t + y(ε)

)
ds = νε(t) почти всюду на [0, T ] (10)

и доказал, что если νε(t) → ν(t) слабо в L2(0, T ) при ε → 0, то решение y(ε)

сходится слабо в L2(Q) к решению y задачи управления для параболическо-
го уравнения при ε = 0. Это подтверждает возможность регуляризации задач
управления, также как и прямых задач (см. [311]) для параболических уравне-
ний соответствующими задачами для уравнений соболевского типа. Кроме того,
в [231] показано, что если νε(t) → ν, то решение задачи для неоднородного урав-
нения (3) с условием управления (10) при ρ = ε стремится к решению соответ-
ствующей задачи с точечным условием в центре шара Bε вместо интегрального
критерия (10) при ε → 0. В [109, 137] получены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи управления для систем линейных операторно-
дифференциальных уравнений первого порядка с вырожденным оператором
под производной по времени, в частности для линеаризованной системы (8).

Наиболее сложными для исследования и практически значимыми являют-
ся задачи идентификации коэффициентов уравнений, неразрешенных относи-
тельно старшей производной по времени. Эти задачи сравнительно мало изуче-
ны. Здесь следует отметить цикл работ Я.Т.Мегралиева и Г.К.Шафиевой [270–
272], в которых исследуются обратные задачи отыскания неизвестного младше-
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го коэффициента p(t) в уравнении

ut − butxx − a(t)uxx = p(t)u+ f (11)

с различными краевыми условиями и условиями переопределения в случае од-
ной пространственной переменной x ∈ (0, 1). В частности, найдены достаточ-
ные условия корректности обратной задачи восстановления p(t) по известной
информации о сумме u(0.5, t) +

∫ t

0 u(x, t)dx [270]. Доказано также существова-
ние и единственность решения задачи с граничным условием на одном конце
интервала, известным интегралом

∫ t

0 u(x, t)dx и точечным условием переопре-
деления во внутренней точке интервала (0, 1) [271] или нелокальным условием
на комбинацию следов αu(0, t)+βu(1, t) с постоянными α и β [272]. Результаты
этих работ обобщены в [277] на случай уравнения типа (11) с дифференциаль-
ными операторами по пространственной переменной порядка 2m, где m – на-
туральное число. Аналогичные результаты получены в [273] в случае обратной
задачи с нелокальным условием по времени для уравнения (11), содержащего
член a(t)uxxxx вместо a(t)uxx.

Наименее изучены обратные задачи идентификации неизвестных коэффи-
циентов при производных u по t и x в уравнениях соболевского типа. Сложность
этих задач объясняется их существенной нелинейностью. Причем нелинейность,
связанная именно с природой самой обратной задачи, а не со структурой урав-
нения, создает основные трудности для исследования [26]. Условия корректно-
сти таких задач обсуждались в работах [62,96,283,284,292]. В частности, в [96]
доказана теорема единственности и построен алгоритм решения обратной за-
дачи отыскания функций u(t, x), b(y), c(y) и константы a в уравнении

(u−∆u)t = a∆u+ b(y)uy + c(y) + δ(t, x, y), (x, y) ∈ R2, t > 0,

при заданных u(t, x, 0), uy(t, x, 0) и u(0, x, y). Здесь δ(t, x, y) - дельта-функция
Дирака. Достаточные условия существования сильных обобщенных решений
обратных задач нахождения неизвестного коэффициента, зависящего от t, при
u и ut с интегральным условием переопределения по области в случае мно-
гих пространственных переменных установлены А.С.Кожановым в [62]. В ра-
ботах С.Г.Пяткова, С.Н.Шергина и Е.И.Сафонова [283, 284, 292] наряду с за-
дачами восстановления неизвестной правой части в уравнениях соболевского



18

типа рассматривались задачи идентификации r неизвестных коэффициентов
ci(t), стоящих в правой части (7) и в слагаемых вида ck(t)Mku, где Mk – диф-
ференциальные операторы второго порядка по пространственным переменным,
k = r0 + 1, . . . , r. Причем изучались обратные задачи для уравнения соболев-
ского типа третьего и четвертого порядка. Найдены достаточные условия раз-
решимости обратных задач «в малом» по t как с граничным условием Дирих-
ле [283,284], так и со смешанным граничным условием [292]. В качестве условия
переопределения задаются следы решения u в r внутренних точках области.

Как отмечалось выше, краевые задачи для уравнений и систем диффу-
зии и фильтрации представляют большой прикладной интерес. Вместе с тем,
многие практически значимые задачи либо мало изучены, либо не изучались
совсем. В частности, обратные задачи отыскания коэффициентов в старших
членах (третьего порядка) уравнений соболевского типа ранее не изучались. То
же самое можно сказать и о нелокальных краевых задачах для систем урав-
нений диффузии параболического и соболевского типа с условиями по време-
ни, заданными в разные моменты времени только для одной из неизвестных
функций (задача о примесях). Кроме того, условия переопределения, физиче-
ски оправданные для одних процессов, не подходят для других. Например, ин-
тегральное условие типа (9) нефизично для процессов фильтрации жидкости в
пористой среде. В связи с этим возникла необходимость постановки и изучения
новых задач для уравнений фильтрации и диффузии.

Цель настоящей диссертационной работы состоит в определении новых
классов краевых задач для уравнений и систем диффузии и фильтрации и усло-
вий, гарантирующих корректность этих задач. Для достижения поставленной
цели необходимо решить следующие задачи:

– установить условия существования и единственности решения краевой
задачи для линейных уравнений соболевского типа с нелинейным граничным
условием;

– определить условия корректности обратных задач восстановления неиз-
вестных коэффициентов линейного уравнения фильтрации соболевского типа с
интегральными условиями переопределения на границе; исследовать свойства
решений таких обратных задач, а именно устойчивость (непрерывную зависи-
мость от входных данных задачи), гладкость, асимптотическое поведение;
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– доказать однозначную разрешимость обратных задач восстановления
неизвестных коэффициентов нелинейного уравнения фильтрации соболевского
типа и соответствующего стационарного уравнения с интегральными условиями
переопределения на границе;

– установить достаточные условия существования и единственности обоб-
щенного решения нелокальных краевых задач для нагруженных систем урав-
нений параболического и соболевского типа.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми и ори-
гинальными. При исследовании корректности коэффициентных обратных за-
дач используется оригинальный подход, разработанный автором на основе ме-
тода сведения обратной задачи к операторному уравнению для неизвестного
коэффициента. В работе впервые поставлены и исследованы обратные задачи
идентификации неизвестных коэффициентов линейных и нелинейных уравне-
ний фильтрации эллиптического и соболевского типа, а также линейных урав-
нений параболического типа с интегральными условиями переопределения от-
носительно потока на границе области. Впервые доказано существование и
единственность сильных обобщенных решений, получены оценки непрерывной
зависимости решений от входных данных, найдены достаточные условия ста-
билизации решения обратной задачи для уравнения соболевского типа при t→
+∞. Впервые исследована обратная задача восстановления неизвестного коэф-
фициента в старшем члене уравнения фильтрации соболевского типа. Впервые
доказаны теоремы существования и единственности решения нелокальных за-
дач для систем двух уравнений диффузии с условиями по времени, заданными
только для одной из неизвестных функций.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты
диссертационной работы носят теоретический характер и представляют инте-
рес для специалистов в следующих областях: качественная теория уравнений
в частных производных, теория обратных задач, математическое моделирова-
ние процессов диффузии и фильтрации. Итерационные схемы, построенные при
доказательстве теорем существования и единственности для обратных задач
фильтрации, могут быть использованы при разработке численных алгоритмов
решения этих задач.

Практическая значимость работы заключается в том, что математические
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модели, лежащие в основе изучаемых обратных и нелокальных задач, описыва-
ют физические процессы, имеющие важное значение для нефтедобычи и цвет-
ной металлургии.

Методы исследования. Для исследования перечисленных задач ис-
пользуются методы функционального анализа и теории уравнений в частных
производных, а именно, метод монотонности, теоремы вложения, теоремы о
неподвижной точке, метод Галеркина, методы получения априорных оценок,
метод регуляризации, итерационные методы. Для доказательства разрешимо-
сти обратных задач с интегральными условиями переопределения применяется
метод, разработанный автором на основе продолжения граничных данных и
сведения обратных задач к операторному уравнению для неизвестного коэф-
фициента.

Основные результаты диссертации, выносимые на защиту. На
защиту выносятся следующие результаты:

– доказана однозначная разрешимость краевой задачи для линейного урав-
нения соболевского типа с нелинейным граничным условием;

– установлены условия корректности нового класса обратных задач отыс-
кания неизвестного коэффициента в члене второго порядка линейного уравне-
ния соболевского типа с интегральным условием переопределения на границе
области;

– получены достаточные условия корректности нового класса обратных
задач отыскания неизвестного коэффициента в старшем члене линейных урав-
нений соболевского типа с интегральным условием переопределения на границе
области;

– доказано существование и единственность решения нового класса обрат-
ных задач для нелинейного уравнения фильтрации соболевского типа с неиз-
вестным коэффициентом в члене второго порядка в случае интегрального усло-
вия переопределения на границе области;

– установлены достаточные условия существования и единственности обоб-
щенного решения нелокальной задачи для нагруженной системы уравнений
диффузии с условиями в начальный и финальный моменты времени, задан-
ными только для одной из неизвестных функций.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность
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полученных результатов подтверждается наличием строгих математических до-
казательств всех утверждений.

Работа выполнена при поддержке гранта Правительства РФ для проведе-
ния исследований под руководством ведущих ученых в Сибирском федеральном
университете (договор №14.Y26.31.0006), а также Красноярского математиче-
ского центра, финансируемого Министерством образования и науки РФ (Со-
глашение 075-02-2023-936).

Результаты диссертационной работы докладывались на следующих меж-
дународных конференциях:

– Японско-Новосибирский семинар по обратным задачам «Inverse and Ill-
posed Problems» (Обратные и некорректные задачи) (Киото, Япония, 1994);

– международная конференция «The Meeting of Japanese Mathematical
Society» (Собрание Японского математического общества) (Сендаи, Япония,
1995);

– международная конференция «Математические модели и методы их ис-
следования» (Краноярск, Россия, 1997, 1999, 2001);

– «Третий Сибирский Конгресс по прикладной и индустриальной матема-
тике (ИНПРИМ-98)», посвященный памяти С.Л.Соболева (Новосибирск, Рос-
сия, 1998)

– международная конференция «Некорректные и обратные задачи», по-
священная 70-летию М. М. Лаврентьева, (Новосибирск, Россия, 2002);

– международная конференция «Обратные и некорректные задачи», по-
священная 75-летию М. М. Лаврентьева (Новосибирск, Россия 2007);

– международная конференция «Современные проблемы математическо-
го моделирования и вычислительных технологий» (Красноярск, Россия, 2008);

– международная конференция «Современные проблемы вычислитель-
ной математики и математической физики», посвященная памяти академика
А.А.Самарского в связи с 90-летием со дня его рождения (Москва, Россия,
2009);

– международная конференция «Современные проблемы прикладной ма-
тематики и механики: теория, эксперимент и практика», посвященная 90-летию
со дня рождения академика Н.Н.Яненко (Новосибирск, Россия, 2011);

– международная конференция «Математические и информационные тех-
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нологии MIT 2011» (Сербия, Черногория, 2011);
– «6-я международная конференция «Inverse Problems: Modeling and

Simulation» (Обратные задачи: моделирование и имитация) (Анталья, Турция,
2012);

– международная конференция «Обратные и некорректные задачи мате-
матической физики», посвященная 80-летию со дня рождения академика М.М.
Лаврентьева (Новосибирск, Россия, 2012);

– международная конференция «Дифференциальные уравнения. Функци-
ональные пространства. Теория приближений», посвященная 105-летию со дня
рождения С.Л.Соболева (Новосибирск, Россия, 2013);

– международная конференция «Дифференциальные уравнения и мате-
матическое моделирование», посвященная 70-летию со дня рождения ректора
НГУ В.Н.Врагова (Улан-Удэ, Россия, 2015)

– международная конференция «IX Сибирский конгресс женщин-матема-
тиков» (Красноярск, Россия, 2016);

– VIII международная конференция по математическому моделированию
(Якутск, Россия, 2017);

– международная конференция «Современные проблемы механики сплош-
ных сред и физики взрыва» (Новосибирск, Россия, 2017);

– международная конференция «Соболевские чтения», посвященная 110-
летию со дня рождения С. Л. Соболева (Новосибирск, Россия, 2018);

– международная конференция «Математика в приложениях. Междуна-
родная научная конференция в честь 90-летия С.К. Годунова» (Новосибирск,
Россия, 2019);

– одиннадцатая международная научная школа-конференция «Теория и
численные методы решения обратных и некорректных задач» (Новосибирск,
Россия, 2019);

– международная конференция «Лаврентьевские чтения по математике,
механике и физике» (Новосибирск, Россия, 2020);

– международная конференция «Дифференциальные уравнения и мате-
матическое моделирование», посвященная 90-летию БГПИ-БГУ (Улан-Удэ, Рос-
сия, 2022);

– международная конференция по дифференциальным уравнениям и ди-
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намическим системам (Суздаль, Россия, 2022);
– международная конференция «O.A. Ladyzhenskaya centennial conference

on PDE’s», посвященная 100-летию О.А.Ладыженской (Санкт-Петербург, Рос-
сия, 2022).

– российско-китайская конференция «Дифференциальные и разностные
уравнения» в 2023 году (Новосибирск, Россия);

– международная конференция «Современные проблемы обратных за-
дач», посвященная 85-летию академика РАН В.Г. Романова в 2023 году (Но-
восибирск, Россия).

Работа также обсуждалась на научных семинарах:
– на научном семинаре по уравнениям математической физики департа-

мента математики университета Кейо (Япония) под руководством профессора
А.Тани;

– на семинаре научно-исследовательского института математики Северо-
восточного федерального университета «Неклассические уравнения математи-
ческой физики» под руководством профессора И.Е.Егорова;

– на семинаре научной школы «Математическое моделирование в решении
задач естествознания и социально-экономической сферы» Югорского государ-
ственного университета под руководством профессора С.Г.Пяткова;

– на семинаре кафедры математического анализа Челябинского государ-
ственного университета под руководством профессора В.Е.Федорова;

– на семинарах Института математики СО РАН имени С.Л.Соболева: се-
минар «Избранные вопросы математического анализа» под рукводством про-
фессора Г.В.Демиденко, семинар лаборатории дифференциальных уравнений и
смежных вопросов анализа под руководством профессора В.С.Белоносова, се-
минар лаборатории обратных задач математической физики под руководством
профессора Ю.Е.Аниконова и доктора физико-математических наук М.В. Неща-
дима, семинар лаборатории дифференциальных и разностных уравнений под
руководством профессора А.И.Кожанова, семинар лаборатории вычислитель-
ных проблем задач математической физики под руководством профессора А.М.
Блохина, семинар «Теоретические и вычислительные проблемы математиче-
ской физики» под руководством профессора Д.Л.Ткачева;

– на учебно-исследовательском семинаре механико-математического фа-
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культета Московского государственного университета «Обратные задачи ана-
лиза, математической физики и естествознания» под руководством академика
РАН В.А.Садовничего и профессора А.И.Прилепко;

– на научном семинаре кафедры математики физического факультета
Московского государственного университета «Обратные задачи математиче-
ской физики» под руководством профессора А. Б. Бакушинского, профессора
А. В. Тихонравова и профессора А. Г. Яголы;

– на научном семинаре Института гидродинамики имени М. А. Лаврентье-
ва СО РАН «Математические модели механики сплошных сред» под руковод-
ством члена-корреспондента РАН П. И. Плотникова и доктора физико-матема-
тических наук В. Н. Старовойтова;

– на совместном научном семинаре отдела ИВМ СО РАН «Дифференци-
альные уравнения механики» и базовой кафедры математического моделирова-
ния и процессов управления Сибирского федерального университета «Матема-
тическое моделирование в механике» под руководством профессора В. К. Ан-
дреева;

– на межгородском научно-исследовательском семинаре «Неклассические
задачи математической физики» под руководством профессора А. И. Кожа-
нова, профессора И. Е. Егорова, профессора С. В. Попова, профессора В. Е.
Федорова, профессора А. П. Солдатова, профессора С. Г. Пяткова;

– на научном семинаре Института гидродинамики имени М. А. Лаврентье-
ва СО РАН «Прикладная гидродинамика» под руководством члена-корреспон-
дента РАН В. В. Пухначева и доктора физико-математических наук Е. В. Ер-
манюка;

– на научном семинаре Института вычислительной математики и мате-
матической геофизики СО РАН «Математические проблемы геофизики» под
руководством члена-корреспондена РАН С. И. Кабанихина и профессора М. А.
Шишленина;

– на научном семинаре кафедры высшей математики Национального ис-
следовательского ядерного университета МИФИ под руководством профессора
А. Б. Костина, профессора О. В. Нагорнова и доктора физико-математических
наук В. Б. Шерстюкова;

– на научном семинаре кафедры математического анализа и дифферен-
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циальных уравнений Сибирского федерального университета.
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 41 ра-

боте [23,89–94,235–267,316], 17 статей (4 в соавторстве) – в изданиях, входящих
в Перечень рецензируемых научных изданий, рекомендованных Высшей Атте-
стационной Комиссией Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации. 10 статей [89, 91, 237, 246, 248, 253, 260–263] опубликованы в журна-
лах первого и второго квартиля Web of Science и Scopus. В работах [260–262]
вклад автора в основные результаты является решающим. В статье [263] автору
диссертации принадлежат результаты раздела 4 (теоремы 4.1 и 4.2).

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, заключения и списка литературы, включающего 324 наименова-
ния, из них 41 работа автора по теме диссертации. Главы состоят из параграфов,
которые в свою очередь содержат пункты. Общий объем диссертации состав-
ляет 314 страниц. Нумерация формул, утверждений (теорем, лемм и т.п.) и
замечаний является сквозной в пределах одного параграфа, номера состоят из
трех цифр: номер главы, номер параграфа и порядковый номер формулы или
утверждения. Во введении используются только порядковые номера формул.
Для задач применяется сквозная нумерация в пределах главы, номер состоит
из номера главы и порядкового номера задачи.

Первая глава включает в себя 4 параграфа и посвящена вопросам кор-
ректности краевых задач для уравнений и систем, неразрешенных относитель-
но старшей производной по времени, и исследованию свойств их решений. В
§1.1 при некоторых предположениях доказаны теоремы существования и един-
ственности решения задачи Коши для нелинейной системы операторных диф-
ференциальных уравнений в абстрактном банаховом пространстве, включаю-
щих уравнение соболевского типа с нелинейным монотонным оператором под
производной по времени. При аналогичных предположениях относительно се-
мейств операторов доказано существование и единственность решения Задачи
Коши для нелинейного операторного дифференциального уравнения соболев-
ского типа. Результаты §1.1 опубликованы в работе [23].

Данные результаты не являются основными и включены в диссертацион-
ную работу из методологических соображений, поскольку идеи и метод доказа-
тельства теорем существования используется в дальнейшем при исследовании
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корректности других задач. В частности, этот подход применяется в §1.2, где
обсуждаются вопросы корректности краевой задачи для уравнения соболевско-
го типа

ut + ηMut + kMu = f, (t, x) ∈ QT ,

с краевыми условиями
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,(

η
∂ut
∂N̄

+ k(t)
∂u

∂N̄
+ σ(x)(η(γ(u))t + k(t)γ(u))

)
|ST

= β(t, x).

Здесь QT = Ω × (0, T ) ∈ Rn+1 – цилиндр с боковой поверхностью ST = ∂Ω ×
(0, T ), где Ω ⊂ Rn – некоторая область с границей ∂Ω, M - самосопряженный
эллиптический дифференциальный оператор вида

M = −div(M(x)∇) +m(x)I, (12)

где M(x) ≡ (mij(x)) – матрица функций mij(x), i, j = 1, 2, . . . , n; m(x) – ска-
лярная функция, I – тождественный оператор, ∂

∂N
= (M(x)∇,n), n – еди-

ничный вектор внешней нормали к границе ∂Ω, γ(u) – нелинейная функция
степенного роста с показателем q > 0.

Основными результатами данного параграфа являются три теоремы. В
первой теореме (теорема 1.2.2) сформулированы достаточные условия суще-
ствования и единственности обобщенного решения задачи 1.1. Результат полу-
чен при произвольной размерности n и q ≥ 2. Вторая и третья теоремы (теоре-
мы 1.2.3 и 1.2.4) объясняют, как влияет гладкость исходных данных задачи на
дифференциальные свойства ее решения.

Результаты §1.2 опубликованы в работе [253]. Теоремы 1.2.2 – 1.2.4 отно-
сятся к основным результатам диссертационной работы.

§1.3 посвящен краевым задачам для нелинейных уравнений соболевского
типа, операторы которых немонотонны в банаховых пространствах. Здесь рас-
сматривается начально-краевая задача для нелинейного уравнения фильтрации

(u+ ηMψ(u))t + k(t)Mψ(u) = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (13)

с начальным условием и граничными данными Дирихле. Функция ψ(ρ) отоб-
ражает интервал (−∞,+∞) на себя, непрерывна и монотонна. Для рассматри-
ваемой задачи найдены достаточные условия существования и единственности
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обобщенного решения (теорема 1.3.2). Данный результат опубликован в рабо-
те [247]. Теорема 1.3.2 относится к основным результатам диссертационной ра-
боты.

В §1.4 обсуждаются достаточные условия, при которых справедливы тео-
ремы сравнения для некоторых уравнений третьего порядка соболевского типа
(теоремы 1.4.1, 1.4.2 и 1.4.4). Результаты, сформулированные в теоремах 1.4.1,
1.4.2, опубликованы в [261] и [263, Лемма 2.2] соответственно. Результат, пред-
ставленный в теореме 1.4.4 опубликован в [250]. Теорема 1.4.6 содержит резуль-
тат, опубликованный в [255]. Теоремы сравнения играют существенную роль
при доказательстве разрешимости обратных задач во второй и третьей главах
диссертации.

Вторая глава диссертации состоит из 6 параграфов и посвящена ново-
му классу обратных задач восстановления неизвестных коэффициентов в ли-
нейных уравнениях соболевского, параболического и эллиптического типа по
дополнительной информации о решении на границе области. В §2.1 обсужда-
ются особенности постановки обратных задач для уравнений соболевского типа,
формулировка интегральных условий переопределения на границе. Мотивацией
для поиска физически обоснованных условий переопределения послужила мо-
дель фильтрации в трещиноватой среде Баренблата, Желтова и Кочиной [15].
Основными результатами данного параграфа являются новые постановки ко-
эффициентных обратных задач для линейного уравнения соболевского типа.
Они опубликованы в [260].

В §2.2 – 2.6 рассматриваются обратные задачи идентификации неизвест-
ных коэффициентов в уравнении соболевского типа

(νu+ ηMu)t + kMu+ gu = f, (14)

в QT при краевых условиях

(νu+ ηMu)|t=0 = U0(x), u|∂Ω = β(t, x) (15)

с линейным оператором M вида (12).
В §2.2 рассматривается обратная задача отыскания неизвестного коэффи-

циента g = g(t) в уравнении (14) с ν = k = 1 и постоянной η > 0 при условии
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переопределения ∫
∂Ω

{
η
∂ut

∂N
+
∂u

∂N

}
ω(t, x)ds = φ(t). (16)

Основными результатами данного параграфа являются достаточные условия
существования и единственности (теорема 2.2.2) и непрерывной зависимости
решения задачи от исходных данных (теорема 2.2.3).

Основная идея доказательства существования решения задачи (14)–(16),
а также обратных задач, рассматриваемых в §2.3, 2.4 и 2.6, близка к методам,
предложенным в [282], и состоит в сведении обратной задачи к эквивалент-
ной задаче с нелинейным операторным уравнением g = Ag второго рода для
коэффициента g(t). Однако здесь предлагается другой подход к построению
операторного уравнения, при котором используется продолжение функций β

и ω внутрь области в виде решений некоторых краевых задач, позволяющее
получить искомое операторное уравнение.

Результаты §2.2 относятся к основным результатам диссертационной ра-
боты. Они опубликованы в [263, §4].

В §2.3 изучается обратная задача идентификации неизвестного коэффи-
циента k(t) в уравнении (14) с постоянной η > 0, ν = 1 и известной функцией
g = g(t, x). Рассматривается обратная задача с граничными данными первого
рода при условии переопределения∫

∂Ω

{
η
∂ut

∂N
+ k(t)

∂u

∂N

}
ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ).

Получены достаточные условия однозначной разрешимости данной обратной
задачи «в целом» по t в классе C1([0, T ];W 2

2 (Ω))×C([0, T ]) (теорема 2.3.1). Так-
же исследуются некоторые свойства решения этой задачи, в частности, глад-
кость решения и непрерывная зависимость от исходных данных задачи. Кроме
того, доказано существование и единственность решения обратной задачи иден-
тификации коэффициента k(t) в (14) с постоянной η > 0, ν = 1 и g ≡ 0 в случае
граничных данных третьего рода при условии переопределения∫

∂Ω

(ηut + k(t)u)ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ).

Данные результаты опубликованы в [254,255,261] и относятся к основным
результатам диссертации.
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В §2.4 обсуждаются вопросы асимптотического поведения решения обрат-
ной задачи для уравнения (14) с неизвестным коэффициентом k(t) при t→ +∞.
Основными результатами данного параграфа являются две теоремы. В теореме
2.4.2 приводятся условия на исходные данные, которые гарантируют стабили-
зацию решения нестационарной обратной задачи к решению соответствующей
стационарной обратной задачи при t→ +∞. Достаточные условия однозначной
разрешимости стационарной задачи дает теорема 2.4.1. Результаты опублико-
ваны в [237,262] и являются основными результатами диссертационной работы.

§2.5 главы 2 посвящен исследованию поведения решения обратной задачи
с неизвестным коэффициентом k(t) в уравнении (14) при η → 0 и корректности
соответствующей обратной задачи для параболического уравнения. Основны-
ми результатами данного параграфа являются достаточные условия сходимо-
сти {uη, kη} к {u, k} при η → 0 (теорема 2.4.2), где {uη, kη} – решение задачи
(14)–(15), и теорема существования и единственности сильного решения парабо-
лической обратной задачи (теорема 2.4.4). Теорема 2.4.2 остается справедливой
и при n = 1 (см. теорему 2.4.3). Теоремы 2.4.2 и 2.4.4 относятся к основным
результатам диссертационной работы. Они опубликованы в [241].

В §2.6 устанавливаются условия разрешимости и единственности решения
обратной задачи отыскания неизвестного коэффициента η = η(t) в старшем
члене уравнения (14) c k = 1 и g = g(t, x) при краевых условиях (15) и условиях
переопределения∫

∂Ω

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t

+
∂u

∂N

}
ω(t, s) ds+ (η(t)φ1(t))t = φ2(t), t ∈ (0, T ],

η(0)

∫
∂Ω

∂u(0, s)

∂N
ω(0, s) ds+ r1η(0) = r2.

Исследование проводится в три этапа. Первый этап включает в себя обсужде-
ние постановки обратной задачи и предварительные результаты для соответ-
ствующих прямых краевых задач. На втором этапе исследуется корректность
поставленной задачи при ν = 1 «в малом» по t (теорема 2.6.3). На третьем
этапе устанавливаются достаточные условия существования и единственности
решения задачи при ν = 0 «в целом» по t (теорема 2.6.4).

Теоремы 2.6.3 и 2.6.4 относятся к основным результатам диссертационной
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работы. Они опубликованы в [89,90].
В главе 3, состоящей из двух параграфов, постановки коэффициентных

обратных задач для линейных уравнений соболевского и эллиптического типа
и результаты, полученные в предыдущей главе, обобщаются на случай нели-
нейных уравнений соболевского типа и стационарных уравнений фильтрации.

В §3.1 рассматривается обратная задача отыскания неизвестного коэффи-
циента k = k(t) в уравнении (13) с начальным условием (u + ηMψ(u))|t=0 =

U0(x), граничным условием Дирихле и условием переопределения∫
∂Ω

{
η
∂(ψ(u))t

∂N
+ k(t)

∂ψ(u)

∂N

}
ω(t, x) ds+ φ1(t)k(t) = φ2(t).

Основным результатом данного параграфа являются достаточные условия од-
нозначной разрешимости данной задачи (теорема 3.1.1). Он относится к основ-
ным результам диссертации и опубликован в [250].

Целью §3.2 является исследование корректности стационарной обратной
задачи отыскания неизвестного постоянного коэффициента k, ассоциированной
с нестационарной обратной задачей, рассмотренной в §3.1. Главный результат
данного параграфа – это достаточные условия существования и единственности
решения {u, k} стационарной задачи (теорема 3.2.3). Результаты §3.2 опубли-
кованы в [93] и относятся к основным результатам диссертационной работы.

В главе 4, включающей два параграфа, методы решения обратных за-
дач применяются для исследования нелокальных краевых задач для систем
нагруженных уравнений диффузии. Здесь рассматриваются задачи, в которых
условия по времени заданы только для одной из неизвестных функций.

Первым объектом исследования являются нелокальные задачи для пара-
болических систем вида

u1t +Mu1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f1(t, x), (17)

u2t + Lu2 = Bu1 + γ(x, u1) + f2(t, x), (t, x) ∈ QT , (18)

с краевыми условиями

u1|t=0 = u0(x), u1|t=T = uT (x), x ∈ Ω, (19)

ui|ST
= βi(t, x), i = 1, 2, (20)
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которым посвящен §4.1. Здесь Ui(x) ≡
∫ T

0 uidt, i = 1, 2.M,L,B – линейные диф-
ференциальные операторы второго порядка по пространственным переменным,
A – либо тождественный оператор, либо линейный дифференциальный опера-
тор второго порядка по пространственным переменным вида

A = −div(A(x)∇) + (a,∇)R + a(x)I, (21)

где A(x) ≡ (aij(x)) – матрица функций, i, j = 1, 2, . . . , n; a = a(x) – вектор-
функция; a – скалярная функция. Основными результатами данного параграфа
являются достаточные условия существования и единственности решения зада-
чи (17)–(20) (теоремы 4.1.3 и 4.1.4). Теоремы 4.1.3 и 4.1.4 относятся к основным
результатам диссертационной работы. Результаты этого параграфа опублико-
ваны в [91].

В §4.2 обсуждаются условия разрешимости и единственности решения
аналогичной нелокальной задачи для системы уравнений, неразрешенных отно-
сительно производных по времени. Здесь исследуются некоторые нелокальные
краевые задачи для уравнения соболевского типа и корректность одной обрат-
ной задачи для полулинейного нагруженного уравнения (теорема 4.2.5). Затем
с помощью этих результатов устанавливаются достаточные условия существо-
вания и единственности решения основной нелокальной задачи для системы
уравнений

(M1u1)t +M2u1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f1(t, x),

(L1u2)t + L2u2 = Bu1 + γ(x, u1) + f2(t, x), (t, x) ∈ QT ,

с условиями

(M1u1)|t=0 = u0(x), (M1u1)|t=T = uT (x), x ∈ Ω,

uk|ST
= βk(t, x).

(теоремы 4.2.6 и 4.2.7). Так же, как и в предыдущем параграфе, предполагается,
что линейный оператор A – это либо тождественный оператор, т. е. A = I, либо
дифференциальный оператор вида (21), Mi, Li, B – линейные дифференциаль-
ные операторы второго порядка по пространственным переменным, i = 1, 2.
Операторы
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Теоремы 4.2.6 и 4.2.7 относятся к основным результатам диссертационной
работы. Результаты §4.2 опубликованы в [248].

Автор выражает глубокую благодарность члену-корреспонденту РАН про-
фессору В. В. Пухначеву и профессору В. К. Андрееву за помощь, поддержку
и внимание к диссертационной работе.
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Глава 1. Уравнения и системы, неразрешенные относительно
производной по времени

В данной главе исследуется корректность задач Коши для нелинейных
операторных дифференциальных уравнений, неразрешенных относительно про-
изводной по времени с монотонными операторами в старшем члене, а также для
нелинейных эволюционных систем в абстрактных банаховых пространствах.
Доказываются теоремы существования, которые обобщают результаты, полу-
ченные Ю.Я. Беловым и Н.Н.Яненко [18–22] для операторных дифференци-
альных уравнений и эволюционных систем на случай операторов, зависящих
от времени. Идеи и метод доказательства существования решения, разработан-
ные для таких операторных дифференциальных уравнений, применяются при
исследовании корректности краевой задачи для линейного уравнения соболев-
ского типа со смешанным нелинейным граничным условием. Кроме того, дока-
зывается существование и единственность решения краевой задачи для одного
класса нелинейных уравнений, неразрешенных относительно старшей произ-
водной по времени, с немонотонными операторами в банаховых пространствах.
Приводятся достаточные условия на операторы уравнений соболевского типа,
а также на начальные и граничные данные, при которых справедливы теоремы
сравнения для решений соответствующих краевых задач.

1.1 Теоремы существования и единственности для уравнений и
систем с монотонными операторами

В данном параграфе обсуждаются вопросы корректности в банаховых
пространствах задач Коши для нелинейных уравнений соболевского типа и эво-
люционных систем, которые включают в себя уравнение, неразрешенное отно-
сительно производной по времени.

1.1.1 Задача Коши для эволюционной системы

Рассмотрим сепарабельное рефлексивное банахово пространство U , в ко-
тором существует счетный базис, и гильбертовы пространства V и H такие, что
U ⊂ V ⊂ H, вложения плотны и непрерывны, вложение V ⊂ H компактно.
Данные пространства считаем действительными. Отождествляя пространство
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H со своим сопряженным, получим вложения U ⊂ V ⊂ H ⊂ V ′ ⊂ U ′, где
V ′, U ′ – пространства, сопряженные к V и U , соответственно. Обозначим через〈
ψ, χ

〉
X

(ψ ∈ X ′, χ ∈ X) отношение двойственности пространств X и X ′; (·, ·),
(·, ·)V (∥ · ∥, ∥ · ∥V ) – скалярные произведения (нормы) в пространствах H, V .
Считаем отношения двойственности введенных выше пространств согласован-
ными, т. е. (ψ, χ) =

〈
ψ, χ

〉
V
=

〈
ψ, χ

〉
U

для любых ψ ∈ H, χ ∈ U .
Зададим в пространстве U базис {wk}∞k=1, ортонормированный в H, и

введем пространства

XN =
{
u
∣∣u =

N∑
k=1

ck(t)w
k, ck ∈ W 1

2 (0, T )
}
, N = 1, 2, . . . .

Рассмотрим систему дифференциальных операторных уравнений

d
dtR(t)(u1) +N1(t)(u) + L1(t)(u1) = f1,

εdu2

dt +N2(t)(u) + L2(t)(u2) = f2,

(1.1.1)

где R(t) : U → U ′, Ni(t) : U × V → V ′, i = 1, 2, – семейства, вообще говоря,
нелинейных операторов; Li(t) : V → V ′ – семейства линейных операторов,
i = 1, 2; t ∈ [0, T ], u = {u1, u2} – вектор неизвестных функций, ε ∈ (0, ε0] –
постоянная. Поставим начальные условия

u(0) = u0. (1.1.2)

Здесь u0 = {u01, u02} – заданный вектор.
Будем считать, что семейство операторов R(t) : U → U ′ индуцирует опе-

ратор R(t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′), p = const ≥ 2, 1
p + 1

p′ = 1. Введем
следующие предположения.

I. Оператор R(t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′) ограничен и удовлетворяет
условиям:

1) существуют семейство операторов A(t) : U → L(U,U ′) (L(U,U ′) – про-
странство линейных непрерывных операторов из U в U ′) и нелинейный опера-
тор Y (t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′) такие, что на элеметах v(t) ∈ XN , N ≥ 1,
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выполняются соотношения〈 d
dt
R(t)(v(t)), wk

〉
U
=

〈
A(t, v(t))

dv(t)

dt
, wk

〉
U
+
〈
Y (t)(v(t)), wk

〉
U
=

=
N∑
j=1

βkj(t, c(t))
dcj(t)

dt
+
〈
Y (t)(v(t)), wk

〉
U
, (1.1.3)

где βkj(t, c(t)) и
〈
Y (t)(v(t)), wk

〉
U

– функции непрерывные вместе со своими
производными по ci, i = 1, . . . , N , для любого ψ ∈ U〈

A(t, v(t))ψ, ψ
〉
U
≥ α1∥ψ∥2V , t ∈ [0, T ], (1.1.4)

и для любого v(t) ∈ XN , N ≥ 1,

T∫
0

〈
Y (t)(v(t)),

dv

dt

〉
U
dt ≥ −α2

(
∥v(0)∥pU +

T∫
0

∥v(t)∥pUdt+ 1
)
, (1.1.5)

где αj = const > 0, j = 1, 2;
2) оператор R(0) : U → U ′ непрерывен;
3) оператор R(t) монотонный и семинепрерывный: для любых u, v, w ∈

Lp(0, T ;U)
T∫

0

〈
R(t)(u)−R(t)(v), u− v

〉
U
dt ≥ 0,

T∫
0

〈
R(t)(u+ ξv), w

〉
U
dt→

T∫
0

〈
R(t)(u), w

〉
U
dt, ξ = const→ +0;

4) для любых v ∈
⋂∞

N=1XN и t ∈ [0, T ] имеет место неравенство

t∫
0

〈 d
dt
R(θ)(v), v

〉
U
dθ ≥ r1∥v∥pU − r2

t∫
0

∥v∥pUdθ − r3∥v(0)∥pU , (1.1.6)

где r1, r2, r3 – положительные константы.
II. Семейства линейных ограниченных самосопряженных операторов

Li(t) : V → V ′ отвечают следующим условиям:
1) существуют постоянные ki > 0, i = 1, 2 такие, что для любого ψ ∈ V ,

t ∈ [0, T ] 〈
Li(t)ψ, ψ

〉
V
≥ ki∥ψ∥2V , i = 1, 2; (1.1.7)
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2) для каждого v ∈ L2(0, T ;V )

d

dt

(
L1(t)v

)
= L1(t)

dv

dt
+ L′

1(t)v,

и при любом t ∈ [0, T ] оператор L′
1(t) удовлетворяет условию

∥L′
1(t)v∥V ≤ L0∥v∥V (1.1.8)

с некоторой постоянной L0;
3) функции Φi(t) =

〈
Li(t)v, w

〉
V
, i = 1, 2, непрерывны по t при любых

v, w ∈ V .
III. Семейства операторов Ni(t) : U × V → V ′, i = 1, 2, удовлетворяют

ограничениям:
1) функции Ψi

N,k(t, c) =
〈
Ni(t)(v

N(t)), wk
〉
V

непрерывны вместе с произ-
водными по cNij (t) и t при любом vN = {vN1 , vN2 }, где vNi =

∑N
j=1 c

N
ij (t)w

j;
2) при любых u ∈ U × V〈〈

N(t)(u), u
〉〉

≡
2∑

i=1

〈
Ni(t)(u), ui

〉
V
≥

≥ −N0(∥u1∥pU + 1 + ∥u2∥2)−
2∑

i=1

νi∥ui∥2V , (1.1.9)

где N0 и νi – произвольные неотрицательные постоянные, причем νi < ki,
i = 1, 2.

IV. Семейства операторов Ni(t) порождают ограниченные операторы
Ni(t) : G→ L2(0, T ;V ′), i = 1, 2, гдеG = L∞(0, T ;U)×L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V ).

Рассмотрим пространства

Z̃ =
{
u = {u1, u2}

∣∣u1 ∈ L∞(0, T ;U),
du1
dt

∈ L2(0, T ;V );

u2 ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ),
du2
dt

∈ L2(0, T ;V ′)
}
,

Z =
{
u
∣∣u ∈ Z̃,

d

dt
R(t)(u1) ∈ L2(0, T ;V ′)

}
.

V. Из всякой ограниченной в Z̃ последовательности {un} можно выбрать
подпоследовательность {uν}, слабо сходящуюся в Z̃ к элементу u, такую что
для любого ζ(t) ∈ L∞(0, T )

T∫
0

〈 t∫
0

N1(θ)(u
ν)dθ, uν1

〉
V
ζdt→

T∫
0

〈 t∫
0

N1(θ)(u)dθ, u1

〉
V
ζdt, (1.1.10)
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для любого v = {φ, 0} ∈ Z̃

T∫
0

〈 t∫
0

N1(θ)(u
ν)dθ, φ

〉
V
dt→

T∫
0

〈 t∫
0

N1(θ)(u)dθ, φ
〉
V
dt (1.1.11)

и для любого ψ ∈ L2(0, T ;V )

T∫
0

〈 t∫
0

N2(θ)(u
ν)dθ, ψ

〉
V
dt→

T∫
0

〈 t∫
0

N2(θ)(u)dθ, ψ
〉
V
dt (1.1.12)

при ν → ∞.
Будем называть решением задачи (1.1.1), (1.1.2) пару функций вида u =

{u1, u2} из класса Z, удовлетворяющую тождествам

T∫
0

〈
R(t)(u1), φ1

〉
U
dt +

T∫
0

〈 t∫
0

N1(τ)(u)dτ, φ1

〉
V
dt+

+

T∫
0

〈 t∫
0

L1(τ)u1dτ, φ1

〉
V
dt =

T∫
0

{〈
R(0)(u01), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, φ1

〉
V

}
dt,

T∫
0

〈
ε
du2
dt

+ L2(t)u2 + N2(t)(u), φ2

〉
V
dt =

T∫
0

〈
f2, φ2

〉
V
dt

при любых φ = (φ1, φ2) ∈ Lp(0, T ;U)× L2(0, T ;V ).

Теорема 1.1.1. Пусть u0 ∈ U × V , f ∈ L2(0, T ; (V ′)2) и выполняются
предположения I–V. Тогда существует по крайней мере одно решение u задачи
(1.1.1), (1.1.2) из класса Z.

Доказательство. Будем искать приближенное решение задачи (1.1.1),
(1.1.2) в виде

un(t) =
{
un1 , u

n
2

}
=

{ n∑
j=1

cn1j(t)w
j,

n∑
j=1

cn2j(t)w
j
}
,
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где вектор cni = (cni1, c
n
i2, . . . , c

n
in) является решением задачи〈 d

dt
R(t)(un1), w

j
〉
U
+
〈
N1(t)(u

n), wj
〉
V
+
〈
L1(t)u

n
1 , w

j
〉
V
=

=
〈
f1, w

j
〉
V
; (1.1.13)

ε
(dun2
dt

, wj
)
+
〈
N2(t)(u

n), wj
〉
V
+
〈
L2(t)u

n
2 , w

j
〉
V
=

=
〈
f2, w

j
〉
V
; j = 1, . . . , n. (1.1.14)

cj(0) = u0j , j = 1, . . . , n. (1.1.15)

Здесь cj(0) =
{
cj1(0), c

j
2(0)

}
, u0j =

{
u01j, u

0
2j

}
и выполняются соотношения

un(0) =
{ n∑

j=1

u01jw
j,

n∑
j=1

u02jw
j
}
→ u0 =

{
u01, u

0
2

}
сильно в U × V, n→ ∞.

(1.1.16)
Аналогично [19] можно показать, что система обыковенных дифференциальных
уравнений (1.1.13), (1.1.14) приводится к нормальной.

Умножим (1.1.13), (1.1.14) на cn1j и cn2j соответственно, просуммируем по j
и проинтегрируем результат на отрезке [0, t], t ∈ [0, T ]. Учитывая соотношения
(1.1.6), (1.1.7), согласно лемме Гронуолла получим оценку

∥un1∥U + ∥un2∥+
2∑

i=1

∥uni ∥L2(0,T ;V ) ≤ C, (1.1.17)

где C = const > 0 зависит от ∥u01∥U , ∥u02∥V , ε, T , ∥fi∥L2(0,T ;(V ′)2), ki, N0, νi, r1,
r2, r3 и не зависит от n.

Вследствие (1.1.17) можно выбрать подпоследовательность ν → ∞ такую,
что

uν1 → u1 ∗-слабо в L∞(0, T ;U), (1.1.18)

uν2 → u2 ∗-слабо в L∞(0, T ;H) и слабо в L2(0, T ;V ). (1.1.19)

Умножим (1.1.13) на dcn1j
dt , просуммируем по j и проинтегрируем резуль-

тат по отрезку [0, T ]. Учитывая соотношения (1.1.3)–(1.1.5) и ограниченность
операторов N1(t) и L1(t), получим оценку∥∥∥dun1

dt

∥∥∥
L2(0,T ;V )

≤ K, (1.1.20)
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где K = const > 0 не зависит от n. Из (1.1.20) вытекает, что подпоследователь-
ность uν =

{
uν1, u

ν
2

}
можно выбрать такой, чтобы

duν1
dt

→ du1
dt

слабо в L2(0, T ;V ). (1.1.21)

В силу ограниченности операторов N2(t) и L2(t) производная dun
2

dt ограни-
чена в L2(0, T ;V ′). Следовательно, из последовательности uν можно выбрать
подпоследовательность (обозначим ее снова через uν) такую, что

duν2
dt

→ du2
dt

слабо в L2(0, T ;V ′). (1.1.22)

Можно считать при этом, что для {uν} выполняются соотношения (1.1.10)–
(1.1.12).

Проинтегрируем равенства (1.1.13) на отрезке [0, t], 0 ≤ t ≤ T . Это даст

〈
R(t)(un1(t)), w

j
〉
U
+
〈 t∫

0

N1(u
n)dτ, wj

〉
V
+
〈 t∫

0

L1u
n
1dτ, w

j
〉
V
=

=
〈
R(0)(un1(0)), w

j
〉
U
+
〈 t∫

0

f1(τ)dτ, w
j
〉
V
, j = 1, 2, . . . , n.

Из последних соотношений и (1.1.14) получаем равенства

〈
R(uν1), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

N1(u
ν)dτ, φ1

〉
V
+
〈 t∫

0

L1u
ν
1dτ, φ1

〉
V
=

=
〈
R(0)(uν1(0)), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, φ1

〉
V
, (1.1.23)

ε
(duν2
dt
, φ2

)
+
〈
N2(u

ν), φ2

〉
V
+
〈
L2u

ν
2, φ2

〉
V
=

〈
f2, φ2

〉
V
, (1.1.24)

верные для любых φ = (φ1, φ2) ∈ XN ×XN , N ≤ n.
Рассмотрим оператор J(t)(v) = R(t)(v) +

∫ t

0 L1vdτ , отображающий про-
странство Lp(0, T ;U) в пространство Lp′(0, T ;U ′). Очевидно, J(t) – ограничен-
ный семинепрерывный оператор. Ввиду ограниченности множества

{
J(t)(uν1)

}
в Lp′(0, T ;U ′) подпоследовательность {uν} можно выбрать такой, чтобы

J(t)(uν1) → χ слабо в Lp′(0, T ;U ′). (1.1.25)
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Докажем, что χ = J(t)(u1). Действительно, пусть w = (w1, 0) ∈ Z̃. Из
(1.1.7) и (1.1.8) следуют соотношения

τ∫
0

〈 t∫
0

L1(θ)w1dθ, w1

〉
V
dt =

τ∫
0

d

dt

〈 t∫
0

L1(θ)w1dθ,

t∫
0

w1dθ
〉
V
dt−

τ∫
0

〈
L1(t)w1,

t∫
0

w1dθ
〉
V
dt =

τ∫
0

〈
L1(t)w1,

τ∫
0

w1dθ
〉
V
dt−

−
τ∫

0

〈
L1(t)w1,

t∫
0

w1dθ
〉
V
dt =

τ∫
0

d

dt

〈 t∫
0

w1dθ, L1(t)

τ∫
0

w1dθ
〉
V
dt−

−
τ∫

0

〈 t∫
0

w1dθ, L
′
1(t)

τ∫
0

w1dθ
〉
V
dt− 1

2

τ∫
0

d

dt

〈 t∫
0

w1dθ, L1

t∫
0

w1dθ
〉
V
dt+

+
1

2

τ∫
0

〈 t∫
0

w1dθ, L
′
1(t)

t∫
0

w1dθ
〉
V
dt ≥ 1

2

〈 τ∫
0

w1dθ, L1(τ)

τ∫
0

w1dθ
〉
V
dt−

−1

2
L0

τ∫
0

∥∥∥ t∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
dt− L0

τ∫
0

∥∥∥ t∫
0

w1dθ
∥∥∥
V

∥∥∥ τ∫
0

w1dθ
∥∥∥
V
dt ≥

≥ k1 − σL0τ

2

∥∥∥ τ∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
− L0(1 + σ)

2σ

τ∫
0

∥∥∥ t∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
dt,

откуда, выбирая σ из условия k1 − σL′
1T > 0, получим неравенство

τ∫
0

〈 t∫
0

L1(θ)w1dθ, w1

〉
V
dt ≥ k1 − σL0τ

2

∥∥∥ τ∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
−

−L0(1 + σ)

2σ

τ∫
0

∥∥∥ t∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
dt (1.1.26)

справедливое при всех 0 ≤ τ ≤ T . Из (1.1.26) следует, что

s∫
0

ecσ(s−τ)

τ∫
0

〈 t∫
0

L1(θ)w1dθ, w1

〉
V
dtdτ ≥

s∫
0

∥∥∥ τ∫
0

w1dθ
∥∥∥2
V
dτ ≥ 0 (1.1.27)
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для всех s ∈ [0, T ], где cσ = L0(1 + σ)[σ(k1 − σL0T )]
−1. Тогда, учитывая моно-

тонность оператора R(t) и (1.1.27), для любых v′, v′′ ∈ Z̃ будем иметь

s∫
0

ecσ(s−τ)

τ∫
0

〈
J(t)(v′1)− J(t)(v′′1), v

′
1 − v′′1

〉
U
dtdτ ≥ 0

на [0, T ]. Пусть w1 –произвольный элемент из Lp(0, T ;U). В силу последнего
неравенства

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

〈
J(uν1)− J(w1), u

ν
1 − w1

〉
U
dtdτ ≥ 0. (1.1.28)

Положим в уравнении (1.1.23) φ1 = uν1, проинтегрируем по t от 0 до τ , где
0 ≤ τ ≤ T , умножим на ecσ(T−τ) и проинтегрируем результат по τ от 0 до T .
Это даст

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

〈
J(uν1), u

ν
1

〉
U
dt dτ +

T∫
0

ecσ(T−τ)
〈 τ∫

0

N1(u
ν)dθ, uν1

〉
V
dτ =

=

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

{〈
R(0)(uν1(0)), u

ν
1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, u
ν
1

〉
V

}
dt dτ.

Выразим значение
∫ T

0 ecσ(T−τ)
∫ τ

0

〈
J(uν1), u

ν
1

〉
U
dtdτ из последнего равенства. Под-

ставляя его в неравенство (1.1.28) и переходя к пределу при ν → ∞ (что воз-
можно ввиду непрерывности R(0) и условий (1.1.9), (1.1.10), (1.1.18), (1.1.19),
(1.1.25)), приходим к соотношению

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

{〈
R(0)(u1(0)), u1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, u1

〉
V

}
dt dτ−

−
T∫

0

ecσ(T−τ)
〈 τ∫

0

N1(u)dτ, u1

〉
V
dτ−

−
T∫

0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

{〈
χ,w1

〉
U
+
〈
J(w1), u1 − w1

〉
U

}
dt dτ ≥ 0. (1.1.29)
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Проинтегрируем (1.1.23) по t от 0 до τ , 0 ≤ τ ≤ T , умножим на ecσ(T−τ) и
проинтегрируем по τ от 0 до T . Переходя к пределу при ν → ∞, получим соот-
ношение, справедливое при любом φ1 ∈ XN . Ввиду плотности XN в простран-
стве Lp(0, T ;U) данное соотношение имеет место при любом φ1 ∈ Lp(0, T ;U).
Полагая в нем ϕ1 = u1 и складывая результат с (1.1.29), будем иметь

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

〈
χ− J(t)(w1), u1 − w1

〉
U
dtdτ ≥ 0.

Пусть w1 = u1 + ξv, где v ∈ Lp(0, T ;U). Тогда последнее соотношение имеет
вид:

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

〈
J(t)(u1 + ξv)− χ, v

〉
U
dtdτ ≥ 0.

Так как оператор J(t) семинепрерывен, при ξ → +0 получаем неравенство

T∫
0

ecσ(T−τ)

τ∫
0

〈
J(t)(u1)− χ, v

〉
U
dtdτ ≥ 0

для любого v ∈ Lp(0, T ;U), откуда вытекает, что

J(t)(u1) = χ. (1.1.30)

Вследствие (1.1.11), (1.1.12), (1.1.16), (1.1.18), (1.1.19), (1.1.21), (1.1.22),
(1.1.25), (1.1.30) и непрерывности оператора R(0), проинтегрировав в (1.1.23),
(1.1.24) по t от 0 до T , можно перейти к пределу при ν → ∞. Получим тожде-
ства

T∫
0

{〈
R(u1), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

N1(u)dτ, φ1

〉
V
+
〈 t∫

0

L1u1dτ, φ1

〉
V

}
dt =

=

T∫
0

{〈
R(0)(u1(0)), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, φ1

〉
V

}
dt, (1.1.31)

ε

T∫
0

{(du2
dt
, φ2

)
+
〈
N2(u), φ2

〉
V
+
〈
L2u2, φ2

〉
V

}
dt =

T∫
0

〈
f2, φ2

〉
V
dt (1.1.32)

верные при любых φ = (φ1, φ2) ∈
⋂∞

N=1XN ×
⋂∞

N=1XN . В силу плотности вло-
жения множества

⋂∞
N=1XN ×

⋂∞
N=1XN в пространство Lp(0, T ;U)×L2(0, T ;V )
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тождества (1.1.31), (1.1.32) справедливы для любых φ = (φ1, φ2) ∈ Lp(0, T ;U)×
L2(0, T ;V ). Из (1.1.31) следует, что

d

dt
R(t)(u1) ∈ L2(0, T ;V ′),

и u удовлетворяет системе уравнений (1.1.1). Из (1.1.16), (1.1.19), (1.1.21) и
(1.1.22) можно показать, что u(0) = u0. Теорема доказана.

Для доказательства единственности решения задачи (1.1.1), (1.1.2) введем
следующие предположения.

VI. Для всех φ, ψ ∈ U〈
R(t)(φ)−R(t)(ψ), φ− ψ

〉
U
≥ b1∥φ− ψ∥pU + b2∥φ− ψ∥2V , (1.1.33)

где b1, b2 – положительные постоянные.
VII. Для любого отрезка [t1, t2] ⊂ [0, T ] и для любых u, v ∈ Z, удовлетво-

ряющих условию u(t1) = v(t1), выполняется неравенство

−
t2∫

t1

{〈 t∫
t1

(N1(u)−N1(v))dτ, u1 − v1

〉
V
+
〈
N2(u)−N2(v)), u2 − v2

〉
V

}
dt ≤

≤ b1∥u1 − v1∥pLp(t1,t2;U) +
ε

2
∥u2 − v2∥2L∞(0,T ;H) +

2∑
i=1

γi∥ui − vi∥2L2(t1,t2;V ) +

+(l + d1(t2 − t1))
∥∥∥ t2∫

t1

{
u1 − v1

}
dt
∥∥∥2
V
+ d2

t2∫
t1

∥∥∥ t∫
t1

{
u1 − v1

}
dτ

∥∥∥2
V
dt, (1.1.34)

где неотрицательные постоянные di зависят лишь от ε, b1, γi, l, T , ∥u∥Z , ∥v∥Z
и не зависят от выбора точек t1 и t2. Причем

0 < γ1 < min{k2, b2}, 0 < γ2 < k2, 0 < l <
k1
2
. (1.1.35)

Теорема 1.1.2. Пусть выполняются условия теоремы 1.1.1 и предполо-
жения VI, VII. Тогда существует единственное решение u = {u1, u2} задачи
(1.1.1), (1.1.2) в классе Z.

Доказательство. Существование решения следует из теоремы 1.1.1. Рас-
смотрим два решения задачи (1.1.1), (1.1.2): u1 =

{
u11, u

1
2

}
и u2 =

{
u21, u

2
2

}
.
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Нетрудно проверить, что для u1 и u2 выполняются равенства

〈
R(ui1), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

N1(u
i)dτ, φ1

〉
V
+
〈 t∫

0

L1u
i
1dτ, φ1

〉
V
=

=
〈
R(0)(u1(0)), φ1

〉
U
+
〈 t∫

0

f1dτ, φ1

〉
V
, i = 1, 2, (1.1.36)

ε
〈dui2
dt
, φ2

〉
V
+
〈
N2(u

i), φ2

〉
V
+
〈
L2u

i
2, φ2

〉
V
=

〈
f2, φ2

〉
V
, i = 1, 2,(1.1.37)

при всех φ = (φ1, φ2) ∈ Lp(0, T ;U)×L2(0, T ;V ). Вычтем из первого уравнения
(1.1.36) (i = 1) и первого уравнения (1.1.37) (i = 1) второе уравнение (1.1.36)
(i = 2) и второе уравнение (1.1.37) (i = 2) соответственно. Положим φ ={
u11 − u21, u

1
2 − u22

}
, проинтегрируем результат по отрезку [0, τ ], 0 < τ ≤ τ0 ≤ T ,

где

τ0 =

 min
{
T, k1L0

}
, d1 = 0,

min
{

k1−2l
2d1

, k1L0

}
, d1 ̸= 0,

и сложим полученные соотношения. Вследствие условий (1.1.7), (1.1.33)–(1.1.35)
и соотношения (1.1.26) при σ = 1 с помощью леммы Гронуолла получим оценку∥∥u11 − u21

∥∥2
L2(0,τ ;V )

+
∥∥u12 − u22∥2L2(0,τ ;V ) ≤ 0,

откуда следует, что u1 = u2 на отрезке [0, τ0]. Рассматривая разность u = u1−u2

на отрезке [τ0, 2τ0] мы аналогичными рассуждениями докажем равенства u1 =
u2 на этом отрезке. Через конечное число шагов получим, что u1 = u2 на отрезке
[0, T ]. Теорема доказана.

1.1.2 Задача Коши для для уравнения, неразрешенного
относительно производной по времени

Рассмотрим на отрезке [0, T ] задачу Коши

d

dt

{
u+ εR(t)(u)

}
+ N(t)(u) + µL(t)u = f, (1.1.38)

u(0) = u0, (1.1.39)

где ε, µ – постоянные, ε ∈ (0, ε0], µ ∈ [0, µ0].
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Введем следующие предположения относительно операторов уравнения
(1.1.38).

VIII. Оператор R(t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′), p ≥ 2, 1
p +

1
p′ = 1, огра-

ничен и удовлетворяет следующим условиям:
1) существуют семейство операторов A(t) : U → L(U,U ′) и нелинейный

оператор Y (t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′) такие, что на элеметах v(t) ∈ XN ,
N ≥ 1, выполняются соотношения (1.1.3), где βkj(t, c(t)) и

〈
Y (t)(v(t)), wk

〉
U

–
функции непрерывные вместе со своими производными по ci, i = 1, . . . , N , для
любого ψ ∈ U 〈

A(t, v(t))ψ, ψ
〉
U
≥ 0, t ∈ [0, T ], (1.1.40)

и для любого v(t) ∈ XN , N > 1, для Y (t) имеет место неравенство (1.1.5);
2) оператор R(t) удовлетворяет условиям 3) и 4) предположения I.
IX. Семейство линейных ограниченных операторов L(t) : V → V ′ таково,

что
1) для любого ψ ∈ V , t ∈ [0, T ]〈

L(t)ψ, ψ
〉
V
≥ l1∥ψ∥2V ,

где постоянная l1 > 0;
2) для каждого v ∈ L2(0, T ;V )

d

dt

(
L(t)v

)
= L(t)

dv

dt
+ L′(t)v,

и при любом t ∈ [0, T ] оператор L′(t) удовлетворяет условию (1.1.8), то есть
неравенству

∥L′(t)v∥V ≤ L0∥v∥V

с некоторой постоянной L0 для всех v ∈ V ;
3) функция Φ(t) =

〈
L(t)v, w

〉
V

непрерывна по t при любых v, w ∈ V .
Введем пространства

W̃ =
{
v
∣∣v ∈ L∞(0, T ;U),

dv

dt
∈ L2(0, T ;H);

}
,

W =
{
v
∣∣v ∈ W̃ ,

d

dt
R(t)(v) ∈ L2(0, T ;H) + L∞(0, T ;V ′)

}
.

X. Семейство операторов N(t) : U → H удовлетворяет следующим усло-
виям:
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1) при любом v(t) ∈ XN функции Ψk(t, c) = (N(t)(v(t)), wk) непрерывны
вместе с частными производными по t, cj(t) j = 1, 2, . . . , N , N = 1, 2, . . .;

2) для ψ из шара ∥ψ∥U ≤ ρ, где ρ = const ≥ 0, имеет место неравенство

∥N(t)(ψ)∥ ≤ γ(ρ)

и для всех ψ ∈ U

(N(t)(ψ), ψ) ≥ −q∥ψ∥pU − q1,

где γ(ρ), q и q1 – неотрицательные постоянные, независящие от ψ;
3) из любой ограниченной в W̃ последовательности {um} можно выбрать

подпоследовательность {uν}, слабо сходящуюся к элементу u в W̃ , такую, что

T∫
0

( t∫
0

N(θ)(uν)dθ, uν
)
dt→

T∫
0

( t∫
0

N(θ)(u)dθ, u
)
dt, (1.1.41)

и для любого v =∈ W̃

T∫
0

( t∫
0

N(θ)(uν)dθ, v
)
dt→

T∫
0

( t∫
0

N(θ)(u)dθ, v
)
dt

при ν → ∞.
Будем называть решением задачи (1.1.38), (1.1.39) функцию u из класса

W , удовлетворяющую интегральному тождеству

T∫
0

〈
u+ εR(u), φ

〉
U
dt +

T∫
0

( t∫
0

N(τ)(u)dτ, φ
)
dt+ µ

T∫
0

〈 t∫
0

Ludτ, φ
〉
V
dt =

=

T∫
0

〈
u0 + εR(0)(u0) +

t∫
0

f1dτ, φ
〉
U
dt (1.1.42)

при любых φ ∈ Lp(0, T ;U).

Теорема 1.1.3. Пусть µ ≥ 0, ε > 0, u0 ∈ U , f ∈ L2(0, T ;H) и вы-
полняются предположения VIII – X. Тогда существует по крайней мере одно
решение задачи (1.1.38), (1.1.39) в классе W .

Введем дополнительное предположение относительно семейства операто-
ров N(t).
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XI. Для любого отрезка [t1, t2] ⊂ [0, T ] и для любых u, v ∈ Z таких, что
u(t1) = v(t1), выполняется неравенство

∣∣∣ t2∫
t1

( t∫
t1

{
N(u)−N(v)

}
dτ, u− v

)
dt
∣∣∣ ≤ εb1∥u− v∥pLp(t1,t2;U) +

+∥u− v∥2L2(t1,t2;H) + d1(t2 − t1)
∥∥∥ t2∫

t1

{
u− v

}
dt
∥∥∥2
V
+ d2

t2∫
t1

∥∥∥ t∫
t1

{
u− v

}
dτ

∥∥∥2
V
dt,

где неотрицательные постоянные d1 и d2 зависят лишь от T , ∥u∥W , ∥v∥W и не
зависят от t1 и t2.

Теорема 1.1.4. Пусть выполняются предположения VIII – XI, µ > 0 и
для всех φ, ψ ∈ U справедливо неравенство (1.1.33) с b2 = 0, то есть〈

R(t)(φ)−R(t)(ψ), φ− ψ
〉
U
≥ b1∥φ− ψ∥pU . (1.1.43)

Тогда существует единственное решение задачи (1.1.38), (1.1.39) в классе W .

Доказательства теорем 1.1.3 и 1.1.4 в основных моментах повторяют до-
казательства теорем 1.1.1, 1.1.2 с той лишь разницей, что все рассуждения про-
водятся для одного уравнения, а не для системы.

1.1.3 Обобщения и примеры

Рассмотрим операторы R(t) и N(t), обладающие несколько иными свой-
ствами.

XII. Оператор R(t) : Lp(0, T ;U) → Lp′(0, T ;U ′) удовлетворяет предпо-
ложению VIII, в котором условие (1.1.3) заменено на следующее: для любого
χ ∈ U и t ∈ [0, T ] справедливо неравенство〈

A(t, v(t))χ, χ
〉
U
≥ α3∥χ∥pU ,

где положительная постоянная α3 не зависит от χ и v.
XIII. Оператор N(t) : U → U ′ отвечает следующим условиям:
1) для оператора N(t) выполняются условия 1) и 2) предположения X;
2) из всякой ограниченной в классе

Ỹ =
{
v
∣∣v ∈ L∞(0, T ;U),

dv

dt
∈ Lp(0, T ;U)

}
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последовательности {um} можно выбрать подпоследовательность {uν}, слабо
сходящуюся к элементу u в Ỹ , такую, что

T∫
0

〈 t∫
0

N(θ)(uν)dθ, uν
〉
U
dt→

T∫
0

〈 t∫
0

N(θ)(u)dθ, u
〉
U
dt,

и для любого v ∈ Ỹ

T∫
0

〈 t∫
0

N(θ)(uν)dθ, v
〉
U
dt→

T∫
0

〈 t∫
0

N(θ)(u)dθ, v
〉
U
dt

при ν → ∞.
Наряду с пространством Ỹ введем класс функций

Y =
{
v
∣∣v ∈ L∞(0, T ;U),

dv

dt
∈ Lp(0, T ;U),

d

dt
R(v) ∈ Lp(0, T ;U) + Lp′(0, T ;U ′)

}
.

Теорема 1.1.5. Пусть ε > 0, µ ≥ 0, u0 ∈ U , f ∈ Lp′(0, T ;U ′) и выпол-
няются предположения IX, XII и XIII. Тогда существует по крайней мере
одно решение задачи (1.1.38), (1.1.39) в классе Y . Если при этом µ > 0, име-
ет место (1.1.43) и выполняется предположение XI, в котором постоянные
dj зависят лишь от ∥u∥Y и ∥v∥Y , то решение задачи (1.1.38), (1.1.39) един-
ственно в классе Y .

Доказательство теоремы 1.1.5 аналогично доказательству теорем 1.1.3,
1.1.4 и в основных моментах повторяет доказательства теорем 1.1.1, 1.1.2 с той
разницей, что все рассуждения проводятся для одного уравнения, а не для
системы.

Рассмотрим более общий случай, когда пространства U не обязательно
вложено в V , но вложено в H. При этом считаем, что вложения U и V в H

плотны и компактны, и выполняется следующее предположение.
XIV. Существует банахово пространство B, непрерывно вложенное в про-

странства U и V . Отношения двойственности простраств B, U , V и скалярное
произведение в H согласованы.

Теорема 1.1.6. Пусть f ∈ L2(0, T ;H), u0 ∈ B, µ > 0 и выполняются
предположения VI, VIII – XI, XIV. Тогда существует единственное решение
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задачи (1.1.38), (1.1.39) в классе{
u
∣∣u ∈ L∞(0, T ;U) ∩ L2(0, T ;V ),

du

dt
∈ L2(0, T ;H),

d

dt
R(u) ∈ L2(0, T ;H) + L2(0, T ;V ′)

}
.

Теорема 1.1.7. Пусть f = (f1, f2) ∈ L2(0, T ; (V ′)2), u0 = (u01, u
0
2) ∈ B×V

и выполняются предположения I – VII, XIV. Тогда существует единственное
решение u =

{
u1, u2

}
задачи (1.1.1), (1.1.2) в классе{

u = (u1, u2)
∣∣u1 ∈ L∞(0, T ;U) ∩ L2(0, T ;V ),

du1
dt

∈ L2(0, T ;V ),

d

dt
R(u1) ∈ L2(0, T ;V ′), u2 ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ),

du2
dt

∈ L2(0, T ;V ′)
}
.

Теоремы 1.1.6, 1.1.7 доказываются аналогично теоремам 1.1.1, 1.1.2 на-
стоящего параграфа. Заметим только, что базис

{
wk

}
здесь выбирается в про-

странстве B.
Рассмотрим примеры модельных уравнений и соответствующих краевых

задач, для которых справедливы полученные результаты.
В работах [107, 162] было выведено нелинейное одномерное модельное

уравнение, описывающее нелинейные поверхностные волны, распространяю-
щиеся вдоль некоторого направления (его можно считать координатным на-
правлением Ox). При учете вязкости жидкости µ они описываются уравнением
Осколкова–Бенджамена–Бона–Махони–Бюргерса

ut − uxxt + uux − µuxx − ux = 0,

где u – скорость движения жидкости. Аналогичное уравнение моделирует по-
тенциал u электрического поля полупроводника. При наличии внешнего элек-
трического поля и нелинейной зависимости электрической поляризуемости от
∇u уравнение для потенциала имеет вид [123]

∂

∂t

(
au− σ∆u− ā div(|∇u|p−2∇u)

)
− a1

∂u

∂x
− a2u

∂u

∂x
− a3∆u = 0, (1.1.44)

где коэффициенты a, a1, a2 и a3 зависят от напряженности внешнего элек-
трического поля и температуры связанных электронов, причем p > 2, ā > 0,
σ, a, a1, a2, a3 ≥ 0; ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂x2 , ∂u
∂x = ux1

+ ux2
+ ux3

. Если внешнее
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электрическое поле меняется со временем, то коэффициенты ā, a, a1, a2 и a3

являются функциями времени, т. е. ā = ā(t), a = a(t), ai = ai(t), i = 1, 2, 3,
причем ā(t) ≥ a0 > 0.

В случае краевой задачи в цилиндре QT = (0, T ) × Ω, где Ω ⊂ R3 –
ограниченная область, с однородным граничным условием первого рода опе-
ратор R(t) ставит в соответствие каждому элементу v ∈ Lp(0, T ;U) элемент
R(t)(v) = −σ∆v−ā div(|∇v|2∇v) ∈ Lq(0, T ;U ′), где U = W̊ 1

p (Ω), U ′ = W−1
q (Ω) и

q = p/(p−1). При каждом t ∈ [0, T ] оператор N(t) действует из U в H = L2(Ω)

по правилу N(t)v = −a1 ∂v∂x − a2v
∂v
∂x и, наконец, оператор L(t) = −a3∆ отоб-

ражает V = W̊ 1
2 (Ω) в V ′ = W−1

2 (Ω). Если коэффициенты уравнения (1.1.44)
непрерывны на [0, T ], то операторы R(t), N(t) и L(t) отвечают всем предполо-
жениям теорем 1.1.3 и 1.1.4. Более того, при каждом t оператор R(t) удовле-
творяет предположению XII и является равномерно монотонным, а именно, для
любых v, w ∈ U выполняется неравенство [44]〈

R(t)(v)−R(t)(w), v − w
〉
U
≥ r0∥v − w∥pU .

с некоторой положительной постоянной ν. Поэтому согласно теореме 1.1.5 пер-
вая краевая задача для уравнения (1.1.44) с однородными граничными данны-
ми и начальным условием u|t=0 = u0(x), где u0 ∈ W 1

4 (Ω), имеет единственное
решение u ∈ Y .

В качестве второго примера рассмотрим краевую задачу для нелинейного
нелокального уравнения

∂

∂t

(
au− div((σ + b̄ ∥∇u∥p−2)∇u)

)
+ (b,∇u)− div(b∇u) = 0 (1.1.45)

с однородным граничным условием Дирихле и начальными данными (1.1.39).
Здесь ∥∇u∥ =

( ∫
Ω |∇u|

2dx
)1/2. Нелинейности типа div(b̄ ∥∇u∥p−2∇u) возника-

ют при наличии нелокальной связи между проводимостью (или проницаемо-
стью) среды и напряженностью поля [123] (или, например, градиентом давле-
ния при фильтрации жидкости в пористой среде). Коэффициенты уравнения a,
b̄, b и компоненты вектора b являются функциями, т. е. a = a(t, x), b̄ = b̄(t, x),
b = b(t, x), b = b(t, x), причем b̄(t, x) ≥ b0 > 0; p > 2; σ, b, b2 ≥ 0.

В данном случае U = V = W̊ 1
2 (Ω), операторR(t) действует из Lp(0, T ;U) в

Lp′(0, T ;W−1
2 (Ω)) (p′ = p/(p−1)) по правилуR(t)(v) = −div((σ+b̄ ∥∇v∥p−2)∇v).
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При каждом t ∈ [0, T ] оператор N(t) = (b,∇) отображает U в H = L2(Ω),
оператор L(t) = −div(b∇) переводит W̊ 1

2 (Ω) в W−1
2 (Ω). Нетрудно убедиться

в том, что операторы R(t), N(t) и L(t) удовлетворяют предположениям VIII–
XI. Тогда согласно теореме 1.1.4 краевая задача для уравнения (1.1.45) имеет
единственное решение u ∈ W .

1.2 Краевая задача для уравнения соболевского типа с нелинейным
граничным условием

Метод доказательства существования и единственности решения задачи
Коши (1.1.1), (1.1.2) применим в исследовании корректности краевой задачи
для линейного уравнения третьего порядка соболевского типа с нелинейным
смешанным краевым условием.

Пусть задача рассматривается в некоторой области Ω ⊂ Rn, ограниченной
поверхностью ∂Ω, Ω - замыкание Ω, T - действительное число и QT = Ω×(0, T )

- цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью ST = ∂Ω × (0, T ). Точки области Ω

будем обозначать через x, точки отрезка [0, T ] - через t, а точки цилиндра
QT и боковой поверхности ST - через (t, x). Всюду ниже будем использовать
следующие обозначения:

∥ · ∥ и (·, ·) – норма и скалярное произведение в L2(Ω), соответственно;
∥ · ∥j и

〈
·, ·
〉
j

– норма в W j
2 (Ω) и отношение двойственности между ˚

W j
2 (Ω)

и W−j
2 (Ω) соответственно (j = 1, 2). Будем также обозначать через ∥·∥p/2 норму

в W p/2
2 (∂Ω), p = 1, 3.

Определим линейный оператор M : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ такой, что для

любых v1 ∈ W 1
2 (Ω) и v2 ∈ W̊ 1

2 (Ω)

⟨Mv1, v2⟩1 = −
∫
Ω

[
(M(x)∇v1,∇v2)R +m(x)v1v2

]
dx,

Формально говоря,
M = −div(M(x)∇) +m(x)I,

где I – тождественный оператор, M(x) – матрица функций mij(x), i, j =

1, 2, ..., n, m(x) - скалярная функция. Введем обозначение

⟨Mv1, v2⟩1,M =

∫
Ω

[
(M(x)∇v1,∇v2)R +m(x)v1v2

]
dx, v1, v2 ∈ W 1

2 (Ω),
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и будем предполагать выполненными следующие условия.
XV. mij(x), i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в Ω. M – сильно эл-

липтический оператор, то есть для любых v ∈ W 1
2 (Ω) справедливы неравенства

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1,M

≤ m2∥v∥21 (1.2.1)

с положительными постоянными m1 и m2.
XVI. Оператор M самосопряжен в W̊ 1

2 (Ω), то есть mij(x) = mji(x) для
i, j = 1, 2, . . . , n.

Рассмотрим следующую краевую задачу для линейного уравнения собо-
левского типа с нелинейным смешанным граничным условием.

Задача 1.1. При заданных функциях k(t), f(t, x), u0(x), σ(x), γ(r), β(t, x)
и постоянной η требуется найти функцию u(t, x), удовлетворяющую уравнению

ut + ηMut + kMu = f, (t, x) ∈ QT , (1.2.2)

и краевым условиям
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (1.2.3)(

η
∂ut
∂N̄

+ k(t)
∂u

∂N̄
+ σ(x)(η(γ(u))t + k(t)γ(u))

)
|ST

= β(t, x). (1.2.4)

Нелинейные граничные условия типа (1.2.4) возникают при моделирова-
нии процессов теплопереноса [95,128,323], диффузии [219], ионно-звуковых волн
в плазме [71] и других. Нелинейность γ(r), как правило, допускает степенной
рост, то есть γ(r) = O(rp) при |r| → +∞ (p > 1). Типичным примером нелиней-
ного смешанного условия является закон излучения Стефана–Больцмана для
твердых тел. Этот закон гласит, что тепловой поток излучения с поверхности
тела равен α(Θ4−Θ4

s), где α > 0 – физическая константа, Θ и Θs – температура
поверхности и окружающей среды соответственно [171]. Законы теплового из-
лучения для газов предполагают более медленный степенной рост. В частности,
тепловой поток излучения пропорционален разности температур, возведенных
в степень p = 3.5 для углекислового газа в металлургической печи и p = 3 для
водяного пара [95].

В общем случае, если γ – неограниченная функция, то может произойти
разрушение локального решения за конечное время [229,321,322]. В [229] усло-
вия разрушения решения установлены в случае γ(r) = |r|ph(r), где p > 1 и h(r)
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– некоторая монотонно возрастающая функция и h(r)/r → 0 при r → +∞.
Оценки продолжительности жизни (максимального времени существования)
сверху и снизу были получены в [321, 322]. Наличие верхней границы момен-
та разрушения является обоснованием несуществования глобальных решений
определенных на любом отрезке времени [0, T ]. В [149,156,230,291] обсуждалось
существование и несуществование решений аналогичных задач для нелинейных
параболических уравнений и систем с различными нелинейностями γ.

В [71] установлены достаточные условия существования и разрушения за
конечное время локального обобщенного решения краевой задачи для уравне-
ния соболевского типа, описывающего распространение ионно-звуковых волн в
«ненамагниченной» плазме. Достаточные условия включают в себя предполо-
жение о росте нелинейности аналогичное тому, которое вводилось для парабо-
лической задачи в [156]. Следует также отметить еще три результата для урав-
нений соболевского типа с нелинейными граничными условиями [123, 155, 163].
Если уравнение (1.2.2) с M = −∆, где ∆ – оператор Лапласа, содержит млад-
ший член |u|p1u и γ(r) = |r|pr, то имеет место разрушение решения за конечное
время. В [123] результат получен при некоторых условиях на u0(x) и предпо-
ложении, что 0 < p < 2/(n − 2) и p < p1 < 4/(n − 2) для n ≥ 3, 0 < p < p1

для n = 1, 2. В [163] изучалась краевая задача для такого же уравнения с
граничным условием вида (1.2.4) без (|u|pu)t. Доказано существование и един-
ственность обобщенного решения краевой задачи при n ≥ 3, 2 < p1 < 2n/(n−2)

и 2 < p < 2(n − 1)/(n − 2). Установлены условия, при которых решение раз-
рушается, и ограничения, при которых оно обращается в ноль за конечный
промежуток времени. Аналогичные результаты получены в [155] для нелокаль-
ного уравнения соболевского типа, содержащего наряду с младшим членом |u|pu
нелинейный член второго порядка вида a1∥∇u∥2q−2∆u.

Заметим, что нелинейное граничное условие для уравнения (1.2.2) может
быть поставлено как в форме (1.2.4), так и в виде

∂u

∂n̄

∣∣∣
ST

+ σ(x)γ(u)
∣∣∣
ST

= b(t, x).

Однако (1.2.4) является более общей формой граничного условия для уравне-
ний соболевского типа. В частности, если матрицы коэффициентов M(x) =

((mij(x))) различны в членах второго и третьего порядка, то смешанное гра-
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ничное условие для (1.2.2) можно формулировать только в виде (1.2.4).
Определим банахово пространство B с нормой

∥v∥B = ⟨Mv, v⟩1/21,M +
(∫
∂Ω

σ(x)|v|qds
)1/q

и обозначим сопряженное к нему пространство через B∗. Здесь σ(x) ≥ 0 –
функция непрерывная на ∂Ω. Пространство B является равномерно выпуклым
и рефлексивным. Имеет место вложение W 1

2 (Ω) ∩ Lq(∂Ω) ⊂ B ⊂ W 1
2 (Ω). При-

чем, если σ(x) ≥ σ0 > 0, где σ0 – постоянная, то в силу предположения XV
норма ∥ · ∥B эквивалентна стандртной норме в W 1

2 (Ω)∩Lq(∂Ω). Если σ(x) ≡ 0,
норма ∥ · ∥B эквивалентна стандартной норме в W 1

2 (Ω).
Введем оператор M̃ , действующий из B в B∗ по следующему правилу:

для каждого u ∈ B элемент M̃u задает функционал

J(v) = ⟨M̃u, v⟩B ≡ ⟨Mu, v⟩1,M +

∫
∂Ω

σ(x)γ(u)vds,

определенный на всех v ∈ B.

Лемма 1.2.1. Пусть выполняются предположения XV и XVI, σ ∈ C(Ω),
σ ≥ 0, γ(r) ∈ C1(−∞,+∞) и γ(0) = 0. Если существуют положительные по-
стоянные νi, i = 1, 2, 3, q ≥ 2 такие, что

ν1|r|q−2 ≤ γ′(r) ≤ ν2|r|q−2 + ν3 (1.2.5)

для всех r ∈ (−∞,+∞), то оператор M̃ непрерывен, строго монотонен и
коэрцитивен в B. Кроме того, существует обратный оператор M̃−1 : B∗ →
B, и этот оператор строго монотонен, ограничен и деминепрерывен.

Доказательство. В условиях леммы непрерывность и строгая монотон-
ность оператора M̃ следует из неравенств

∥M̃u1 − M̃u2∥B∗ ≤ K1∥w∥1 + ν2

[ ∫
∂Ω

σ
( 1∫

0

|u2 + zw|q−2dz|w|
)q/(q−1)

ds
](q−1)/q

,

⟨M̃u1 − M̃2u2, u1 − u2⟩B ≥ m1∥u1 − u2∥21
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справедливых для любых u1, u2 ∈ B, где w = u1 − u2, константа K1 зависит от
m2, ν3 и mesΩ. В силу (1.2.5) и того факта, что γ(0) = 0,

ν1
q − 1

|r|q ≤ γ(r)r ≤ ν2
q − 1

|r|q + ν3|r|2 (1.2.6)

для любого −∞ < r < +∞. Поэтому

⟨M̃v, v⟩B ≥ ⟨Mv, v⟩1,M +K2∥σ1/qv∥qLq(∂Ω)

для любого v ∈ B. Здесь K2 = ν1/(q − 1). Из данного соотношения и (1.2.1)
вытекают неравенства

K̃2

2
∥v∥2B ≤ ⟨Mv, v⟩1,M +K

2/q
2 ∥σ1/qv∥2Lq(∂Ω) ≤

(
1 +

2

qεq/2

)
⟨M̃v, v⟩B+

+
q − 2

q
εq/(q−2),

где K̃2 = min{1, K2/q
2 }. При ∥v∥B ̸= 0, εq = K2

3∥v∥
2(q−2)
B и K2

3 =
[

K̃2q
4(q−2)

](q−2)

они
принимают вид

⟨M̃v, v⟩B ≥ K̃2qK3∥v∥q−1
B

4(2 + qK3∥v∥q−2
B )

∥v∥B,

что доказывает коэрцитивность оператора M̃ . Тогда согласно теореме 2.2 [32,
Chapter 2] существует обратный оператор M̃−1 : B∗ → B, и этот оператор
строго монотонен, ограничен и деминепрерывен. Лемма доказана.

1.2.1 Существование и единственность обобщенного решения

Пусть граница ∂Ω – кусочно гладкая n−1-мерная поверхность. Под обоб-
щенным решением задачи (1.2.2)–(1.2.4) будем понимать функцию u из про-
странства

W =
{
u
∣∣u ∈ C([0, T ];W 1

2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;B), ut ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (Ω)),

(M̃u)t ∈ Lq/(q−1)(0, T ;B∗)
}
,

которая удовлетворяет интегральному тождеству

T∫
0

{
(ut, v) + η⟨Mut, v⟩1,M + k(t)⟨Mu, v⟩1,M +

∫
∂Ω

σ
[
η(γ(u))t + k(t)γ(u)

]
vds

}
dt =
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=

T∫
0

{(
f, v

)
+

∫
∂Ω

βvds
}
dt (1.2.7)

для любого v ∈ Lq(0, T ;B) и начальным данным (1.2.3) для почти всех x ∈ Ω.

Теорема 1.2.2. Пусть η > 0, выполняются предположения XV, XVI и

(i) k(t) ∈ C([0, T ]), f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), σ ∈ C(Ω), γ(r) ∈ C1(−∞,+∞),
u0 ∈ B, β ∈ L∞(0, T ;L2(∂Ω));

(ii) σ(x) ≥ 0, γ(0) = 0, существуют положительные постоянные k0, νi, i =
1, 2, 3, и q ≥ 2 такие, что k(t) ≥ k0 для всех t ∈ [0, T ] и справедливо (1.2.5)
для любого r ∈ (−∞,+∞).

Тогда задача 1.1 имеет обобщенное решение, и это решение единственно.

Доказательство. Пусть {φl(x)}∞l=1 – базис в пространстве B, ортонорми-
рованный L2(Ω). Обозначим множество всех функций вида

vN(t, x) =
N∑
l=1

vNl (t)φl(x)

через BN (N ∈ N), где vNl (t) ∈ Lq(0, T ), l = 1, 2, ..., N . Построим решение зада-
чи 1.1 как предел последовательности функций uN(t, x) ∈ BN , коэффициенты
которых vNl (t) = uNl (t) удовлетворяют равенствам

d

dt

{
(uN , φl) + η⟨M̃uN , φl⟩B

}
+ k(t)⟨M̃uN , φl⟩B = (f, φl) +

∫
∂Ω

βφlds, (1.2.8)

uNl (0) = ul0, l = 1, 2, ..., N. (1.2.9)

Здесь ul0 – коэффициенты разложения u0(x) по базису {φl}, l = 1, 2, .... Соглас-
но лемме 1.2.1 оператор I + ηM̃ обратим. Поэтому систему уравнений (1.2.8)
можно разрешить относительно (uNl )

′
t и записать как систему обыкновенных

дифференциальных уравнений

duNl
dt

= Fl(t, u
N
1 , u

N
2 , ..., u

N
N), l = 1, 2, ..., N. (1.2.10)
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Так как операторы (I + ηM̃)−1 и (I + ηM̃)−1M̃ деминепрерывны, функции
Fl(t, u

N
1 , u

N
2 , ..., u

N
N) непрерывны по t и uNj , l, j = 1, 2, ..., N . Следовательно, за-

дача Коши (1.2.9), (1.2.10) имеет по крайней мере одно решение, что доказывает
существование функций uN(t, x) при каждом N = 1, 2, ....

Умножим равенство (1.2.8) на uNl (t) и просуммируем по l от 1 до N . Это
даст

1

2

d

dt

{
∥uN∥2 + η⟨MuN , uN⟩1,M

}
+ k⟨MuN , uN⟩1,M − η

∫
∂Ω

σ(x)γ(uN)uNt ds+

+

∫
∂Ω

σ(x)
[
η
∂

∂t

(
γ(uN)uN

)
+ kγ(uN)uN

]
ds = (f, uN) +

∫
∂Ω

βuNds. (1.2.11)

С другой стороны, умножая (1.2.8) на (uNl )t и суммируя результирующие соот-
ношения по l от 1 до N , получим, что

∥uNt ∥2 + η⟨MuNt , u
N
t ⟩1,M +

k

2

d

dt
⟨MuN , uN⟩1,M + k

∫
∂Ω

σ(x)γ(uN)uNt ds+

+η

∫
∂Ω

σ(x)γ′(uN)(uNt )
2ds = (f, uNt ) +

∫
∂Ω

βuNt ds. (1.2.12)

Умножим это уравнение на η
k(t) , суммируем с (1.2.11) и проинтегрируем резуль-

тат по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T . Это даст

1

2
∥uN∥2 + η⟨MuN , uN⟩1,M +

τ∫
0

{
k⟨MuN , uN⟩1,M +

η

k
∥uNt ∥2 +

η2

k
⟨MuNt , u

N
t ⟩1,M +

+k

∫
∂Ω

σ(x)
[
γ(uN)uN +

η2

k
γ′(uN)(uNt )

2
]
ds

}
dt+ η

∫
∂Ω

σ(x)γ(uN)uNds =

=

τ∫
0

{
(f, uN) +

η

k
(f, uNt ) +

∫
∂Ω

βuNds+
η

k

∫
∂Ω

βuNt ds

}
dt+

+
1

2
∥uN0 ∥2 + η⟨MuN0 , u

N
0 ⟩1,M + η

∫
∂Ω

σ(x)γ(uN0 )u
N
0 ds. (1.2.13)

Здесь uN0 – частичная сумма N первых членов разложения u0(x) по базису {φl}.
Левая часть (1.2.13) оценивается снизу с помощью (1.2.1) и предположения (ii).
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Для оценки правой части (1.2.13) используем (1.2.1), (1.2.6), неравенство Коши-
Буняковского и теорему вложения. Будем иметь

∥uN∥2 + 2ηm1∥uN∥21 +
τ∫

0

{
k0m1∥uN∥21 +

η

K
∥uNt ∥2 +

η2m1

K
∥uNt ∥21

}
dt+

+
ην1
q − 1

∫
∂Ω

σ|uN |qds ≤ (1 + 2ηm2)∥u0∥21 + 2ησ̄

∫
∂Ω

γ(u0)u0ds+

+

τ∫
0

2

m1k0

(
∥f∥+ c∥β∥L2(∂Ω)

)2

dt ≡ C, (1.2.14)

где K = maxt∈[0,T ] k(t), σ̄ = maxx∈Ω σ(x), c – постоянная неравенства вложения
W 1

2 (Ω) to L2(∂Ω). Возвращаясь к (1.2.12), перенесем третье слагаемое из ле-
вой в правую часть. Оценивая правую часть с учетом последнего неравенства,
приходим к соотношению

∥uNt ∥2 + ηm1∥uNt ∥21 + ην1

∫
∂Ω

σ|uN |q−2(uNt )
2ds ≤ 1

2
∥f∥2+

+
1

2m1η

(
Km2∥uN∥1 + c∥β∥L2(∂Ω)

)2

+
1

2
∥uNt ∥2 +

ηm1

2
∥uNt ∥21+

+K

∫
∂Ω

σ
( ν2
q − 1

|uN |q−1 + ν3|uN |
)
|uNt |ds ≤ C̃ +

1

2
∥uNt ∥2+

+
3ηm1

4
∥uNt ∥21 +

ην1
2

∫
∂Ω

σ(x)|uN |q−2(uNt )
2ds

или
2∥uNt ∥2 + ηm1∥uNt ∥21 + 2ην1

∫
∂Ω

σ(x)|uN |q−2(uNt )
2ds ≤ 4C̃. (1.2.15)

Здесь положительная постоянная C̃ зависит от C, K, σ̄, q, η, m1, m2, νi, i =
1, 2, 3, c, ∥β∥L∞(0,T ;L2(∂Ω)), ∥f∥L∞(0,T ;L2(Ω)).

Оценки (1.2.14), (1.2.15) позволяют выбрать такую подпоследовательность
{uNα}∞α=1 последовательности {uN} что

uNα → u ∗ - слабо вL∞(0, T ;B), (1.2.16)

uNα
t → ut ∗ - слабо вL∞(0, T ;W 1

2 (Ω)) (1.2.17)
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при α → ∞. Причем, uNα(0) → u0 при α → ∞ в B в силу (1.2.9).
Докажем, что u является решением задачи 1.1. Интегрируя каждое из

равенств (1.2.8) при N = Nα по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , с учетом (1.2.9),
умножая на vNl (t), суммируя по l и интегрируя результирующее соотношение
по τ от 0 до T , можно получить равенство

T∫
0

{
(uN , v) + η

〈
M̃uN , v

〉
B
+
〈 τ∫

0

k(t)M̃uNdt, v
〉
B

}
dτ =

=

T∫
0

{
(uN0 , v) + η⟨M̃uN0 , v⟩B +

( τ∫
0

fdt, v
)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

βdtvds
}
dτ (1.2.18)

для v ∈ BN . Из (1.2.16), (1.2.17) следует, что

uNα → u слабо в Lq(0, T ;B), (1.2.19)

uNα
t → ut слабо в Lq(0, T ;W 1

2 (Ω)) (1.2.20)

при α → ∞. В силу (1.2.14) множество {M̃uN} ограничено в Lq/(q−1)(0, T ;B∗).
Поэтому подпоследовательность {uNα} можно выбрать так, чтобы

M̃uNα → χ слабо в Lq/(q−1)(0, T ;B∗) (1.2.21)

при α → ∞.
Докажем, что χ = M̃u. Для этого используем подход аналогичный тому,

который уже применялся при доказательстве теоремы 1.1.1 в §1.1. Зададим
w1 ∈ Lq(0, T ;B). Ввиду строгой монотонности оператора M̃

⟨M̃uNα − M̃w1, u
Nα − w1⟩B ≥ 0. (1.2.22)

Умножая (1.2.8) на exp
(
−

∫ τ

t
k(θ)
η dθ

)
и интегрируя по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T ,

получим, что

( τ∫
0

uNt exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, φl

)
+ η

〈
M̃uN − M̃uN0 exp

(
−

τ∫
0

k

η
dθ
)
, φl

〉
B

=

=
( τ∫

0

f exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, φl

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt φl ds, (1.2.23)
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l = 1, 2, ..., N . Умножим каждое из этих равенств на uNl (t) и просуммируем по
l от 1 до N .

( τ∫
0

uNt exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, uN

)
+ η

〈
M̃uN − M̃uN0 exp

(
−

τ∫
0

k

η
dθ
)
, uN

〉
B

=

=
( τ∫

0

f exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, uN

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt uN ds.

Далее, выразим из последнего уравнения слагаемое с ⟨M̃uN , uN⟩B, подставим
полученное выражение в (1.2.22) и проинтегрируем результат по τ от 0 до T .
Это даст

T∫
0

{( τ∫
0

uNt exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, uN

)
+ η

〈
M̃uN0 , u

N
〉
B
exp

(
−

τ∫
0

k

η
dθ
)
+

+
( τ∫

0

f exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, uN

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt uN ds−

−η⟨M̃uN , w1⟩B − η⟨M̃w1, u
N − w1⟩B

}
dτ ≥ 0.

Переходя к пределу в этом неравенстве по подпоследовательности Nα при α →
∞, что возможно ввиду (1.2.19)–(1.2.21) и определения uN0 , получаем соотно-
шение

T∫
0

{( τ∫
0

ut exp
(
−

τ∫
t

k(θ)

η
dθ
)
dt, u

)
+ η

〈
M̃u0, u

〉
B
exp

(
−

τ∫
t

k(θ)

η
dθ
)
+

+
( τ∫

0

f exp
(
−

τ∫
t

k(θ)

η
dθ
)
dt, u

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
(
−

τ∫
t

k(θ)

η
dθ
)
dt u ds−

−η⟨χ,w1⟩B − η⟨M̃w1, u− w1⟩B
}
dτ ≥ 0. (1.2.24)

Теперь умножим (1.2.23) на vl(t) ∈ Lq(0, T ), проинтегрируем по τ от 0 до T

и просуммируем по l от 1 до N . Предельный переход в результирующем соот-
ношении по подпоследовательности Nα при α → ∞ с учетом (1.2.19)–(1.2.21),
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приводит к равенству

T∫
0

{( τ∫
0

ut exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, v

)
+ η

〈
χ− M̃u0, v

〉
B
exp

(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)}
dτ =

=

T∫
0

{( τ∫
0

f exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt, v

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
(
−

τ∫
t

k

η
dθ
)
dt v ds

}
dτ (1.2.25)

для всех v ∈ Bp при фиксированном p ∈ N; p ≤ N . Множество
⋃∞

p=1Bp является
всюду плотным в Lq(0, T ;B). Следовательно, (1.2.25) остается справедливым
для всех v ∈ L∞(0, T ;B). Полагая v = u в (1.2.25) и суммируя это соотношение
с (1.2.24), будем иметь

T∫
0

⟨χ− M̃w1, u− w1⟩Bdτ ≥ 0.

Оператор M̃ является максимальным монотонным в Lq(0, T ;B) благодаря его
монотонности и непрерывности [32], поэтому из последнего неравенства выте-
кает, что χ = M̃(u). Таким образом, переходя к пределу в (1.2.18) по подпосле-
довательности Nα при α → ∞, получаем тождество

T∫
0

{
(u, v) + η

〈
M̃u, v

〉
B
+
〈 τ∫

0

k(t)M̃udt, v
〉
B

}
dτ =

=

T∫
0

{
(u0, v) + η⟨M̃u0, v⟩B +

( τ∫
0

fdt, v
)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

βdtvds
}
dτ (1.2.26)

справедливое для любого v ∈ Bp при фиксированном p ∈ N. Так как множество⋃∞
p=1Bp плотно почти всюду в Lq(0, T ;B), тождество (1.2.26) выполняется для

всех v ∈ Lq(0, T ;B). Кроме того, для u имеют место оценки (1.2.15) и

2∥ut∥2 + ηm1∥ut∥21 ≤ 4C̃. (1.2.27)

Из (1.2.16)–(1.2.18), (1.2.22) и (1.2.27) следует, что

u ∈ C(0, T ;W 1
2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;B) ut ∈ L∞(0, T ;W 1

2 (Ω)), (1.2.28)

γ(u) ∈ L∞(0, T ;Lq/(q−1)(∂Ω)), M̃u ∈ C([0, T ];B∗)
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и

(u, v) + η
〈
M̃u, v

〉
B
+
〈 τ∫

0

k(t)M̃udt, v
〉
B
= (u0, v) + η⟨M̃u0, v⟩B +

+
( τ∫

0

fdt, v
)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

βdtvds (1.2.29)

для любого v ∈ Lq(0, T ;B) и почти всех τ ∈ [0, T ]. Соотношение (1.2.29) при
τ = 0 дает (I + ηM̃)u|τ=0 = (I + ηM̃)u0, откуда u(0, x) = u0(x) почти всюду в
Ω в силу леммы 1.2.1.

Пусть v = φl в (1.2.29). Ввиду (1.2.28), это равенство можно продиффе-
ренцировать по τ .

d

dτ

{
(u, φl) + η⟨M̃u, φl⟩B

}
+ k(τ)⟨M̃u, φl⟩B = (f, φl) +

∫
∂Ω

βφlds, (1.2.30)

l = 1, 2, ..., p. Умножая (1.2.30) на vl(t) ∈ Lq(0, T ), суммируя по l от 1 до p и
интегрируя полученное соотношение по τ от 0 до T , мы приходим к тождеству
(1.2.7) справедливому для любого v ∈

⋃∞
p=1Bp, и следовательно для любого

v ∈ Lq(0, T ;B). Причем из (1.2.7) следует, что (M̃u)t ∈ Lq/(q−1)(0, T ;B∗). Таким
образом, u является обобщенным решением задачи 1.1.

Докажем, что решение u единственно. Для этого умножим (1.2.30) на
exp

( ∫ t

0
k
ηdθ

)
и проинтегрируем результат по t от 0 до τ , 0 < τ < T . Далее,

умножим каждое из результирующих равенств на vl(τ) ∈ Lq(0, T ), просумми-
руем их по l от 1 до p и проинтегрируем по τ от 0 до T . Будем иметь

T∫
0

exp
( τ∫

0

k

η
dθ
)[

(u, v) + η⟨M̃u, v⟩B
]
dτ =

T∫
0

{
(u0, v) + η⟨M̃u0, v⟩B +

+
( τ∫

0

(
f +

ku

η

)
exp

( t∫
0

k

η
dθ
)
dt, v

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
( t∫

0

k

η
dθ
)
dtvds

}
dτ.

для любого v ∈ Bp при фиксированном p ∈ N. Так как множество
⋃∞

p=1Bp

плотно почти всюду в Lq(0, T ;B), последнее тождество выполняется для всех
v ∈ Lq(0, T ;B). Причем из этого тождества следует, что

exp
( τ∫

0

k

η
dθ
)[

(u, v) + η⟨M̃u, v⟩B
]
= (u0, v) + η⟨M̃u0, v⟩B



63

+
( τ∫

0

(
f +

ku

η

)
exp

( t∫
0

k

η
dθ
)
dt, v

)
+

∫
∂Ω

τ∫
0

β exp
( t∫

0

k

η
dθ
)
dtvds (1.2.31)

почти всюду на (0, T ).
Пусть u1 и u2 – два решения задачи 1.1 и w ≡ u1−u2. Составим разность

уравнений (1.2.31) для u1 и u2 с v = w. Это даст

exp
( τ∫

0

k

η
dθ
)[

∥w∥2 + η⟨Mw,w⟩1 + η

∫
∂Ω

(γ(u1)− γ(u2))wds
]
=

=
( τ∫

0

kw

η
exp

( t∫
0

k

η
dθ
)
dt, w

)
.

Ввиду (1.2.5), оценивая правую часть последнего равенства с помощью нера-
венства Коши-Буняковского можно получить соотношение

∥w∥2 exp
( τ∫

0

k(θ)dθ
)
≤ K2T

η2

τ∫
0

∥w∥2 exp
( t∫

0

k(θ)

η
dθ
)
dt,

из которого согласно лемме Гронуолла вытекает, что w = 0 почти всюду в QT .
Теорема доказана.

1.2.2 Гладкость решения

Мы доказали существование и единственность обобщенного решения за-
дачи 1.1. Выясним, как влияет гладкость исходных данных задачи 1.1 на диф-
ференциальные свойства ее решения. Пережде всего следует отметить, что во
внутренних подобластях области Ω дифференциальные свойства решения за-
висят только от гладкости коэффициентов оператора M и функций f и u0.

Теорема 1.2.3. Пусть выполняются предположения теоремы 1.2.2, про-
изводные ∂mij/∂xl ограничены в Ω, i, j, l = 1, 2, . . . , n, u0 ∈ W 2

2 (Ω). Тогда суще-
ствуют производные uxixj

и utxixj
в любой внутренней подобласти Ω′, Ω′ ⊂ Ω,

и uxixj
, utxixj

∈ L∞(0, T ;L2
loc(Ω)), i, j, l = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Покажем, что обобщенное решение задачи 1.1 имеет
вторые производные по пространственным переменным. Рассмотрим произволь-
ный шар Kρ (ρ – радиус шара), который принадлежит Ω вместе с замыканием
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концентрического шара K2ρ, и функцию v(x) = [u(l)ξ
2](l̄). Здесь ξ(x) – глад-

кая функция, равная нулю на множестве Ω \ K2ρ; u(l), [ ](l̄) – правая и левая
разностные производные по xl. Функцию v можно взять в качестве пробной
функции для (1.2.7), когда |∆xl| ≤ ρ (∆xl – приращение xl). Подставляя v в
(1.2.7), преобразуя это тождество в соответствии с формулой∫

Ω

v1v2(l̄)dx = −
∫
Ω

v1(l)v2dx, (1.2.32)

справедливой для любых функций v1, v2 ∈ L2(Ω) с v2 финитной в Ω и интегри-
руя результат по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , получим

1

2

∫
Ω

{
(u(l))

2 +
n∑

i,j=1

mij

[
η(u(l))xj

(u(l))xi
+

τ∫
0

k(u(l))xj
(u(l))xi

dt
]}
ξ2dx =

= −
τ∫

0

∫
Ω

{ n∑
i,j=1

(mij)(l)(ηutxj
+ k(t)uxj

)((u(l))xi
ξ2 + 2u(l)ξξxi

)
}
dxdt−

−
τ∫

0

∫
Ω

m(x)(ηut + k(t)u)[u(l)ξ
2](l̄)dxdt−

τ∫
0

∫
Ω

f [u(l)ξ
2](l̄)dxdt+

+
1

2

∫
Ω

[(u0(l))
2 +

n∑
i,j=1

mij(u0(l))xj
(u0(l))xj

]ξ2dx. (1.2.33)

В силу предположений XV, XVI и (1.2.14)∣∣∣− τ∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

(mij)(l)(ηutxj
+ k(t)uxj

)((u(l))xj
ξ2 + 2u(l)ξξxi

)dxdt
∣∣∣ ≤

≤ C2 +
k0m1

4

t∫
0

∫
K2ρ

n∑
i=1

((u(l))xi
)2ξ2dxdτ, (1.2.34)

где постоянные C1, C2 зависят от η, m1, k0, K, C, maxx∈Ω
∣∣(mij)xr

∣∣, i, j, r =

1, 2, ..., n, и не зависят от ∆xl. Четвертое слагаемое правой части (1.2.34) огра-
ничено по модулю константой C3 > 0 благодаря гладкости коэффициентов опе-
ратора и функции u0, а также тому факту, что для v ∈ W 1

2 (Ω)∫
Ω

v2(l)ξ
2dx ≤

∫
Ω

( ∂v
∂xl

)2

ξ2dx. (1.2.35)
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Постоянная C3 зависит от η, m1, m2, k0, K, ρ, c, C, maxx∈Ω̄ |(mij)xr
|, i, j, r =

1, 2, ..., n, ∥u0∥2 и не зависит ∆xl. Ввиду (1.2.14) и (1.2.35), второе и третье
слагаемые правой части (1.2.33) можно оценить следующим образом.

∣∣∣ τ∫
0

∫
Ω

{
m(x)(ηut + k(t)u) + f

}
[u(l)ξ

2](l̄)dxdt
∣∣∣ ≤

≤ C4 +
k0m1

4

τ∫
0

∫
K2ρ

(∂u(l)
∂xl

)2

ξ2dxdt. (1.2.36)

Здесь постоянная C4 > 0 зависит от η, m1, m2, k0, K, ∥f∥L2(QT ), ρ, c, C и не
зависит от ∆xl. Применяя (1.2.34) и (1.2.36) к (1.2.33) и оценивая левую часть
(1.2.33) снизу с помощью (1.2.1), приходим к неравенству

η

∫
K2ρ

[
(u(l))

2 +m1

n∑
i=1

(∂u(l)
∂xi

)2]
ξ2dx+ k0m1

τ∫
0

∫
K2ρ

n∑
i=1

(∂u(l)
∂xi

)2

ξ2dxdt ≤

≤ 2(C2 + C3 + C4) ≡ C5, (1.2.37)

из которого согласно [85, Лемма 4.6, Глава 2] следует, что

ηm1

∫
Kρ

n∑
i=1

( ∂2u

∂xl∂xi

)2

dx+ k0m1

τ∫
0

∫
Kρ

n∑
i=1

( ∂2u

∂xl∂xi

)2

dxdt ≤ C5

(без ограничения общности можно считать ξ равным 1 в Kρ). Таким образом,
доказано существование вторых производных u по пространственным перемен-
ным в Ω для всех t ∈ [0, T ] ввиду произвольности выбора l и Kρ в Ω.

Аналогичным образом, полагая v = [ut(l)ξ
2](l̄) в тождестве (1.2.7) и преоб-

разуя его с помощью формулы (1.2.32) получим, что∫
Ω

(ut(l))
2ξ2dx+ η

∫
Ω

n∑
i,j=1

mij(utxj
)(l)(utxi

)(l)ξ
2dx =

= −
∫
Ω

n∑
i,j=1

{
ηmij(l)utxj

(utxi
)(l)ξ

2 + k[mij(uxj
)(l) +mij(l)uxj

]
}
(utxi

)(l)ξ
2dx+

+

∫
Ω

{m(ηut + ku)− f}[(ut)(l)](l̄)ξ2dx−
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−
∫
Ω

{ n∑
i,j=1

{
ηmij(utxi

)(l) + k[mij(uxj
)(l) +mij(l)uxj

]
}
(ut)(l)2ξξxi

−

−
[
m(ηut + ku)− f

]
(ut)(l)2ξξ(l̄) + η

n∑
i,j=1

mij(l)utxj
(ut)(l)2ξξxi

}
dx. (1.2.38)

В силу (1.2.14), (1.2.35), (1.2.37) и предположений XV, XVI, модуль правой части
этого уравнения можно оценить выражением

C6 +
ηm1

2

∫
Ω

n∑
i=1

((utxi
)(l))

2ξ2dx.

аналогично правому члену (1.2.33). Постоянная C6 зависит от η, m1, m2, k0, K,
∥f∥C([0,T ];L2(Ω)), ρ, C, C̃, C5, c, maxx∈Ω

∣∣(mij)xr

∣∣, i, j, r = 1, 2, ..., n, и не зависит от
∆xl. Оценивая левую часть (1.2.38) снизу с помощью (1.2.1) и применяя лемму
4.6 [85, Глава 2], приходим к неравенству

ηm1

∫
Kρ

n∑
i=1

( ∂2ut
∂xl∂xi

)2

dx ≤ 2C6.

Таким образом, uxixj
, utxixj

∈ L∞(0, T ;L2
loc(Ω)), i, j = 1, 2, ..., n. Теорема дока-

зана.

Теорема 1.2.4. 1) Пусть выполняются предположения теоремы 1.2.3,
условие (1.2.5) с 2 ≤ q ≤ 2(n − 1)/(n − 2) при n > 2 и 2 ≤ q < +∞ при
n ≤ 2. Пусть также ∂Ω ∈ C2, β ∈ L∞(0, T ;W

1/2
2 (∂Ω)), σ(x) ∈ C1(Ω). Тогда

u ∈ C([0, T ];W 2
2 (Ω)) и (Mu)t ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

2) Пусть n ≤ 4, выполняются предположения утверждения 1), γ(r) ∈
C2(−∞; +∞), при n = 4 имеет место неравенство |γ′′(r)| ≤ ν4 на (−∞; +∞)

с константой ν4 > 0. Тогда ut ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)).

Доказательство. 1) Как было доказано выше, в условиях теоремы суще-
ствуют вторые производные u и ut по пространственным переменным. Причем,
uxixj

, utxixj
∈ L∞(0, T ;L2

loc(Ω)), i, j = 1, 2, ..., n. Интегрируя по частям в (1.2.7),
получаем тождество

T∫
0

∫
Ω

{ut + ηMut + k(t)Mu− f}vdxdt = 0
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справедливое для всех v ∈ Lq(0, T ;W 1
2 (Ω)) финитных в Ω почти для всех t ∈

(0, T ). Следовательно, u удовлетворяет уравнению (1.2.2) почти всюду в QT и
ηMut + k(t)Mu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Поэтому интеграл∫

ST

∂

∂N̄
(ηut + k(t)u)vds

конечен для любого v ∈ Lq(0, T ;B). Умножим (1.2.2) на v ∈ Lq(0, T ;B) в смыс-
ле скалярного произведения L2(QT ), проинтегрируем по частям в Ω и вычтем
(1.2.7) из результирующего равенства. Будем иметь:∫

ST

{ ∂

∂N̄
(ηut + k(t)u) + σ(x)(η(γ(u))t + k(t)γ(u))− β

}
vds = 0.

Это означает, что u отвечает граничному условию (1.2.4) почти всюду на ST .
Теперь мы можем получить оценку u в W 2

2 (Ω). Умножим (1.2.2) на Mu

в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по t от 0 до τ ,
0 < τ < T . Это даст

η

2
∥Mu∥2 +

τ∫
0

k∥Mu∥2dt = η

2
∥Mu0∥2 +

τ∫
0

[
(f − ut,Mu)

]
dt. (1.2.39)

Оценивая правую часть (1.2.39) по модулю с учетом (1.2.14) и гладкости f ,
приходим к неравенству

η∥Mu∥2 ≤ ∥f∥2L2(QT )
+ η∥Mu0∥2 +KCη−1 + η

τ∫
0

∥Mu∥2dt,

которое согласно лемме Гронуолла влечет за собой оценку

η∥Mu∥2 ≤
(
∥f∥2L2(QT )

+ η∥Mu0∥2 +KCη−1
)
eT , t ∈ [0, T ]. (1.2.40)

Из (1.2.2), (1.2.27) и (1.2.40) заключаем, что Mu ∈ C([0, T ];L2(Ω)) и (Mu)t ∈
L∞(0, T ;L2(Ω)).

Перепишем граничное условие (1.2.4) в виде

∂u

∂N̄
= −σ(x)γ(u)

∣∣∣
ST

+ β̃
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где

β̃ =
(∂u0
∂N̄

+ σγ(u0)
)∣∣∣

∂Ω
exp

(
− 1

η

t∫
0

kdθ
)
+

t∫
0

β exp
(
− 1

η

t∫
τ

kdθ
)
dτ.

Определим функцию a как решение задачи

Ma = 0,
∂a

∂N̄

∣∣∣
∂Ω

= −σ(x)γ(u)
∣∣∣
∂Ω

+ β̃. (1.2.41)

По лемме 8.1 [85, Глава III],

∥u− a∥2 ≤ C7(∥Mu∥+ ∥u− a∥),

откуда получаем, что

∥u∥2 ≤ C7(∥Mu∥+ ∥a∥+ ∥u∥) + ∥a∥2. (1.2.42)

Здесь постоянная C7 зависит от n, m1, m2, maxx∈Ω̄ |(mij)xr
|, i, j, r = 1, 2, ..., n,

mesΩ. Согласно теореме 5.1 [87, Глава 2] для a справедливо неравенство

∥a∥2 ≤ c0

{
∥σγ(u)∥1/2 + ∥β̃∥1/2 + ∥a∥1

}
. (1.2.43)

с константой c0 > 0, зависящей от n, m1, m2, maxx∈Ω̄
∣∣(mij)xr

∣∣, i, j, r = 1, 2, ..., n,
mesΩ. По теореме вложения, а также в силу предположения (ii) теоремы 1.2.2
и (1.2.14)

∥σγ(u)∥21/2 ≤ C8∥σγ(u)∥21 ≤ 4C8σ
2
1

∫
Ω

(
ν22 |u|2q−4 + ν23

)(
|u|2 + |∇u|2

)
dx ≤

≤ 4C8σ
2
1

{
c2q−2
q ν22∥u∥

2q−2
1 + ν22∥∇u∥2L2q−2(Ω)∥u∥

2q−4
L2q−2(Ω) + ν23C(ηm1)

−1
}
≤

≤ 4C8σ
2
1

[
ν22

(
max

{
c2q, C(ηm1)

−1
})q−1

+ ν23C(ηm1)
−1

] (
1 + ∥∇u∥2L2q−2(Ω)

)
≡

≡ C8C
2
9(1 + ∥∇u∥2L2q−2(Ω)).

Здесь σ1 = ∥σ∥C1(Ω), cq – константа вложения W 1
2 (Ω) в L2q−2(∂Ω), C8 – по-

стоянная вложения W 1
2 (Ω) в W 1/2

2 (∂Ω). Для оценки ∥∇u∥L2q−2(Ω) воспользуемся
неравенством [85, Глава 2]

∥∇v∥2L2q−2(Ω) ≤ ε
∑
i,j=1

∥vxixj
∥2L2(Ω) + cε∥v∥2W 1

2 (Ω)
, (1.2.44)
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справедливым для любого v ∈ W 2
2 (Ω) и ε > 0. Это даст

∥σγ(u)∥1 ≤ C
1/2
8 C9

(
1 + ε1/2∥u∥2 + c1/2ε ∥u∥1

)
. (1.2.45)

Далее, для того, чтобы оценить ∥a∥1, умножим уравнение (1.2.41) на a в
смысле скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям с учетом
граничного условия. Получим соотношение

(Ma, a) = ⟨Ma, a⟩1,M +

∫
∂Ω

σ(x)γ(u)ads−
∫
∂Ω

β̃ads = 0,

из которого в силу (1.2.1), (1.2.14) и теоремы вложения следует, что

∥a∥1 ≤ C10m
−1
1 , (1.2.46)

где положительная постоянная C10 зависит от c, q, cq, σ̄, η, C, νi, i = 1, 2, 3,
∥β̃∥L2(∂Ω). Ввиду (1.2.43), (1.2.45) и (1.2.46)

∥a∥2 ≤ c0C
1/2
8 C9(1 + ε1/2∥u∥2 + c1/2ε ∥u∥1) + c0∥β̃∥1/2 + c0C10m

−1
1 .

Таким образом, применяя это неравенство к (1.2.42) приходим к соотношению

∥u∥2 ≤ C7(∥Mu∥+ ∥u∥+ ∥a∥) + c0C
1/2
8 C9(1 + ε1/2∥u∥2 ++c1/2ε ∥u∥1)

+c0(C10m
−1
1 + ∥β̃∥1/2).

В силу определения β̃, (1.2.14), (1.2.33) и (1.2.46), из последнего неравенства
при ε = (2c0C

1/2
8 C9)

−1 вытекает, что

∥u∥2 ≤ 2C7

(
eTη−1

)1/2[∥f∥L2(QT ) + η1/2∥Mu0∥
]
+ 2c0∥β̃∥1/2 + C11, (1.2.47)

где положительная постоянная C11 зависит от η, T , m1, c0, C, Ci, i = 7, 8, 9, 10.
2) Перейдем к оценке ut в W 2

2 (Ω). Из (1.2.2), (1.2.27) и (1.2.40) следует,
что

η∥Mut∥ ≤ ∥f∥+ ∥ut∥+K∥Mu∥ ≤ ∥f∥+ (2C̃)1/2+

+Kη−1/2
(
∥f∥L2(QT ) + η1/2∥Mu0∥+

(
KCη−1

)1/2)
eT/2 (1.2.48)

почти всюду на [0, T ]. Производная ut удовлетворяет неравенству аналогичному
(1.2.42). А именно,

∥ut∥2 ≤ C7(∥Mut∥+ ∥at∥+ ∥ut∥) + ∥at∥2 (1.2.49)
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почти для всех t ∈ [0, T ], где at – решение задачи

Mat = 0,
∂at
∂N̄

∣∣∣
∂Ω

= σ(x)(γ(u))t|∂Ω + β̃t, β̃t = −k(t)
η
β̃ + β. (1.2.50)

Докажем, что σ(x)(γ(u))t ∈ W
1/2
2 (∂Ω). Действительно, как показано вы-

ше, u ∈ C([0, T ];W 2
2 (Ω)). По теореме вложения это влечет непрерывность u вQT

при n < 4. Следовательно, существует константа γ0 > 0 такая, что |γ′′(u)| ≤ γ0.
Если n = 4, то в соответствии с условиями теоремы γ0 = ν4. Поэтому согласно
теореме вложения и в силу (1.2.14), (1.2.44) и (1.2.47)

∥σ(γ(u))t∥21/2 ≤ C8σ1∥(γ(u))t∥21 = C8σ1∥γ′u(u)ut∥21 ≤

≤ 4C8σ1

∫
Ω

{
(ν2|u|q−2 + ν3)

2(u2t + |∇ut|2) + γ0u
2
t |∇u|2

}
dx ≤

≤ 4C8σ1

{
γ0c

4
1∥ut∥21∥u∥22 + (ν2c

q−1
q ∥u∥q−2

1 ∥ut∥1 + ν3∥ut∥)2+

+2ν2c
2q−4
q ∥u∥2q−4

1 (ε∥ut∥22 + cε∥ut∥21) + 2ν3∥ut∥21
}
≤

≤ C12 + C13(ε∥ut∥22 + cε∥ut∥21). (1.2.51)

Здесь положительные постоянные C12 и C13 зависят от η, m1, q, ν2, ν3, γ0, σ1,
c1, C, C̃, C8, C11, ∥f∥L2(QT ), ∥Mu0∥, ∥β̃∥L∞(0,T ;W

1/2
2 (∂Ω))

. Ввиду (1.2.51) согласно
теореме 5.1 [87, Глава 2] at удовлетворяет неравенству

∥at∥2 ≤ c0

{
∥σ(γ(u))t∥1/2 +

K

η
∥β̃t∥1/2 + ∥at∥1

}
≤

≤ c0

{
C

1/2
12 + C

1/2
13 (ε1/2∥ut∥2 + c1/2ε ∥ut∥1) +

K

η
∥β̃t∥1/2 + ∥at∥1

}
. (1.2.52)

Применяя к задаче (1.2.50) рассуждения, приведшие к (1.2.46), можно получить
аналогичное соотношение для at. А именно, умножим (1.2.50) на at в смысле
скалярного произведения в L2(Ω), проинтегрируем по частям в левом члене и
оценим интегралы по границе ∂Ω с помощью теоремы вложения и неравенства
Гёльдера. Это даст

m1∥at∥21 ≤ σ̄

∫
∂Ω

(ν2|u|q−2 + ν3)|ut||at|ds+ c∥β̃t∥L2(∂Ω)∥at∥1 ≤

≤ 1

2m1

[
σ̄ν2c

q
q∥u∥

q−2
1 ∥ut∥1 + c

(
Kη−1∥β̃t∥L2(∂Ω) + cσ̄ν3∥ut∥1

)]2
+
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+
m1

2
∥at∥21 ≤

C2
14

2m1
+
m1

2
∥at∥21

ввиду (1.2.1), (1.2.14) и (1.2.15). Поэтому

∥at∥1 ≤
C14

m1
(1.2.53)

для любого t ∈ [0, T ]. Таким образом, из (1.2.48), (1.2.49), (1.2.52), (1.2.53) и
определения β̃ следует, что

∥ut∥2 ≤ C15 + c0(C13ε)
1/2∥ut∥2 + 2(cεC̃)

1/2(ηm1)
−1/2.

Здесь положительные постоянные C14 и C15 зависят от η, c, c0, T , K, m1, σ̄, C,
C̃, C8, C12, ∥f∥L∞(0,T ;L2(Ω)), ∥β̃t∥L∞(0,T ;L2(∂Ω)). Полагая ε = 1/(4c20C13) в последнем
неравенстве, приходим к оценке

∥ut∥2 ≤ 2C15 + 4(cεC̃)
1/2(ηm1)

−1/2,

которая гарантирует, что ut ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)). Теорема доказана.

Замечание 1.2.1. Теоремы 1.2.2, 1.2.3 и 1.2.4 остаются верными при n = 1.
В этом случае норма ∥ · ∥B эквивалентна норме W 1

2 (Ω). Кроме того, при выводе
оценок для решения задачи 1.1 следует использовать вложение W 1

2 (Ω) в C(Ω).
Замечание 1.2.2. При γ(u) = u или σ(x) ≡ 0 утверждения теоремы 1.2.4

остаются справедливыми для любого n ≥ 1. В первом случае γ′u = 1 γ′′uu = 0.
Второй случай соответствует линейному граничному условию типа Неймана.

1.3 Теоремы существования и единственности для уравнений с
немонотонными операторами

Исследования уравнений и систем с немонотонными нелинейностями ве-
дутся с 80-х годов прошлого века. В работе [56] А.И.Кожанов доказал суще-
ствование обобщенного решения первой и второй краевых задач для уравнения
вида

(u+ ηA(ψ1(u)))t +B(u) = f(t, x, u),

c B(u) = A(ψ2(u)), где A – линейный эллиптический оператор, при условии, что
функции ψi(ξ), i = 1, 2, трижды непрерывно дифференцируемы, ψ′

1(ξ) ≥ ψ0 > 0

и |ψ′
2(ξ)| ≤ Kψ′

1(ξ) (ψ0 и K – постоянные). М.Бохм и Р.Е.Шоуолтер в [169,170]
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исследовали корректность краевой задачи для аналогичного уравнения, мо-
делирующего нелинейную фильтрацию в трещиноватой среде, где A = −∆,
B(u) = −div{k(u)∇α(u)}. В [170] доказано существование обобщенного реше-
ния краевой задачи в предположении, что 0 < k0 ≤ k(s) ≤ k1 и α(s) липшиц-
непрерывна на (−∞,+∞). При некоторых дополнительных условиях установ-
лена единственность данного решения и доказана теорема сравнения. В [164]–
[166] найдены достаточные условия существования неотрицательных решений
начально-краевой задачи для такого уравнения в случае одной пространствен-
ной переменной, где B(u) = −(φ(u))xx, x ∈ (ξ1, ξ2), с ограниченными [165] и
полиномиальными нелинейностями [166], а также при логарифмическом росте
функций ψ1 и φ [164].

В данном параграфе речь пойдет о краевых задачах для нелинейного
уравнения фильтрации, неразрешенного относительно производной по време-
ни, операторы которого немонотонны в банаховых пространствах. Однако эти
операторы сохраняют монотонность в специальном смысле на некоторых под-
множествах банаховых пространств, что позволяет доказать существование и
единственность решения задач на таких подмножествах при более общих пред-
положениях относительно нелинейностей уравнения.

Пусть задача рассматривается снова в некоторой области Ω ⊂ Rn, ограни-
ченной поверхностью ∂Ω. Так же, как и выше, Ω - замыкание Ω иQT = Ω×(0, T )

- цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью ST = ∂Ω× (0, T ).
Определим снова оператор M : W̊ 1

2 (Ω) → W−1
2 (Ω) вида

M = −div(M(x)∇) +m(x)I, (1.3.1)

где M(x) ≡ (mij(x)) - матрица функцийmij(x), i, j = 1, 2, . . . , n,m(x) - скаляр-
ная функция, а I - тождественный оператор, и рассмотрим следующую задачу.

Задача 1.2. При заданных функциях ψ(ρ), k(t), f(t, x), β(t, x), U0(x) и
постоянной η требуется найти функцию u(t, x), удовлетворяющую уравнению

(u+ ηMψ(u))t + k(t)Mψ(u) = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (1.3.2)

и краевым условиям

(u+ ηMψ(u))
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (1.3.3)
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u = β(t, x), (t, x) ∈ ST , (1.3.4)

В случае одной пространственной переменной разрешимость задачи 1.2
исследована в [56].

В дальнейшем мы будем использовать обозначение, введенное в §1.2:〈
Mv1, v2

〉
1,M

= (M(x)∇v1,∇v2) + (m(x)v1, v2), v1, v2 ∈ W 1
2 (Ω).

Введем ограничения на оператор M и функцию ρ.
XVII. M - сильно эллиптический оператор, т. е. существуют положи-

тельные константы m1 и m2 такие, что для любого v ∈ W̊ 1
2 (Ω) выполняются

неравенства (1.2.1), то есть

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1
≤ m2∥v∥21 (1.3.5)

и m(x) ≥ 0 в Ω.
XVIII. mij(x), ∂mij/∂xl , i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в Ω и

оператор M самосопряжен в W̊ 1
2 (Ω), т. е. mij(x) = mji(x) for i, j = 1, 2, . . . , n.

XIX. Функция ψ(ρ) отображает интервал (−∞,+∞) на себя, непрерывна
и строго монотонна, т. е.

(ψ(ρ1)− ψ(ρ2))(ρ1 − ρ2) > 0 (1.3.6)

для любых ρ1, ρ2 ∈ (−∞,+∞), ρ1 ̸= ρ2. Отображение ψ−1(v) из L2(Ω) в Lq(Ω)

(q ≥ 2) деминепрерывно (ψ−1(ρ) – функция обратная к ψ(ρ)). Последнее озна-
чает, что из vn → v слабо в L2(Ω) следует, что ψ−1(vn) → ψ−1(v) слабо в Lq(Ω)

при n→ ∞.
Согласно предположению XIX обратная функция ψ−1(ρ) также непрерыв-

на и строго монотонна, т. е.

(ψ−1(ρ1)− ψ−1(ρ2))(ρ1 − ρ2) > 0

для любых ρ1, ρ2 ∈ (−∞,+∞), ρ1 ̸= ρ2.
Определим функцию a(t, x) как решение задачи Дирихле

Mψ(a) = 0 в Ω, a
∣∣
∂Ω

= β(t, x) (1.3.7)

и введем дополнительное обозначение:〈
Mv1, v2

〉
1,M

= (M(x)∇v1,∇v2) + (m(x)v1, v2), v1, v2 ∈ W 1
2 (Ω).
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Однозначная разрешимость задачи (1.3.7), а также задачи

(u(0, x) + ηMψ(u(0, x)))
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, u(0, x)
∣∣
∂Ω

= β(0, x), (1.3.8)

гарантируется следующей леммой [247].

Лемма 1.3.1. Пусть выполняются предположения XVII–XIX, η > 0 –
заданная постоянная. f1 ∈ L2(Ω), ψ(β1) ∈ W

1/2
2 (∂Ω), g ∈ C(Ω) и g ≥ 0 в Ω.

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Существует и притом единственное решение h задачи

ηMψ(h) + g(x)h = f1 x ∈ Ω, h
∣∣
∂Ω

= β1(x), (1.3.9)

такое, что ψ(h) ∈ W 1
2 (Ω).

2) Если ψ(β1) ∈ W
3/2
2 (∂Ω) и

|ψ(ρ)| ≥ d|ρ|p (1.3.10)

для любого ρ ∈ (−∞,+∞), где p ≥ 1, d > 0 – константы, то h ∈ L2p(Ω) и
ψ(h) ∈ W 2

2 (Ω).
3) Если g ≡ 0 и ψ(β) ∈ W

3/2
2 (∂Ω), то ψ(h) ∈ W 2

2 (Ω). Кроме того, если
β1 ∈ L∞(∂Ω), то h ∈ L∞(Ω).

Из леммы 1.3.1 следует обратимость оператора I + ηMψ(·) на множестве
функций v, для которых ψ(v) − ψ(a(0, x)) ∈ W̊ 1

2 (Ω). Таким образом, краевые
условия (1.3.3) и (1.3.4) однозначно определяют след функции u при t = 0:

u|t=0 = u0(x)

и ψ(u0) ∈ W 1
2 (Ω). В условиях утверждения 2 леммы 1.3.1 при β1 = β(0, x) след

u0 принадлежит Lp(Ω) и ψ(u0) ∈ W 2
2 (Ω).

Класс решений задачи 1.2 определим по аналогии с [3, 4]. Под решени-
ем прямой задачи 1.2 будем понимать функцию u из класса V = {u|ψ(u) ∈
C([0, T ];W 1

2 (Ω)), u + ηMψ(u) ∈ C1([0, T ];W−1
2 (Ω))}, которая удовлетворяет

уравнению 〈
(u+ ηMψ(u))t, v

〉
1
+ k(t)

〈
Mψ(u), v

〉
1
=

〈
f, v

〉
1,M

для любого v ∈ L2(0, T ; W̊ 1
2 (Ω)), тождеству

〈
u+ ηMψ(u), v

〉
1,M

∣∣
t=0

=
〈
U0, v

〉
1

и
граничному условию (1.3.4).



75

Теорема 1.3.2. Пусть выполняются предположения XVII–XIX, η – по-
ложительная постоянная, ∂Ω ⊂ C2, k ∈ L∞(0, T ), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)),
U0 ∈ L2(Ω), ψ(β) ∈ C1([0, T ];W

1/2
2 (∂Ω)). Тогда справедливы следующие утвер-

ждения.
1) Задача 1.2 имеет единственное решение u ∈ V .
2) Если дополнительно ψ(β) ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)) и для любого ρ ∈

(−∞,+∞) выполняется неравенство (1.3.10) с некоторыми постоянными c >
0 и p ≥ 1, то u ∈ W = {v |ψ(v) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), v ∈ L∞(0, T ;L2p(Ω)), (v +

ηMψ(v))t ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))}.

Доказательство. 1) Введем функцию ψ̃ = ψ(u) − ψ(a) и перепишем за-
дачу (1.3.2)–(1.3.4) в терминах функции ψ̃.[

ψ−1(ψ̃ + ψ(a)) − a+ ηMψ̃
]
t
+ k(t)Mψ̃ = f − at, (1.3.11)[

ψ−1(ψ̃ + ψ(a)) − a+ ηMψ̃
]∣∣

t=0
= U0 − a(0, x), ψ̃

∣∣
∂Ω

= 0. (1.3.12)

В условиях теоремы нелинейный оператор M̃ , отображающий пространство
L∞([0, T ]; W̊ 1

2 (Ω)) в L∞([0, T ];W−1
2 (Ω)) по правилу M̃v = ψ−1(v + ψ(a)) − a +

ηMv, радиально непрерывен и сильно монотонен. Действительно, ввиду (1.3.5)

и (1.3.6) для любых v1, v2 ∈
◦
W 1

2 (Ω) справедливо неравенство〈
M̃(v1)− M̃(v2), v1 − v2

〉
1
= η

〈
Mv1 −Mv2, v1 − v2

〉
1
+

+
(
ψ−1(v1 + ψ(a))− ψ−1(v2 + ψ(a)), v1 − v2

)
≥ ηm1∥v1 − v2∥21.

Тогда по теореме 2.2 [32, Глава 3] задача (1.3.11)–(1.3.12) имеет единственное

решение ψ̃ ∈ C([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω)) и M̃ψ̃ ∈ C1([0, T ];W−1
2 (Ω)). Следовательно,

ψ(u) ∈ C([0, T ];W 1
2 (Ω)) и u + ηMψ(u) ∈ C1([0, T ];W−1

2 (Ω)). В силу предполо-
жения XIX задача 1.2 также имеет единственное решение u ∈ V .

Получим оценку нормы ψ(u) в C([0, T ];W 1
2 (Ω)). Для этого проинтегри-

руем (1.3.2) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , и умножим результат на ψ(u) − ψ(a) в

cмысле отношения двойственности между
◦
W 1

2 (Ω) и W−1
2 (Ω). В силу (1.3.11) и
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(1.3.12) это даст:

(u− a, ψ(u)− ψ(a)) + η
〈
M(ψ(u)− ψ(a)), ψ(u)− ψ(a)

〉
1
=

= −
〈
M

τ∫
0

k(t)(ψ(u)− ψ(a))dt, ψ(u)− ψ(a)
〉
1
+

+
〈
U0 − a0, ψ(u)− ψ(a)

〉
1
+
〈 τ∫

0

(f − at)dt, ψ(u)− ψ(a)
〉
1
, (1.3.13)

где a0(x) = a(0, x). Оценим правую часть последнего соотношения с помощью
неравенства Коши.∣∣∣− 〈

M

τ∫
0

k(t)(ψ(u)− ψ(a)dt, ψ(u)− ψ(a)
〉
1
+

+
〈 τ∫

0

(f − at)dt, ψ(u)− ψ(a)
〉
1
+
〈
U0 − a0, ψ(u)− ψ(a)

〉
1

∣∣∣ ≤
≤ m2

2k̄
2T

ηm1

τ∫
0

∥∥ψ(u)− ψ(a)
∥∥2
1
dt+

ηm1

2
∥ψ(u)− ψ(a)∥21+

+
1

ηm1

[
∥U0 − a0∥2W−1

2 (Ω)
+ T

τ∫
0

∥∥f − at
∥∥2
W−1

2 (Ω)
dt
]

(1.3.14)

где k̄ = maxt∈[0,T ] |k(t)|.
В силу (1.3.5), (1.3.6), (1.3.14) и леммы Гронуолла из (1.3.13) следует нера-

венство

∥ψ(u)−ψ(a)∥21 ≤
1

η2m2
1

[
∥U0 − a0∥2W−1

2 (Ω)
+

+T

T∫
0

∥∥f − at
∥∥2
W−1

2 (Ω)
dt
]
exp

(
m2

2k̄
2T 2

η2m2
1

)
≡ C1 (1.3.15)

или
∥ψ(u)∥1 ≤ C

1/2
1 + ∥ψ(a)∥1. (1.3.16)

2) Если имеет место (1.3.10), то в силу (1.3.16) получаем, что

∥u∥L2p(Ω) ≤
1

d

(
C

1/2
1 + ∥ψ(a)∥

)1/p

, (1.3.17)
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т. е. u ∈ L∞(0, T ;L2p(Ω)). Далее, интегрируя (1.3.2) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T ,
и умножая на Mψ(u) скалярно в L2(Ω), приходим к соотношению

η∥Mψ(u)∥2 = −(u,Mψ(u)) + (U0,Mψ(u)) +
( τ∫

0

fdt,Mψ(u)
)

−
( τ∫

0

k(t)Mψ(u)dt,Mψ(u)
)
. (1.3.18)

Оценим правую часть этого соотношения с помощью неравенства Коши. Ввиду
(1.3.17) это даст:

−(u, ψ(u))+ (U0,Mψ(u)) +
( τ∫

0

fdt,Mψ(u)
)
−

( τ∫
0

Mψ(u)dt,Mψ(u)
)
≤

≤ 1

η

(
(mesΩ)(p−1)/(2p)∥u∥Lp(Ω) + ∥U0∥+ T∥f∥C([0,T ];L2(Ω))

)2

+

+
k̄2T

η

τ∫
0

∥Mψ(u)∥2dt+ η

2
∥Mψ(u)∥2. (1.3.19)

Соотношения (1.3.18) и (1.3.19) приводят к неравенству

∥Mψ(u)∥ ≤
√
2

η

(
(mesΩ)

p−1
2p ∥u∥Lp(Ω) + ∥U0∥+ T max

t∈[0,T ]
∥f∥

)
e

k̄2T
2η2 ≡ C2. (1.3.20)

В силу (1.3.15), (1.3.20) и неравенства [87, Глава 2]

∥v∥2 ≤ χ(∥Mv∥+ ∥v∥1) (1.3.21)

для v ∈
◦
W 1

2 (Ω) ∩ W 2
2 (Ω), где константа χ зависит от n, m1, mesΩ, получаем

оценку
∥ψ(u)∥2 ≤ χ(C2 + C

1/2
1 ) + ∥ψ(a)∥2 ≡ C ′

2.

Таким образом, Mψ(u) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) и ψ(u) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)). Из (1.3.2)

следует,что (u+ ηMψ(u))t ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Теорема доказана.
Замечание 1.3.1. Условия теоремы 1.3.2, при которых доказано утвержде-

ние 1), избыточны. Оно остается справедливым, если f ∈ L∞([0, T ];W−1
2 (Ω)),

U0 ∈ W−1
2 (Ω), а граница ∂Ω является кусочно гладкой.
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В качестве примера рассмотрим нелинейное уравнение фильтрации в тре-
щиноватой среде [169]

(ut + εµBu(u))t +Bu(ζ(u)) = 0. (1.3.22)

Здесь u – концентрация жидкости в порах, Bu = −(1/µ)div(l(u)∇) и µ – коэф-
фициент вязкости жидкости. Зависимость проницаемости среды l(u) от концен-
трации жидкости в порах типична для некоторых видов горных пород. Для сла-
бо сжимаемых жидкостей можно полагать ζ(u) = k(t)u, где коэффициент k(t)
характеризует гидравлические свойства трещиноватой среды. В этом случае мы
приходим к уравнению (1.3.2), в котором M = −∆, η = εµ, ψ(u) =

∫ u

0 l(z)dz,
f ≡ 0. Проницаемость l(u) является непрерывной невозрастающей положитель-
ной функцией давления. Кроме того, l(u) по существу постоянна в зоне насы-
щения, т. е. когда давление в порах и трещинах достигает максимума [169]. Это
означает, что в зоне насыщения функция ψ(u) становится линейной. При таких
предположениях оператор M и функция ψ(ρ) удовлетворяют ограничениям I–
III и для задачи (1.3.3), (1.3.4), (1.3.22) справедлива теорема 1.3.2.

В [169], [170] доказана глобальная разрешимость первой краевой задачи
для (1.3.22) при условии, что ζ(ρ) монотонна, дифференцируема и липшиц-
непрерывна на (−∞,+∞), а значит, имеет ограниченную производную. Кроме
того, оператор Bu предполагается невырожденным в том смысле, что 0 < l0 ≤
l(ρ) ≤ l1 на (−∞,+∞), где l0 и l1 - константы. В [274], найдены достаточ-
ные условия существования неотрицательного решения u краевой задачи для
(1.3.22) с комбинированными граничными условиями (разного рода на разных
частях границы) в случае, когда l(ρ) = O(ρβ) и ζ(ρ) = O(ρ−λ) при ρ → 0,
причем l(ρ) и ζ(ρ) · l(ρ) могут обращаться в нуль при ρ = 0.

Теорема 1.3.2 является продолжением результатов [169], [170] и [274] для
(1.3.22). С одной стороны, она справедлива для (1.3.22) при более жестком огра-
ничении на ζ(ρ). С другой стороны, это ограничение позволило найти достаточ-
ные условия не только глобальной разрешимости, но и единственности решения,
причем в более широком классе и при более общих предположениях относитель-
но ψ(ρ).
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1.4 Теоремы сравнения для уравнений соболевского типа

Специфической особенностью уравнений соболевского типа является тот
факт, что в общем случае решения таких уравнений не удовлетворяют принципу
максимума. Ранделл и Стэчер [288] показали, что при некоторых начальных и
граничных данных решение первой краевой задачи для линейного уравнения

(I + L)ut + Lu = f, (1.4.1)

оставаясь неотрицательным на боковой поверхности цилиндра QT , и при t = 0,
может принимать отрицательные значения во внутренних точках QT при усло-
вии что дифференциальный оператор L второго порядка удовлетворяет усло-
вию сильной эллиптичности и его коэффициенты не зависят от t. Однако в неко-
торых частных случаях при дополнительных ограничениях на исходные данные
для уравнения (1.4.1) справедлива теорема сравнения и, как следствие, принцип
максимума. Первые результаты такого рода были получены Тингом [310, 312].
В [312] доказан сильный принцип максимума для уравнения (1.4.1) при L = −∆

и f ≡ 0 с однородным граничным условием Дирихле. В [287,288] были найдены
достаточные условия на исходные данные первой краевой задачи для уравне-
ния (1.4.1) с сильно эллиптическим оператором L второго порядка общего вида,
при которых имеет место теорема сравнения. В частности, решение сохраняет
знак в QT , если u(0, x) + Lu(0, x) ≥ 0. Необходимым для неотрицательности
решения является условие u(0, x) ≥ 0 [302]. При соответствующих предполо-
жениях относительно исходных данных теорема сравнения верна для решения
уравнения (1.4.1) c граничными условиями второго и третьего рода [192].

Теоремы сравнения остаются справедливыми и для некоторых типов нели-
нейных уравнений соболевского типа в случае первой краевой задачи [57, 59,
192], а также для линейного неоднородного уравнения при нелинейных гранич-
ных данных третьего рода. Как показано в [192], для решения задачи (1.3.2)–
(1.3.4) с M = −∆ (∆ – лапласиан) справедлива теорема сравнения при условии,
что γ(r)/r не убывает при r ≥ 0.

Результаты [192,287,288] могут быть обобщены на случай задачи (1.3.2)–
(1.3.4) и уравнения

(νu+ η(t)Mu)t + k(t)Mu+ g(t, x)u = f, (1.4.2)
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где M – оператор вида (1.3.1), а η(t), k(t) и g(t, x) – заданные функции, а ν ≥ 0

– постоянная.
Рассмотрим сначала задачу для уравнения (1.4.2) в цилиндре QT с крае-

выми условиями
(νu+ η(t)Mu)

∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (1.4.3)

u = β(t, x), (t, x) ∈ ST . (1.4.4)

Будем придерживаться обозначений, введенных в предыдущем параграфе.

Теорема 1.4.1. Пусть выполняются предположения XVII, XVIII, функ-
ция u(t, x) – решение задачи (1.4.2)–(1.4.4) из C1([0, T ];W 2

2 (Ω)). Пусть также
f(t, x) ≥ 0 почти всюду в QT , U0(x) ≥ 0 почти всюду в Ω, β(t, x) ≥ 0 почти
всюду на ST , η(t) ≥ η0 > 0, k(t) ≥ k0 > 0, g(t, x) ≤ νk(t)/η(t) при всех
(t, x) ∈ QT и ν ≥ 0. Тогда

u(t, x) ≥ 0 (1.4.5)

почти для всех (t, x) ∈ QT .

Доказательство. Множество C2+α(Ω) плотно вW 2
2 (Ω), поэтому достаточ-

но доказать утверждение теоремы для гладкого решения задачи (1.4.2)–(1.4.4).
Для решения из C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) неравенство (1.4.5) получается при замыка-
нии пространства C1([0, T ];C2+α(Ω̄)) в норме C1([0, T ];W 2

2 (Ω)). При этом надо
лишь учитывать, что оператор M , как отображение из W 2

2 (Ω) в L2(Ω), ограни-
чен.

Рассмотрим следующую итерационную схему:

v0 ≡ 0;(
νvi + ηMvi

)
t
+ k

η

(
νvi + ηMvi

)
= f +

(
νk
η − g

)
vi−1, (t, x) ∈ QT ,

(νvi + ηMvi)
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω,

vi(t, x)|ST
= β(t, x),

(1.4.6)

i = 1, 2, 3, . . .. Пусть bη = bη(t, x) – решение задачи bη+ηMbη = 0, bη
∣∣
∂Ω

= β(t, x).
Для каждого i функция

ṽi ≡
(
vi − bη

)
exp

( t∫
0

k(θ)

η(θ)
dθ

)
,
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удовлетворяет уравнению

(
νṽi + η(t)Mṽi

)
t
=

[
f +

(
νk(t)

η(t)
− g

)
vi−1

]
exp

( t∫
0

k(θ)

η(θ)
dθ

)
, (1.4.7)

начальным данным (1.4.63) и граничному условию ṽi
∣∣
∂Ω

= 0. Интегрируя (1.4.7)

по t на (0, τ), 0 < τ ≤ T и действуя на результат оператором (νI + ηM)−1,
получим

ṽi(τ, x) = (νI + η(τ)M)−1U0(x)+

+

τ∫
0

(νI + η(t)M)−1

[
f +

(
νk(t)

η(t)
− g

)
vi−1

]
exp

( t∫
0

k(θ)

η(θ)
dθ

)
dt. (1.4.8)

В силу предположений теоремы, мы можем заключить из (1.4.8), что

vi(t, x) ≥ bη(t, x) ≥ 0 (1.4.9)

для каждого i = 1, 2, 3, . . ..
Так как (νI + ηM)−1 ограничен [85], интегральный оператор в правой

части (1.4.8) является сжимающим отображением в норме max[0,T ]{e−σt∥ · ∥2} с
некоторой положительной постоянной σ. Это гарантирует, что

vi(t, x) → v(t, x) in C([0, T ];W 2
2 (Ω)) при i→ ∞.

Следовательно, v(t, x) также удовлетворяет (1.4.9). Кроме того, для v(t, x) спра-
ведливы условия (1.4.2)–(1.4.4). Поэтому v = u почти всюду в QT и для u имеет
место неравенство (1.4.9). Теорема доказана.

Для задачи (1.4.2)–(1.4.4) справедлива еще одна теорема, также относя-
щаяся к теоремам сравнения.

Теорема 1.4.2. Пусть выполняются предположения XVII, XVIII для
оператора M и функции vj ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω) являются решениями задач{
vjt + ηMvjt +Mvj + gj(t)vj = fj,

(vj + ηMvj)|t=0 = Uj(x), vj|∂Ω = βj(t, x), j = 1, 2.
(1.4.10)

Тогда если g2(t) ≤ g1(t) ≤ 1
η на [0, T ], 0 ≤ f1 ≤ f2 почти всюду в QT , 0 ≤

U1(x) ≤ U2(x) почти для всех x ∈ Ω и 0 ≤ β1(t, x) ≤ β2(t, x) почти для всех
(t, x) ∈ ST , то 0 ≤ v1 ≤ v2 почти для всех (t, x) ∈ QT .
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Доказательство. В силу (1.4.10), функция v̄ = v2−v1 является решением
задачи {

v̄t + ηMv̄t +Mv̄ + g2(t)v̄ = (g1 − g2)v1 + f2 − f1,

(v̄i + ηMv̄)|t=0 = U2 − U1, v̄|∂Ω = β2 − β1.
(1.4.11)

По теореме 1.4.1, vj ≥ 0, j = 1, 2, почти всюду в QT . Следовательно, правая
часть (1.4.11) неотрицательна. Поэтому согласно теореме 1.4.1, v̄ ≥ 0 почти
всюду в QT . Теорема доказана.

Теперь обратимся к задаче (1.3.2)–(1.3.4). Будем считать выполненными
все предположения предыдущего параграфа. Прежде всего следует отметить,
что если U0 ≥ 0 в (1.3.3) почти всюду в Ω и β(0, x) ≥ 0 в (1.3.4) почти всюду
на ∂Ω, то u(0, x) ≥ 0. Строго говоря, справедлива следующая лемма.

Теорема 1.4.3. Пусть выполняются условия леммы 1.3.1, η > 0 – за-
данная постоянная. Пусть также U0 ∈ L2(Ω), ψ(β) ∈ W

1/2
2 (∂Ω). Тогда для

решения u(0, x) задачи (1.3.8) справедливы следующие утверждения:
1) если a(0, x)−U0 ≥ 0 почти всюду в Ω, где a – решение задачи (1.3.7),

то имеет место неравенство u(0, x) ≤ a(0, x) почти всюду в Ω;
2) если U0 ≥ 0 почти всюду в Ω и β(0, x) ≥ 0 почти всюду в ∂Ω, то

u(0, x) ≥ 0 почти всюду в Ω.

Доказательство. 1) Пусть w0(x) = a0(x) − u0(x), где a0(x) = a(0, x),
u0(x) = u(0, x). Ввиду (1.3.3) и (1.3.7),

−ηdiv(M(x)(∇ψ(a0)−∇ψ(u0))) + ηm(x)(ψ(a0)− ψ(u0)) + +w0 = a0 − U0.

Умножим это уравнение на ψ(ā)− ψ(u0), где

ā =

{
u0 если u0 ≤ a0,
a0 если u0 > a0,

в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в пер-
вом члене левой части. Это даст

η

∫
Ω

[(
M∇

(
ψ(ā) − ψ(u0)

)
,∇

(
ψ(ā)− ψ(u0)

))
R
+m(ψ(ā)− ψ(u0)

)2]
dx+

+

∫
Ω

(w0 − a0 + U0)
(
ψ(ā)− ψ(u0)

)
dx = 0.
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В силу (1.3.5), (1.3.6) и неотрицательности a0 − U0 из последнего тождества
следует неравенство

ηm1

∫
Ω

(
∇ψ(ā)−∇ψ(u0)

)2
dx ≤ 0,

из которого вытекает, что ∇
(
ψ(ā)− ψ(u0)

)
= 0. Согласно (1.3.4) и (1.3.7) (ā−

u0)|∂Ω = 0. Поэтому ā− u0 = 0, т. е. u0 ≤ a0 почти всюду в Ω.
2) Введем функцию

ū0 =

{
0 если u0 < 0,
u0 if u0 ≥ 0,

Из (1.3.3) и определения ū0 следует, что

−ηdiv(M(x)(∇ψ(u0)−∇ψ(ū0)))ηm(ψ(u0)− ψ(ū0)
)
+ u0 − ū0 = Ũ0.

Здесь Ũ0 = 0 там, где u0 ≥ 0, и Ũ0 = U0 в тех точках Ω, где u0 < 0. Умножим
это уравнение на ψ(u0) − ψ(ū0) в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям в первом члене левой части. В силу (1.3.5), (1.3.6) и
неотрицательности U0 из результирующего тождества получаем, что

ηm1

∫
Ω

(
∇ψ(u0)−∇ψ(ū0)

)2
dx ≤ 0,

т. е. ∇
(
ψ(u0)−ψ(ū0)

)
= 0. Согласно (1.3.4) (u0−ū0)|∂Ω = 0. Поэтому u0−ū0 = 0,

т. е. u0 ≥ 0 почти всюду в Ω. Теорема доказана.
Утверждение 2) теоремы 1.4.3 остается справедливым и для задачи (1.3.7).

Теорема 1.4.4. Пусть выполняются предположения XVII–XIX и усло-
вия теоремы 1.3.2, гарантирующие существование решения u ∈ W задачи
(1.3.2)–(1.3.4). Предположим, что k(t) ≥ 0 on [0, T ]. Тогда следующие утвер-
ждения верны.

1) Если f ≥ 0 почти всюду в QT , U0 ≥ 0 почти всюду в Ω и β ≥ 0 почти
всюду на ST , то u ≥ 0 почти для всех (t, x) ∈ QT .

2) Если at − f ≥ 0 почти всюду в QT и a(0, x) − U0 ≥ 0 почти всюду в
Ω, то u ≤ a почти для всех (t, x) ∈ QT .
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Доказательство. 1) В случае, когда k(t) = const > 0 и ψ(β) ≡ 0 утвер-
ждение доказано в [192]. Пусть теперь k(t) ̸= const и ψ(β) ̸= 0. Умножим
(1.3.2) на функцию exp

(
1
η

∫ t

0 k(τ)dτ
)

и перенесем первое слагаемое в правую
часть полученного равенства. Это даст

η
∂

∂t

(
exp

(1
η

t∫
0

k(τ)dτ
)
Mψ(u)

)
= exp

(1
η

t∫
0

k(τ)dτ
)
(f − ut).

Переобозначив t через θ, проинтегрируем это соотношение по θ от 0 до t, 0 < t ≤
T . Интегрируя по частям по θ в члене, содержащем ut, приходим к равенству

u+ηMψ(u) = U0 exp
(
− 1

η

t∫
0

kdτ
)
+

t∫
0

(k
η
u+f

)
exp

(
− 1

η

t∫
θ

kdτ
)
dθ. (1.4.12)

Рассмотрим итерационную схему:

ui + ηMψ(ui) = U0 exp
(
− 1

η

t∫
0

k(τ)dτ
)

+

t∫
0

(k(θ)
η
ui−1 + f

)
exp

(
− 1

η

t∫
θ

k(τ)dτ
)
dθ, (1.4.13)

ui
∣∣
ST

= β(t, x), i = 1, 2, ...; u0 = 0. (1.4.14)

Пусть vi и v – решения уравнений Mvi = ui и Mv = u, соответственно,
vi|ST

= v|ST
= 0. Вычтем (1.4.12) из (1.4.13) на i-й итерации и умножим разность

на vi − v в смысле скалярного поизведения L2(Ω). После интегрирования по
частям по пространственным переменным получим равенство〈

M(vi − v), vi−v
〉
1
+ η

(
ψ(ui)− ψ(u), ui − u

)
=
〈
M

t∫
0

k(θ)

η
(vi−1 − v) exp

(
− 1

η

t∫
θ

k(τ)dτ
)
dθ, vi − v

〉
1
,

из которого в силу (1.3.6) следует, что

∥vi − v∥1 ≤
(K√

m2

ηm1

)i−1
t∫

0

θ∫
0

...

ξi−2∫
0

∥v0 − v∥1dξi−1...dξ2dξ1dθ

≤
( k̄T√m2

ηm1

)i−1T

i!
vrai max

t∈[0,T ]
∥v0 − v∥1
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или

vrai max
t∈[0,T ]

∥vi − v∥1 ≤
( k̄T√m2

ηm1

)i−1T

i!
vrai max

t∈[0,T ]
∥v0 − v∥1. (1.4.15)

Последнее соотношение доказывает, что vi → v в L∞(0, T ; W̊ 1
2 (Ω)) и ui → u в

L∞(0, T ;W−1
2 (Ω)) при i → ∞. Более того, u ∈ L2p(QT ) согласно теореме 1.3.2.

Поэтому для каждого w ∈ W̊ 1
2 (Ω) имеем неравенство

|(ui − u,w)| = |
〈
M(vi − v), w

〉
1
| ≤ m2∥vi − v∥1∥w∥1,

которое ввиду (1.4.15) влечет за собой тот факт, что ui → u слабо в L2(QT )

при i → ∞. В соответствии с утверждением 1) леммы 1.4.3 ui ≥ 0, i = 1, 2, ....
Следовательно, это неравенство остается верным и для u, т. е. u ≥ 0 почти для
всех (t, x) ∈ QT .

2) Пусть теперь выполняются гипотезы второго утверждения. Перепишем
итерационную схему (1.4.13), (1.4.14) в виде

a− ui + ηM(ψ(a)− ψ(ui)) = (a0 − U0) exp
(
− 1

η

t∫
0

k(τ)dτ
)

+

t∫
0

(k(θ)
η

(a− ui−1) + at − f
)
exp

(
− 1

η

t∫
θ

k(τ)dτ
)
dθ,

(a− ui)
∣∣
ST

= 0, i = 1, 2, ...; u0 = a.

Согласно утверждению 2) леммы 1.4.3 ui ≤ a почти для всех (t, x) ∈ QT ,
i = 1, 2, .... Так как ui → u слабо в L2(QT ) при i → ∞ и a ∈ L2p(QT ), это
неравенство остается справедливым для u почти всюду в QT . Теорема доказана.

Перейдем к теореме сравнения в случае краевой задачи для уравнения
(1.4.2) при η(t) = η = constant и g(t, x) ≡ 0 с начальными данными (1.4.3) и
граничным условием{

η
∂ut

∂N
+ k(t)

∂u

∂N
+ σ(x)(ηut + k(t)u)

}∣∣∣
ST

+ k(t)µ1(t, x) = µ2(t, x), (1.4.16)

где σ(x) ≥ 0 и µi(t, x) – заданные функции.
Будем предполагать, что оператор M удовлетворяет условию XVIII и сле-

дующему ограничению.
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XVII′. mij(x), ∂mij/∂xl , i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничена в Ω. M –
сильно эллиптический оператор, то есть существуют положительные постоян-
ные m1 и m2 такие, что для любого v ∈ W 1

2 (Ω) и почти всех x ∈ Ω

m0∥v∥21 ≤ ⟨Mv, v⟩1,M +

∫
∂Ω

σ(x)uvdx ≤ m1∥v∥21. (1.4.17)

Cуществование и единственность решения задачи (1.4.2), (1.4.3), (1.4.16) c
постоянным коэффициентом k(t) ≡ k следует из результатов [304]. Следующая
лемма обобщает этот результат на случай функции k(t).

Лемма 1.4.5. 1) Пусть выполняются предположения XVII′, XVIII, η >
0, k ∈ C([0, T ]), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), u0 ∈ W 2

2 (Ω) и µ1, µ2 ∈ C1([0, T ];W
1/2
2 (∂Ω)).

Тогда существует единственное решение u ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)) задачи (1.4.2),

(1.4.3), (1.4.16).

Доказательство. Рассмотрим задачу
vt +G(v) = f, (t, x) ∈ QT ,

v|t=0 = (I + ηM)u0, x ∈ Ω,
(1.4.18)

где v = (I + ηM)u, и оператор G отображает пространство C([0, T ];L2(Ω)) в
себя,

G = k(t)M(I + ηM)−1 ≡ k(t)

η

(
I − (I + ηM)−1

)
.

Задача (1.4.18) разрешима тогда и только тогда, когда функция u = (I +

ηM)−1v является решением задачи (1.4.2),(1.4.3),(1.4.16). Поэтому утвержде-
ние леммы 1.4.5 будет доказано, как только мы установим существование и
единственность решения задачи (1.4.18). Из условий леммы следует, что опе-
ратор G липшиц-непрерывен. Тогда согласно теореме 1.2 [32, Глава V], задача
(1.4.18) имеет единственное решение v ∈ C1([0, T ];L2(Ω)). Лемма доказана.

Теорема 1.4.6. Пусть выполняются условия леммы 1.4.5. Пусть так-
же u(t, x) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) – решение задачи (1.4.2),(1.4.3),(1.4.16), f(t, x) ≥
0 для почти всех (t, x) ∈ QT , u0(x) ≥ 0 почти всюду в Ω, k(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ],
µ1 ≤ 0 и µ2 ≥ 0 для почти всех (t, x) ∈ ST . Тогда

u(t, x) ≥ u0(x) exp
(
− 1

η

t∫
0

k(θ)dθ
)
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почти всюду в QT .

Доказательство. Введем функцию v = u − u0 exp
(
− 1

η

∫ t

0 k(θ)dθ
)
. Она

удовлетворяет уравнению

v + ηMv =

t∫
0

[
f +

k

η
v
]
exp

(
−

t∫
τ

k

η
dθ
)
dτ + u0 exp

(
−

t∫
0

k

η
dθ
)
, (1.4.19)

почти всюду в QT и граничному условию

[ ∂v
∂N

+ σ(x)v
]∣∣∣

ST

=
1

η

t∫
0

(µ2 − k(τ)µ1) exp
(
− 1

η

t∫
τ

k dθ
)
dτ. (1.4.20)

Определим также функции v1 = min{v, 0} и v2 = max{v, 0}. В условиях теоре-
мы vi ∈ C([0, T ];W 1

2 (Ω)), i = 1, 2, и v = v1 + v2 почти всюду в QT . Умножим
(1.4.19) на v1 в смысле скалярного произведения L2(Ω) и проинтегрируем по
частям во втором члене левой части полученного уравнения. Ввиду (1.4.20) это
дает

∥v1∥2 + η⟨Mv1, v1⟩1,M + η

∫
∂Ω

σv21ds−
∫
Ω

t∫
0

(f +
k

η
v2) exp

(
−

t∫
τ

k

η
dθ
)
dτv1dx−

−
∫
∂Ω

t∫
0

(µ2 − kµ1) exp
(
−

t∫
τ

k

η
dθ
)
dτ v1ds− exp

(
−

t∫
0

k

η
dθ
)∫

Ω

u0v1dx =

=

∫
Ω

t∫
0

k

η
v1 exp

(
−

t∫
τ

k

η
dθ
)
dτv1 dx.

В условиях теоремы из этого соотношения следует неравенство

∥v1∥2 ≤ C

t∫
0

∥v1∥2dτ

с константой C > 0, зависящей от T , η, maxt∈[0,T ] k(t), откуда согласно лемме
Гронуолла вытекает, что v1 = 0, то есть, v ≥ 0 почти всюду в QT . Теорема
доказана.
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Глава 2. Обратные задачи для линейных уравнений фильтрации

Данная глава посвящена коэффициентным обратным задачам для линей-
ных уравнений фильтрации. Рассматриваются возможные постановки краевых
условий и условий переопределения, исследуется корректность некоторых но-
вых коэффициентных обратных задач для уравнений соболевского типа, а так-
же связанных с ними обратных задач для эллиптических и параболических
уравнений второго порядка. Исследуются свойства решений некоторых из об-
ратных задач для уравнений соболевского типа, а именно, зависимость от ис-
ходных данных задачи (устойчивость), гладкость, асимптотическое поведение.
Обсуждаются вопросы регуляризации параболических обратных задач с помо-
щью соответствующих задач для уравнений соболевского типа.

2.1 Особенности постановки обратных задач для уравнений
соболевского типа

В предыдущей главе были рассмотрены некоторые уравнения третьего
порядка и краевые задачи для них. Поскольку физические процессы, модели-
руемые уравнениями такого типа, протекают, как правило, в ограниченных об-
ластях, постановки краевых задач для них должны включать в себя начальные
и граничные условия, а обратные задачи – еще и условия переопределения. В
общем случае постановки краевых задач для уравнений такого типа отлича-
ются от соответствующих задач для классических уравнений второго порядка.
Для того, чтобы сформулировать эти условия математически в наиболее общем
виде, обратимся к модели фильтрации слабо сжимаемых жидкостей в трещи-
новатых средах [15]: {

ν∆u1 + α(u2 − u1) = 0,

µ(m0d1 + d2)u2t + α(u2 − u1) = 0,
(2.1.1)

где u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x) – давление жидкости в трещинах и порах со-
ответственно; d1 и d2 – коэффициенты сжимаемости жидкости и блоков; m0 –
пористость блоков при стандартном давлении; µ – вязкость жидкости; ν – коэф-
фициент проницаемости трещин. Безразмерный коэффициент α характеризует
интенсивность обмена жидкостью между блоками и трещинами и зависит от
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проницаемости блоков. В общем случае все коэффициенты системы (2.1.1) яв-
ляются функциями переменных t и x. В данном параграфе для простоты будем
предполагать, что коэффициенты могут зависеть только от времени t.

Исключая u2 из (1.1), мы приходим к уравнению соболевского типа для
u1.

u1t − ν∆((ηu1)t + ku1) = 0

(
k =

1

µ(m0d1 + d2)
, η =

1

α

)
. (2.1.2)

Аналогично, исключив u1 из (1.1), получим уравнение для давления в порах
u2:

u2t − ν∆(ηu2t + ku2) = 0. (2.1.3)

Ясно, что если коэффициент η не зависит от t, то уравнения (2.1.2) и (2.1.3) для
u1 и u2 совпадают. Кроме того, если η является дифференцируемой функцией
переменной t, уравнение (2.1.3) можно переписать в форме

u2t − ν∆((ηu2)t + k̃u2) = 0

аналогичной (2.1.2), где k̃ = k − η′.
Уравнение фильтрации в трещиноватой среде, например, влагопереноса

в почве может включать в себя также младшие члены. [30, 158]. В частности,
при наличии абсорбции (поглощения) жидкости уравнение имеет вид:

ut − ν∆((ηu)t + ku) + gu = 0,

где g – коэффициент абсорбции.

2.1.1 Краевые условия

Математическая формулировка краевых условий для уравнений (2.1.2) и
(2.1.3) вытекает из следующих соображений.

Пусть задача рассматривается в некотором объеме трещиноватой среды,
т. е. области Ω ⊂ R3, ограниченной поверхностью ∂Ω, Ω - замыкание Ω, T -
действительное число и QT = Ω×(0, T ) – цилиндр в R4 с боковой поверхностью
ST = ∂Ω × (0, T ). Точки области Ω будем обозначать через x, точки отрезка
[0, T ] - через t, а точки цилиндра QT - через (t, x).
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Система (2.1.1) не содержит производной u1 по времени, поэтому началь-
ное условие можно поставить только для u2:

u2(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (2.1.4)

где u0(x) – заданная функция. Если коэффициенты (2.1.1) и функции u1 и u2

достаточно гладкие, то первое уравнение системы (2.1.1) выполняется при t = 0.
Тогда в силу (2.1.4) имеет место равенство

(−ην∆u1(0, x) + u1(0, x))|t=0 = u0(x),

которое можно рассматривать как начальное условие для u1 [15].
С другой стороны, первое уравнение системы (2.1.1) является эллипти-

ческим относительно u1, что позволяет задать граничное условие на u1. Это
может быть условие Дирихле

u1|ST
= β1(t, x),

Неймана
ν
∂u1
∂n

∣∣∣
ST

= β2(t, x),

или смешанное условие [
Au1 +Bν

∂u1
∂n

]∣∣∣
ST

= β3(t, x),

где n – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω, а βi, i = 1, 2, 3, A и B –
заданные функции переменных t и x.

При соответствующей гладкости коэффициентов (2.1.1) и функций u1 и
u2 из второго уравнения (2.1.1) и граничных условий для u1 получаем соответ-
ствующие граничные условия для u2:

ν
(
ηu2t + ku2

)∣∣
ST

= kβ1(t, x),

ν
∂

∂n
(ηu2t + ku2)

∣∣∣
ST

= kβ2(t, x),

или [
A(ηu2t + ku2) +Bν

∂

∂n
((ηu2t + ku2)

]∣∣∣
ST

= kβ3(t, x).
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Итак, представленные выше соображения приводят к следующему выво-
ду. Eсли все коэффициенты уравнения трещиноватой среды

ut − ν∆((ηu)t + ku) = 0 (2.1.5)

известны, то для этого уравнения можно поставить четыре основные краевые
задачи.

Первая задача: найти функцию u, удовлетворяющую уравнению (2.1.5) в
QT , начальным данным

(u− ην∆u)|t=0 = U0(x), x ∈ Ω (2.1.6)

и граничному условию
u|ST

= g1(t, x). (2.1.7)

Вторая задача: найти функцию u, удовлетворяющую уравнению (2.1.5) в
QT , начальным данным (2.1.6) и граничному условию[

Au+Bν
∂u

∂n

]∣∣∣
ST

= g2(t, x). (2.1.8)

Третья задача: найти функцию u, удовлетворяющую уравнению (2.1.5) в
QT , начальным данным

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (2.1.9)

и граничному условию (
(ηu)t + ku

)∣∣
ST

= g3(t, x). (2.1.10)

Четвертая задача: найти функцию u, удовлетворяющую уравнению (2.1.5)
в QT , начальным данным (2.1.9) и граничному условию[

((ηu)t + ku) +Bν
∂

∂n
((ηu)t + ku)

]∣∣∣
ST

= g4(t, x). (2.1.11)

Здесь gi, i = 1, 2, 3, 4, – заданные функции на (0, T )× ∂Ω.
Вторая и четвертая задачи включают в себя, как частный случай, зада-

чи с граничными условиями типа Неймана при A = 0. Условие аналогичное
(2.1.10) использовалось в [158] для моделирования неравновесной фильтрации
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воды и нефти в пористой среде. Физическое обоснование граничного условия
(2.1.11) при A = 0 дано в [15]. В этой же работе предложена другая постановка
граничного условия смешанного типа. А именно,[

u+Bν
∂

∂n
((ηu)t + ku)

]∣∣∣
ST

= g4(t, x).

2.1.2 Обратные задачи. Условия переопределения

Обратная задача отыскания неизвестных коэффициентов в (2.1.5) при лю-
бых из перечисленных выше краевых условиях является недоопределенной и
требует дополнительной информации об искомой функции u в виде соответ-
ствующего условия переопределения.

Наибольший интерес с точки зрения приложений представляют задачи
идентификации коэффициентов уравнения, потому что эти параметры опреде-
ляют физические свойства среды. Исследование гидравлических свойств среды
приводит к обратной задаче отыскания неизвестного коэффициента k в уравне-
нии (2.1.5). При определении интенсивности обмена жидкостью между порами
и трещинами возникает обратная задача идентификации неизвестного коэффи-
циента η.

Для восстановления неизвестных коэффициентов, зависящих от t, можно
использовать интегральное условие переопределения∫

Ω

uρ(t, x)dx = H(t),

где ρ(t, x) и H(t) – заданные функции. Это условие характерно для процессов
диффузии и описывает общую концентрацию вещества в смеси. Однако в слу-
чае фильтрации дополнительную информацию удается получить, как правило,
только за счет данных точечного или интегрального типа на границе области.
В частности, такой информацией может служить общий расход жидкости φ(t)
в каждый момент времени, например, нефти или грунтовых вод через неко-
торую поверхность Γ ⊂ ∂Ω [318]. Для трещиноватых сред характерно то, что
течение жидкости осуществляется в основном по трещинам, так что скорость
фильтрации жидкости по блокам пренебрежимо мала в сравнении со скоро-
стью фильтрации жидкости по трещинам [15]. Если трещины достаточно узки,
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а скорости движения жидкости достаточно малы, то движение жидкости по
трещинам подчиняется закону Дарси [68,112], согласно которому общий расход
жидкости через поверхность Γ равен интегралу∫

Γ

ν
∂u1
∂n

ds.

Поэтому дополнительную информацию о расходе жидкости можно представить
в виде интегрального условия переопределения∫

Γ

ν
∂u1
∂n

ds = φ(t).

С другой стороны, используя данное соотношение, из второго уравнения (2.1.1)
получаем, что расход жидкости в порах выражается как∫

Γ

ν
∂

∂n

(
µ(m0d1 + d2)u2t + αu2

)
ds = αφ(t)

или ∫
Γ

ν
∂

∂n

(
η(u2)t + ku2

)
ds = kφ(t). (2.1.12)

Условие переопределения для u1 можно переписать в аналогичном виде. А
именно, ∫

Γ

ν
∂

∂n

(
(ηu1)t + ku1

)
ds = (ηφ(t))t + kφ(t). (2.1.13)

Следует заметить, что условие переопределения, заданное на границе об-
ласти или ее части, должно быть независимо от граничных данных прямой
задачи, то есть не должно следовать из них. Поэтому соотношения (2.1.12) и
(2.1.13) подходят для задач с граничными условиями (2.1.7) или (2.1.10). Что
касается задач с граничными условиями (2.1.8) и (2.1.11), здесь интегральное
условие переопределения на границе должно быть связано со следом самой
неизвестной функции, а не ее производной по нормали:∫

Γ

uω ds = ψ(t)

или ∫
Γ

(
(ηu)t + ku

)
ω ds = (ηψ(t))t + kψ(t),
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где ω = ω(t, x) и ψ(t) - заданные функции.
Таким образом, интегральное условие переопределения на границе для

восстановления коэффициентов уравнения (2.1.5) можно записать в общей фор-
ме, объединяющей условия для всех типов краевых задач:∫

Γ

[(
(ηu)t + ku

)
ω1 + ν

∂

∂n
(
(ηu)t + ku

)
ω2

]
ds = (ηψ1(t))t + kψ2(t). (2.1.14)

Здесь ωi = ωi(t, x) и ψi = ψi(t) - заданные функции, i = 1, 2, Γ ⊆ ∂Ω – участок
границы ненулевой n − 1-мерной меры. Конкретный вид этого условия зави-
сит от типа граничных данных соответствующей прямой задачи и того, какой
коэффициент в уравнении неизвестен.

Рассмотрим обратную задачу отыскания коэффициента k = k(t) при из-
вестных коэффициентах η и ν. Как показано выше на примере модели фильтра-
ции (2.1.1), правые части граничных условий (2.1.7), (2.1.8), (2.1.10), (2.1.11),
вообще говоря, линейно зависят от η и k. Поэтому при неизвестном k данные
граничные условия следует записывать в форме

u|ST
= g10 или

(
(ηu)t + ku

)
|ST

= kg11 + g12, (2.1.15)

и

ν
∂u1
∂n

∣∣∣
ST

= g20 или
[
A ((ηu)t + ku) +Bν

∂

∂n
((ηu)t + ku)

]∣∣∣
ST

= kg21 + g22.

(2.1.16)
Здесь gi0 = gi0(t, x), gi1 = gi1(t, x) и gi2 = gi2(t, x), i = 1, 2, – заданные функции
на (0, T )× ∂Ω.

Задачам с граничными данными (2.1.15) соответствует условие переопре-
деления (2.1.14) при ω1 = 0. Оно имеет следующий вид:∫

Γ

ν
∂

∂n
(
(ηu)t + k(t)u

)
ω2 ds− k(t)ψ2(t) = ψ3(t), (2.1.17)

где ψ3(t) = (ηψ1(t))t. Для задач с граничными данными (2.1.16) подходит усло-
вие переопределения (2.1.14) с ω2 = 0:∫

Γ

[
(ηu)t + k(t)u

]
ω1 ds− k(t)ψ2(t) = ψ3(t).
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Перейдем к условиям переопределения в задачах идентификации коэф-
фициента η(t) в уравнении (2.1.5) при известных k и ν. Как отмечалось выше,
правые части граничных условий (2.1.7), (2.1.8), (2.1.10) и (2.1.11), вообще го-
воря, линейно зависят от η и η′. Поэтому при неизвестном η данные граничные
условия следует записывать в виде(

(ηu)t + ku
)
|ST

= (ηg̃11)t + g̃12, (2.1.18)

ν
∂

∂n
((ηu)t + ku)

∣∣∣
ST

= (ηg̃21)t + g̃22, (2.1.19)

и [
A ((ηu)t + ku) +Bν

∂

∂n
((ηu)t + ku)

]∣∣∣
ST

= (ηg̃31)t + g̃32, (2.1.20)

где g̃i1 и g̃i2, i = 1, 2, 3, – заданные функции на (0, T ) × ∂Ω. В случае задач
с граничными данными (2.1.7) или (2.1.18) из (2.1.14) при ω1 = 0 получаем
следующее условие переопределения∫

Γ

ν
∂

∂n
(
(η(t)u1)t + ku1

)
ω2(t, s) ds− (η(t)ψ1(t))

′ = ψ4(t), (2.1.21)

где ψ4(t) = kψ2(t).
Нетрудно заметить, что начальное условие

u(0, x)− η(0)ν∆u(0, x) = U0(x),

является дифференциальным уравнением относительно функции u(0, x) и со-
держит неизвестный постоянный коэффициент η(0). Для отыскания η(0) необ-
ходимо дополнительное условие переопределения при t = 0:

η(0)

∫
Γ

ν
∂u1(0, x)

∂n
ω2(0, x) ds+ r1η(0) = r2,

где r1, r2 - действительные постоянные.
В случае граничных условий (2.1.19) или (2.1.20) следует использовать

условие переопределения (2.1.14) при ω2 = 0. А именно,∫
Γ

[
(ηu)t + ku

]
ω1 ds− (η(t)ψ1(t))

′ = ψ4(t).
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Условие переопределения при t = 0 имеет вид∫
Γ

u1(0, x)ω2(0, x) ds+ r1η(0) = r2.

Теперь обратимся к условиям переопределения для задач отыскания неиз-
вестного младшего коэффициента g(t) в уравнении влагопереноса

ut − ν∆((ηu)t + ku) + gu = 0,

при заданных η, ν и k. Для задачи с граничными данными (2.1.7) и (2.1.9)
условие переопределения (2.1.14) можно записать в следующей форме:∫

Γ

ν
∂

∂n
(
(ηu)t + k(t)u

)
ω2 ds = ψ5(t),

где ψ5(t) = (ηψ1(t))t+ kψ2(t). Алогичные нелокальные условия использовались
в задачах управления для уравнений соболевского типа в [231,318]. В случае за-
дач с граничными данными типа (2.1.15) или (2.1.16) условия переопределения
имеют вид ∫

Γ

[
(ηu)t + k(t)u

]
ω1 ds = ψ5(t) или

∫
Γ

uω1ds = ψ6(t),

где ψ6(t) – заданная функция.

2.1.3 Задача с одной пространственной переменной

Рассмотрим обратную задачу идентификации неизвестного коэффициен-
та k(t) в уравнении (2.1.5) с краевыми условиями (2.1.6), (2.1.7) и условием пе-
реопределения (2.1.17) в случае одной пространственной переменной. Это поз-
волит разобраться в некоторых особенностях описанных выше обратных задач
и их решений.

Пусть Ω = (0, l) и коэффициент η в (2.1.5) – постоянная величина. Всюду
ниже будем обозначать символами (·, ·) и ∥ · ∥ скалярное произведение и норму
в L2(Ω) и символом ∥ · ∥i норму в W i

2(Ω), i = 1, 2 (в данном параграфе – L2(0, l)

и W i
2(0, l), соответственно). Будем также использовать обозначения

p = max
t∈[0,T ]

p(t), p = min
t∈[0,T ]

p(t)
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для функций p(t) ∈ C([0, T ]).
В одномерном случае интегральное условие (2.1.17) вырождается в нело-

кальное условие на следы производных u на концах интервала. Обратную за-
дачу (2.1.5)–(2.1.7), (2.1.17) можно сформулировать следующим образом.

При заданных η, f(t, x), u0(x), β1(t), β2(t), φ1(t), φ2(t) найти пару функ-
ций {u(t, x), k(t)}, удовлетворяющих уравнению

ut − ηuxxt − k(t)uxx = f(t, x) в QT ≡ (0, T )× (0, l), (2.1.22)

начальному условию
u(0, x) = u0(x) x ∈ [0, l], (2.1.23)

граничным данным

u(t, 0) = β1(t), u(t, l) = β2(t) t ∈ [0, T ] (2.1.24)

и условию переопределения

− (ηuxt + k(t)ux)
∣∣∣
x=0

+ φ1(t)k(t) = φ2(t) t ∈ [0, T ]. (2.1.25)

Результаты [32] позволяют утверждать, что если f ∈ C([0, T ];L2(QT )),
u0 ∈ W 2

2 (0, l), β1, β2 ∈ C1([0, T ]) и k(t) ∈ C([0, T ]), то прямая задача (2.1.22)–
(2.1.24) имеет решение u ∈ C1([0, T ];W 2

1 (0, l)), и это решение единственно. Из
уравнения (2.1.22) следует, что ηuxxt + k(t)uxx ∈ C([0, T ];L2(0, l)), а значит,
uxx ∈ C1([0, T ];L2(0, l)), то есть u ∈ C1([0, T ];W 2

2 (0, l)).
Под решением задачи (2.1.22)–(2.1.25) будем понимать пару {u(t, x), k(t)}

из класса C1([0, T ];W 2
2 (0, l))× C([0, T ]), удовлетворяющую уравнению (2.1.22)

и условиям (2.1.23)–(2.1.25).
Существование и единственность решения задачи (2.1.22)–(2.1.25) зави-

сит от свойств решения прямой задачи (2.1.22)–(2.1.24), которые гарантируются
следующей леммой, относящейся к теоремам сравнения для уравнений соболев-
ского типа.

Лемма 2.1.1. Пусть v(t, x) – это решение задачи
vt − ηvxxt − q(t)vxx = f(t, x) в QT ,

v(0, x) = v0(x) x ∈ [0, l],

v(t, 0) = β1(t), v(t, l) = β2(t) t ∈ [0, T ],



98

из класса C1([0, T ];W 2
2 (0, l)), где η – положительная постоянная, q(t), f(t, x),

v0(x), β1(t), β2(t) – заданные функции, q ∈ C([0, T ]), β1, β2 ∈ C1([0, T ]), v0 ∈
W 2

2 (0, l), f ∈ C([0, T ];L2(0, l)), v0(0) = β1(0), v0(l) = β2(0). Предположим,
что β1(t), β2(t), v0(x) неотрицательны, f(t, x) также неотрицательна по-
чти всюду в QT , q(t) ≥ q0 > 0 при всех t ∈ [0, T ], и для решения G(t, x)

задачи

G− η Gxx = 0 в QT , G(t, 0) = β1(t), G(t, l) = β2(t),

выполняется неравенство v0(x)−G(0, x) ≥ 0. Тогда v(t, x) ≥ 0 в [0, T ]× [0, l].

Лемма 2.1.1 является частным случаем теоремы сравнения 1.4.1 главы 1.

Теорема 2.1.2. Пусть η – положительная постоянная и выполняются
следующие условия:

(i) f(t, x) ∈ C([0, T ];L2(0, l)), β1(t), β2(t), φ1(t) ∈ C1([0, T ]), φ2(t) ∈ C([0, T ]),
u0 ∈ W 2

2 (0, l);

(ii) f(t, x) ≥ 0 почти всюду в QT , u0(x) ≥ 0 при всех x ∈ (0, l), φ1(t) ≥ 0 и
φ2(t) ≥ 0 на [0, T ], u0(0) = β1(0), u0(l) = β2(0),

βi ≥ 0 i = 1, 2; (2.1.26)

(iii) существуют положительные константы φ0, γ и постоянные α0, α1 та-
кие, что 0 ≤ αi ≤ 1 (i = 0, 1), α0 + α1 ̸= 2,

Φ(t) ≡ (f − at, b) +
η

l

(
β′
2 − β′

1

)
+ φ2 ≥ Φ0 > 0 (′ = d/dt) , (2.1.27)

u0(x)− β1(0)b(x)− β2(0)b(l − x) ≥ 0, (2.1.28)

где

b(x) =
(
sh

l

η1/2

)−1

sh
l − x

η1/2
, a(t, x) = β1(t)

l − x

l
+ β2(t)

x

l
; (2.1.29)

η1/2
(
α0 φ1(0) +

α1

l

(
β1(0) − β2(0)

))
(1− b(x)− b(l − x)) cth

l

2η1/2
+

+ a(0, x)− u0 ≥ 0 x ∈ [0, l], (2.1.30)
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η1/2
(
α0 φ1 +

α1

l

(
β1 − β2

))′
cth

l

2η1/2
+ at − f ≥ 0 (t, x) ∈ QT , (2.1.31)

(1− α0)φ1 + (1− α1)
β1 − β2

l
≥ γ t ∈ [0, T ]. (2.1.32)

Тогда задача (2.1.22)–(2.1.25) имеет единственное решение {u, k}. Причем для
коэффициента k(t) справедливо неравенство

k0 ≤ k(t) ≤ k1 (2.1.33)

с некоторыми положительными постоянными k0, k1.

Доказательство. Основная идея доказательства близка к методам, пред-
ложенным в [282], и состоит в сведении (2.1.22)–(2.1.25) к эквивалентной обрат-
ной задаче с нелинейным операторным уравнением для коэффициента k(t).

Умножим (2.1.22) на b(x) скалярно в L2(0, l) и дважды проинтегрируем
по частям по x. Ввиду (2.1.25), (2.1.29) и того, что

− (ηuxxt + k(t)uxx, b) = φ1k(t)− φ2 + (ηβ′
2 + k(t)β2) bx(l)−

− (ηβ′
1 + k(t)β1) bx(0)− (ηut + k(t)u, bxx) ,

получим соотношение

−φ2 + η (β′
2bx(l)− β′

1bx(0)) + k(t)
(
φ1 + β2bx(l)− β1bx(0)− (u, bxx)

)
= (f, b).

(2.1.34)
Так как функция b удовлетворяет уравнению b−ηbxx = 0 и граничным условиям
b(0) = 1, b(l) = 0, используя соотношения (1, b) = η1/2 th(lη−1/2/2) и

0 ≡ (axx, b) = −ax(t, 0)− (ax, bx) =
β1 − β2

l
− (β2bx(l)− β1bx(0)) +

1

η
(a, b),

уравнение (2.1.34) можно переписать в виде

k(t)

η

(
η1/2

(
φ1 +

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+ a− u, b

)
= Φ(t). (2.1.35)

Задача (2.1.22)–(2.1.24), (2.1.35) эквивалентна задаче (2.1.22)–(2.1.25). По-
этому для доказательства теоремы достаточно установить справедливость того
же самого утверждения для задачи (2.1.22)–(2.1.24), (2.1.35).
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Решение задачи (2.1.22)–(2.1.24), (2.1.35) будем искать как предел после-
довательности приближений

{
ui(t, x), ki(t)

}
, которые строятся с помощью сле-

дующей итерационной схемы:

uit − ηuixxt − ki−1(t)uixx = f в QT , (2.1.36)

ui(0, x) = u0(x), ui(t, 0) = β1(t), ui(t, l) = β2(t), (2.1.37)

ki(t)
(
η1/2

(
φ1 +

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+ a− ui, b

)
= ηΦ, (2.1.38)

i = 1, 2, 3, . . . ; (u0(t, x), k0(t)) ≡ (0, 1).

Прежде всего, докажем по индукции, что при каждом i = 1, 2, 3, . . . зада-
ча (2.1.36)–(2.1.38) имеет единственное решение

{
ui, ki

}
∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) ×
C([0, T ]) и для него справедливы оценки

0 ≤ ui ≤ η1/2
(
α0φ1 + α1

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+ a ≡ C0 в QT , (2.1.39)

k0 ≤ ki(t) ≤ k1 для ∀t ∈ [0, T ], (2.1.40)

где
k0 = Φ0η

1/2
[
η1/2φ1 + (β1 + β2) cth

l

η1/2

]−1

,

k1 = γ−1
[
φ2 +

(η
4

)1/4

max
t∈[0,T ]

(∥f∥+ |β′
1|+ |β′

2|) cth
l

η1/2

]
.

Действительно, при каждом i ≥ 1 задача (2.1.36), (2.1.37) имеет единственное
решение ui ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)), которое в свою очередь однозначно определяет
ki из (2.1.38), причем ki ∈ C([0, T ]). В силу предположений (ii), (2.1.27)–(2.1.28),
(2.1.32) и леммы 2.1.1 для u1 выполняется оценка

0 ≤ u1 ≤ C0 для ∀(t, x) ∈ QT .

Из нее и неравенства
∥b∥2 ≤ (η1/2/2) cth(l/η1/2)

вытекает, что

γ ≤ 1

η

(
η1/2

(
φ1+

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+a−u1, b

)
≤ φ1+

β1 + β2

η1/2
cth

l

η1/2
. (2.1.41)
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Используя гладкость входных данных, (2.1.27), (2.1.41) и уравнение (2.1.38) по-
лучаем оценку

k0 ≤ k1(t) ≤ k1 для ∀t ∈ [0, T ]

с указанными выше k0, k1. Кроме того, в условиях теоремы k1 ∈ C([0, T ]).
Далее, предположим, что при i = i0 решение

{
ui0, ki0

}
удовлетворяет

(2.1.39) и (2.1.40). Тогда повторяя вывод неравенств (2.1.39), (2.1.40) при i = 1,
можно доказать справедливость (2.1.39)–(2.1.41) для ui0+1 и ki0+1. Таким обра-
зом, оценки (2.1.39), (2.1.40) имеют место при любом i ≥ 1.

Для доказательства сходимости последовательности
{
ui, ki

}
необходимо

получить равномерные по i оценки производных ui.
Вычтем at из обеих частей уравнения (2.1.36), умножим на uixx в смысле

скалярного произведения L2(0, l), проинтегрируем по частям в первом члене и
оценим правую часть результирующего соотношения. Это даст:

1

2

d

dt

(
∥uix − ax∥2 + η∥uixx∥2

)
+ ki−1∥uixx∥2 ≤

1

2l

(
|β′

1|+ |β′
2|
)2

+
1

2η
∥f∥2+

+
1

2
(∥uix − ax∥2 + η

∥∥uixx∥∥2).
Применяя лемму Гронуолла к этому неравенству получим оценку

∥uix − ax∥2 + η∥uixx∥2 ≤
t∫

0

[1
l

(
|β′

1|+ |β′
2|
)2

+
1

η
∥f∥2

]
e(t−τ)/ηdτ+

+(∥u0x − a0x∥2 + η∥u0xx∥2)et/η ≡ C1, (2.1.42)

откуда

∥uix∥2+ η∥uixx∥2 ≤ 2∥uix− ax∥2+ η∥uixx∥2+2∥ax∥2 ≤ 2C1+
2

l
(β2− β1)

2. (2.1.43)

Далее, умножим уравнение (2.1.36) на uit − at в смысле скалярного про-
изведения L2(0, l) и проинтегрируем по частям. Будем иметь:

∥uit∥2 + η∥uixt − axt∥2 = k(t)(uix − ax, u
i
xt − axt) + (f, uit − at) + (uit, at).

Оценивая правую часть полученного сотношения с помощью (2.1.40) и (2.1.42)
приходим к неравенству

∥uit∥2 + η∥uixt − axt∥2 ≤
1

2

∥∥uit∥∥2 + η

2

∥∥uixt − axt
∥∥2 + k21

η
C1 +

3

2
(∥f∥2 + ∥at∥2)
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которое дает оценку ∥∥uit∥∥2 + η
∥∥uixt∥∥2 ≤ C2. (2.1.44)

Из (2.1.36) в силу (2.1.40) и (2.1.44) заключаем, что

η
∥∥uixxt∥∥ ≤

∥∥uit∥∥+ k1
∥∥uixx∥∥+ ∥f∥. ≤ C3 (2.1.45)

Константы C2, C3 зависят от η, l, k1, C1 и maxt∈[0,T ]
{
∥f∥, |β′

1|, |β′
2|
}
.

Рассмотрим разность приближений на i+ 1-й и i-й итерациях. Пусть

k̃i(t) = ki+1(t)− ki(t), ũi(t, x) = ui+1(t, x)− ui(t, x) i = 0, 1, 2, . . .

С одной стороны, вычитая (2.1.38) для ki из этого же соотношения для ki+1,
получим, что

k̃i(t)
(
η1/2

(
φ1 +

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+ a− ui, b

)
= ki(ũi, b),

откуда в силу (2.1.39), (2.1.40) и неравенства

1

η

(
η1/2

(
φ1 +

β1 − β2
l

)
cth

l

2η1/2
+ a− ui, b

)
≥ γ

имеем: ∣∣∣k̃i(t)∣∣∣ ≤ k1∥b∥
ηγ

 l∫
0

|ũi|2 dx

1/2

. (2.1.46)

С другой стороны, разность ũi является решением задачи ũit − ηũixxt − ki(t)ũixx = k̃i−1(t)uixx,

ũi
∣∣
t=0

= 0, ũi
∣∣
x=0

= ũi
∣∣
x=l

= 0.
(2.1.47)

Умножая первое равенство (2.1.47) на ũixx в смысле скалярного произведения
в L2(0, l), интегрируя в первом слагаемом по частям по x и оценивая правую
часть результирующего соотношения, приходим к неравенству

d

dt

(∥∥ũix∥∥2 + η
∥∥ũixx∥∥2)+ 2ki

∥∥ũixx∥∥2 ≤ 1

η

∣∣k̃i−1
∣∣2 ∥∥uixx∥∥2 + ∥∥ũix∥∥2 + η

∥∥ũixx∥∥2 ,
из которого по лемме Гронуолла вытекает, что

∥∥ũix∥∥2 + η
∥∥ũixx∥∥2 ≤ 1

η

t∫
0

|k̃i−1(τ)|2
∥∥uixx∥∥2 et−τ dτ
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или с учетом (2.1.43)

(∥∥ũix∥∥2 + η
∥∥ũixx∥∥2)1/2

≤ C4

( t∫
0

|k̃i−1(τ)|2 dτ
)1/2

, (2.1.48)

где C4 – положительная константа, зависящая от T , η, C1, maxt∈[0,T ]{|β1|, |β2|}.
Аналогичным путем, умножая первое равенство (2.1.47) на ũixxt в смысле ска-
лярного произведения в L2(0, l) и интегрируя в первом слагаемом по частям по
x, будем иметь:∥∥ũixt∥∥2 + η

∥∥ũixxt∥∥2 = −ki(t)
(
ũixx, ũ

i
xxt

)
− k̃i(t)

(
uixx, ũ

i
xxt

)
.

Оценивая правую часть этого соотношения с помощью неравенства Шварца,
(2.1.40) и (2.1.48), получим, что

∥∥ũixt∥∥2 + η
∥∥ũixxt∥∥2 ≤ C5

[∥∥k̃i−1
∥∥2
m
+

t∫
0

|k̃i−1(τ)|2 dτ
]
. (2.1.49)

Здесь постоянная C5 зависит от C4, k1, η, T .
Введем эквивалентную норму в C[0, T ]: ·

p
= max

t∈[0,T ]

{
exp(−pt) | · |

}
с положительным параметром p. В силу (2.1.46) и (2.1.48)k̃ip

≤ C6

p1/2

k̃i−1
p

, (2.1.50)

где постоянная C6 зависит от l, η, γ, k1, C4 and T . Неравенство (2.1.50) гаранти-
рует существование предела k(t) последовательности {ki} в C[0, T ] при p > C2

6 .
Это в свою очередь обеспечивает сходимость последовательности {ui} к функ-
ции u(t, x) в C1([0, T ];W 2

2 (0, l)) ввиду (2.1.48)–(2.1.50). Переходя к пределу в
(2.1.36)-(2.1.38) при i → ∞, заключаем, что пара (u(t, x), k(t)) является реше-
нием задачи (2.1.22)–(2.1.24), (2.1.35). Причем для u(t, x) и k(t) справедливы
оценки (2.1.33), (2.1.39), (2.1.43)–(2.1.45).

Докажем, что построенное решение {u, k} единственно. Пусть (uj, kj),
j = 1, 2 – два решения задачи (2.1.22)–(2.1.24), (2.1.35). Повторяя вывод соот-
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ношений (2.1.48), (2.1.50), можно получить аналогичные неравенства для раз-
ностей u1 − u2 и k1 − k2. А именно,

(
∥u1x − u2x∥2 + η ∥u1xx − u2xx∥2

)1/2

≤ C4

( t∫
0

|k1(τ)− k2(τ)|2 dτ
)1/2

,

k1 − k2
p

≤ C6

p1/2

k1 − k2
p

.

Так как p > C2
6 и (u1−u2)|∂Ω = 0, из этих неравенств следует, что k1(t)−k2(t) ≡

0 и u1 − u2 ≡ 0. Теорема доказана.
Гипотезам (2.1.27)–(2.1.28) и (2.1.30)–(2.1.32) отвечает широкий класс ис-

ходных данных задачи (2.1.22)–(2.1.25). Например, если u0 ≥ 0 на [0, l] и u0xx ≤
0 почти всюду в (0, l), то (2.1.28) выполняется в силу принципа максимума для
эллиптических уравнений. Если дополнительно функция f неотрицательна и
выпукла (в частности, f ≡ 0), φ1 ≥ 0, β1 > β2 ≥ 0, β′

1 ≥ β′
2, f(t, 0) ≤ β′

1

и f(t, l) ≤ β′
2 при t ∈ [0, T ], то исходные данные удовлетворяют гипотезам

(2.1.30)–(2.1.32), например, при α0, α1 ≥ 0, α0 + α1 ≤ 1. Вследствие (2.1.29),

Φ(t) = (f, b)− η1/2

l

(
β′
1ch

l

η1/2
− β′

2

)
sh−1 l

η1/2
+ φ2,

так что (2.1.27) справедливо, когда φ
2
> 0 и η достаточно мало.

Условие (2.1.30) является наиболее принципиальным. Как показывает сле-
дующий пример, в общем случае при нарушении этого условия задача (2.1.22)–
(2.1.25) может быть неразрешима, даже если выполняются все остальные гипо-
тезы теоремы 2.1.2.

Пример 2.1.1 Рассмотрим обратную задачу нахождения неизвестных
функций u(t, x) и k(t):

ut − ηuxxt − k(t)uxx = 0, 0 < x < π, t > 0,

u(0, x) = β π−x
π + sinx+ δ sin 2x ≡ u0(x), 0 ≤ x ≤ π,

u(t, 0) = β, u(t, π) = 0, t ≥ 0,

−
(
ηuxt + k(t)ux

)∣∣∣
x=0

= φ2, t ≥ 0,

(2.1.51)
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где β и φ2 – положительные постоянные. Входные данные задачи (2.1.51) отве-
чают всем предположениям теоремы 2.1.2, за исключением (2.1.30), если

φ2 > 0, 0 < η ≤ 1

4
, δ =

β(1 + 4η)

2π
− 1 + 4η

2(1 + η)
(2.1.52)

и
3πη

2(1 + η)(1 + 2η)
≤ β ≤ 3π

4(1 + η)
. (2.1.53)

Действительно, если β отвечает (2.1.53), то существует σ > 0 такое, что

α1β
η

π
cth

π

2η1/2
− sinx− δ sin 2x < 0, x ∈

(π
2
− σ,

π

2
+ σ

)
для любого α1, 0 ≤ α1 ≤ 1.

Пусть
w = β

π − x

π
− u.

Эта функция удовлетворяет соотношениям
wt − ηwxxt − k(t)wxx = 0, 0 < x < π, t > 0,

w(0, x) = − sinx− δ sin 2x, 0 ≤ x ≤ π,

w(t, 0) = w(t, π) = 0, t ≥ 0,

(2.1.54)

и условию

ηwxt + k(t)wx

∣∣∣
x=0

= φ2 −
β

π
k(t), t ≥ 0. (2.1.55)

Из (2.1.54) следует, что решение w имеет вид

w = w1(t) sinx+ w2(t) sin 2x, (2.1.56)

где 
w1(t) = − exp

(
− 1

1+η

∫ t

0 k(τ) dτ
)
,

w2(t) = −δ exp
(
− 4

1+4η

∫ t

0 k(τ) dτ
)

для любой интегрируемой функции k(t). Подставляя (2.1.56) в (2.1.55) и полагая

y(t) = exp

− 1

1 + 4η

t∫
0

k(τ) dτ

 ,
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получим обыкновенное дифференциальное уравнение(
1 + 4η

1 + η
y3η/(1+η) + 2δy3 − β(1 + 4η)

π
y−1

)
y′ = φ2. (2.1.57)

Интегрируя (2.1.57) с учетом того, что y(0) = 1, приходим к нелинейному урав-
нению

h(y) ≡ y(1+4η)/(1+η) +
δ

2
y4 − β(1 + 4η)

π
ln y = φ2t+

δ

2
+ 1. (2.1.58)

Заметим, что h′y(1) = 0 ввиду (2.1.52). Причем если

β <
3π

4(1 + η)2
, (2.1.59)

то h′′(1) < 0. Следовательно, функция h(y) достигает максимума в этой точке.
Поэтому если для β выполняются условия (2.1.53), (2.1.59), то при некотором
κ > 0

h(y) < h(1) =
δ

2
+ 1 для ∀y ∈ (1− κ, 1 + κ), y ̸= 1.

С другой стороны, φ2t +
δ
2 + 1 > δ

2 + 1 при всех t > 0, поскольку φ2 > 0. Это
означает, что уравнение (2.1.58) и соответственно задача Коши для уравнения
(2.1.57) не имеет решения среди интегрируемых функций y(t). Таким образом,
в предположениях (2.1.52), (2.1.53) и (2.1.59) задача (2.1.51) не разрешима.

2.2 Идентификация неизвестного младшего коэффициента

В этом параграфе рассматривается обратная задача идентификации неиз-
вестного младшего коэффициента в уравнении соболевского типа с самосопря-
женным линейным оператором второго порядка.

2.2.1 Постановка задачи. Предварительные результаты

Пусть Ω – область в Rn с границей ∂Ω ∈ C2, T > 0 – произвольное дей-
ствительное число и QT = Ω× (0, T ) – цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью
ST = ∂Ω × (0, T ). Точки области Ω снова будем обозначать через x, точки от-
резка [0, T ] - через t, а точки цилиндра QT - через (t, x). Всюду ниже будем
использовать обозначения, введенные в предыдущем параграфе: ∥ · ∥ и (·, ·) –
норма и скалярное произведение в L2(Ω) соответственно; ∥ · ∥j и

〈
·, ·
〉
1

– норма
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в W j
2 (Ω), j ≥ 1, и отношение двойственности между W̊ 1

2 (Ω) и W−1
2 (Ω) соответ-

ственно. Будем также обозначать через ∥ · ∥p/2 норму в W p/2
2 (∂Ω), p = 1, 3.

Пусть M : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ – линейный дифференциальный оператор

вида
Mv = −div(M(x)∇v) +m(x)v, (2.2.1)

где M(x) – матрица функций mij(x), i, j = 1, 2, . . . , n. Будем предполагать
выполненными следующие условия.

I. mij(x), ∂mij/∂xl, i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в Ω. Оператор M

сильно эллиптический, т. е. существуют положительные постоянные m1 и

m2 такие, что для любого v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1,M

≤ m2∥v∥21. (2.2.2)

где 〈
Mv1, v2

〉
1,M

= (M(x)∇v1,∇v2) + (m(x)v1, v2), v1, v2 ∈ W 1
2 (Ω).

II. mij(x) = mji(x) for i, j = 1, 2, . . . , n и m(x) ≥ 0 при x ∈ Ω.

Из предположений I и II вытекает, что существует константа m3 > 0

такая, что для каждого v ∈ W 2
2 (Ω)

∥Mv∥ ≤ m3∥v∥2. (2.2.3)

Постановка обратной задачи состоит в следующем.
Задача 2.1. При заданных функциях f(t, x), U0(x), β(t, x), ω(t, x), φ(t)

и постоянной η требуется найти пару функций {u(t, x), g(t)}, удовлетворяющих
уравнению

(u+ ηMu)t +Mu+ g(t)u = f, (2.2.4)

начальному условию
(u+ ηMu)|t=0 = U0(x), (2.2.5)

граничным данным
u|∂Ω = β(t, x) (2.2.6)
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и условию переопределения∫
∂Ω

{
η
∂ut

∂N
+
∂u

∂N

}
ω(t, x)ds = φ(t). (2.2.7)

Здесь ∂
∂N

= (M(x)∇,n), n – единичный вектор внешней нормали к границе
∂Ω.

Если ω ≡ 1, то условие (2.2.7) означает заданный поток жидкости че-
рез границу ∂Ω, например, общий расход жидкости через поверхность грунта
или скважины. Аналогичные нелокальные условия использовались в задачах
управления [231].

Исследование корректности задачи 2.1 опирается на два утверждения для
прямой задачи (2.2.4)-(2.2.6) с известной функцией k(t), а именно на теорему
сравнения, доказанную в первой главе (см. теорему 1.4.2), и следующую лемму.

Лемма 2.2.1. 1) Пусть ∂Ω ∈ C2, выполняются предположения I-IV,
η > 0, k ∈ C([0, T ]), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), g ∈ C(QT ), β ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω))

и U0 ∈ L2(Ω). Тогда существует единственное решение u(t, x) прямой задачи
для уравнения

(u+ ηMu)t + kMu+ gu = f, (2.2.8)

с краевыми условиями (2.2.5)–(2.2.6) в пространстве C1([0, T ];W 2
2 (Ω)).

2) Пусть ∂Ω ∈ C2+α, 0 < α < 1. Пусть также g, f ∈ C(0, T ;Cα(Ω)),
U0 ∈ C2+α(Ω), β ∈ C1([0, T ];C2+α(∂Ω)), mij ∈ C1+α(Ω), i, j = 1, 2, . . . , n и
m ∈ Cα(Ω). Тогда решение u(t, x) задачи (2.2.5), (2.2.6), (2.2.8) принадлежит
классу C1([0, T ];C2+α(Ω)).

Доказательство. В случае, когда функции k и g не зависят от t, однознач-
ная разрешимость задачи (2.2.5), (2.2.6), (2.2.8) следует из результатов [304].
Докажем утверждения теоремы для k = k(t) и g = g(t, x).

1) Рассмотрим задачу
vt +G(v) = f − at − La, (t, x) ∈ QT ,

v(0, x) = U0(x)− a(0, x), x ∈ Ω,

v
∣∣
ST

= 0,

(2.2.9)
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где v = (I + ηM)(u − a) и оператор G : C([0, T ];L2(Ω)) → C([0, T ];L2(Ω))

определяется выражением

G =
(
k(t)M + gI

)
(I + ηM)−1 ≡ k(t)

η

(
I − (I + ηM)−1

)
+ g(I + ηM)−1. (2.2.10)

Функция v удовлетворяет соотношениям (2.2.9) тогда и только тогда, ко-
гда функция u = a + (I + ηM)−1v является решением задачи (2.2.5), (2.2.6),
(2.2.8). Поэтому утверждение 1) данной теоремы будет доказано, как только мы
покажем существование и единственность решения задачи (2.2.9). В условиях
теоремы линейный по определению (2.2.10) оператор G липшиц-непрерывен и
f − at − La ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Тогда согласно теореме 1.2 [32, Глава 5] зада-
ча (2.2.9) имеет единственное решение v ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) и, соответственно,
u ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)).
2) В условиях теоремы оператор G отображает C([0, T ];Cα(Ω)) в себя. То-

гда согласно теореме 1.2 [32, Глава 5] функция v ∈ C1([0, T ];Cα(Ω)). Следова-
тельно, решение u придадлежит классу C1([0, T ];C2+α(Ω)). Теорема доказана.

2.2.2 Корректность обратной задачи

Исследование обратной задачи начнем с достаточных условий существова-
ния и единственности ее решения. Под решением задачи 2.1 будем понимать па-
ру функций {u(t, x), g(t)} таких, что u(t, x) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)), g(t) ∈ C([0, T ]);
пара {u(t, x), g(t)} удовлетворяет уравнению (2.2.4) почти всюду в QT , началь-
ным и граничным данным (2.2.5), (2.2.6) почти для всех (t, x) ∈ ST

⋃
Ω0 (Ω0 =

{(0, x), x ∈ Ω}) и условию переопределения (2.2.7) на (0,T).
Определим функции aγ(t, x), aη(t, x) и bη(t, x) как решения следующих

краевых задач.

aγt + ηMaγt +Maγ − γaγ = f, (aγ + ηMaγ)|t=0 = U0, aγ|∂Ω = β; (2.2.11)

aηt + ηMaηt +Maη + η−1aη = f, (aη + ηMaη)|t=0 = U0, aη|∂Ω = β; (2.2.12)

bη + ηMbη = 0, bη|∂Ω = ω, (2.2.13)

где γ > 0 – действительное число. Введем также обозначение

Ψa,b(t) = (aηt , b
η) + η⟨Maηt , b

η⟩1,M + ⟨Maη, bη⟩1,M − (f, bη), (2.2.14)
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Достаточные условия существования и единственности решения задачи
2.1 устанавливает следующая теорема.

Теорема 2.2.2. Пусть выполняются предположения I-II, η > 0, ∂Ω ∈
C2 и

(i) f ∈ C([0, T ]);L2(Ω)), β ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), ω ∈ C([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)),

U0 ∈ L2(Ω), φ(t) ∈ C([0, T ]);

(ii) f ≥ 0 почти всюду в QT , U0 ≥ 0 почти для всех x ∈ Ω, β ≥ 0, ω ≥ 0

почти для всех (t, x) ∈ ST ; существуют α0, Φ0 ∈ R, α0 > 0 такие, что
для любого t ∈ [0, T ] выполняются неравенства

(aη, bη) ≥ α0, (2.2.15)

Φ0 ≤ Φ(t) ≡ φ(t)−Ψa,b(t) ≤ η−1(aη, bη). (2.2.16)

Тогда существует решение {u, k} задачи 2.1, и это решение единственно.
Причем, справедливы оценки

0 ≤ aη ≤ u ≤ aγ, −γ ≤ k(t) ≤ η−1, ∥u∥2 + ∥ut∥2 ≤ C1 (2.2.17)

с некоторой константой C1 > 0 почти всюду в QT .

Доказательство. Следуя идее доказательства теоремы 2.1.2, сведем зада-
чу 2.1 к эквивалентной обратной задаче с нелинейным операторным уравнением
для g(t). Для этого умножим (2.2.4) на bη в смысле скалярного произведения
L2(Ω) и проинтегрируем по частям во втором и третьем слагаемых полученного
равенства. С учетом условий (2.2.5)–(2.2.7) это даст

(ut, b
η)− φ(t) +

∫
∂Ω

(
ηβt + β

)∂bη
∂N

ds+ (g(t)u, bη) + (ηut + u,Mbη) = (f, bη),

откуда ввиду (2.2.13), (2.2.14), (2.2.16) и того факта, что∫
∂Ω

(
ηβt + β

)∂bη
∂N

ds = Ψa,b(t) + η−1(aη, bη) + (f, b),

следует соотношение

g(t)(u, bη) = φ(t)−Ψa,b(t)− η−1(aη, bη) + η−1(u, bη), (2.2.18)
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при всех t ∈ [0, T ]. Пусть оператор B каждому элементу z(t) ∈ Cγ([0, T ]) =

{z ∈ C([0, T ]), −γ ≤ z ≤ η−1} ставит в соответствие функцию Bz ∈ C([0, T ])

по закону

Bz =
φ(t)−Ψa,b(t)− η−1(aη, bη) + η−1(uz, b

η)

(uz, bη)
, (2.2.19)

где uz – решение прямой задачи (2.2.4)–(2.2.6) с g(t) = z(t). Значение Bz

оператора B определено при каждом z ∈ Cγ([0, T ]). В самом деле, по тео-
реме 2.2.1 прямая задача (2.2.4)–(2.2.6) с g = z имеет единственное решение
uz ∈ C1([0, T ]);W 2

2 (Ω)) для каждого z ∈ Cγ([0, T ]). Кроме того, из теоремы
1.4.2 следует, что при z(t) ∈ Cγ([0, T ])

0 ≤ aη ≤ uz ≤ aγ (2.2.20)

почти всюду в QT . В силу принципа максимума для эллиптических уравнений
b ≥ 0 почти всюду в QT , поэтому в условиях теоремы (uz, b) > 0 на [0, T ].

Задача 2.1 разрешима тогда и только тогда, когда операторное уравнение

z = Bz (2.2.21)

имеет решение в C([0, T ]). Действительно, вывод уравнения (2.2.19) показыва-
ет, что если {uz, z} – это решение задачи 2.1, то z является неподвижной точкой
оператора B согласно (2.2.19). С другой стороны, пусть z∗ – это решение урав-
нения (2.2.21) и u∗ – решение задачи (2.2.4)–(2.2.6) с g(t) = z∗(t). Умножим
(2.2.4) на bη в смысле скалярного произведения L2(Ω) и проинтегрируем по ча-
стям во втором и третьем слагаемых левой части с учетом (2.2.14), (2.2.19),
(2.2.21). Это даст

(ut − aηt , b)−
∫
∂Ω

∂

∂N

(
ηut + u

)
ω ds+ η⟨M(u− aη)t, b⟩1,M + ⟨M(u− aη), b⟩1,M+

+φ(t) + η−1(u− aη, b) = 0.

Повторно интегрируя по частям в третьем и четвертом слагаемых левой части
данного соотношения, получаем условие переопределения (2.2.7). Это означает,
что пара {u∗, z∗} является решением задачи 2.1.

Докажем, что существует такое γ > 0, при котором оператор B отобра-
жает Cγ([0, T ]) в себя. Ввиду (2.2.16) Bz ≤ η−1 для каждого z(t) ∈ C([0, T ]) и
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z(t) ≤ η−1. В силу (2.2.16), (2.2.19) и (2.2.20) справедливы соотношения

Bz ≥ min{0,Φ0} − η−1(aη, bη)

(aη, bη)
= −

(1
η
− min{0,Φ0}

(aη, bη)

)
.

Следовательно, оператор B отображает Cγ([0, T ]) в себя при

γ =
1

η
− min{0,Φ0}

(aη, bη)
, (2.2.22)

и имеет место неравенство
−γ ≤ Bz ≤ η−1. (2.2.23)

Кроме того, оператор B является сжимающим на Cγ([0, T ]). Действительно,
пусть z1, z2 ∈ Cγ([0, T ]) и u1, u2 – решения задачи (2.2.4)–(2.2.6) при g(t) =

z1(t) and g(t) = z2(t) соответственно. Умножая разность уравнений (2.2.4) с
g = z1 и g = z2 на ū = u1 − u2 в смысде скалярного произведения L2(Ω),
интегрируя по частям во втором и третьем слагаемых и оценивая правую часть
результирующего уравнения, можно показать, что ввиду (2.2.20)

d

dt

[
∥ū∥2 + η⟨Mū, ū⟩1

]
≤

(
2γ + 1

)(
∥ū∥2 + η⟨Mū, ū⟩1

)
+ |z̄|2 max

t∈[0,T ]
∥aη∥2,

где z̄ = z1− z2. Согласно лемме Гронуолла из этого неравенства следует оценка

∥ū∥2 + η⟨Mū, ū⟩1 ≤ e2γ+1 max
t∈[0,T ]

∥aη∥
t∫

0

|z̄|2dτ ≡ C4

t∫
0

|z̄|2dτ. (2.2.24)

С другой стороны, оценивая разность Bz1−Bz2 с учетом (2.2.19), (2.2.20),
(2.2.22) и (2.2.23), получаем, что

|Bz1 −Bz2| ≤
γ∥bη∥
(aη, bη)

∥u1 − u2∥.

Объединяя (2.2.24) и последнее соотношение, приходим к неравенству

|Bz1 −Bz2| ≤ C5

( t∫
0

|z̄|2dτ
)1/2

, (2.2.25)

где постоянная C5 > 0 зависит от C4, γ, maxt∈[0,T ] ∥bη∥ и mint∈[0,T ](a
η, bη). Введем

в пространстве C([0, T ]) эквивалентную норму ·
ν

= max
t∈[0,T ]

{e−νt| · |} (2.2.26)
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с константой ν > 0. Тогда в силу (2.2.25), получаем, что

Bz1 −Bz2
ν

≤ C5 max
t∈[0,T ]

{
e−νt

( t∫
0

e2ντ e−2ντ |z̄|2dτ
)1/2}

≤ C5

(2ν)1/2

z̄ν
.

Последнее неравенство доказывает сжимаемость оператора B на множестве
Cγ([0, T ]) в норме

 ·
ν

при ν > C2
5/2. Тогда согласно принципу сжимаю-

щих отображений оператор B имеет единственную неподвижную точку g∗(t) ∈
Cγ([0, T ]), и пара функций {g∗(t), u∗}, где u∗ удовлетворяет уравнению (2.2.4)
с g = g∗(t) и краевым условиям (2.2.5)–(2.2.6), является решением задачи 2.1.
Единственность этого решения следует из сжимаемости оператора B и оценки
(2.2.24).

Для завершения доказательства теоремы осталось получить оценки u и
ut в W 2

2 (Ω). Умножим разность уравнений (2.2.4) и (2.2.12)

wt + ηMwt +Mw = −g(t)u+ 1

η
aη (2.2.27)

на Mwη, где wη ≡ u− aη, в смысле скалярного произведения L2(Ω) и проинте-
грируем по частям в первом слагаемом. Будем иметь:
1

2

d

dt
⟨wη,Mwη⟩1,M +

η

2

d

dt
∥Mwη∥2 + ∥Mwη∥2 =

(
η−1aη − g(t)u,Mwη

)
. (2.2.28)

Далее, интегрируя (2.2.28) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T и оценивая правую часть
результирующего равенства с учетом того, что в силу (2.2.17)

|(η−1aη − g(t)u,Mwη)| ≤ 1

2

(
γ∥aγ∥+ η−1∥aη∥

)2
+

1

2
∥Mwη∥2.

получаем соотношение

⟨wη,Mwη⟩1,M + η∥Mwη∥2 ≤
τ∫

0

(
γ∥aγ∥+ η−1∥aη∥

)2
dt, (2.2.29)

которое в силу неравенства [85, Глава 2]

∥v∥2 ≤ c∥Mv∥ (2.2.30)

для v ∈ W̊ 1
2 (Ω)∩W 2

2 (Ω) с константой c > 0, зависящей от M и mesΩ, приводит
к оценке

∥u∥2 ≤
c

η1/2

[( t∫
0

(
γ∥aγ∥+ η−1∥aη∥

)2
dτ

)1/2

+ ∥aγ∥
]
+ ∥aγ∥2. (2.2.31)
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Вернемся к уравнению (2.2.27). Выразим из него слагаемые, содержащие
wt и оценим по модулю. Ввиду (2.2.17), (2.2.29) имеем:

∥(I + ηM)wη
t ∥ = ∥ −Mw − g(t)u+ η−1aη∥ ≤

≤ (η−1T 1/2 + 1)(η−1∥aη∥+ γ∥aγ∥) ≡ C6. (2.2.32)

Далее, умножая (2.2.27) на wη
t в смысле скалярного произведения L2(Ω) и инте-

грируя по частям во втором слагаемом левой части результирующего равенства,
получим, что

∥wη
t ∥2 + η⟨Mwη

t , w
η
t ⟩1 =

(
−Mwη − g(t)u+ η−1aη, wη

t

)
,

откуда и из (2.2.2), (2.2.17) и (2.2.32) следует оценка

∥wη
t ∥2 + 2ηm0∥wη

t ∥21 ≤ C2
6 . (2.2.33)

В условиях теоремы оператор I+ηM является сильно эллиптическим, поэтому
для каждого v ∈ W̊ 1

2 (Ω)
⋂
W 2

2 (Ω) справедливо неравенство аналогичное (2.2.30)

∥v∥2 ≤ c̃(∥(I + ηM)v∥+ ∥v∥) (2.2.34)

c постоянной c̃ > 0, зависящей от m1, m2 η и ∂Ω. Это неравенство в силу (2.2.32)
и (2.2.33) дает оценку ut в норме W 2

2 (Ω).

∥ut∥2 ≤ 2c̃C6 + ∥aηt ∥2. (2.2.35)

Объединяя (2.2.31) и (2.2.35) приходим к последней оценке (2.2.17). Теорема
доказана.

В условиях теоремы 2.2.2 построенное решение {u(t, x), g(t)} непрерывно
зависит от исходных данных задачи 2.1.

Теорема 2.2.3. Пусть выполняются предположения теоремы 2.2.2 и
{uj(t, x), gj(t)} – единственное решение задачи 2.1, где f = fj(t, x), U0 = U j

0 (x),
β = βj(t, x), ω = ωj(t, x) и φ = φj(t), j = 1, 2. Тогда справедливы оценки

∥g1 − g2∥C([0,T ]) ≤ K3

{
max
t∈[0,T ]

[
|φ1 − φ2| + ∥f1 − f2∥+ ∥β1 − β2∥1/2

+∥ω1 − ω2∥1/2
]
+ ∥U 1

0 − U 2
0∥
}
, (2.2.36)

∥u1 − u2∥C1([0,T ];W 2
2 (Ω))

≤ K4

{
max
t∈[0,T ]

[
|φ1 − φ2|+ ∥f1 − f2∥+ ∥ω1 − ω2∥1/2

]
+

+∥β1 − β2∥C1([0,T ];W
3/2
2 (∂Ω))

+ ∥U 1
0 − U 2

0∥
}

(2.2.37)
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с положительными постоянными K3 и K4, зависящими от η, T , m1, m2 γ,
α0, maxt∈[0,T ]{∥fj∥, ∥ωj∥1/2, |φj|}, ∥βj∥C1([0,T ];W

3/2
2 (∂Ω))

, j = 1, 2.

Доказательство. Пусть aηj , a
γ
j и bηj – решения задач (2.2.11)–(2.2.13), где

γ = γj, f = fj, U0 = U j
0 β = βj, ω = ωj, j = 1, 2. Повторяя рассуждения, при-

ведшие к (2.2.21), можно показать, что gj(t) является решением операторного
уравнения z = Bjz, где Bjz определяется законом соответствия (2.2.19) для
каждого z ∈ Cγj([0, T ]), и γj задается соотношением (2.2.22) с aη = aηj , b

η = bηj ,
j = 1, 2. В силу (2.2.15), (2.2.17) и (2.2.18) разность g̃ = g1 − g2 удовлетворяет
равенству

g̃(u1, b
η
1) = −g2((ũ, bη1) + (u2, b̃

η)) + φ̃+ Ψ̃a,b + η−1[(ũ− ãη, bη1) + (u2 − aη2, b̃
η)],

где Ψj
a,b(t) задается формулой (2.2.14) с aη = aηj , b

η = bηj и f = fj, j = 1, 2,
Ψ̃a,b = Ψ1

a,b − Ψ2
a,b, φ̃ = φ1 − φ2, ũ = u1 − u2, ãη = aη1 − aη2, b̃η = bη1 − bη2. Из

последнего равенства, (2.2.15) и (2.2.17) следует, что

|g̃| ≤ C7

[
|φ̃|+ |Ψ̃a,b|+ ∥ã∥+ ∥b̃∥

]
+ α−1

0 (γ2 + η−1)∥ũ∥∥bη1∥. (2.2.38)

Здесь положительная постоянная C7 зависит от maxt∈[0,T ]{∥aηj∥, ∥a
γ
j∥, ∥b

η
j∥}, η,

α0, γj, j = 1, 2.
С другой стороны, функции w̃ = ũ− ã и k̃ удовлетворяют соотношениям

w̃t + ηMw̃t +Mw̃ + g1(t)w̃ = −(g1(t)− η−1)ã− g̃u2, (2.2.39)

(w̃ + ηMw̃)|t=0 = 0, w̃|∂Ω = 0.

Умножим (2.2.39) на w̃ в смысле скалярного произведения в L2(Ω), проин-
тегрируем по частям во втором и третьем слагаемых и оценим правую часть
результирующего равенства с помощью (2.2.17) и неравенства Коши. Применяя
лемму Гронуолла к полученному неравенству, приходим к оценке

∥ũ∥ ≤

 t∫
0

(
(η−1 + γ1)

2∥ã∥2 + |g̃|2∥aγ2∥2
)
e2(1+γ1)(t−τ)dτ

1/2

+ ∥ã∥. (2.2.40)

Из этого неравенства и (2.2.38) следует, что

|g̃|ν ≤ C8

{
|φ̃|ν + |Ψ̃a,b|ν + max

t∈[0,T ]
[(∥ã∥+ ∥b̃∥)e−νt] + (2ν)−1/2|g̃|ν

}
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где | · |ν – норма (2.2.26), и положительная константа C8 зависит от C7, η, α0,
T , γj, maxt∈[0,T ]{∥aηj∥, ∥a

γ
j∥, ∥b

η
j∥}, j = 1, 2. Выбирая ν = ν1 ≡ 2C2

8 , получаем
оценку

∥g̃∥C([0,T ]) ≤ 2C8e
ν1T max

t∈[0,T ]

{
|φ̃|+ |Ψ̃a,b|+ ∥ã∥+ ∥b̃∥

}
, (2.2.41)

которая ввиду (2.2.40) влечет за собой оценку для ũ:

max
t∈[0,T ]

∥ũ∥ ≤ C9 max
t∈[0,T ]

{
|φ̃|+ |Ψ̃a,b|+ ∥ã∥+ ∥b̃η∥

}
, (2.2.42)

где C9 зависит от C8, η, α0, T , ν1, γj, maxt∈[0,T ] ∥aγj∥, j = 1, 2.
Неравенства (2.2.41) и (2.2.42) позволяют вывести соответствующие оцен-

ки для ũ in C1([0, T ];W 2
2 (Ω)). Повторяя рассуждения, приведшие к (2.2.31) и

(2.2.33), применительно к (2.2.39) и используя (2.2.17), (2.2.30), (2.2.31) for uj
and gj with a = aj and γ = γj, j = 1, 2, можно показать, что

∥ũ∥2 ≤ c
[
γ1
(
∥ã∥L2(QT ) + ∥ũ∥L2(QT )

)
+ ∥g̃∥ ∥aγ2∥L2(QT )

]
+ ∥ã∥2, (2.2.43)

∥ũt∥ ≤ (η−1(T + η))1/2
[
γ1∥ũ∥+ ∥g̃∥ ∥aγ2∥C([0,T ];L2(Ω))

]
+ ∥ãt∥, (2.2.44)

Далее, в силу (2.2.3) и (2.2.43) из (2.2.39) следует неравенство

∥(I + ηM)w̃t∥ ≤ γ1∥ũ∥+ |g̃|∥aγ2∥+m3(∥ã∥2 + ∥ũ∥2), (2.2.45)

которое вместе с (2.2.34) и (2.2.45) дает оценку

∥ũt∥2 ≤ c̃
[
γ1∥ũ∥+ |g̃|∥aγ2∥+m2(∥ã∥2 + ∥ũ∥2) + ∥ãt∥+ ∥ũt∥

]
+ ∥ãt∥2.

Объединим последнее неравенство и (2.2.41)–(2.2.44) с учетом того, что по опре-
делению Ψj

a,b, j = 1, 2,

|Ψ̃a,b(t)| ≤
[
(1 +m2η)∥ãt∥1 +m2∥ã∥1 + ∥f̃∥

]
∥bη1∥+ C10∥b̃η∥1,

где константа C10 зависит отm2, mesΩ, η, maxt∈[0,T ]{∥aη2∥, ∥b
η
1∥, ∥f2∥}. Применяя

к полученному соотношению неравенства

∥ã∥q ≤ C12(∥f1 − f2∥+ ∥β̃∥q−1/2 + ∥U 1
0 − U 2

0∥),

∥ãt∥q ≤ C13(∥f1 − f2∥+ ∥β̃∥q−1/2 + ∥β̃t∥q−1/2 + ∥U 1
0 − U 2

0∥),

∥b̃η∥1 ≤ C11∥ω1 − ω2∥1/2
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для всех t ∈ [0, T ], где постоянные C11, C12 и C13 зависят от η, m1, m2, mesΩ и
константы из неравенства вложения W q−1/2

2 (∂Ω) ↪→ W q
2 (Ω), q = 1, 2, приходим

к оценкам (2.2.36), (2.2.37). Теорема доказана.

Замечание 2.2.1. Класс исходных данных, отвечающих условиям теоремы
2.2.2, не пуст. Действительно, пусть Ω = (0, π), η > 0, M = − ∂2

∂x2 , β(t, x) ≡
const ≥ 0, ω(t, x) ≡ const > 0, f ≡ 0 и U0 = β + (1+ η)sinx ≥ 0. В этом случае,
aη = e−t/η(β + sinx), bη = ω(shπ−x√

η + sh x√
η)/sh

π√
η . Тогда (aη, bη) ≥ 2ηωe−t/η(1 +

η)−1 > 0, то есть выполняется (2.2.15). Так как Ψa,b(t) = −η−1(aη, bη), условию
(2.2.16) удовлетворяет любая неотрицательная функция φ(t) ∈ C([0, T ]).

2.3 Идентификация неизвестного коэффициента при операторе
второго порядка

В этом параграфе рассматривается обратная задача идентификации неиз-
вестного коэффициента k(t) в члене второго порядка уравнения аналогичного
(2.2.4) при краевых условиях (2.2.5), (2.2.6) и условии переопределения типа
(2.1.17). Устанавливаются достаточные условия ее однозначной разрешимости,
а также исследуется гладкость и непрерывная зависимость решения от исход-
ных данных задачи.

2.3.1 Задача с граничным условием первого рода. Предварительные
замечания

Пусть Ω – область в Rn с границей ∂Ω ∈ C2, T > 0 – произвольное дей-
ствительное число и QT = Ω× (0, T ) – цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью
ST = ∂Ω × (0, T ). Точки области Ω снова будем обозначать через x, точки
отрезка [0, T ] - через t, а точки цилиндра QT - через (t, x).

Пусть M : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ – линейный дифференциальный оператор

вида
Mv = −div(M(x)∇v) +m(x)v, (2.3.1)

где M(x) – матрица функций mij(x), а m(x), g(t, x) – скалярные функции.
Будем снова предполагать выполненными условия I и II из предыдущего пара-
графа.
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I. mij(x), ∂mij/∂xl, i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в Ω. Оператор M

сильно эллиптический, т. е. существуют положительные постоянные m1 и
m2 такие, что для любого v ∈ W 1

2 (Ω)

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1,M

≤ m2∥v∥21. (2.3.2)

II. mij(x) = mji(x) for i, j = 1, 2, . . . , n и m(x) ≥ 0 при x ∈ Ω.

Из предположения I следует, что существует константа m3 > 0 такая, что
для каждого v ∈ W 2

2 (Ω)

∥Mv∥ ≤ m3∥v∥2. (2.3.3)

Рассмотрим следующую обратную задачу.

Задача 2.2. При заданной постояной η и функциях f(t, x), g(t, x), β(t, x),
U0(x), ω(t, x), φ1(t), φ2(t) найти пару функций {u(t, x), k(t)}, удовлетворяющих
уравнению

ut + ηMut + k(t)Mu+ g(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.3.4)

начальному условию

(u+ ηMu)
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (2.3.5)

граничным данным
u
∣∣
ST

= β(t, x), (2.3.6)

и условию переопределения∫
∂Ω

{
η
∂ut

∂N
+ k(t)

∂u

∂N

}
ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ). (2.3.7)

Здесь ∂
∂N

= (n,M(x)∇) и n – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω.

Введем функции a(t, x), b(t, x) и hη(t, x), как решения задач Дирихле

Ma = 0 in Ω, a
∣∣
∂Ω

= β(t, x); (2.3.8)

Mb = 0 in Ω, b
∣∣
∂Ω

= ω(t, x); (2.3.9)

и
hη + ηMhη = 0 in Ω, hη

∣∣
∂Ω

= ω(t, x) (2.3.10)
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соответственно, и следующие обозначения:

∥v∥1,M =
〈
Mv, v

〉1/2
1,M

, v ∈ W 1
2 (Ω);

Ψ(t) =
〈
Ma, b

〉
1,M

, F (t, x) = at − f(t, x) + g(t, x)a, (2.3.11)

Φη(t) = φ2(t)−
η

2
⟨Mat, b⟩1,M + (f(t, x)− at, h

η), (2.3.12)

Ψ = max
t∈[0,T ]

Ψ(t), Φ
η
= max

t∈[0,T ]
Φη(t), φi = max

t∈[0,T ]
φi(t), i = 1, 2. (2.3.13)

2.3.2 Существование и единственность

Перейдем к исследованию задачи 2.2. Оно опирается на два утверждения
для прямой задачи (2.3.4)–(2.3.6) с известной функцией k(t), а именно на тео-
рему сравнения, доказанную в первой главе (см. теорему 1.4.1) и лемму 2.2.1, в
которой сформулированы достаточные условия существования и единственно-
сти решения прямой задачи (2.3.4)–(2.3.6).

Под решением задачи 2.2 будем понимать пару функций {u, k} со следу-
ющими свойствами:

1) k(t) непрерывна при 0 ≤ t ≤ T ;

2) u ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω));

3) выполняется уравнение (2.3.4) и условия (2.3.5)–(2.3.7).

Теорема 2.3.1. Пусть выполняются предположения I–II и η – положи-
тельная постоянная. Предположим, что
(i) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), β ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)), U0 ∈ L2(Ω), g ∈ C(QT ),

ω ∈ C([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), φ1 ∈ C1([0, T ]), φ2 ∈ C([0, T ]);

(ii) f , U0, β, ω, φ1 неотрицательны и∫
Ω

hη dx ≥ h0 = const > 0, t ∈ [0, T ]; (2.3.14)

(iii) существуют константы αi, i = 0, 1, 2, такие, что 0 ≤ αi ≤ 1 при i = 0, 1,
α0 + α1 < 2, α2 > 0 и

(1− α0)φ1(t) + (1− α1)Ψ(t) ≥ α2, t ∈ [0, T ], (2.3.15)
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χ(0) + a(0, x)− U0(x) ≥ 0 (2.3.16)

почти для всех x ∈ Ω,

g(t, x)χ(t) + χ′(t) + F (t, x) ≥ 0 (2.3.17)

почти для всех (t, x) ∈ QT , где

χ(t) = η (α0φ1(t) + α1Ψ(t))

[ ∫
Ω

hη dx

]−1

;

(iv) для любого t ∈ [0, T ] выполняется неравенство

Φη(t) ≥ Φη
0 = const > 0 (2.3.18)

и g(t, x) удовлетворяет условию

max
Ω

g(t, x) ≤ Φη(t)

η

[
φ1 +Ψ+ 2η−1(a, hη)

]−1
. (2.3.19)

Тогда задача 2.2 имеет единственное решение {u, k} ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)) ×

C([0, T ]). Причем, для u справедливы оценки

0 ≤ u(t, x) ≤ χ(t) + a(t, x) (2.3.20)

почти для всех (t, x) ∈ QT и

∥u(t)∥21 + ∥ut(t)∥2 + η
(
∥u(t)∥22 + ∥ut(t)∥22

)
≤ C, t ∈ [0, T ], (2.3.21)

и коэффициент k(t) удовлетворяет неравенствам

k0 ≤ k(t) ≤ k1 (2.3.22)

с некоторыми положительными константами k0 и k1.

Доказательство. Следуя схеме доказательства теоремы 2.2.2, сведем за-
дачу 2.2 к эквивалентной обратной задаче с нелинейным операторным уравне-
нием для k(t). Положим w(t, x) = a(t, x)−u(t, x). Пара {w(t, x), k(t))} является
решением задачи

wt + ηMwt + k(t)Mw + gw = F (t, x), (t, x) ∈ QT ,

(w + ηMw)
∣∣
t=0

= a(0, x)− U0(x), x ∈ Ω,

w
∣∣
ST

= 0,

(2.3.23)
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∫
∂Ω

{
η
∂wt

∂N
+ k

∂w

∂N

}
ω ds = (φ1 +Ψ)k − φ2 + η

〈
Mat, b

〉
1,M

, t ∈ (0, T ). (2.3.24)

Умножим (2.3.231) на hη(t, x) в смысле скалярного произведения в L2(Ω)

и дважды проинтегрируем по частям во втором и третьем слагаемых левой
части. Учитывая (2.3.10), (2.3.24) и тот факт, что

(wt + ηMwt, h
η)0 + k(t)(Mw, hη)

= −
{
(φ1 +Ψ)k(t)− φ2 + η

〈
Mat, b

〉
1,M

}
− k(t)

η
(w, hη),

получим уравнение

k(t)
(
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(w, hη)

)
= Φη(t)− (g(t, x)(a− w), hη) . (2.3.25)

Это уравнение можно рассматривать как операторное уравнение второго рода
y = Ay с оператором A, который каждому элементу y ∈ C([0, T ]) ставит в
соответствие элемент

Ay =
[
Φη(t)− (g(t, x)(a− wy), h

η)
](
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(wy, h

η)
)−1

,

где wy – решение прямой задачи (2.3.23) при k = y. В силу теоремы 1.4.1 значе-
ние оператора A определено на любом элементе k(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ]. Можно
показать аналогично тому, как это было сделано в предыдущем параграфе, что
задача 2.2 имеет решение тогда и только тогда, когда разрешимо операторное
уравнение для k, то есть задача 2.2 эквивалентна задаче (2.3.23), (2.3.25) . По-
этому достаточно доказать утверждение теоремы для (2.3.23), (2.3.25).

Будем искать решение {w(t, x), k(t)} как предел последовательности при-
ближений {wi(t, x), ki(t)}, построенных с помощью итерационной схемы

wi
t + ηMwi

t + ki−1(t)Mwi + g(t, x)wi = F (t, x),

(wi + ηMwi)
∣∣
t=0

= a(0, x)− U0(x),

wi
∣∣
ST

= 0,

(2.3.26)

ki(t)
(
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(wi, hη)

)
= Φη(t)−

(
g(t, x)(a− wi), hη

)
(2.3.27)

при i = 1, 2, 3, . . .; w0(t, x) ≡ 0, k0(t) ≡ k0/η. Здесь k0 ≥ 0 – постоянная,
значение которой будет уточнено позже.
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Прежде всего, докажем по индукции, что для каждого i = 1, 2, 3, . . . зада-
ча (2.3.26), (2.3.27) имеет единственное решение

{
wi, ki

}
∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω))×
C([0, T ]), удовлетворяющее неравенствам

−χ(t) ≤ wi(t, x) ≤ a(t, x) для почти всех (t, x) ∈ QT , (2.3.28)

k0 ≤ ki(t) ≤ k1 для любого t ∈ [0, T ], (2.3.29)

где
k1 =

1

α2
max
t∈[0,T ]

{Φη(t) + (|g|(a+ χ(t)), hη)} .

В самом деле, при i = 1 теорема 2.2.1 гарантирует, что задача (2.3.26) имеет
единственное решение w1 ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) и согласно теореме 1.4.1 из главы
1 выполняется неравенство

−χ(t) ≤ w1(t, x) ≤ a(t, x) для почти всех (t, x) ∈ QT .

В силу (2.3.19)
Φη(t)− (g(a− wi), h

η) ≥ Φη
0. (2.3.30)

Из (2.3.12), (2.3.13), (2.3.15), (2.3.18), (2.3.27), (2.3.28) и (2.3.30) следует, что

0 < k0 = Φη
0

[
φ1 +Ψ+

1

η
max
[0,T ]

(a, hη)
]−1

≤ k1(t) ≤ k1, t ∈ [0, T ].

Далее, предположим, что при i ≥ 1 функции wi ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω))

и ki ∈ C([0, T ]) являются решением задачи (2.3.26), (2.3.27) и удовлетворя-
ют соотношениям (2.3.28) и (2.3.29) соответственно. Тогда, повторяя рассуж-
дения аналогичные тем, которые доказывают (2.3.28) и (2.3.29) при i = 1,
можно показать, что задача (2.3.26), (2.3.27) при i, замененном на i + 1, так-
же имеет единственное решение wi+1 ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)), ki+1 ∈ C([0, T ]),
и функции wi+1 и ki+1 удовлетворяют неравенствам (2.3.28) и (2.3.29) соот-
ветственно. Таким образом, по индукции существует единственное решение
wi ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)), k
i ∈ C([0, T ]) задачи (2.3.26), (2.3.27), и для функций

wi и ki выполняются неравенства (2.3.28) и (2.3.29) при каждом i = 1, 2, 3, . . ..
Для доказательства сходимости последовательности

{
wi, ki

}
необходимо

получить оценки производных wi. Умножим (2.3.261) на Mwi в смысле скаляр-
ного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом слагаемом.
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Оценивая правую часть полученного уравнения с помощью неравенства Коши,
в силу (2.3.29) будем иметь:

d

dt

(〈
Mwi, wi

〉
1,M

+ η∥Mwi∥2
)
+ k0∥Mwi∥2 ≤ 4

k0

(
∥F∥2 + 2∥gwi∥2

)
,

откуда и из неравенств (2.3.28) согласно лемме Гронуолла, следует, что∥∥wi(t)
∥∥2
1
+ η

∥∥Mwi(t)
∥∥2 ≤ C1, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, . . . .

В силу неравенства (2.2.30), а также (2.3.2) и (2.3.28) полученное соотношение
приводит к оценке∥∥wi(t)

∥∥2
1
+
η

c

∥∥wi(t)
∥∥2
2
≤ C1, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, . . . . (2.3.31)

Здесь C1 – положительная константа, которая зависит от η, T , ∥U0∥, k0, m1,
m2, m3, maxt∈[0,T ] {∥F∥, ∥a∥}, ∥g∥C(QT )

и не зависит от i.
Далее, умножим (2.3.261) на wi

t в смысле скалярного произведения в L2(Ω)

и проинтегрируем по частям во втором и третьем слагаемых левой части. Это
даст

∥wi
t(t)∥2 + η

〈
Mwi

t, w
i
t

〉
1,M

= −
(
ki−1(t)Mwi + gwi, wi

t

)
+
(
F,wi

t

)
,

откуда ввиду (2.3.28)–(2.3.31) вытекает, что∥∥wi
t(t)

∥∥2 + η
∥∥wi

t(t)
∥∥2
1
≤ C2, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 3, . . . . (2.3.32)

В силу (2.3.28)–(2.3.32) из уравнения (2.3.26) следует оценка

η
∥∥wi

t(t)
∥∥2
2
≤ C3. (2.3.33)

Положительные постоянные C2, C3 зависят от η, T, k0, k1, ∥U0∥, C1, m1, m2,
m3, maxt∈[0,T ] {∥F (t)∥, ∥a(t)∥}, ∥g∥C(QT )

и независят от i.
Положим

k̃i(t) = ki+1(t)− ki(t), w̃i(t, x) = wi+1(t, x)− wi(t, x).

Из (2.3.27)–(2.3.29) следует, что

|k̃i(t)| ≤ C4∥w̃i(t)∥, (2.3.34)
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где положительная константа C4 зависит от η, α2, k1, maxt∈[0,T ] ∥hη∥, ∥g∥C(QT )

и не зависит от i. Функция w̃i является решением задачи w̃i
t + ηMw̃i

t + ki(t)Mw̃i + g(t, x)w̃i = −k̃i−1(t)Mwi,(
w̃i + ηMw̃i

) ∣∣
t=0

= 0, w̃i
∣∣
ST

= 0.
(2.3.35)

Умножим (2.3.351) на Mw̃i в смысле скалярного произведения в L2(Ω), про-
интегрируем по частям во втором и третьем слагаемых левой части и оценим
правую часть полученного уравнения с помощью (2.3.29) и (2.3.31). С учетом
предположений I, II это даст

d

dt

(〈
w̃i,Mw̃i

〉
1,M

+ η
∥∥Mw̃i

∥∥2)+ k0
∥∥Mw̃i

∥∥2 ≤
≤ 2m2

3C1c

ηk0

∣∣∣k̃i−1(t)
∣∣∣2 + C5

(〈
w̃i,Mw̃i

〉
1,M

+ η
∥∥Mw̃i

∥∥2) , (2.3.36)

где C5 = 2(k0m1)
−1∥g∥2

C(QT )
. Применяя лемму Гронуолла к (2.3.36), приходим

к неравенству

〈
w̃i,Mw̃i

〉
1,M

+ η
∥∥Mw̃i

∥∥2 ≤ 2m2
3C1

ηk0

t∫
0

∣∣∣k̃i−1(τ)
∣∣∣2 exp(C5(t− τ)) dτ,

откуда в силу неравенств (2.3.3) и (2.2.30)

∥w̃i(t)∥2 ≤ C6

 t∫
0

∣∣∣k̃i−1(τ)
∣∣∣2 dτ

1/2

. (2.3.37)

Положительная постоянная C6 зависит от η, C1, C5, c, m3, k0, T и не зависит
от i.

Аналогично из (2.3.29)–(2.3.31), (2.3.351) и (2.3.37) выводится неравенство

∥w̃i
t(t)∥2 ≤ C7


 t∫

0

∣∣∣k̃i−1(τ)
∣∣∣2 dτ

1/2

+ |k̃i−1|

 , (2.3.38)

где положительная постоянная C7 зависит от η, C1, C6, c, T , ∥g∥C(QT )
, mj (j =

1, 3) и не зависит от i.
Используем снова эквивалентную норму в C([0, T ]), введенную в §2.1, ·

p
= max

t∈[0,T ]
e−pt| · |}
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с положительной константой p. Объединяя (2.3.34) и (2.3.37), получаем, чтоk̃i(t)p
≤ C4C6√

2p

k̃i−1(t)
p

≤
(C4C6√

2p

)ik̃0(t)p
. (2.3.39)

Последнее неравенство показывает, что существует предел k(t) последователь-
ности {ki(t)} в C([0, T ]), если p удовлетворяет условию

p >
(C4C6)

2

2
. (2.3.40)

Это в свою очередь гарантирует сходимость последовательности {wi} к функ-

ции w(t, x) в норме C1([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω)
⋂
W 2

2 (Ω)) ввиду (2.3.37) и (2.3.38). Перехо-
дя к пределу в (2.3.26), (2.3.27) при i→ ∞, заключаем, что пара {w(t, x), k(t)}
является решением задачи (2.3.23), (2.3.25). Кроме того, для w(t, x) и k(t) спра-
ведливы оценки (2.3.20), (2.3.22), (2.3.28), (2.3.31)–(2.3.33).

Докажем, что полученное решение единственно. Пусть {w′, k′} и {w′′, k′′}
– два решения задачи (2.3.23), (2.3.25). Тогда их разность {w̄, k̄} удовлетворяет
соотношениям

w̄t + ηMw̄t + k′(t)Mw̄ + g(t, x)w̄ = −k̄(t)Mw′′ in QT ,

(w̄ + ηMw̄)
∣∣
t=0

= 0, w̄
∣∣
ST

= 0,

k̄
(
φ1 +Ψ+ 1

η(w
′, hη),

)
= (gw̄, hη)− k′′

η (w̄, h
η) in [0, T ].

Повторяя рассуждения, приведшие к (2.3.37), (2.3.39) можно показать, что

∥w̄(t)∥2 ≤ C6

 t∫
0

∣∣k̄(τ)∣∣2 dτ
1/2

и
k̄(t)p

≤ C4C6√
2p

k̄(t)p
.

В силу (2.3.40), из этих неравенств вытекает, что k̄ ≡ 0 и, следовательно, w̄ ≡ 0.
Это означает единственность решения задачи (2.3.23), (2.3.25). Теорема дока-
зана.

Замечание 2.3.1. Доказательство теоремы 2.3.1 опирается на предположе-
ния (2.3.14)–(2.3.15). Условие (2.3.14) выполняется, когда ω непрерывна [0, T ]×
∂Ω и строго положительна на некоторой гиперповерхности [0, T ] × Γ, где Γ ⊆
∂Ω. Неравенство (2.3.15) обеспечивает согласованность β и ω. Например, если
β не является постоянной на [0, T ] × ∂Ω, ω ≡ β ≥ 0 и β > 0 на некоторой
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части границы ∂Ω при всех t ∈ [0, T ], то справедливость (2.3.15) вытекает из
определения Ψ(t).

Утверждение теоремы 2.3.1 остается справедливым для оператора M бо-
лее общей формы

M = −div(M(x)∇) + (m⃗(x),∇)R,+m(x)v, (2.3.41)

удовлетворяющего предположениям I и II, где m⃗ – вектор функций mi(x), огра-
ниченных в Ω. Поскольку такой оператор M , вообще говоря, не является са-
мосопряженным, функцию a следует переопределить как решение a∗ задачи
(2.3.8) с оператором M общего вида, а функции b и hη заменить на решения
задач для уравнений M ∗b∗ = 0 и hη∗ + ηM ∗hη∗ = 0 с граничными условиями из
задач (2.3.9), (2.3.10). Здесь M ∗ – оператор, сопряженный к M ,

M ∗v = −div(M(x)∇v)− div(m⃗(x)v) +m(x)v для v ∈ W 2
2 (Ω).

Формулировка и доказательство теоремы существования и единственности ре-
шения задачи 2.2 с оператором M вида (2.3.41) практически полностью повто-
ряет формулировку и доказательства теоремы 2.3.1 с той лишь разницей, что в
условиях теоремы 2.3.1 функции Ψ(t), χ(t), F (t, x) и Φη(t) заменяются на Ψ∗(t),
χ∗(t), F ∗(t, x) и Φη

∗(t), где

Ψ∗(t) =
〈
Ma∗, b∗

〉
1,M

+
(
(m⃗,∇a∗)R, b∗

)
,

χ∗ = η
(
α0φ1(t) + α1Ψ

∗(t)
)[ ∫

Ω

hη∗dx
]−1

,

F ∗(t, x) = a∗t − f(t, x) + g(t, x)a∗,

Φη
∗(t) = φ2(t) + (f − a∗t , h

η
∗)−

〈
Ma∗t , b

∗〉
1,M

−
(
(m⃗,∇a∗t )R, b∗

)
.

В этом случае задача 2.2 эквивалентна обратной задаче с операторным уравне-
нием для коэффициента k(t) вида

k(t)
(
φ1(t) + Ψ∗(t) +

1

η
(w, hη∗)

)
= Φη

∗(t)− (g(t, x)(a∗ − w), hη∗) .

К задаче 2.2 сводятся некоторые обратные задачи для уравнения (2.3.4) с
краевыми условиями (2.3.5), (2.3.6) и условиями переопределения, заданными
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только на части Γ границы ∂Ω. А именно,∫
Γ

{
η
∂ut

∂N
+ k(t)

∂u

∂N

}
ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ). (2.3.42)

Если функция ω(t, x) ∈ C1([0, T ];C2(Γ)) финитна на Γ при каждом t ∈ [0, T ]

и suppω ⊂ Γ, то ее можно продолжить на всю границу ∂Ω с сохранением
гладкости, полагая ω(t, x) = 0 на ∂Ω \ Γ, и считать, что интегралы в условиях
переопределения берутся по всей границе ∂Ω.

Следствие 2.3.2. Пусть выполняются предположения I–II и ∂Ω ∈ C2,
Γ ⊂ ∂Ω. Пусть также выполняются условия теоремы 2.3.1, где функции b

и hη – решения задач (2.3.9) и (2.3.10) с краевыми условиями b|Γ = hη|Γ = ω

и b|∂Ω\Γ = hη|∂Ω\Γ = 0. Если функция ω(t, x) ∈ C1([0, T ];C2(Γ)) финитна на Γ

при каждом t ∈ [0, T ], то задача (2.3.4)–(2.3.6), (2.3.42) с Lu = g(t, x)u име-
ет единственное решение {u, η} в классе C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) × C([0, T ]). При-
чем существуют положительные константы k0 и k1 такие, что для любого
t ∈ [0, T ]

k0 ≤ k(t) ≤ k1.

2.3.3 Гладкость и непрерывная зависимость решения от исходных
данных

Операторнное уравнение для неизвестного коэффициента k(t), построен-
ное при доказательстве теоремы 2.3.1, позволяет исследовать устойчивость ре-
шения обратной задачи 2.2 при Lu = g(t, x)u в смысле непрерывной зависимо-
сти от исходных данных задачи 2.2 и его гладкость.

Непрерывная зависимость решения от исходных данных задачи 2.2 обес-
печивается сжимаемостью оператора в правой части уравнения (2.3.25) и пони-
мается в смысле следующей теоремы.

Теорема 2.3.3. Пусть пара {ui, ki} является решением задачи 2.2 с ис-
ходными данными {fi, gi, βi, U i

0, ωi, φ
i
1, φ

i
2}, удовлетворяющими условиям тео-

ремы 2.3.1, i = 1, 2. Тогда для разности {ũ, k̃} = {u1−u2, k1−k2} справедливы
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оценки

∥k̃∥C([0,T ]) ≤ C15

{ 1

α2
∥φ̃2∥C([0,T ]) + k1∥φ̃1∥C([0,T ]) + ∥Ũ0∥+

+ max
t∈[0,T ]

[
∥β̃∥

W
1/2
2 (∂Ω)

+ ∥β̃t∥W 1/2
2 (∂Ω)

+ ∥f̃∥+ ∥g̃∥C(Ω) + ∥ω̃∥
W

1/2
2 (∂Ω)

]}
, (2.3.43)

max
t∈([0,T ])

{
∥ũ∥2 + ∥ũt∥2

}
≤ C16

{ 1

α2
∥φ̃2∥C([0,T ]) + k1∥φ̃1∥C([0,T ]) + ∥Ũ0∥+

+ max
t∈[0,T ]

[
∥β̃∥

W
3/2
2 (∂Ω)

+ ∥β̃t∥W 3/2
2 (∂Ω)

+ ∥f̃∥+ ∥g̃∥C(Ω) + ∥ω̃∥
W

1/2
2 (∂Ω)

]}
, (2.3.44)

где φ̃j = φ1
j − φ2

j , j = 1, 2, Ũ0 = U 1
0 − U 2

0 , β̃ = β1 − β2, f̃ = f1 − f2, g̃ = g1 − g2,
ω̃ = ω1 − ω2.

Доказательство. Разность {ũ, k̃} удовлетворяет соотношениям{
ũt + ηMũt + k1(t)Mũ+ g1ũ = f̃ − g̃u2 − kMu2,

(ũ+ ηMũ)
∣∣
t=0

= Ũ0, ũ
∣∣
ST

= β̃,
(2.3.45)

и условию ∫
∂Ω

{
∂

∂N

[
ηũt + k1ũ+ k̃u2

]
ω1 +

∂

∂N

[
ηũ2t + k̃u2

]
ω̃

}
dS+

+φ̃1k
1 + φ2

1k̃ = φ̃2. (2.3.46)

Умножим первое равенство (2.3.45) на ũ − ã, где ã = a1 − a2, в смысле ска-
лярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в результирующем
соотношении. Это даст

1

2

∂

∂t

(
∥ũ− ã∥2+η⟨M(ũ− ã), ũ− ã⟩1

)
+k1(t)⟨M(ũ− ã, ũ− ã⟩+(g1(ũ− ã), ũ− ã) =

= (f̃ , ũ− ã)− (g̃u2, ũ− ã)− k̃⟨Mu2, ũ− ã⟩1.

Интегрируя это уравнение по t на (0, τ), 0 < τ ≤ T , и оценивая его правую
часть с помощью (2.3.2), (2.3.20)–(2.3.22), получим неравенство

∥ũ− ã∥2 + η⟨M(ũ− ã), ũ− ã⟩1 ≤ (∥Ũ0∥+ ∥ã0∥)2 + Cm2

τ∫
0

|k̃|2dt+
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τ∫
0

[
2

K0m1

(
∥f̃∥2 + ∥ãt∥2 + C∥g̃∥2

C(Ω)

)
+
ḡ1
2
∥ã∥2

]
dt,

откуда

∥ũ∥ ≤
{ τ∫

0

[ 2

K0m1

(
∥f̃∥2 + ∥ãt∥2 + C∥g̃∥2

C(Ω)

)
+
ḡ1
2
∥ã∥2

]
dt

}1/2

+

+∥Ũ0∥+ ∥ã0∥+ ∥ã∥+ C1/2m
1/2
2

( τ∫
0

|k̃|2dt
)1/2

, (2.3.47)

где ḡ1 = ∥g1∥C(QT )
, ã0 = ã(0, x).

Затем, умножая первое равенство (2.3.45) на Mũ в смысле скалярного
произведения в L2(Ω), интегрируя по частям в первом слагаемом, интегрируя
результат по t на (0, τ), 0 < τ ≤ T , и оценивая его правую часть с помощью
(2.2.30), (2.3.2), (2.3.20)–(2.3.22), (2.3.47) приходим к соотношению

∥ũ∥2 ≤ C17

{ t∫
0

[
∥ã∥2W 2

2 (Ω)
+ ∥ãt∥2W 2

2 (Ω)
+ ∥f̃∥2 + ∥g̃∥2

C(Ω)
+ |k̃|2

]
dτ

}1/2

+

+∥Ũ0∥+ ∥ã∥2, (2.3.48)

где постоянная C17 > 0 зависит от η, m1, m2, k0, k1, T , c, C, ∥gi∥C(QT )
, i = 1, 2,

maxt∈[0,T ] ∥f1∥.
Аналогичным образом, умножая первое равенство (2.3.45) на Mũt в смыс-

ле скалярного произведения в L2(Ω), интегрируя по частям и оценивая правую
часть с помощью (2.2.30), (2.3.2), (2.3.20)–(2.3.22), (2.3.47) и (2.3.48), можно по-
лучить оценку

∥ũt∥2 ≤ C18

{
max
t∈[0,T ]

[
∥ã∥W 2

2 (Ω)
+ ∥ãt∥W 2

2 (Ω)
+ ∥f̃∥+ ∥g̃∥C(Ω)

]
+ ∥Ũ0∥

+|k̃|+
[ t∫

0

|k̃|2dτ
]1/2}

. (2.3.49)

Положительная постоянная C18 зависит от η, m1, m2, k0, k1, T , c, C, C17,
∥gi∥C(QT )

, i = 1, 2.
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Как было показано выше, задача 2.2 для каждой пары {ui, ki} (i = 1, 2)
эквивалентна обратной задаче с операторным уравнением

ki(t)
(
φi
1(t) + Ψi(t) +

1

η
(ai − ui, hηi )

)
= Φη

i (t)−
(
giu

i, hηi
)
,

где Ψi(t) =
〈
Mai, bi

〉
1,M

, Φη
i (t) = φi

2(t)−
η
2 ⟨Mait, bi⟩1,M + (fi − ait, h

η
i ), функции

ai, bi и hηi являются решениями задач (2.3.8)–(2.3.10) c граничными данными βi
и ωi вместо β и ω соответственно. Составляя разность операторных уравнений
при i = 1 и i = 2, приходим к операторному уравнению для k̃

k̃(t)
(
φ1
1 +Ψ1 +

1

η
(a1 − u1, hη1)

)
= Φ̃η −

(
g1ũ, h

η
1

)
−

(
g̃u2, hη1

)
−

−
(
g2u

2, h̃η
)
− k2

(
φ̃1 + Ψ̃ +

1

η

(
ã− ũ, hη1

)
+

1

η

(
a2 − u2, h̃η1

))
,

где Φ̃η = Φη
1−Φη

2. Повторяя для этого уравнения и соотношений (2.3.45), (2.3.46)
рассуждения, приведшие к (2.3.34), (2.3.37)–(2.3.39), получаем оценку

|k̃| ≤ C19

[
∥ãt∥+ ∥ã∥+ ∥h̃η∥ + ∥f̃∥+ ∥g̃∥C(Ω)

]
+

+
1

α2
|φ̃2|+ k1|φ̃1| + C20∥ũ∥, (2.3.50)

где положительная постоянная C19, зависит от констант k0, k1 из (2.3.21)
и (2.3.22), maxt∈[0,T ]

{
∥βi∥W 3/2

2 (∂Ω)
, ∥βit∥W 3/2

2 (∂Ω)
, ∥ωi∥W 1/2

2 (∂Ω)
, ∥fi∥, ∥gi∥C(Ω)

}
, i =

1, 2, а также от η, T , m1, m2, m3, φ̄1.
Подставим (2.3.47) в (2.3.50). Согласно лемме Гронуолла из результирую-

щего соотношения и неравенства [86, Глава 2]

∥v∥j ≤ cj∥v∥W j−1/2
2 (∂Ω)

справедливого для любого v ∈ W j
2 (Ω) и целого j ≥ 1 вытекает оценка (2.3.43).

Объединяя (2.3.43), (2.3.48), (2.3.49) и применяя последнее неравенство, прихо-
дим к оценке (2.3.44). Теорема доказана.

Исследование зависимости гладкости решения задачи 2.2 от дифферен-
циальных свойств исходных данных опирается на следующую лемму [304].

Лемма 2.3.4. Пусть X1 и X2 – банаховы пространства с нормами ∥·∥X1

и ∥ · ∥X2
соответственно, и Yi ⊂ Xi – банахово пространство с нормой ∥ · ∥Yi

и ∥y∥Xi
≤ ∥y∥Yi

для всех y ∈ Yi. Если L – линейное ограниченное отображение
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X1 в X2 такое, что L переводит Y1 в Y2, то L ограничено как отображение
из Y1 в Y2.

В [304] Шоуолтер и Тинг исследовали гладкость решения краевой задачи
для уравнения соболевского типа, частным случаем которой является прямая
задача (2.3.4)-(2.3.6) с известным постоянным коэффициентом k(t) = const > 0.
Гладкость решения этой задачи повышается с ростом гладкости входных дан-
ных. С другой стороны, решение, вообще говоря, не может иметь большую глад-
кость по пространственным переменным, чем, например, начальные данные
(I + ηM)−1U0. Поэтому теорема о гладкости решения, доказанная Шоуолте-
ром и Тингом, является самым сильным из возможных результатов для таких
задач.

Решение задачи 2.2 обладает аналогичными свойствами. Гладкость реше-
ния {u, k} также повышается с ростом гладкости исходных данных.

Теорема 2.3.5. Пусть выполняются все предположения теоремы 2.3.1

и пара (u, k) является решением задачи 2.2. Пусть l, p = 0, 1, 2, . . ., ∂Ω ∈ Cp+2,
mij ∈ Cp+1(Ω) (i, j = 1, 2, . . . , n), m ∈ Cp(Ω), g ∈ C l([0, T ];Cp(Ω)), β ∈
C l+1([0, T ];W

3/2+p
2 (∂Ω)), U0 ∈ W p+2

2 (Ω), f ∈ C l([0, T ];W p
2 (Ω)), φ1 ∈ C l+1([0, T ]),

φ2 ∈ C l([0, T ]) и ω ∈ C l+1([0, T ];W
3/2+p
2 (∂Ω)). Тогда u ∈ C l+1([0, T ];W p+2

2 (Ω)),
k ∈ C l[0, T ].

Доказательство. Сначала докажем, что в условиях теоремы решение за-
дачи (2.3.23), (2.3.25)

{w(t, x), k(t)} ∈ C1([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω) ∩W p+2
2 (Ω))× C([0, T ]).

Предположения I и II позволяют утверждать, что оператор I + ηM является

биекцией из
◦
W 1

2 (Ω) в W−1
2 (Ω) и обратный оператор (I+ηM)−1 ограничен. Сле-

довательно, оператор B = −(I + ηM)−1M :
◦
W 1

2 (Ω) →
◦
W 1

2 (Ω) также ограничен.
Согласно общей теории эллиптических уравнений [85] существует един-

ственное решение z ∈
◦
W 1

2 (Ω) ∩W p+2
2 (Ω) уравнения z + ηMz = v при любом

v ∈ W p
2 (Ω). Это влечет за собой тот факт, что оператор (I+ηM)−1 отображает

W p
2 (Ω) в W p+2

2 (Ω)∩
◦
W 1

2 (Ω) и B переводит W p+2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2 (Ω) в себя. Подпро-

странство W p+2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2 (Ω) ⊂ W 1
2 (Ω) является банаховым пространством с
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нормой ∥ · ∥p+2. По лемме 2.3.4 оператор (I + ηM)−1 является ограниченным

отображением из W p
2 (Ω) в W p+2

2 (Ω)∩
◦
W 1

2 (Ω), а B – ограниченным оператором

из W p+2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2 (Ω) в себя. При этом справедливо неравенство

∥(I + ηM)−1v∥p+2 ≤ C̃p

{
∥v∥p + ∥(I + ηM)−1v∥

}
(2.3.51)

для любого v ∈ W p
2 (Ω)∩

◦
W 1

2 (Ω).
Подействуем оператором (I + ηM)−1 на (2.3.231). Это даст

wt = k(t)Bw − (I + ηM)−1(gw) + (I + ηM)−1F. (2.3.52)

В силу (2.3.51), (2.3.22) и ограниченностиB, интегрируя (2.3.52) по t на [0, τ ] (0 <
τ ≤ T ), получим неравенство

∥w∥p+2 ≤ C22 + C23

τ∫
0

∥w(t)∥p+2 dt,

из которого согласно лемме Грунуолла следует, что

∥w(t)∥p+2 ≤ C22 exp(C23τ), τ ∈ [0, T ]. (2.3.53)

Здесь положительные постоянные C22 и C23 зависят от C̃p, T , η, k1, ∥U0∥p,
∥g∥C([0,T ];Cp(Ω)) и ∥F∥C([0,T ];W p

2 (Ω))
. Аналогично из (2.3.52) с помощью (2.3.53)

можно вывести оценку

∥wt(t)∥p+2 ≤ C24, t ∈ [0, T ], (2.3.54)

где положительная константа C24 зависит от C̃p, C22, C23, T , η, k1, ∥U0∥p,
∥F∥C([0,T ];W p

2 (Ω))
и ∥g∥C([0,T ];Cp(Ω)). Из (2.3.25), (2.3.53), (2.3.54) заключаем, что

w ∈ C([0, T ];W p+2
2 (Ω) ∩ W̊ 1

2 (Ω)), wt ∈ L∞([0, T ];W p+2
2 (Ω) ∩ W̊ 1

2 (Ω))

и k(t) ∈ C([0, T ]). Тогда в силу (2.3.52) wt ∈ C([0, T ];W p+2
2 (Ω) ∩ W̊ 1

2 (Ω)).
Оценки (2.3.53) и (2.3.54) позволяют утверждать, что k(t) непрерывно

дифференцируема на [0, T ]. Действительно, обозначая конечные разности по t
для w(x, t) и k(t) через

∆w(t, x) = w(t+∆t, x)− w(t, x),

∆k(t) = k(t+∆t)− k(t),
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t+∆t, t ∈ (0, T ), и Φη(t)− (ga, hη) через H(t), из (2.3.25) получаем

∆k
[
φ1 +Ψ+

1

η
(w, hη)

]
= ∆H − k

[
∆(φ1 +Ψ) +

1

η
((∆w, hη) + (w,∆hη))

]
.

В условиях теоремы lim∆t→0∆H(t)/∆t = H ′(t) и H ′(t) непрерывна на [0, T ].
Так как функция φ1 +Ψ+ η−1(w, hη) непрерывна и положительна на [0, T ], су-
ществует производная k′(t) = lim∆t→0∆k(t)/∆t. Поделим последнее равенство
на ∆t и перейдем в нем к пределу при ∆t→ 0. Будем иметь

k′
[
φ1 +Ψ+

1

η
(w, hη)

]
= H ′ − k

[
φ′
1 +Ψ′ +

1

η
((wt, h

η) + (w, hηt ))
]
. (2.3.55)

В предположениях теоремы k′(t) непрерывна на [0, T ].
Теперь мы можем доказать непрерывность wtt и ktt. Составим конечную

разность для левой и правой частей (2.3.52).

∆wt = k(t+∆t)B∆w − (I + ηM)−1(g(t+∆t, x)∆w) + ∆F̃ ,

где
∆F̃ ≡ ∆k Bw(t, x)− (I + ηM)−1(∆g w(t, x)) + (I + ηM)−1∆F.

Из полученных выше результатов следует, что lim∆t→0 ∥∆F̃ /∆t∥p+2 = ∥F̃t∥p+2 и
Ft ∈ C([0, T ];W p+2

2 (Ω)). Это влечет за собой существование второй производной
wtt, причем ∥wtt∥p+2 = lim∆t→0 ∥∆wt/∆t∥p+2, и wtt удовлетворяет уравнению

wtt = k(t)Bwt − (I + ηM)−1(gwt) + F̃t

для почти всех (t, x) ∈ QT . Применяя к этому уравнению рассуждения, ко-
торые привели к неравенствам (2.3.53) и (2.3.54), можно доказать, что wtt ∈
C([0, T ];W p+2

2 (Ω)∩ W̊ 1
2 (Ω)). Для того чтобы доказать, что k′′ ∈ C([0, T ]) соста-

вим конечную разность для левой и правой частей (2.3.55) и перейдем к пределу
в полученном уравнении, что возможно в силу предположений теоремы и су-
ществования wtt.

Повторяя описанную выше процедуру еще l − 2 раза, завершаем доказа-
тельство теоремы.

2.3.4 Обратные задачи с граничным условием третьего рода

Предложенный выше метод доказательства корректности обратных задач
2.1 и 2.2 с граничным условием первого рода и интегральным условием относи-
тельно потока на границе применим и к обратным задачам с другими краевыми
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условиями. Однако в этом случае условие переопределения на границе должно
содержать дополнительную информацию об интеграле от самой функции u, а
не от потока.

Задача 2.2′. При заданных функциях f(t, x), g(t, x), u0(x), µ1(t, x), µ2(t, x),
σ(x), ω(t, x), φ1(t), φ2(t) и постоянной η найти пару функций (u(t, x), k(t)), удо-
влетворяющих уравнению

ut + ηMut + k(t)Mu = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.3.56)

с оператором M вида (2.3.1) и условиям

u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Ω, (2.3.57){
η
∂ut

∂N
+ k(t)

∂u

∂N
+ σ(x)(ηut + k(t)u)

}∣∣∣
ST

+ k(t)µ1(t, x) = µ2(t, x), (2.3.58)∫
∂Ω

(ηut + k(t)u)ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ). (2.3.59)

Будем предполагать, что оператор M удовлетворяет следующему усло-
вию.

I′. mij(x), ∂mij/∂xl , i, j, l = 1, 2, . . . , n, and m(x) ограничены в Ω. Существуют
положительные константы m1 and m2 такие, что для любого v ∈ W 1

2 (Ω) и
почти всех x ∈ Ω

m1∥v∥21 ≤ ⟨Mv, v⟩M +

∫
∂Ω

σ(x)uvdx ≤ m2∥v∥21. (2.3.60)

Обратные задачи с интегральными условиями переопределения подобно-
го типа исследовались в работах [66, 120, 225, 285, 306]. М. Слодичка и Д. Лес-
ник [306] установили условия существования обобщенного решения обратной
задачи отыскания неизвестного постоянного коэффициента теплообмена λ для
стационарного уравнения теплопроводности в прямоугольнике со смешанным
граничным условием нелинейного теплообмена и интегральным условием пере-
определения на границе Γ этого прямоугольника. А.И.Кожанов и Т.Н.Шипина
[225] рассматривали многомерные обратные задачи для эллиптических урав-
нений в цилиндрической области. А.И.Кожанов [66] изучал разрешимость об-
ратных задач нахождения вместе с решением u(x, t) постоянного положитель-
ного старшего коэффициента в линейных эллиптических уравнениях. В рабо-
тах С.Г.Пяткова и А.О.Солдатова [120], а также С.Г.Пяткова, А.О.Солдатова и
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К.Фаязова [285] обсуждаются вопросы корректности в пространствах Соболева
обратных задач для параболического уравнения второго порядка. Рассматри-
ваются задачи определения коэффициента теплообмена в граничном условии
третьего рода краевой по набору интегралов по части границы этой области.
При определенных условиях на данные доказано существование локально по
времени, единственность и непрерывная зависимость решения от данных зада-
чи.

Введем функцию hη1(t, x) как решение краевой задачи

hη1 + ηMhη1 = 0 in Ω,
{∂hη1
∂N

+ σ(x)hη1

}∣∣∣
∂Ω

= ω(t, x). (2.3.61)

Под решением задачи 2.2′ будем понимать пару функций {u, k} такую,
что

1) u ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)), k(t) ∈ C([0, T ]);

2) пара {u, k} удовлетворяет уравнению (2.3.56) почти всюду в QT и условиям
(2.3.57) для почти всех x ∈ Ω, (2.3.58) почти всюду на ST и (2.3.59) при всех
t ∈ [0, T ].

Доказательство существования и единственности решения задачи 2.2′ опи-
рается на лемму 1.4.5 и теорему сравнения 1.4.6 из §1.4 главы 1 для прямой
задачи (2.3.56)–(2.3.58) с известной функцией k(t).

Теорема 2.3.6. Пусть выполняются условия I′, II, ∂Ω ∈ C2 и η > 0.
Предположим, что
(i) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), µ1, µ2 ∈ C([0, T ];W

1/2
2 (∂Ω)), u0 ∈ W 2

2 (Ω), σ ∈ C(∂Ω),
ω ∈ C([0, T ];W

1/2
2 (∂Ω)), φ1, φ2 ∈ C([0, T ]);

(ii) выполняются условия теоремы 1.4.6 и существуют постоянные α0 > 0 и
Φ0 > 0 такие, что

φ1 −
∫
∂Ω

µ1ωds ≥ α0, (2.3.62)

Φ(t) ≡ φ2(t)− (f, hη1)−
∫
∂Ω

µ2h
η
1ds ≥ Φ0. (2.3.63)
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Тогда задача 2.2′ имеет решение {u, k}, и это решение единственно. Причем
u ≥ 0 почти всюду в QT и справедливы оценки

k0 ≤ k(t) ≤ Φα−1, (2.3.64)

∥u∥2 + ∥ut∥2 ≤ C25 (2.3.65)

с некоторыми константами k0 > 0 и C25 > 0. Здесь Φ = maxt∈[0,T ]Φ.

Proof. Следуя схеме доказательства теоремы 2.3.1, сведем задачу 2.2′ к эк-
вивалентной задаче с нелинейным операторным уравнением для k(t). Для это-
го умножим (2.3.56) на hη1 в смысле скалярного произведения L2(Ω) и дважды
проинтегрируем по частям во втором и третьем членах левой части результи-
рующего уравнения. С учетом (2.3.58) – (2.3.61) получим, что

(ut, h
η
1) + (ηMut + kMu, hη1) =

= k
[
− φ1 +

∫
∂Ω

µ1h
η
1ds−

1

η
(u, hη1)

]
−

∫
∂Ω

µ2h
η
1ds+ φ2 = (f, hη1)

или
k
[
φ1 −

∫
∂Ω

µ1h
η
1ds+

1

η
(u, hη1)

]
= Φ(t).

Определим оператор A1, который каждой функции y ∈ C+([0, T ]) =

{y | y ∈ C([0, T ]), y > 0} ставит в соответствие элемент Ay ∈ C([0, T ]) по закону

A1y = Φ(t)
[
φ1 −

∫
∂Ω

µ1h
η
1ds+

1

η
(uy, h

η
1)
]−1

(2.3.66)

где uy – решение задачи is the solution of the problem (2.3.56)–(2.3.58) с k(t) = y.
Значение A1y определено для каждого y ∈ C+([0, T ]). Действительно, согласно
лемме 1.4.5 прямая задача (2.3.56)–(2.3.58) с k = y имеет единственное решение
uy ∈ C1([0, T ]);W 2

2 (Ω)) для каждого y ∈ C+([0, T ]). Причем, в силу теоремы
1.4.6 и принципа максимума для эллиптических уравнений справедливо нера-
венство (uy, h

η
1) ≥ 0, из которого ввиду (2.3.62) следует, что

φ1 −
∫
∂Ω

µ1h
η
1ds+

1

η
(uy, h

η
1) ≥ α0. (2.3.67)

и значение A1y на каждом элементе y ∈ C+([0, T ]) имеет смысл.
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Можно показать аналогично тому, как это было сделано в §2.2, что за-
дача 2.2′ имеет решение тогда и только тогда, когда разрешимо операторное
уравнение

y = A1y, (2.3.68)

то есть задача 2.2′ эквивалентна задаче (2.3.56) – (2.3.58), (2.3.68). Поэтому
достаточно доказать утверждение теоремы для (2.3.56) – (2.3.58), (2.3.68).

Ввиду определения оператора A1 и неравенств (2.3.63), (2.3.67) справед-
лива оценка

0 ≤ A1y ≤ Φα−1
0 .

Докажем, что существует такая константа y0 > 0, что оператор A1 отображает
множество

Y = { y | y ∈ C([0, T ]), y0 ≤ y ≤ Φα−1
0 }

в себя. Умножим (2.3.56) с k = y ∈ Y на uy в смысле скалярного произведе-
ния L2(Ω), проинтегрируем по частям во втором и третьем слагаемых. Затем
проинтегрируем полученное уравнение по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , и перепишем
результат в следующем виде:

∥uy∥2 + η
[
⟨Muy, uy⟩M +

∫
∂Ω

σu2yds
]
+ 2

τ∫
0

y
[
⟨Muy, uy⟩M +

∫
∂Ω

σu2yds
]
dt =

= ∥u0∥2+η
[
⟨Mu0, u0⟩M+

∫
∂Ω

σu20ds
]
+2

τ∫
0

{
(f, uy)−

∫
∂Ω

(yµ1−µ2)uyds
}
dt. (2.3.69)

В силу (2.3.60) левая часть этого равенства оценивается снизу выражением

∥uy∥2 + ηm1∥uy∥21 +
∫
∂Ω

σu2yds.

Правую часть (2.3.69) оценим с помощью теоремы вложения и неравенства Ко-
ши.

∥u0∥2 + η
[
⟨Mu0, u0⟩M +

∫
∂Ω

σu20ds
]
+ 2

τ∫
0

{
(f, uy)−

∫
∂Ω

(yµ1 − µ2)uyds
}
dt ≤

≤ Φ1 + ∥f∥2L2(QT )
+ ∥u0∥2 +

τ∫
0

(
∥uy∥2 + ηm1∥uy∥21

)
dt
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где

Φ1 ≡
c2

ηm1

(
Φα−1

0 ∥µ1∥L2(ST ) + ∥µ2∥L2(ST )

)2

+ η
[
⟨Mu0, u0⟩M + σ̄∥u0∥2L2(∂Ω)

]
σ̄ = ∥σ∥C(Ω), c > 0 – константа вложения W 1

2 (Ω) ↪→ L2(∂Ω). В результате
получаем неравенство

∥uy∥2 + ηm1∥uy∥21 ≤ Φ1 + ∥f∥2L2(QT )
+ ∥u0∥2 +

τ∫
0

(
∥uy∥2 + ηm1∥uy∥21

)
dt,

из которого согласно лемме Гронуолла следует оценка

∥uy∥2 + ηm1∥uy∥21 ≤
[
Φ1 + ∥f∥2L2(QT )

+ ∥u0∥2
]
eT ≡ C2

26. (2.3.70)

Теперь, возвращаясь к (2.3.66) можно определить y0. В силу (2.3.63), (2.3.70),

A1y ≥ Φ0

[
φ̄1 + max

t∈[0,T ]

{
∥µ1∥L2(∂Ω)∥ω∥L2(∂Ω) + η−1C26∥hη1∥

}]−1

≡ y0. (2.3.71)

где φ̄1 = ∥φ1∥C([0,T ]). Таким образом, оператор A1 отображает множество Y с
y0, определенным в (2.3.71), в себя.

Пусть y1, y2 ∈ Y и uy1, uy2 –это решения прямой задачи (2.3.56)–(2.3.58) с
k = y1 и k = y2 соответственно. В виду (2.3.66)

|A1y1 − A1y2| ≤
Φmaxt∈[0,T ] ∥hη1∥

ηα2
0

∥uy1 − uy2∥. (2.3.72)

С другой стороны, разность wy = uy1 − uy2 удовлетворяет уравнению

wyt + ηMwyt + y1Mwy = ỹMuy2, (2.3.73)

где ỹ = y2 − y1, и краевым условиям

wy(0, x) = 0,[
η
∂wyt

∂N
+ y1

∂wy

∂N
+ σ(x)(ηwyt + y1wy)

]∣∣∣
ST

= ỹ
[(∂uy2

∂N
+ σuy2

)∣∣∣
ST

+ µ1

]
. (2.3.74)

Умножим (2.3.73) на wy в смысле скалярного произведения L2(Ω) и проинте-
грируем по частям во втором и третьем слагаемых, а также в правой части
результирующего уравнения с учетом (2.3.74). Это даст

1

2

d

dt

{
∥wy∥2 + η

[
⟨Mwy, wy⟩M +

∫
∂Ω

σw2
yds

]}
+ y1

{
⟨Mwy, wy⟩M +

∫
∂Ω

σw2
yds

}
=
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= ỹ
{
⟨Mu2y, wy⟩M +

∫
∂Ω

(σu2y + µ1)wyds
}
. (2.3.75)

В силу (2.3.60), (2.3.70) и теоремы вложения∣∣∣ỹ{⟨Mu2y, wy⟩M +

∫
∂Ω

(σu2y + µ1)wyds
}∣∣∣ ≤ G2(t)

2ηm1
|ỹ|2 + ηm1

2
∥wy∥21, (2.3.76)

где

G(t) =
(m2 + c2σ̄)C26

(ηm1)1/2
+ c∥µ1∥L2(∂Ω).

Проинтегрируем (2.3.75) по t от 0 до τ , 0 < τ < T , и оценим левую часть
полученного неравенства с помощью (2.3.60). Ввиду (2.3.76) это даст

∥wy∥2 + ηm1∥wy∥21 ≤
1

ηm1

τ∫
0

G2(t)|ỹ|2dt+
τ∫

0

(
∥wy∥2 + ηm1∥wy∥21

)
dt.

Согласно лемме Гронуолла из последнего соотношения следует оценка

∥wy∥2 ≤
1

ηm1
∥G∥2C([0,T ])

τ∫
0

|ỹ|2dt. (2.3.77)

Объединяя (2.3.72) и (2.3.77) приходим к неравенству

|A1y1 − A1y2| ≤ K
( τ∫

0

|y1 − y2|2dt
)1/2

, (2.3.78)

где K = Φmaxt∈[0,T ] ∥hη1∥(η2α2
0m1)

−1∥G∥C([0,T ]).
Введем эквивалентную норму в C([0, T ])

·ν = max
t∈[0,T ]

{e−νt| · |}

с положительной постоянной ν. Ввиду (2.3.78)

A1y1 − A1y2
ν ≤

K

(2ν)1/2
y1 − y2

ν .

Выбирая ν = 2K−2, получаем, чтоA1y1 − A1y2
ν ≤

1

2

y1 − y2
ν .
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Это означает, что A1 : Y → Y является сжимающим оператором и отобра-
жает ограниченное замкнутое множество Y в себя. Поэтому, согласно принци-
пу сжимающих отображений оператор A1 имеет единственную неподвижную
точку k∗ ∈ Y . Пара {u∗, k∗}, где u∗ удовлетворяет условиям прямой задачи
(2.3.56)–(2.3.58) с k = k∗, является решением обратной задачи (2.3.56)–(2.3.59)
и u∗ ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)). Причем, для k∗ и u∗ справедливы оценки (2.3.64),
(2.3.70).

Перейдем к оценкам u и ut в W 2
2 (Ω). Для этого прежде всего нужно оце-

нить ut в норме пространства W 1
2 (Ω). Умножим (2.3.56) на ut в смысле ска-

лярного произведения L2(Ω) и проинтегрируем по частям во втором и третьем
слагаемых левой части полученного равенства. Это даст

∥ut∥2 + η⟨Mut, ut⟩M + η

∫
∂Ω

σ(x)u2tds = −k⟨Mu, ut⟩M − k

∫
∂Ω

σ(x)uutds

+

∫
∂Ω

(µ2 − kµ1)utds+ (f, ut).

В силу (2.3.60), (2.3.64), (2.3.70) и теоремы вложения из последнего равенства
вытекает оценка

∥ut∥2 + ηm1∥ut∥21 ≤
1

ηm1

{ Φ

α0
G(t) + c∥µ2∥L2(∂Ω)

}2

+ ∥f∥2 ≡ G2
1(t). (2.3.79)

Для того, чтобы получить оценку для u и ut в W 2
2 (Ω), перепишем условие

(2.3.58) в форме [ ∂u
∂N

+ σu
]∣∣∣

ST

= β,

где

β =
[∂u0
∂N

+ σu0

]∣∣∣
ST

exp
(
− 1

η

t∫
0

k dθ
)
+

1

η

t∫
0

(µ2 − kµ1) exp
(
− 1

η

t∫
τ

k dθ
)
dτ.

Умножим (2.3.56) на Mu в смысле скалярного произведения L2(Ω) и оценим
правую часть результирующего уравнения с учетом (2.3.64) и (2.3.79). Получим
соотношение

η

2

d

dt
∥Mu∥2 + y0∥Mu∥2 ≤ 1

2y0
(∥f∥+G1(t))

2 +
y0
2
∥Mu∥2,
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из которого следует, что

∥Mu∥2 ≤ ∥Mu0∥2e−
y0
η t +

1

y0

t∫
0

(∥f∥+G1(t))
2e−

y0
η (t−τ)dτ. (2.3.80)

Это соотношение в силу (2.3.70), (2.3.79)–(2.3.80) и неравенства [87, Глава 2]

∥v∥2 ≤ K1(∥Mv∥+
∥∥∥ ∂v
∂N

+ σv
∥∥∥
W

1/2
2 (∂Ω)

+ ∥v∥1), (2.3.81)

справедливого для всех v ∈ W 2
2 (Ω) приводит к оценке

∥u∥2 ≤ K1

[
∥Mu0∥+

( 1

y0

T∫
0

(∥f∥+G1(t))
2dτ

)1/2

+ ∥β∥
C([0,T ];W

1/2
2 (∂Ω))

+

+C26(ηm1)
−1/2

]
≡ C27. (2.3.82)

Здесь константа K1 > 0 зависит от m1, m2 и mesΩ. Далее, выражая ηMut из
уравнения (2.3.56), можно показать с помощью (2.3.79), (2.3.80), что

η∥Mut∥ ≤ ∥f∥+G1(t) +
Φ

α0
C28.

Положительная постоянная C28 зависит от C26, ∥G1(t)∥C([0,T ]), y0, T , η, ∥f∥L2(QT ),
∥Mu0∥. В силу (2.3.57), (2.3.58), (2.3.79), (2.3.81) и (2.3.64) справедливо нера-
венство

∥ηut + k(t)u∥2 ≤ K1

[
∥f − ut∥+ ∥µ2 − kµ1∥W 1/2

2 (∂Ω)
+ ∥ηut + ku∥1

]
≤ C29,

где положительная постоянная C29 зависит от ∥f∥C([0,T ];L2(Ω)), ∥G1(t)∥C([0,T ]),
∥µi∥C([0,T ];W

1/2
2 (∂Ω))

, i = 1, 2, ∥u0∥W 2
2 (Ω)

, η, σ̄, m1, Φ, α0, K1, C26. Оно вместе с
(2.3.64) и (2.3.82) позволяет получить оценку (2.3.65). А именно,

∥u∥2 + ∥ut∥2 ≤ C27 +
1

η

(
C29 + k(t)∥u∥2

)
≤

(
1 +

Φ

ηα0

)
C27 +

1

η
C29.

Единственность решения {u, k} гарантируется тем фактом, что опера-
тор A1 является сжимающим отображением. Действительно, пусть {u1, k1} и
{u2, k2} – два решения задачи 2.2′. Как показано выше, k1 и k2 удовлетворяют
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операторному уравнению (2.3.68), и справедливы неравенства (2.3.77), (2.3.78)
с uyi = ui и yi = ki, i = 1, 2. Тогда

k1 − k2
ν =

A1k1 − A1k2
ν ≤

1

2

k1 − k2
ν .

Из этого соотношения и (2.3.77) следует, что k1 = k2 и u1 = u2. Теорема дока-
зана.

2.4 Асимптотическое поведение решения обратной задачи для
уравнения соболевского типа

Асимптотическое поведение решений прямых краевых задач для уравне-
ний соболевского типа впервые было изучено в [304, 305]. В частности, в [305]
установлено, что решение краевой задачи для уравнения

(u+ L1u)t + L2u = f

с произвольными линейными сильно эллиптическими операторами L1 и L2 при
однородном граничном условии первого рода стабилизируется к решению зада-
чи Дирихле для уравнения L2v = f∞ в смысле нормы W 1

2Ω, т. е. ∥u− v∥1 → 0

при t→ +∞, если ∥f − f∞∥ → 0 при t→ +∞.
Что касается обратных задач, здесь следует отметить результаты для па-

раболических уравнений и систем составного типа в случае одной прстранствен-
ной переменной (см. [14,24,27,160,161]). В [24,160] исследовалось асимптотиче-
ское поведение решения обратной задачи Коши для системы параболического
и гиперболического уравнений, в которой одно из уравнений содержит неиз-
вестную правую часть, зависящую только от t. В предположении абсолютной
интегрируемости входных данных по t на интервале (0,+∞) установлено, что
решение обратной задачи ограничено на этом интервале и при некоторых до-
полнительных условиях стремится к 0 при t→ +∞. В [14,27,161] аналогичные
результаты были получены для обратных задач идентификации неизвестной
правой части и коэффициента в младшем члене линейного параболического
уравнения с условиями Коши. В [14] также рассматривались краевые обрат-
ные задачи для параболических уравнений с граничными условиями Дирихле
и Неймана.



143

В данном параграфе обсуждаются вопросы асимптотического поведения
решения задачи 2.2 при t→ +∞. Доказывается, что при некоторых условиях на
исходные данные решение задачи 2.2 стабилизируется к решению соответству-
ющей стационарной обратной задачи, корректность которой предварительно
устанавливается.

2.4.1 Существование и единственность решения стационарной
обратной задачи

Как будет показано ниже, решение {u, k} задачи 2.2 стабилизируется к
решению следующей обратной задачи при t→ +∞.

Задача 2.3. При заданных функциях f∞(x), g∞(x), β∞(x), ω∞(x) и чис-
лах φ∞

1 , φ∞
2 требуется найти функцию u∞(x) и постоянную k∞ такие, что

k∞Mu∞ + g∞(x)u∞ = f∞(x) x ∈ Ω,

u∞
∣∣
∂Ω

= β∞(x),

k∞

∫
∂Ω

∂u∞

∂N
ω∞ ds+ φ∞

1 k∞ = φ∞
2 .

Прежде чем перейти к доказательству стабилизации решения задачи 2.2,
исследуем корректность стационарной задачи 2.3. Под решением задачи 2.3 бу-
дем понимать пару {u∞(x), k∞}, состоящую из функции u∞(x) и константы k∞,
которые отвечают следующим требованиям:

1) k∞ – положительное действительное число;
2) u∞ ∈ W 2

2 (Ω);
3) u∞(x) и k∞ удовлетворяют условиям задачи 2.3.
Достаточные условия существования и единственности решения задачи

2.3 дает следующая теорема.

Теорема 2.4.1. Пусть выполняются предположения I-II и
(i) f∞ ∈ L2(Ω), β∞(x), ω∞(x) ∈ W

3/2
2 (∂Ω), g∞(x) ∈ C(Ω);

(ii) β∞(x) ≥ 0 почти всюду на ∂Ω, φ∞
1 ≥ 0; 0 ≤ g∞(x) ≤ g1 = const < +∞ в Ω;

φ∞
1 +Ψ∞ ≡ φ∞

1 +

∫
Ω

(M(x)∇a∞,∇b∞)R dx+ (m(x)a∞, b∞) > 0; (2.4.1)
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где a∞ – это решение задачи (2.3.8) с граничным условием a∞|∂Ω = β∞(x), а
b∞ – решение задачи (2.3.9) с граничным условием b∞|∂Ω = ω∞(x);

F∞(x) ≡ g∞(x)a∞ − f∞ ≥ 0 почти для всех x ∈ Ω;

Φ∞ ≡ φ∞
2 − (F∞, b∞) > 0. (2.4.2)

Тогда задача 2.3 имеет решение {u∞(x), k∞)}. Причем,

u∞(x) ≤ a∞(x)

почти для всех x ∈ Ω. Если дополнительно

Φ∞ ≥ q

(
m2

m2
1

g1(Ψ∞ + φ∞
1 )∥b∞∥∥F∞∥

)1/2

(2.4.3)

где q – действительное число, q > 1, то решение задачи 2.3 единственно.

Доказательство. Сведем задачу 2.3 к эквивалентной обратной задаче с
нелинейным операторным уравнением второго рода для k∞. Для этого положим
w∞(x) = a∞(x)− u∞(x). Пара {w∞(x), k∞} является решением задачи

k∞Mw∞ + g∞w∞ = F∞(x), x ∈ Ω, w∞
∣∣
∂Ω

= 0, (2.4.4)

k∞

∫
∂Ω

∂w∞

∂N
ω∞ ds = (φ∞

1 +Ψ∞)k∞ − φ∞
2 . (2.4.5)

Умножим уравнение (2.4.4) на b∞ в терминах скалярного произведения в L2(Ω)

и дважды проинтегрируем по частям в первом члене полученного равенства.
Будем иметь:

k∞{φ∞
1 +Ψ∞} = φ∞

2 − (F∞, b∞) + (g∞w∞, b∞) (2.4.6)

ввиду (2.3.9) для b∞ и (2.4.5). Задача (2.4.4),(2.4.6) эквивалентна задаче (2.4.4),
(2.4.5) и, следовательно, задаче 2.3 согласно определению w∞. Поэтому доста-
точно доказать справедливость утверждения теоремы для задачи (2.4.4), (2.4.6).

Пусть оператор A∞ отображает R+ = {y|y ∈ R, y > 0 } в R и для каждого
y ∈ R+

A∞(y) =
φ∞
2 − (F∞, b∞) + (g∞w∞, b∞)

φ∞
1 +Ψ∞

,
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где w∞ – решение задачи (2.4.4) с коэффициентом y вместо k∞. В условиях
теоремы значение A∞(y) определено на каждом y ∈ R+. Тогда (2.4.6) можно
переписать в виде операторного уравнения

k∞ = A∞(k∞). (2.4.7)

Задача (2.4.4), (2.4.6) имеет решение тогда и только тогда, когда разрешимо
операторное уравнение (2.4.7).

Согласно принципу максимума для эллиптических уравнений

w∞ ≥ 0 (2.4.8)

для всех k∞ = y ∈ R+ и почти всех x ∈ Ω. Из определения A∞, (2.4.1), (2.4.2)
и (2.4.8) следует, что

0 < k0∞ ≡ Φ∞

φ∞
1 +Ψ∞

≤ A∞(y) ≤ φ∞
2 + ∥F∞∥∥b∞∥+ g1∥w∞∥∥b∞∥

φ∞
1 +Ψ∞

(2.4.9)

для всех y ∈ R+. Умножив уравнение (2.4.4) на w∞ в смысле скалярного про-
изведения в L2(Ω) и проинтегрировав в результирующем равенстве по частям,
получим, что

∥w∞∥1 ≤
∥F∞∥
k0∞m1

(2.4.10)

в силу (2.4.9). Тогда для каждого y ∈ R+

k0∞ ≤ A∞(y) ≤ (φ∞
2 + ∥F∞∥∥b∞∥)k0∞m1 + g1∥F∞∥∥b∞∥

k0∞m1(φ∞
1 +Ψ∞)

≡ k1∞. (2.4.11)

Из этого неравенства вытекает, что оператор A отображает [k0∞, k
1
∞] в себя. Бо-

лее того, A∞ непрерывен на [k0∞, k
1
∞]. Действительно, возьмем y1, y2 ∈ [k0∞, k

1
∞]

и обозначим через w1
∞, w

2
∞ решения задачи (2.4.4) с y1 и y2 вместо k∞ соответ-

ственно. Согласно определению оператора A

A∞(y1)− A∞(y2) =
(g∞(w1

∞ − w2
∞), b∞)

φ∞
1 +Ψ∞

.

Оценивая правую часть этого соотношения, можно получить неравенство

|A∞(y1)− A∞(y2)| ≤
g1∥b∞∥
φ∞
1 +Ψ∞

∥∥(w1
∞ − w2

∞)
∥∥. (2.4.12)
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С другой стороны, разность w̃∞ = w1
∞ − w2

∞ удовлетворяет уравнению

y1Mw̃∞ + gw̃∞ = (y2 − y1)Mw2
∞ (2.4.13)

и граничным условиям (2.4.4). Так как M – сильно эллиптический оператор и
для w2

∞ выполняется (2.4.10), из (2.4.13) можно получить неравенство

∥w̃∞∥1 ≤
m2

(k0∞)2m2
1

∥F∞∥|y2 − y1| (2.4.14)

аналогично тому, как было доказано (2.4.10). Объединяя (2.4.12) и (2.4.14), с
учетом (2.4.11) приходим к соотношению

|A∞(y1)− A∞(y2)| ≤
m2g1∥b∞∥(φ∞

1 +Ψ∞)

(Φ∞)2m2
1

∥F∞∥|y2 − y1|,

которое доказывает непрерывность оператора A∞ на [k0∞, k
1
∞]. Согласно теоре-

ме Брауэра о неподвижной точке операторное уравнение (2.4.7) имеет решение
на [k0∞, k

1
∞]. Это влечет за собой разрешимость задачи (2.4.4), (2.4.6), и для ре-

шения {w∞, k∞} справедливы оценки (2.4.8)–(2.4.10). Кроме того, в силу (2.3.2),
(2.4.10), (2.4.11),

∥Mw∞∥ ≤ (k0∞)−2∥F∞∥
[
g1m

−1
1 + k0∞

]
. (2.4.15)

Докажем, что при выполнении условия (2.4.3) решение задачи (2.4.4),
(2.4.6) единственно. Пусть {w′

∞, k
′
∞} and {w′′

∞, k
′′
∞} – два решения задачи (2.4.4),

(2.4.6). Их разность
{w̄, k̄} = {w′

∞ − w′′
∞, k

′
∞ − k′′∞}

удовлетворяет уравнению

k′∞Mw̄ + gw̄ = −k̄Mw′′
∞, x ∈ Ω, (2.4.16)

и условиям
w̄
∣∣∣
∂Ω

= 0,

k̄ =
(gw̄, b∞)0
Ψ∞ + φ∞

1

. (2.4.17)

Умножим (2.4.16) на w̄ в смысле скалярного произведения в L2(Ω), проин-
тегрируем по частям и оценим правую часть полученного уравнения аналогично
тому, как было доказано (2.4.14). Будем иметь:

∥w̄∥0 ≤
(Ψ∞ + φ∞

1 )2m2∥F∥0
m1(Φ∞)2

|k̄|. (2.4.18)
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С другой стороны, оценивая правую часть (2.4.17) с учетом (2.4.1), при-
ходим к неравенству

|k̄| ≤ g1∥b∞∥0
Ψ∞ + φ∞

1

∥w̄∥0 ,

откуда и из (2.4.18) следует, что

|k̄| ≤ g1∥b∞∥0(Ψ∞ + φ∞
1 )m2∥F∥0

m1(Φ∞)2
|k̄|.

В силу предположения (2.4.3) это означает, что k̄ ≡ 0, и, следовательно, w̄ ≡ 0

by (2.4.17). Теорема доказана.

2.4.2 Стабилизация решения задачи 2.2

Будем предполагать, что t ∈ [0,+∞), и использовать обозначения Q∞ =

(0,+∞)× Ω и S∞ = (0,+∞)× ∂Ω. Достаточные условия на исходные данные,
при которых решение задачи 2.2 стабилизируется к решению стационарной за-
дачи 2.3, определяются следующей теоремой.

Теорема 2.4.2. Пусть выполняются предположения I-II и условия (i),
(ii) теоремы 2.4.1 Предположим, что g(t, x) неотрицательна в Q∞, выпол-
няется условия (i), теоремы 2.3.1 при любом 0 < T < +∞,

lim
t→+∞

∥f − f∞∥ = 0, lim
t→+∞

∥g − g∞∥C(Ω) = 0, (2.4.19)

lim
t→+∞

∥ω − ω∞∥
W

3/2
2 (∂Ω)

= 0, (2.4.20)

lim
t→+∞

∥β − β∞∥
W

3/2
2 (∂Ω)

= 0, lim
t→+∞

∥βt∥W 3/2
2 (∂Ω)

= 0, (2.4.21)

lim
t→+∞

φ1(t) = φ∞
1 , lim

t→+∞
φ2(t) = φ∞

2 . (2.4.22)

Пусть также
(iii) существует положительная постоянная α такая, что

φ1(t) + Ψ(t) ≥ α > 0, (2.4.23)

a(0, x)− U0(x) ≥ 0, (2.4.24)

F (t, x) ≥ 0, (2.4.25)

для почти всех (t, x) ∈ Q∞;
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(iv) для любого t ∈ [0,+∞)

Φη(t) ≥ Φη
0 > 0, (2.4.26)

где Φη
0 - положительная константа,

0 ≤ g(t, x) ≤ Φη(t)

η

[
φ1 +Ψ+ 2η−1(a, b)

]−1
, (t, x) ∈ Q∞, (2.4.27)

η > Φ−1
∞m

−3/2
1 m

1/2
2 ∥b∞∥∥F∞∥, (2.4.28)

где Φ∞ и b∞ определены в теореме 2.4.1. Тогда решение задачи 2.2 стабили-
зируется при t→ +∞, т. е.

lim
t→+∞

∥u(t, ·) − u∞∥2 = 0,

lim
t→+∞

k(t) = k∞,

где {u∞, k∞} – решение задачи 2.3.

Доказательство. Прежде всего, заметим, что в условиях теоремы задача
2.2 имеет единственное решение (u(t, x), k(t)) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) × C([0, T ])

при любом T > 0 согласно теореме 2.3.1. Из (2.3.7)–(2.3.10),(2.4.20) и (2.4.21)
следует, что

lim
t→+∞

∥a(t, ·)− a∞∥2 = lim
t→+∞

∥b(t, ·)− b∞∥2 = 0, (2.4.29)

lim
t→+∞

∥hη(t, ·)− hη∞∥2 = 0, (2.4.30)

где функция a∞ определена в формулировке теоремы 2.4.1 и hη∞ является ре-
шением задачи

hη∞ + ηMhη∞ = 0, x ∈ Ω; hη∞|∂Ω = ω∞(x).

Тогда для u(t, x) имеет место неравенство

0 ≤ u ≤ a(t, x),

которое в силу (2.4.29) гарантирует ограниченность ∥u∥, что в свою очередь
вместе с (2.3.22) и (2.4.29) влечет ограниченность k(t) на (0,+∞).

Далее, согласно теореме 2.4.1 существует решение {u∞, k∞} ∈ W 2
2 (Ω)×R+

задачи 2.3. Действительно, ввиду (2.4.19)–(2.4.22), (2.4.29), (2.4.30) функция
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Φη(t) − (ga, hη) имеет предел при t → +∞. Причем, в силу (2.3.9)–(2.3.11),
(2.3.18), (2.3.19), (2.4.2), (2.4.26), (2.4.27), определения функции Φη и теоремы
сравнения для эллиптических уравнений, (ga, hη) ≤ (ga, b) и

Φη(t) − (ga, hη) ≥ Φη(t)− (ga, b) ≥

Φη
0 − (a, b)Φη

0

[
η(φ1 +Ψ) + 2 max

t∈[0,+∞)
(a, b)

]−1

≥ Φη
0/2 > 0.

Тогда

lim
t→+∞

[Φη(t)− (ga, hη)] ≥ lim
t→+∞

[Φη(t)− (ga, b)] ≡ Φ∞ ≥ Φη
0/2 > 0,

т. е. выполняется (2.4.2). Остальные условия теоремы 2.4.1 следуют из (2.4.19)–
(2.4.25).

Положим

w(t, x) = a(t, x)− u(t, x), w∞(x) = a∞(x)− u∞(x). (2.4.31)

Функция w(t, x) удовлетворяет уравнению

wt + ηMwt + k(t)Mw + g(t, x)w = F (t, x), (t, x) ∈ Q∞, (2.4.32)

и условиям

(w + ηMw)
∣∣
t=0

= a(0, x)− U0(x), x ∈ Ω, (2.4.33)

w
∣∣
S∞

= 0, (2.4.34)∫
∂Ω

{
η
∂wt

∂N
+ k

∂w

∂N

}
ωdS = (φ1 +Ψ)k + η

〈
Mat, b

〉
1,M

− φ2, t ∈ [0,+∞].(2.4.35)

Как было показано в предыдущем параграфе (см. доказательство теоремы
2.3.1), умножая (2.4.32) на hη(t, x) в смысле скалярного произведения в L2(Ω),
дважды интегрируя по частям в левой части и подставляя (2.4.35) в полученное
равенство, можно прийти к уравнению (2.3.25), т. е.

k(t)
(
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(w, hη)

)
= Φη(t)− (g(t, x)(a− w), hη) , (2.4.36)

вследствие (2.3.7),(2.3.10)–(2.3.11) и определения функции Φη(t). Согласно тео-
реме 2.3.1 при каждом 0 < T < +∞ пара (w, k) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω))×C([0, T ]).
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Так как задача (2.4.32)–(2.4.35) и задача (2.4.32)–(2.4.34), (2.4.36) эквивалент-
ны, пара {w, k} также является решением задачи (2.4.32)–(2.4.34),(2.4.36).

Аналогичным образом можно показать, что пара {w∞, k∞} удовлетворяет
уравнению

k∞Mw∞ + g∞w∞ = F∞(x), x ∈ Ω,

и условиям

w∞
∣∣
∂Ω

= 0,

k∞

{
φ∞
1 +Ψ∞ +

1

η
(w∞, h

η
∞)

}
= φ∞

2 − (F∞, h
η
∞) + (g∞w∞, h

η
∞). (2.4.37)

Тогда разность W (t, x) = w(t, x)− w∞(x) отвечает уравнению

Wt + ηMWt + k(t)MW + g(t, x)W =

= (k∞ − k(t))Mw∞ + F (t, x)− F∞(x) + (g∞ − g(t, x))w∞ (2.4.38)

и краевым условиям

W (0, x) + ηMW (0, x) = a(0, x)− U0(x)− w∞ − ηMw∞,

W |S∞ = 0.

В силу (2.4.36) и (2.4.37),

k(t)− k∞ = F̃ (t) +
((
g − k(t)

η

)
W,hη

)[
φ∞
1 +Ψ∞ +

1

η
(w∞, h

η
∞)

]−1

. (2.4.39)

Здесь

F̃ (t) ≡
[
φ2(t)− φ∞

2 +
(
f − f∞ − at − (g − g∞)a+ g∞(a− a∞), hη

)
−

−η
2

〈
Mat, b

〉
1,M

−
((k

η
− g

)
w∞ + g∞a∞, h

η − hη∞

)
− k(φ1(t)− φ∞

1 +

+Ψ(t)−Ψ∞)
](
φ∞
1 +Ψ∞ +

1

η
(w∞, h

η
∞)

)−1

.

Из предположений теоремы, а также (2.3.21), (2.3.22) при T = +∞ и (2.4.29),
(2.4.30) следует, что

lim
t→+∞

F̃ (t) = 0. (2.4.40)
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Подставим (2.4.39) в (2.4.38). Получим:

Wt − ηMWt + k(t)MW +
((ηg − k(t))W,hη∞)

η(φ∞
1 +Ψ∞) + (w∞, h

η
∞)
Mw∞ + g(t, x)W =

= −F̃ (t)Mw∞ + F (t, x)− F∞(x) + (g∞(x)− g(t, x))w∞ ≡ G(t, x).

Умножим это равенство на W в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям. Это даст:

1

2

d

dt
∥W∥2 + η

2

d

dt

〈
MW,W

〉
1,M

+ k(t)
〈
MW,W

〉
1,M

+

+
((ηg − k(t))W,hη∞)

η(φ∞
1 +Ψ∞) + (w∞, h

η
∞)

〈
Mw∞,W

〉
1,M

+ (gW,W ) = (G,W ). (2.4.41)

Вследствие (2.3.22), (2.4.27) и (2.4.36), справедливы неравенства

0 ≤ k(t)

η
−max

x∈Ω
g(t, x) ≤ k(t)

η
(2.4.42)

для всех t ∈ [0,+∞). Оценим теперь третий и четвертый члены (2.4.41). Ввиду
(2.3.2), (2.4.8)–(2.4.11) и (2.4.42) будем иметь:

k(t)
〈
MW,W

〉
1,M

+
((ηg − k(t))W,hη∞)

η(φ∞
1 +Ψ∞) + (w∞, h

η
∞)

〈
Mw∞,W

〉
1,M

≥

≥ k(t)
〈
MW,W

〉
1,M

[
1− m

1/2
2 ∥b∞∥∥F∞∥
ηm

3/2
1 Φ∞

]
. (2.4.43)

В силу (2.4.28) имеем:

γ ≡ 1− m
1/2
2 ∥b∞∥∥F∞∥
ηm

3/2
1 Φ∞

> 0. (2.4.44)

Применяя (2.4.43) к (2.4.41) и оценивая правую часть (2.4.41), приходим к нера-
венству

1

2

d

dt

(
∥W∥2 + η

〈
MW,W

〉
1,M

)
+ γk(t)

〈
MW,W

〉
1,M

+ (gW,W ) ≤

≤ H(t)
(
∥W∥2 + η

〈
MW,W

〉
1,M

)1/2

, (2.4.45)

где
H(t) = |F̃ (t)|+ ∥F − F∞∥+ ∥g − g∞∥C(Ω)∥w∞∥. (2.4.46)
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Учитывая тот факт, что в силу (2.3.2) и теоремы вложения〈
MW,W

〉
1,M

≥ m1

1 + ηm1

(
∥W∥2 + η

〈
MW,W

〉
1,M

)
(2.4.47)

и вводя обозначение y(t) = ∥W∥2 + η
〈
MW,W

〉
1,M

, можно переписать (2.4.45)
в терминах функции y(t) и оценить правую часть с помощью (2.3.22), (2.4.10),
(2.4.47) и неравенства Коши. Будем иметь:

1

2

dy

dt
+ γk0

m1

1 + ηm1
y ≤ 1 + ηm1

2γm1k0
H2(t) +

γm1k0
2(1 + ηm1)

y. (2.4.48)

Согласно лемме Гронуолла из (2.4.48) следует оценка

y(t) ≤ y(0) exp
(
− γm1k0

1 + ηm1
t
)
+

+
1 + ηm1

γm1k0

t∫
0

H2(τ) exp
(
− γm1k0

1 + ηm1
(t− τ)

)
dτ, (2.4.49)

откуда ввиду (2.3.2), (2.4.19)–(2.4.22), (2.4.40), (2.4.44), (2.4.46) получаем:

lim
t→∞

(
∥w(t, ·)− w∞∥2 + ∥w(t, ·)− w∞∥21

)
≤ 1 +m1

m1
lim
t→∞

y(t) = 0. (2.4.50)

Возвращаясь к (2.4.39), заключаем из (2.3.21), (2.4.19), (2.4.40) и (2.4.50), что

lim
t→∞

|k(t)− k∞| = 0. (2.4.51)

Далее, умножим (2.4.38) на MW в смысле скалярного произведения в
L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом члене результирующего соотноше-
ния. Это даст:

1

2

d

dt

(〈
MW,W

〉
1,M

+ η∥MW∥2
)
+ k∥MW∥22 = −(gW,MW ) +

+
(
(k∞ − k)Mw∞ + F − F∞(x) + (g∞ − g)w∞,MW

)
.

Оценивая правую часть этого уравнения с помощью неравенства Коши, полу-
чаем:

η
d

dt
∥MW∥22 + k0∥MW∥22 ≤ − d

dt

〈
MW,W

〉
1,M

+ 2∥g∥2
C(QT )

∥W∥2 +

+2k−1
0

[
|k∞ − k(t)|2∥Mw∞∥2 + ∥F − F∞∥2 + ∥g − g∞∥2

C(Ω)
∥w∞∥2

]
(2.4.52)
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с учетом (2.3.22). Вводя обозначение z = ek0t/η∥MW∥22, можно переписать
(2.4.52) в виде

η
dz

dt
≤ − d

dt

〈
MW,W

〉
1,M

ek0t/η + 2∥g∥2
C(QT )

∥W∥2ek0t/η +

+ 2k−1
0 ek0t/η

[
|k∞ − k(t)|2∥Mw∞∥2 + ∥F − F∞∥2 + ∥g − g∞∥2

C(Ω)
∥w∞∥2

]
,

откуда следует, что

η∥MW∥22 ≤
(
η∥MW (0, ·)∥2 +

〈
W (0, ·),MW (0, ·)

〉
1,M

)
e−k0t/η +

+

t∫
0

{
2k−1

0

[
|k∞ − k|2∥Mw∞∥2 + ∥F − F∞∥2 + ∥g − g∞∥2

C(Ω)
∥w∞∥2

]
+

+2∥g∥2
C(Ω)

∥W∥2 + k0
〈
W,MW

〉
1,M

}
e−k0(t−τ)/ηdτ −

〈
W,MW

〉
1,M

. (2.4.53)

В силу (2.3.1), (2.3.2), (2.3.30), (2.4.15), (2.4.19), (2.4.50) и (2.4.51),

lim
t→+∞

∥w(t, ·)− w∞∥2 = 0.

Ввиду (2.4.29) последнее равенство означает, что

lim
t→+∞

∥u(t, ·)− u∞∥2 = 0.

Теорема доказана.
Теорема 2.4.2 поволяет исследовать харатер сходимости решения {u, k}

задачи 2.2 к решению {u∞, k∞} задачи 2.3 при t → +∞. В частности, оценки
(2.4.49) и (2.4.53) объясняют асимптотическое поведение пары {u−u∞, k−k∞}.

Следствие 2.4.3. Пусть выполняются предположения теоремы 2.4.2,
и функция H(t)eλt с некоторой постоянной λ > 0 ограничена при всех t ≥ 0.
Тогда справедливы оценки

∥u(t, ·)− u∞∥2 ≤ K exp
(
− tmin

{
λ,

γm1k0
2(1 + ηm1)

,
k0
2η

})
,

|k(t)− k∞| ≤ K exp
(
− tmin

{
λ,

γm1k0
2(1 + ηm1)

})
.

с некоторой константой K > 0, не зависящей от t. Если H(t) = O(t−λ) при
t→ +∞, то ∥u(t, ·)− u∞∥2 = O(t−λ) и |k(t)− k∞| = O(t−λ) при t→ +∞.
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Следствие 2.4.4. Пусть в условиях теоремы 2.4.2 f∞ = g∞ ≡ 0. Тогда
k(t) → k∞ при t→ +∞ и limt→+∞ ∥u(t, ·)− a∞∥2 = 0.

Замечание 2.4.1. Согласно теореме 2.4.2, стабилизация решения задачи
2.2 к решению задачи 2.3 имеет место, когда выполняется условие (2.4.28). В
предположениях следствия 2.4.4 утверждение теоремы 2.4.2 справедливо для
любого η > 0.

Существование, единственность, а также все свойства решения задачи 2.2
установлены в предположениях на исходные данные, при которых u(t, x) ≤
a(t, x) почти всюду в QT . Полученные результаты позволяют дать физическое
объяснение этому факту. Как отмечалось выше (см. §2.1 данной главы), так
называемое уравнение трещиноватой среды

ut − η∆ut − k∆u = 0

получается путем исключения из системы уравнений фильтрации [15]{
N∆u1 + α(u2 − u1) = 0,

µ(m0d1 + d2)u2t + α(u2 − u1) = 0
(2.4.54)

одной из неизвестных функций u1 или u2. При насыщении трещиноватой сре-
ды жидкостью давление в трещинах и порах выравнивается. В соответствии
с (2.4.54) это значит, что u1(t, x) = u2(t, x) ≡ a(t, x), т. е. a(t, x) описывает
предельное (критическое) давление в трещинах и порах в режиме насыщения.
С физической точки зрения a(t, x) – это максимальное возможное давление и
в трещинах, и в порах. Таким образом, неравенство u(t, x) ≤ a(t, x) для ре-
шения задачи 2.2 означает, что в любой момент времени t ≥ 0 давление u не
превышает критического давления a(t, x).

2.5 Уравнения параболического и соболевского типа

Данный параграф посвящен исследованию поведения решения задачи 2.2
при η → 0, а также исследованию корректности соответствующей обратной
задачи для параболического уравнения.

Как было показано в [15], уравнение трещиноватой среды

ut + ηL1ut + kL2u = f (2.5.1)
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переходит в стандартное линейное уравнение фильтрации в пористой среде

ut + kL2u = f (2.5.2)

при L1 = L2 = −∆, когда η → 0. В общем случае прямая краевая задача
для уравнения (2.5.1) с линейными сильно эллиптическими операторами L1 и
L2 в ограниченной области Ω × [0, T ] при любом T > 0 аппроксимирует соот-
ветствующую задачу для параболического уравнения [311]. В частности, при
некоторых предположениях относительно операторов L1 и L2 решение uη урав-
нения (2.5.1) с начальными данными uη(0, x) = u0(x) и граничным условием
Дирихле стремится к решению u уравнения (2.5.2) с теми же начальными и
граничными данными при η → 0 в норме пространства L2(QT ). Как показывает
следующий пример, в отличии от прямых задач обратная задача для уравнения
соболевского типа может быть неразрешима при некоторых значениях η, тогда
как соответствующая ей параболическая задача имеет единственное локальное
решение.

Пример 2.5.1. Обратная задача

ut − ηuxxt − uxx = k(t)u, (t, x) ∈ (0, T )× (0, π)

u(0, x) = sin 2x+ 3 sin 3x, u(t, 0) = u(t, π) = 0,
π∫

0

ux dx =
π

2
,

с неизвестными u и k(t) не имеет решений, определенных на (0, T )× (0, π) при
η = 1, тогда как обратная задача для параболического уравнения при η = 0

с этими же условиями имеет единственное решение [114]. Действительно, при
известном k(t) и η = 1 функция

u(t, x) = exp
(
− 4

5
t+

t∫
0

k(θ)

5
dθ
)
sin 2x+ 3 exp

(
− 9

10
t+

t∫
0

k(θ)

10
dθ
)
sin 3x

является единственным решением прямой задачи с указанными краевыми усло-
виями. Подставляя u(t, x) в интегральное условие переопределения, получаем
квадратное уравнение −y2 + 2e−t/2y = 1 относительно функции

y = exp

(
− 2

5
t+

t∫
0

k(θ)

10
dθ

)
.
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При каждом t ≥ 0 функция p(y) = −y2 + 2e−t/2y достигает своего максимума
в точке y∗ = e−t/2, то есть p(y) ≤ p(e−t/2) = e−t < 1 при любом y ∈ Rn и t > 0.
Это означает, что не существует функции k(t), для которой выполнялось бы
условие переопределения при t ∈ (0, T ].

2.5.1 Аппроксимация обратной задачи для параболического
уравнения

Как было упомянуто выше, при η → 0 уравнение (2.5.1) формально пере-
ходит в (2.5.2) и задача 2.2 трансформируется в следующую обратную задачу.

Задача 2.4. При заданных функциях f(t, x), g(t, x), β(t, x), u0(x), ω(t, x),
φ1(t), φ2(t) найти пару функций {u(t, x), k(t)}, удовлетворяющих уравнению

ut + k(t)Mu + g(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.5.3)

и условиям

u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Ω, (2.5.4)

u
∣∣
∂Ω

= β(t, x), t ∈ [0, T ], (2.5.5)

k(t)

∫
∂Ω

∂u

∂N
ω ds + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ). (2.5.6)

Под решением задачи 2.4 будем понимать пару (u(t, x), k(t)) такую, что
а) u ∈ V =

{
v| v ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω)), vt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))
}
, k(t) ∈

L∞(0, T );
б) выполняется уравнение (2.5.3) и условия (2.5.4)–(2.5.6).
Рассмотрим наряду с задачей 2.4 следующую обратную задачу для урав-

нения соболевского типа.
Задача 2.2*. При заданных функциях f(t, x), g(t, x), β(t, x), u0(x), φ1(t),

φ2(t), ω(t, x) найти пару функций {uη, kη}, удовлетворяющих уравнению

uηt + ηMuηt + kη(t)Muη + g(t, x)uη = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.5.7)

начальному условию(
uη + ηMuη

)∣∣∣
t=0

= u0 + ηMu0 ≡ U ∗
0 (2.5.8)
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граничным данным
uη
∣∣
∂Ω

= β(t, x), t ∈ [0, T ], (2.5.9)

и условию переопределения∫
∂Ω

{
η
∂uηt
∂N

+ kη(t)
∂uη

∂N

}
ω(t, x) dS + φ1(t)k(t) = φ2(t), t ∈ (0, T ). (2.5.10)

Важную роль в исследовании сходимости {uη, kη} к {u, k} при η → 0

играет свойство функции hη, т. е. решения задачи

hη + ηMhη = 0, hη
∣∣
∂Ω

= ω(t, x), (2.5.11)

которое устанавливается леммой, приводимой ниже. Доказательство этой лем-
мы опирается на неравенство∥∥∥∥ ∂v∂N

∥∥∥∥
Lq(∂Ω)

≤ C1

(
∥v∥α2 ∥v∥1−α

1 + ∥v∥1
)

(2.5.12)

справедливое для любого v ∈ W 2
2 (Ω). Здесь α = n

2 − n−1
q , q ∈

[
2(n−1)

n , 2(n−1)
n−2

]
при n ≥ 3 и q ∈ [1,∞) при n = 2, константа C1 зависит от n, q, mesΩ, m2

и m3. Соотношение (2.5.12) является следствием мультипликативного неравен-
ства [86, стр. 85]

∥v∥Lq(∂Ω) ≤ c̃∥∇v∥α∥v∥1−α

справедливого для любой v ∈ W 1
2 (Ω) с

∫
Ω vdx = 0 при тех же условиях на α и

q.

Лемма 2.5.1. Пусть выполняются предположения I–II для оператора
M , ω ∈ C([0, T ];W

3/2
2 (Ω)), n ≥ 2 и ∂Ω ⊂ C2. Тогда для решения задачи (2.5.11)

справедлива оценка
∥hη∥2 + η∥hη∥21 ≤ ηC2, (2.5.13)

где положительная константа C2 зависит от m1, m2, mesΩ, ∥b∥ и не зави-
сит от η.

Доказательство. Умножим уравнение (2.5.11) на hη скалярно в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям во втором члене левой части полученного равенства.
Будем иметь:

∥hη∥2 + η
〈
Mhη, hη

〉
1,M

= η

∫
∂Ω

∂hη

∂N
ω ds. (2.5.14)
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В силу неравенства Гельдера для n ≥ 2∣∣∣ ∫
∂Ω

∂hη

∂N
ω ds

∣∣∣ ≤ ∥∥∥∂hη
∂N

∥∥∥
Lp(∂Ω)

∥ω∥Lp/(p−1)(∂Ω), (2.5.15)

где p = 2(n−1)/n. Из (2.5.12) и теоремы вложения [86] следует, что для любого
v ∈ W 2

2 (Ω) ∥∥∥ ∂v
∂N

∥∥∥
Lp(∂Ω)

≤ C3∥v∥1, ∥v∥Lp/(p−1)(∂Ω) ≤ C4∥v∥2. (2.5.16)

Здесь постоянные C3 и C4 зависят от m2, m3, n и mesΩ. Применяя (2.5.16) к
(2.5.15) получим, что∣∣∣ ∫

∂Ω

∂hη

∂N
ω ds

∣∣∣ ≤ C3C4∥hη∥1∥b∥2 ≡ C5∥hη∥1.

Оценивая правую часть (2.5.14) с помощью этого неравенства, можно получить
оценку (2.5.13). Лемма доказана.

Достаточные условия сходимости {uη, kη} к {u, k} при η → 0 дает следу-
ющая теорема.

Теорема 2.5.2. Пусть η ∈ (0, η0], n ≥ 2, функции f(t, x), U ∗
0 (x), β(t, x),

φ1(t) неотрицательны и выполняются предположения I–II. Пусть также

(i) f ∈ L2(0, T ;W 1
2 (Ω)) ∩ C(QT ), β ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)), u0 ∈ W 2

2 (Ω), g ∈
C([0, T ];C1(Ω)), ω ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)), φ1 ∈ C([0, T ]), φ2 ∈ C([0, T ]);

(ii) u0 и β отвечают условию согласования u0(x)
∣∣
∂Ω

= β(0, x), для любого
η ∈ [0, η0], t ∈ [0, T ] и почти всех x ∈ Ω справедливы неравенства

a(0, x)− u0(x) − ηMu0 ≥ 0, x ∈ Ω, (2.5.17)

F (t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ QT , (2.5.18)

φ1(t) + Ψ(t) ≥ α2 = const > 0, t ∈ [0, T ]; (2.5.19)

(iii) существуют положительные константы φ2, φ2
такие, что

φ
2
≤ φ2(t) ≤ φ2, t ∈ [0, T ]. (2.5.20)
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Тогда

uη → u ∗ − слабо в L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)),

uηt → ut ∗ − слабо в L∞(0, T ;L2(Ω)) и слабо в L2(0, T ;W 1
2 (Ω)),

kη → k ∗ − слабо в L∞(0, T )

при η → 0. Причем

0 < r(η) ≤ kη(t) ≤ α−1
2

(
φ2 + max

t∈[0,T ]
(ga, hη)

)
≡ k2 (2.5.21)

где r(η) – неотрицательная функция непрерывная на [0, η0] и r(0) > 0.

Доказательство. Прежде всего заметим, что ввиду (2.5.13) без ограниче-
ния общности можно считать η0 настолько малым, что выполняются условия

0 < Φη0
0 ≡ φ

2
− max

t∈[0,T ]

{η0
2
m2∥at∥1∥b∥1 + ∥at − f∥(η0C3)

1/2
}
≤ Φη ≤ φ2,(2.5.22)

max
QT

g(t, x) ≤ Φη0
0

[
η0
(
φ1 +Ψ

)
+ 2(C3η0)

1/2 max
t∈[0,T ]

∥a∥
]−1

.

и η0 ≤ 1. Поэтому в силу теоремы 2.3.1 задача 2.2* имеет единственное решение
(uη(t, x), kη(t)) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω))× C([0, T ]), и оценки

0 ≤ uη(t, x) ≤ a(t, x),

∥uη∥2 + η ∥uη∥21 + 2k0

t∫
0

∥uη∥21 dτ ≤ (∥a(0, ·)− U0∥2 + ∥f∥2L2(QT )
)e(2ḡ+1)t ≡ C̃,

k̃0 ≡ Φη0
0

[
φ1+Ψ+

1

η
max
[0,T ]

(a, b)
]−1

≤ kη(t) ≤ 1

α2

{
φ2+ḡ max

t∈[0,T ]
(a, b)

}
≡ k̃1 (2.5.23)

справедливы для почти всех (t, x) ∈ QT и любого η, 0 < η ≤ η0, где b – решение
задачи (2.3.9).

Следующим шагом доказательства является получение оценки (2.5.21)
для kη равномерной по η и затем равномерных оценок производных uη. По-
ложим

wη(t, x) = a(t, x)− uη(t, x). (2.5.24)

Функция wη(t, x) удовлетворяет уравнению

wη
t + ηMwη

t + kη(t)Mwη + g(t, x)wη = F (t, x), (t, x) ∈ QT , (2.5.25)
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и условиям

(wη + ηMwη)
∣∣
t=0

= a(0, x)− U ∗
0 (x), x ∈ Ω, (2.5.26)

wη
∣∣
∂Ω

= 0, t ∈ [0, T ], (2.5.27)∫
∂Ω

{
η
∂wη

t

∂N
+ kη

∂wη

∂N

}
ωdS = (φ1 +Ψ)kη + η

〈
Mat, h

η
〉
1,M

− φ2. (2.5.28)

Как показано в §2.2, умножая (2.5.25) на hη(t, x) скалярно в L2(Ω) и интегри-
руя по частям в левой части результирующего соотношения, можно получить
уравнение

kη(t)
(
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(wη, hη)

)
= Φη(t)− (g(t, x)(a− wη), hη) (2.5.29)

ввиду (2.3.8), (2.3.9), (2.3.11), (2.5.28).
Согласно теореме 2.3.1 решение (wη, kη) ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) × C([0, T ])

при любом 0 < T < +∞. Задачи (2.5.25)–(2.5.28) и (2.5.25)–(2.5.27),(2.5.29)
эквивалентны, поэтому достаточно доказать утверждение теоремы для задачи
(2.5.25)–(2.5.27),(2.5.29).

Положим
kη0 = min

t∈[0,T ]
kη(t). (2.5.30)

Умножим (2.5.25) на Mwη скалярно в L2(Ω), проинтегрируем по частям и пе-
репишем результат в следующем виде:

1

2

d

dt

(
∥wη∥21,M + η∥Mwη∥2

)
+ kη0∥Mwη∥2 = −(gwη,Mwη) + (F,Mwη).(2.5.31)

Проинтегрируем (2.5.31) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T и оценим правую часть с
помощью неравенства Коши. В силу (2.3.2) получим, что

∥wη∥21,M + η∥Mwη∥2 + kη0

t∫
0

∥Mwη∥2dτ ≤ C6

kη0
. (2.5.32)

Положительная константа C6 зависит от ∥F∥, ∥g∥C(QT )
, ∥a∥L2(QT ), и не зависит

от η и kη0 .
Оценку на wη

t можно получить с помощью соотношений (2.5.25)–(2.5.27),
(2.5.29), (2.5.32). Умножим (2.5.25) на Mwη

t скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем
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по частям в результирующем уравнении. Это даст:

1

kη(t)
∥wη

t ∥21,M +
η

kη(t)
∥Mwη

t ∥2 +
1

2

d

dt
∥Mwη∥2

= − 1

kη(t)

∫
∂Ω

F
∂wη

t

∂N
ds+

1

kη(t)

〈
F − gwη, Mwη

t

〉
1,M

. (2.5.33)

Оценим первый член правой части (2.5.33) с учетом (2.5.16) и гладкости f . В
силу теоремы вложения имеем:∣∣∣∣ ∫

∂Ω

F
∂wη

t

∂N
ds

∣∣∣∣ ≤ C7

(
∥f∥C(Ω) + ∥at∥w2

2(Ω)

)
∥wη

t ∥1. (2.5.34)

Постоянная C7 > 0 зависит от C4, n и mesΩ. Неравенства (2.5.32), (2.5.34)
позволяют вывести из (2.5.33) оценку

t∫
0

∥wη
τ∥21,M dτ + η

t∫
0

∥Mwη
τ∥2 dτ + kη0∥Mwη∥2 ≤ C8

kη0
. (2.5.35)

Здесь константа C8 > 0 зависит от C6, C7, k1, c, ∥Mu0∥, ∥F∥C(QT )
и не зависит

от η и kη0 .
Вернемся к уравнению (2.5.29). Заметим, что правая часть (2.5.29) огра-

ничена снизу положительной константой, независящей от kη0 , если η0 достаточно
мало. Действительно, в силу (2.5.13) и (2.5.32), имеем∣∣(gwη, hη

)∣∣ ≤ C9η
1/2, (2.5.36)

где постоянная C9 > 0 зависит от C2, C6 и не зависит от η и kη0 . Соотношения
(2.5.13), (2.5.20), (2.5.22) и (2.5.36) приводят к неравенству

φ2 − η
〈
Mat, h

η
〉
1,M

−
(
F, hη

)
+
(
gwη, hη

)
≥ φ

2
− C10η

1/2. (2.5.37)

Здесь постоянная C10 > 0 зависит от ∥g∥C(QT )
, maxt∈[0,T ] ∥at∥1, maxt∈[0,T ] ∥F∥, C9

и не зависит от η и kη0 . Правая часть (2.5.37) положительна при η0 < (φ
2
C−1

10 )
2.

Далее, ввиду (2.5.16),(2.5.35)

1

η

(
wη, hη

)
≤

∣∣∣ ∫
∂Ω

∂wη

∂N
ω ds

∣∣∣+ ∣∣(Mwη, hη
)∣∣ ≤ C11

(kη0)
1/2
, (2.5.38)
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где C11 = const > 0 зависит от C4, C5, C6, C8, η0, mi, i = 1, 2, 3, и не зависит
от η и kη0 .

Таким образом, из (2.5.19), (2.5.29), (2.5.30), (2.5.37) и (2.5.38) вытекает
неравенство

kη0 ≥ (φ
2
− C10η

1/2)(kη0)
1/2

[
α2(k

η
0)

1/2 + C11

]−1
,

или
α2k

η
0 + C11(k

η
0)

1/2 − φ
2
+ C10η

1/2 ≥ 0,

из которого следует, что

kη0 ≥
−C11 +

(
C2

11 + 4α2(φ2
− C10η

1/2)
)1/2

2α2
≡ r(η). (2.5.39)

Причем, r(η) – неотрицательная функция непрерывная на [0, η0] и r(0) > 0.
Теперь равномерные оценки wη,Mwη и wt становятся очевидными. В силу

(2.5.32) и (2.5.39)

∥wη∥21 + η∥Mwη∥2 + r(η)

τ∫
0

∥Mwη∥2dτ ≤ C6

r(η)
. (2.5.40)

t∫
0

∥wη
τ∥21,M dτ + η

t∫
0

∥Mwη
τ∥2 dτ + ∥Mwη∥2 ≤ C8

r(η)
. (2.5.41)

В свою очередь, умножая уравнение (2.5.25) на wη
t скалярно в L2(Ω), интегри-

руя по частям во втором и третьем слагаемых левой части с учетом (2.5.27)
и оценивая правую часть результирующего равенства, в силу (2.5.33) можно
получить неравенство

∥wη
t ∥2 + η∥wη

t ∥21,M ≤ C12

r(η)
+ C13, (2.5.42)

где постоянные C12 и C13 зависят от C9, k2, ∥F∥C([0,T ];L2(Ω)), ∥g∥C(QT )
и не зависят

от η и kη0 . Таким образом, из (2.5.21), (2.5.39)–(2.5.42) следует, что из последо-
вательности {uη, kη}можно выбрать подпоследовательность {uηl, kηl}, сходящу-
юся к паре функций {u, k}, причем

uηl → u ∗ − слабо вL∞(0, T ;W 2
2 (Ω)), (2.5.43)

uηlt → ut ∗ − слабо вL∞(0, T ;L2(Ω)) и слабо вL2(0, T ;W 1
2 (Ω)), (2.5.44)

kηl → k ∗ − слабо вL∞(0, T ) (2.5.45)
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при ηl → 0. По теореме компактности [131]

uηl → u в L4(0, T ;W 1
2 (Ω)), (2.5.46)

kηl → k слабо в L4(0, T ) при ηl → 0. (2.5.47)

Покажем, что пара {u, k} является решением задачи 2.4. Действительно,
пара {uηl, kηl} удовлетворяет тождеству

T∫
0

{(
uηlt , v

)
+ ηl

〈
Muηlt , v

〉
1
+ kηl

〈
Muηl, v

〉
1
+
(
g(t, x)uη, v

)}
dt =

=

T∫
0

(
F (t, x), v

)
dt (2.5.48)

для любого v ∈ L2(0, T ; W̊ 1
2 (Ω)). Виду (2.5.43)–(2.5.47) можно перейти в (2.5.48)

к пределу при ηl → 0. Так как

ηl

T∫
0

〈
Muηlt , v

〉
1
dt → 0

при ηl → 0 (в силу (2.5.42)), получим, что

T∫
0

{(
ut, v

)
+ k(t)

〈
Mu, v

〉
1
+

(
gu, v

)}
dt =

T∫
0

(f, v) dt (2.5.49)

для каждого v ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2 (Ω)). Причем, в силу (2.3.20), (2.5.21), (2.5.24),
(2.5.39)–(2.5.42) для функций u и k справедливы оценки

r(0) ≤ k(t) ≤ φ2α
−1
2 , (2.5.50)

0 ≤ u(t, x) ≤ a(t, x), (2.5.51)
T∫

0

∥ut∥21 dτ + ∥Mu∥2L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤
C9

m1(r(0))3/2
+ 2

T∫
0

∥at∥21 dτ, (2.5.52)

∥ut∥L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤
(
C12

r(0)
+ C13

)1/2

+ ∥at∥L∞(0,T ;L2(Ω)). (2.5.53)
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Из (2.5.49)–(2.5.53) следует, что уравнение (2.5.3) выполняется почти для всех
(t, x) ∈ QT . Кроме того, ввиду (2.5.8), (2.5.9), (2.5.43) и (2.5.44) функция u(t, x)
отвечает краевым условиям (2.5.4),(2.5.5).

Остается доказать, что пара (u, k) удовлетворяет условию переопределе-
ния (2.5.6). Пусть v(t, x) и ξ(t) – функции из пространств L∞(0, T ;W 1

2 (Ω)) и
L2(0, T ), соответственно, и v

∣∣
∂Ω

= ω. Умножим уравнение (2.5.7) на vξ(t) ска-
лярно в L2(QT ) и проинтегрируем в полученном тождестве по частям по x с
учетом (2.5.10). Это даст:

T∫
0

{(
uηlt + guηl, v

)
+ ηl

〈
Muηlt , v

〉
1,M

+ kηl(t)
(〈
Muηl, v

〉
1,M

+ φ1(t)
)}
ξ dt

=

T∫
0

((f, v) + φ2)ξ dt. (2.5.54)

Переходя к пределу в (2.5.54) при η → 0, аналогично тому, как это сделано
выше, получим тождество

T∫
0

{(
ut + gu, v

)
+ k(t)

(〈
Mu, v

〉
1,M

+ φ1

)}
ξ dt =

T∫
0

((f, v) + φ2)ξ dt. (2.5.55)

Интегрируя по частям во втором члене левой части (2.5.55) с учетом уравнения
(2.5.3), приходим к равенству

T∫
0

{
k(t)

∫
∂Ω

∂u

∂N
ω ds+ φ1(t)k(t)− φ2(t)

}
ξ(t) dt = 0,

справедливому для всех ξ(t) ∈ L2(0, T ), которое означает, что пара {u, k} удо-
влетворяет условию (2.5.6) почти всюду на (0, T ). Теорема доказана.

Теорема 2.5.2 остается справедливой и при n = 1. В случае одной про-
странственной переменной Ω = (0, l),

M = − ∂

∂x

(
m11(x)

∂

∂x

)
+m(x)I (2.5.56)

и условия (2.5.9), (2.5.10) имеют вид:

uη(t, 0) = β1(t), uη(t, l) = β2(t),

m11(l)ux(t, l)ω2(t)−m11(0)ux(t, 0)ω1(t) + k(t)φ1(t) = φ2(t),
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где l > 0 – действительное число, βi(t) и ωi(t), i = 1, 2 – заданные функции.

Теорема 2.5.3. Пусть η ∈ (0, η0], n = 1, функции f(t, x), U0(x), β(t, x),
ϕ1(t) неотрицательны и выполняются предположения I–II и условие (iii) тео-
ремы 2.5.2. Пусть также

(iv) f ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (Ω)), ft ∈ L2(0, T ;C(Ω)), βi, ωi ∈ C1([0, T ]), U0 ∈ W 2

2 (Ω),
i=1,2, g ∈ C(0, T ;C1(Ω)), φ1 ∈ C([0, T ]), φ2 ∈ C([0, T ]);

(v) u0 и β отвечают условиям согласования u0(0) = β1(0), u0(l) = β2(l) и
имеют место неравенства (2.5.17)–(2.5.19).

Тогда

uη → u ∗ − слабо в L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)),

uηt → ut ∗ − слабо в L∞(0, T ;L2(Ω)) и слабо в L2(0, T ;W 1
2 (Ω)),

kη → k ∗ − слабо в L∞(0, T )

при η → 0 справедлива оценка (2.5.21) где r(η) – неотрицательная функция
непрерывная на [0, η0] и r(0) > 0.

Доказательство. Для задачи 2.4 с оператором M вида (2.5.56), где m11 =

1 и m = 0, данная теорема доказана в [260]. Доказательство теоремы в случае
оператора M с переменными коэффициентами отличается от доказательства
теоремы 2.5.2 только выводом равномерных оценок для kη, которыми мы и
ограничимся.

Обратимся к задаче (2.5.25)–(2.5.27), (2.5.29). В случае одной простран-
ственной переменной условие (2.5.27) принимает вид: w(t, 0) = w(t, l) = 0. Для
wη справедливо неравенство (2.5.32).

Представим пару {wη(t, x), k(t)} в виде суммы

{wη(t, x), kη(t)} = {wη
1(t, x), 0} + {wη

2(t, x), k
η(t)},

где wη
1 удовлетворяет уравнению

wη
1t + ηMwη

1t + kη0Mwη
1 + gwη

1 = F (t, x), (t, x) ∈ QT , (2.5.57)

и краевым условиям

(wη
1 + ηMwη

1)
∣∣
t=0

= a(0, x) − U0(x) ≡ w0(x), x ∈ Ω, (2.5.58)
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wη
1(t, l) = wη

1(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ), (2.5.59)

а пара {wη
2(t, x), k

η(t)} является решением обратной задачи

wη
2t + ηMwη

2t + kη(t)Mwη
2 + gwη

2 = (kη0 − kη(t))Mwη
1 , (t, x) ∈ QT , (2.5.60)

wη
2

∣∣
t=0

= 0, x ∈ Ω, (2.5.61)

wη
2(t, l) = wη

2(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ), (2.5.62)

kη =
φ2 − ηΨ′ − (F, hη) + (gwη

1 , h
η)0 + (gwη

2 , h
η)

φ1 +Ψ+ 1
η(w

η
1 , h

η) + 1
η(w

η
2 , h

η)
, t ∈ [0, T ]. (2.5.63)

Применяя к задаче (2.5.57)–(2.5.59) рассуждения, приведшие к неравен-
ству (2.5.32), получаем аналогичную оценку для wη

1 :

∥wη
1∥21,M + η∥Mwη

1∥2 + kη0

τ∫
0

∥Mwη
1∥2dt ≤

C6

kη0
, (2.5.64)

Оценку на wη
1t можно получить с помощью (2.5.29),(2.5.39) и (2.5.64). Умножим

(2.5.57) на Mwη
1t скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем по частям по x. Затем

результат проинтегрируем по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T . После интегрирования по
частям по t во втором члене правой части полученного уравнения приходим к
равенству:

τ∫
0

{
∥wη

1t∥21,M + η∥Mwη
1t∥2

}
dt+

kη0
2
∥Mwη

1∥2 = −F (τ, l)m11(l)w
η
1x(τ, l) +

+F (τ, 0)m11(0)w
η
1x(τ, 0) + F (0, l)m11(l)w0x(l)− F (0, 0)m11(0)w0x(0) +

+

τ∫
0

(
Ft(t, l)m11(l)m11(l)w

η
1x(t, l)− Ft(t, 0)m11(0)w

η
1x(t, 0)

)
dt+

+

τ∫
0

〈
F − gwη

1 , Mwη
t1

〉
1,M

dt+
kη0
2
∥Mu0∥2. (2.5.65)

Оценим второй и третий члены правой части (2.5.65) с учетом гладкости ис-
ходных данных. В силу мультипликативного неравенства [86, стр. 79] и (2.5.64)
имеем:

|F (t, l)m11(l)w
η
1x(t, l)− F (t, 0)m11(0)w

η
1x(t, 0)| ≤ 2m2∥F∥C(QT )

∥wη
1x∥C(Ω) ≤

≤ C14∥Mwη
1∥1/2∥w

η
1∥

1/2
1,M ≤ C142

2(kη0)
1/2

+
kη0
4
∥Mwη

1∥2 +
1

4
∥wη

1∥21,M . (2.5.66)
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Постоянная C14 > 0 зависит от ∥F∥C(QT )
, mi, i = 1, 2, 3 и mesΩ. Аналогичным

образом оценивается пятый член (2.5.65).∣∣∣∣
τ∫

0

(
Ft(τ, l)m11(l)w

η
1x(τ, l)− Ft(τ, 0)m11(0)w

η
1x(τ, 0)

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ C15

( τ∫
0

∥Mwη
1∥2dt

)1/4( τ∫
0

∥wη
1∥21,Mdt

)1/4

≤

≤ C2
15

2(kη0)
1/2

+
kη0
4

τ∫
0

∥Mwη
1∥2dt+

1

4

τ∫
0

∥wη
1∥21,Mdt. (2.5.67)

Постоянная C15 > 0 зависит от ∥Ft∥L2(QT ), T , mi, i = 1, 2, 3 и mesΩ. Оценивая
остальные члены правой части (2.5.65) и учитывая (2.5.64), (2.5.66) и (2.5.67),
приходим к неравенству

τ∫
0

{
∥wη

1t∥21,M + η∥Mwη
1t∥2

}
dt+

kη0
4
∥Mwη

1∥2 ≤
C16

(kη0)
1/2

+
kη0
4

τ∫
0

∥Mwη
1∥2dt,

из которого согласно лемме Гронуолла следует, что

t∫
0

∥wη
1τ∥21,M dτ + η

t∫
0

∥Mwη
1τ∥2 dτ +

kη0
4
∥Mwη

1∥2 ≤ C16e
T

(kη0)
1/2
. (2.5.68)

Постоянная C16 зависит от T , C6, C14, C15, ∥F∥C(QT )
, ∥w0∥.

Неравенство (2.5.64) и гладкость исходных данных позволяют получить
оценку для решения задачи (2.5.60)–(2.5.63) аналогичную неравенству (2.5.32).

∥wη
2∥21,M + η ∥Mwη

2∥2 + kη0

t∫
0

∥Mwη
2∥20 dτ ≤ C17

(kη0)
3/2
, (2.5.69)

где C19 =const> 0 зависит от T , ∥g∥C(QT )
, C16, k1, mi, i = 1, 2, 3, и не зависит от

kη0 и η. Действительно, умножая (2.5.60) на Mwη
2 в смысле скалярного произве-

дения в L2(Ω) и интегрируя по частям в первом и последнем слагаемых левой
части равенства, получим, что

1

2

d

dt

(
∥wη

2∥21,M+η∥Mwη
2∥2

)
+kη∥Mwη

2∥2+⟨gwη
2 ,Mwη

2⟩1,M = (kη0−kη)(Mwη
1 ,Mwη

2).
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Проинтегрируем это равенство по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , с учетом (2.5.61),
перенесем последнее слагаемое из левой части в правую и оценим правую часть
с помощью (2.5.64). Это даст

1

2

(
∥wη

2∥21,M + η∥Mwη
2∥2

)
+

τ∫
0

kη∥Mwη
2∥2dt ≤

k1C6

2kη0
+ ∥g∥C(QT )

τ∫
0

∥wη
2∥21,Mdt+

+
1

2

τ∫
0

(kη0 − kη)∥Mwη
2∥2dt.

Перенесем последнее слагаемое в левую часть неравенства. Из результирующе-
го соотношения согласно лемме Гронуолла следует (2.5.69).

Далее, в силу (2.5.68) и того факта, что ∥hη∥ ≤ ∥b∥, справедливо неравен-
ство

1

η

(
wη

1 , h
η
)
≤ |m11(l)w

η
1x(t, l)ω2 −m11(0)w

η
1x(t, 0)ω1|+

+
∣∣(Mwη

1 , h
η
)∣∣ ≤ C18

(kη0)
3/4
, (2.5.70)

где C18 = const > 0 зависит от k1, C16, T , ∥b∥, mi, i = 1, 2, 3, и не зависит от η
и kη0 .

Для оценки выражения 1
η

(
wη

2 , h
η
)

используем разложение функции wη в
ряд Фурье по собственным функциям оператора M . Пусть {λj}∞j=1 – множество
всех собственных значений оператора M (ввиду самосопряженности оператора
все λj являются действительными числами) и {yj(x)}∞j=1 – базис в W 2

2 (Ω), со-
стоящий из собственных функций оператора M , соответствующих собственным
значениям λj, j = 1, 2, . . .. Базис предполагается ортонормированным в L2(Ω).
Функции wη

2 и hη, как элементы W 2
2 (Ω), можно представить в виде разложения

по базису yj следующим образом:

wη
2 =

∞∑
j=1

wη
2j(t)yj(x), hη =

∞∑
j=1

hηj (t)yj(x),

где

wη
2j(t) =

1

1 + ηλj

t∫
0

{(
kη0 − kη(θ)

)
λjw

η
1j −

(
gwη

2 , yj
)}
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× exp

− λj
1 + ηλj

t∫
θ

kη(τ)dτ

 dθ,

hηj (t) = (hη, yj), wη
1j(t) = (wη

1 , yj).

Из определения функций hη и b (Mb = 0, b(t, 0) = ω1 и b(t, l) = ω2) вытекает,
что

hηj =
ηλj

1 + ηλj

(
b(t, x), yj

)
≡ ηλj

1 + ηλj
bj(t).

Поэтому

1

η

(
wη

2 , h
η
)
=

1

η

∞∑
j=1

wη
2j(t) h

η
j (t)

=
∞∑
j=1

λj bj
(1 + ηλj)2

t∫
0

(
kη0 − kη(θ)

)
λjw

η
1j exp

(
− λj

1 + ηλj

t∫
θ

kηdτ

)
dθ

−
∞∑
j=1

λjbj
(1 + ηλj)2

t∫
0

(
gwη

2 , yj

)
exp

(
− λj

1 + ηλj

t∫
θ

kηdτ

)
dθ ≡ I1 − I2. (2.5.71)

Оценим I1 и I2. Ввиду гладкости wη
1 , имеем:

|I1| ≤
∞∑
j=1

(λj)
2bj max

θ∈[0,t]
|wη

1j|

(1 + ηλj)2

t∫
0

(
kη − kη0

)
exp

(
− λj

1 + ηλj

t∫
θ

(kη − kη0)dτ

)
dθ

≤
( ∞∑

j=1

b2j

)1/2(
t

t∫
0

∞∑
j=1

(λj)
2
(
wη

1jt(θ)
)2

dθ

)1/2

,

откуда в силу (2.5.59) и (2.5.68) получаем, что

|I1| ≤ C16T
1/2 ∥b∥eT

(kη0)
3/4

≡ C19

(kη0)
3/4
. (2.5.72)

Далее, используя (2.5.69) и гладкость g(t, x), оценим I2 следующим образом:

|I2| ≤
( ∞∑

j=1

(λj)
2b2j

)1/2(
t

t∫
0

∞∑
j=1

(
gwη

2 , yj
)2
dθ

)1/2

≤ C20

(kη0)
3/4
, (2.5.73)
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где C20 = const > 0 зависит от k1, C17, ∥b∥C([0,T ];W 2
2 (Ω))

, ∥g∥C(QT )
, T , mi, i = 1, 2, 3,

и не зависит от η и kη0 . В силу (2.5.72)–(2.5.73) из (2.5.71) получаем, что

1

η

∣∣(wη
2 , h

η
)∣∣ ≤ |I1|+ |I2| ≤

C19 + C20

(kη0)
3/4

≡ C21

(kη0)
3/4
. (2.5.74)

Числитель правой части (2.5.63) оценим, используя свойство функции hη

аналогичное лемме 2.5.1. Умножим уравнение (2.5.11) наMhη скалярно в L2(Ω),
проинтегрируем по частям в первом слагаемом и перепишем результирующее
равенство в виде〈

hη,Mhη
〉
1,M

+ η∥Mhη∥2 = m11(l)h
η
x(t, l)ω2 −m11(0)h

η
x(t, 0)ω1.

Оценим правую часть этого соотношения с помощью мультипликативного нера-
венства [85], неравенств (2.2.3), (2.2.31) и того факта, что 0 ≤ hη ≤ b. Будем
иметь:〈

hη,Mhη
〉
1,M

+ η∥Mhη∥2 = |m11(l)h
η
x(t, l)ω2 −m11(0)h

η
x(t, 0)ω1| ≤

≤ C2
22

2m1η1/2
+

3

4

〈
hη,Mhη

〉
1,M

+
η

4
∥Mhη∥2 + C23, (2.5.75)

откуда получаем, что〈
hη,Mhη

〉
1,M

≤ 2C2
22

m1
η−1/2 + 4C23, ∥Mhη∥2 ≤ 2C2

22

3m1
η−3/2 +

4

3
C23. (2.5.76)

Положительные константы C22 и C23 зависят от ∥b∥C(QT
, l, mi, i = 1, 2. Далее,

умножим уравнение (2.5.11) на hη скалярно в L2(Ω), проинтегрируем по частям
во втором слагаемом и перепишем результирующее равенство в виде

∥hη∥2 + η
〈
hη,Mhη

〉
1,M

= η
(
m11(l)h

η
x(t, l)ω2 −m11(0)h

η
x(t, 0)ω1

)
.

Применяя неравенства (2.5.75) и (2.5.76) к правой части этого соотношения,
приходим к оценке

∥hη∥2 + η
〈
hη,Mhη

〉
1,M

≤ η
[ C2

22

2m1η1/2
+

3

4

〈
hη,Mhη

〉
1,M

+
η

4
∥Mhη∥2 + C23

]
≤

≤ C24 η
1/2.

Здесь константа C24 > 0 зависит от C22, C23, η0, l, mi, i = 1, 2. Из (2.5.23) и
последней оценки следует, что

φ2 − η
〈
Mat, b

′〉
1,M

− (F, hη) + (g(wη
1 + wη

2), h
η) ≥ φ

2
− C25 (η

1/4 + η). (2.5.77)
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Здесь положительная постоянная C25 зависит от C24, maxt∈[0,T ]{∥a∥ + ∥at∥},
max{∥F∥, ∥b∥} и не зависит от η и kη0 . Если η0 < min{1,

(
φ
2
(2C25)

−1
)4}, то

φ
2
− C25(η

1/4 + η) > 0.
Таким образом, соотношения (2.5.19), (2.5.30), (2.5.63), (2.5.70), (2.5.74),

(2.5.77) приводят к неравенству

kη0 ≥ C26(k
η
0)

3/4

α2(k
η
0)

3/4 + C27
,

откуда следует, что

α2k
η
0 + C27(k

η
0)

1/4 − C26 η
1/4
0 ≥ 0. (2.5.78)

Здесь
C26 = φ

2
− C25 (η

1/4 + η), C27 = C18 + C21.

Так как уравнение

G(y) ≡ α2y
4 + C27y − C26η

1/4
0 = 0,

имеет единственный положительный действительный корень y0, соотношение
(2.5.78) влечет за собой неравенство

(kη0)
1/4 ≥ y0 > 0.

Действительно, из очевидного неравенства

G(y) ≤

 α2y
2 + C27y − C26, 0 ≤ y < 1,

α2y
4 + C27y

2 − C26, 1 ≤ y < +∞,

вытекает, что y0 ≥ y∗, если

y∗ =
−C27 +

√
C2

27 + 4α3C26

2α2
< 1;

в противном случае y0 ≥ (y∗)1/2. Таким образом, получаем неравенство

kη0 ≥ min
{
(y∗)2, (y∗)4

}
≡ r(η) > 0.

Причем функция r(η) непрерывна по η на [0, η0] и r(0) > 0.
Остальная часть доказательства теоремы 2.5.3 полностью совпадает с до-

казательством теоремы 2.5.2. Теорема доказана.
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2.5.2 Корректность обратной задачи для параболического уравнения

Полученные в предыдущем параграфе результаты позволяют исследовать
корректность обратных задач для параболических уравнений, старшие члены
которых содержат неизвестные коэффициенты. Обратные задачи для парабо-
лических уравнений с неизвестными старшими коэффициентами рассматрива-
лись ранее с другими условиями переопределения. Значительные результаты в
этой области получены в работах [168,173,174,176,177,180], [204]– [217], [228,232]
(см. также ссылки в данных работах).

Как отмечалось во введении, исследование обратных задач идентифика-
ции коэффициентов при вторых производных в параболическом уравнении вос-
ходит к работам [173, 214, 215], посвященным обоснованию корректности одно-
мерной (по пространственной переменной) обратной задачи определения коэф-
фициента температуропроводности k(t) в уравнении ut = k(t)uxx на множестве
0 < x <∞, 0 < t < T <∞ при начальных данных, граничном условии Дирих-
ле на конце x = 0 и условии переопределения k(t)ux(0, t) = µ(t). В них доказано
существование, единственность и непрерывная зависимость классического ре-
шения данной задачи от исходных данных. В [174] найдены условия однознач-
ной разрешимости обратной задачи определения постоянного коэффициента k с
условием переопределения Неймана kux(0, t0) = µ1. В [204]– [211], [217,228,232]
изучались aналогичные одномерные обратные задачи с различными гранич-
ными данными (в том числе нелокальными) и условиями переопределения. В
частности, в [212] доказано существование, единственность классического реше-
ния одномерной обратной задачи восстановления неизвестного коэффициента
k(t) в уравнении c(x)ut = k(t)uxx+f(x, t) по известному потоку ux(0, t) в случае
граничного условия Дирихле или по заданному следу u(0, t). В [204] установле-
на непрерывная зависимость решения этих задач от исходных данных и пред-
ложен метод численного решения задач на основе конечно-разностной схемы
Кранка-Николсона. В [210,211] рассмотрены одномерные обратные задачи отыс-
кания k(t) в уравнении ut = k(t)uxx + f(x, t) по известному моменту

∫ h

0 x
qudx

первого или второго порядка, либо при нелокальном условии переопределения
β1u(0, t) + β2u(h, t) + β3ux(0, t) + β4ux(h, t) = µ(t). Доказано существование в
малом по t и единственность классического решения данных задач.
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Многомерным обратным задачам для параболических уравнений типа
(2.5.3) с неизвестным k(t) посвящены работы [168,177,180]. В частности, в [177]
найдены достаточные условия существования и единственности классическо-
го решения обратной задачи нахождения неизвестного коэффициента k(t) в
уравнении (2.5.3) при краевых условиях (2.5.4), (2.5.5) и точечном условии пе-
реопределения

k(t)
∂u

∂N
ω
∣∣∣
x=x0

= φ3(t), t ∈ (0, T ),

где x0 – точка максимума функции u на границе основания цилиндра QT при
t = 0. В [168] доказано существование слабого обобщенного решения обрат-
ной задачи идентификации коэффициента диффузии, зависящего от времени,
в нелинейном уравнении конвекции – диффузии с комбинированными гранич-
ными условиями Дирихле и Неймана на различных частях границы и анало-
гичном (2.5.10) интегральном условии переопределения, заданном на третьей
части границы.

Разрешимость задачи 2.4, т. е. задачи (2.5.3)–(2.5.5) с интегральным усло-
вием переопредления (2.5.6) фактически следует из теорем 2.5.2 и 2.5.3 при
соответствующей размерности пространства переменных x. Более того, в усло-
виях данных теорем решение задачи 2.4 единственно в классе V × L∞(0, T ).

Теорема 2.5.4. Пусть φ1(t) ≡ 0, выполняются предположения теоре-
мы 2.5.2 при n ≥ 2 или теоремы 2.5.3 при n = 1. Тогда задача 2.4 имеет
единственное решение {u, k} ∈ V × L∞(0, T ). Причем ut ∈ L2(0, T ;W 1

2 (Ω)) и
пара {u, k} удовлетворяет оценкам (2.5.50)–(2.5.53).

Доказательство. При доказательстве теоремы 2.5.2 построено решение
задачи 2.4 как предел последовательности решений {uη, kη} задачи 2.2* при
η → 0 и получены оценки (2.5.50)–(2.5.53). Остается установить единственность
построенного решения.

Пусть {u1(t, x), k1(t)} и {u2(t, x), k2(t)} – два решения задачи 2.4. Тогда
пара {w(t, x), p(t)} = {u1 − u2, k1(t)− k2(t)} удовлетворяет уравнению

wt − k1(t)Mw = −p(t)Mu2, (t, x) ∈ QT , (2.5.79)
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и условиям

w
∣∣
t=0

= w
∣∣
∂Ω

= 0,

k1(t)

∫
∂Ω

∂w

∂N
ω ds = − φ2(t)

k2(t)
p(t), t ∈ [0, T ]. (2.5.80)

В случае одной пространственной переменной (2.5.80) имеет вид

m11(l)wx(t, l)ω2(t)−m11(0)wx(t, 0)ω1(t) = −φ2(t)

k2(t)
p(t).

Умножая (2.5.79) на Mw скалярно в L2(Ω) и интегрируя по частям, приходим
к неравенству

1

2

d

dt
∥w∥21,M + k1(t)∥Mw∥2 ≤ |p(t)| ∥Mu2∥ ∥Mw∥. (2.5.81)

Оценим правую часть (2.5.81) c помощью (2.5.12) при q = 2, (2.5.21),
(2.5.52), (2.5.79) и неравенства Юнга. Будем иметь:

|p(t)| ∥Mu2∥∥Mw∥ ≤ C28 ∥Mu2∥ ∥w∥1/21,M ∥Mw∥3/2

≤ r(0)

2
∥Mw∥2 + C29 ∥w∥21,M , (2.5.82)

где C28, C29 = const > 0 зависят от C2, C9, ∥at∥L2(0,T ;W 1
2 (Ω))

, φ2, r(0), α2, mi,
i = 1, 2, 3. В силу (2.5.50) и (2.5.82), из (2.5.81) получаем соотношение

1

2

d

dt
∥w∥21,M ≤ C29∥w∥21,M ,

откуда согласно лемме Гронуолла следует, что

∥w∥21,M ≤ 0.

Последнее означает, что w = 0 почти для всех (t, x) ∈ QT и в силу (2.5.80) p = 0

для почти всех t ∈ (0, T ). Теорема доказана.

2.6 Обратная задача с неизвестным коэффициентом в
старшем члене третьего порядка

В данном параграфе продолжается исследование корректности обратных
задач нахождения неизвестных коэффициентов, зависящих от времени, в урав-
нении

νut + (ηMu)t + kMu+ gu = f. (2.6.1)
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Здесь устанавливаются условия разрешимости и единственности решения об-
ратной задачи отыскания неизвестного коэффициента η = η(t) в (2.6.1) по
дополнительной информации на границе при заданной функции f и k = 1,
ν = 0 или ν = 1. Исследование проводится в три этапа. Первый этап включает
в себя обсуждение постановки обратной задачи и предварительные результаты
для соответствующих прямых краевых задач. На втором этапе будет доказана
теорема существования и единственности решения обратной задачи „в малом“
по t при ν = 1. На третьем этапе будут получены достаточные условия суще-
ствования и единственности решения «в целом» по t при ν = 0.

2.6.1 Постановка задачи и предварительные результаты

Пусть задача рассматривается снова в ограниченной области Ω ⊂ Rn, с
границей ∂Ω, Ω - замыкание Ω, T - действительное число и QT = Ω × (0, T ) -
цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью ST = ∂Ω×(0, T ). Также, как и раньше,
точки области Ω будем обозначать через x, точки отрезка [0, T ] - через t, а точки
цилиндра QT - через (t, x).

Cоображения, приведенные в §2.1, позволяют дать формулировку обрат-
ной задачи, исследование корректности которой является основной целью дан-
ного параграфа.

Задача 2.5. При заданных функциях f(t, x), g(t, x), β(t, x), U0(x), ω(t, x),
φ1(t), φ2(t), постоянных r1, r2 и ν найти пару функций {u(t, x), η(t)}, удовле-
творяющих уравнению

(νu+ η(t)Mu)t +Mu+ g(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.6.2)

краевым условиям

(νu+ η(t)Mu)
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (2.6.3)

u = β(t, x), (t, x) ∈ ST (2.6.4)

и условиям переопределения∫
∂Ω

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t

+
∂u

∂N

}
ω(t, x) ds+ (η(t)φ1(t))t = φ2(t), t ∈ (0, T ], (2.6.5)
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η(0)

∫
∂Ω

∂u(0, x)

∂N
ω(0, x) ds+ r1η(0) = r2. (2.6.6)

Мы исследуем обратную задачу 2.5 при ν = 1 и ν = 0. Для задачи 2.5 при
ν = 1 будет установлена разрешимость и единственность решения „в малом“ по
t, а при ν = 0 – „в целом“ по t.

Будем предполагать, что для оператора M выполняются условия I–II из
§2.2 настоящей главы.

В дальнейшем наряду с обозначениями, введенными в §2.3, в частности,
Ψ(t) =

〈
Ma, b

〉
1,M

и F (t, x) = at − f(t, x) + g(t, x)a, мы будем использовать
обозначения Φ1(t) = φ2(t) − Ψ(t) и Φ1 = maxt∈[0,T ] |Φ(t)|. В данном параграфе
будем обозначать через hη(t, x) решение задачи Дирихле

hη + η(0)Mhη = 0 в Ω, hη
∣∣
∂Ω

= ω(t, x). (2.6.7)

Как известно из теории краевых задач для уравнений соболевского типа,
необходимым условием существования решения краевой задачи является обра-
тимость оператора под производной по t в начальный момент t = 0. В данном
случае обратимость оператора I + η(0)M эквивалентна однозначной разреши-
мости обратной задачи отыскания неизвестной постоянной η(0) в уравнении
(2.6.3) c условиями (2.6.4) при t = 0 и (2.6.6).

Лемма 2.6.1. Пусть выполняются предположения I–II и U0 ∈ L2(Ω),
β(0, x) ∈ W

3/2
2 (∂Ω), ω(0, x) ∈ W

3/2
2 (∂Ω); β(0, x) неотрицательна на ∂Ω, r1 ≥ 0;

r1 +Ψ(0) > 0; (2.6.8)

F0(x) ≡ a0(x)− U0(x) ≥ 0; Φ0 ≡ r2 − (F0, b0)
)
> 0. (2.6.9)

где a0(x) = a(0, x), b0(x) = b(0, x) и F0 = F (0, x). Тогда задача (2.6.3), (2.6.4)
при t = 0, (2.6.6) имеет решение в классе W 2

2 (Ω)×R+, где R+ = {s|s ∈ R, s >

0}. Причем
u(0, x) ≤ a0(x) почти для всех x ∈ Ω, (2.6.10)

0 < k0 ≡
Φ0

r1 +Ψ(0)
≤ η(0) ≤ r2k0m1 + (1 + k0m1)∥F0∥∥b0∥

k0m1(r1 +Ψ(0))
≡ k1, (2.6.11)

Если
Φ0 ≥ γ

(
m2m

−2
1 (r1 +Ψ(0))∥b0∥∥F0∥

)1/2
, (2.6.12)
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где γ - действительное число, γ > 1, то решение задачи (2.6.3), (2.6.4) при
t = 0, (2.6.6) единственно.

Лемма 2.6.1 является следствием теоремы 2.4.1 (см. §2.4 данной главы).
Доказательство теоремы существования и единственности решения зада-

чи (2.6.2)–(2.6.6) опирается на два утверждения для прямой задачи (2.6.2)–
(2.6.4) с известной функцией η(t), а именно, на теорему сравнения (см. теорему
1.4.1, доказанную в главе 1) и лемму об однозначной разрешимости прямой
задачи (2.6.2)–(2.6.4).

Лемма 2.6.2. Пусть выполняются предположения I–II из §2.2, η ∈
C1([0, T ]) и η(t) > 0 на [0, T ], g ∈ C(QT ), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), U0 ∈ L2(Ω),
β ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)). Тогда существует единственное решение u задачи

(2.6.2)-(2.6.4), u ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)).

Доказательство. В случае η(t) ≡ const существование и единственность
решения гарантируется результатами [304].

Пусть η(t) ̸= const. Рассмотрим задачу Коши

vt +G(v) = f − at − ga, (t, x) ∈ QT ,

v(0, x) = U0(x)− νa(0, x), x ∈ Ω,
(2.6.13)

где v = (νI + η(t)M)(u − a) и оператор G : C([0, T ];L2(Ω)) → C([0, T ];L2(Ω))

определяется как G = M(νI + η(t)M)−1 + g(I + η(t)M)−1. Функция v яв-
ляется решением задачи (2.6.13) тогда и только тогда, когда функция u =

a+(νI+ηM)−1v является решением задачи (2.6.2)-(2.6.4). Поэтому утверждение
леммы будет доказано, как только мы докажем существование и единственность
решения задачи (2.6.13). Из предположений теоремы следует, что оператор G

липшиц-непрерывен и f −at− ga ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Поэтому согласно [32, гл.5,
теорема 1.2] задача (2.6.13) имеет единственное решение v ∈ C1([0, T ];L2(Ω)), а
следовательно, и задача (2.6.2)-(2.6.4) разрешима единственным образом. При-
чем u ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)). Лемма доказана.

2.6.2 Существование и единственность решения обратной задачи «в
малом» по t

Под локальным решением задачи 2.5 будем понимать пару функций {u, k}
со следующими свойствами:
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1) η(t) ∈ C1([0, t0]) при некотором 0 < t0 ≤ T ;

2) u ∈ C1([0, t0];W
2
2 (Ω));

3) выполняется уравнение (2.6.2) в Qt0 = (0, t0) × Ω и условия (2.6.3)–(2.6.6)
при t ∈ [0, t0].

Достаточные условия однозначной разрешимости задачи (2.6.2)–(2.6.6) «в
малом» по t при ν = 1 устанавливает следующая теорема.

Теорема 2.6.3. Пусть выполняются предположения I–II и условия (2.6.8),
(2.6.9) и (2.6.12) леммы 2.6.1. Предположим, что

(i) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), β ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), U0 ∈ L2(Ω), g ∈ C(QT ),

ω ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), φ1 ∈ C1([0, T ]), φ2 ∈ C([0, T ]);

(ii) U0, β, ω, φ1 неотрицательны и существует положительная постоянная
Ψ0 такая, что

φ1(t) + Ψ(t) ≥ Ψ0, t ∈ [0, T ]. (2.6.14)

Тогда при некотором t0, 0 < t0 ≤ T , задача (2.6.2)–(2.6.6) имеет единственное
решение {u, η} в классе Vt0 =

{
{u, η}

∣∣ u ∈ C1([0, t0];W
2
2 (Ω)), η ∈ C1([0, t0])

}
.

Причем существуют положительные константы η0 и η1 такие, что η0 ≤
η(t) ≤ η1 для любого t ∈ [0, t0].

Доказательство. Будем искать решение задачи (2.6.2)–(2.6.6) в виде

u(t, x) = a(t, x)− w(t, x), η(t) = η(0) + q(t), (2.6.15)

где пара {w, q} является решением обратной задачи

(w + (η(0) + q(t))Mw)t +Mw + gw = F (t, x), (2.6.16)

w(0, x) + η(0)Mw(0, x) = a(0, x)− U0(x), (2.6.17)

w|∂Ω = 0, (2.6.18)

∫
∂Ω

[
∂(qw)t

∂N
+ η(0)

∂wt

∂N
+
∂w

∂N

]
ω ds = −(η(0) + q(t))

〈
Ma, bt

〉
1,M

−
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−φ2(t) +
[
(η(0) + q(t))(φ1 +Ψ)

]′
+Ψ, (2.6.19)

η(0)

∫
∂Ω

∂w(0, s)

∂N
ω(0, s) ds = −r2 + η(0)(r1 +Ψ(0)). (2.6.20)

Сведем задачу (2.6.16)–(2.6.20) к эквивалентной обратной задаче с опера-
торными уравнениями для η(0) и q(t). Для этого умножим (2.6.16) на hη(t, x)
скалярно в L2(Ω) и дважды проинтегрируем по частям. С учетом (2.6.7), (2.6.15)
и (2.6.18) это даст

d

dt

{
(η(0) + q)(Ψ + φ1) +

q

η(0)
(w, hη)

}
=

1

η(0)

[
q(w, hηt )− (w, hη)

]
+

+(η(0) + q)
〈
Ma, bt

〉
1,M

+ (gw, hη) + Φ− (F, hη). (2.6.21)

Из (2.6.15) следует, что q(0) = 0. Интегрируя последнее равенство по t от 0 до
τ , 0 < τ ≤ T , в силу (2.6.19) получим

q

(
Ψ+ φ1 +

1

η(0)
(w, hη)

)
= η(0)

(
Ψ(0)−Ψ(τ) + φ1(0)− φ1(τ)

)
+

+

τ∫
0

{
Φ−

(
F − gw, hη

)
+ (η(0) + q)

〈
Ma, bt

〉
1,M

+

+
1

η(0)

[
q(w, hηt )− (w, hη)

]}
dt.(2.6.22)

Далее умножим (2.6.17) на b0 скалярно в L2(Ω). Дважды интегрируя по частям
в результирующем уравнении и беря во внимание (2.6.20), будем иметь

η(0)
(
r1 +Ψ(0)

)
= r2 − (F0, b0) + (w0, b0), (2.6.23)

где w0(x) = w(0, x).
Таким образом, мы получили обратную задачу (2.6.16)–(2.6.18), (2.6.22),

(2.6.23) эквивалентную задаче (2.6.16)–(2.6.20). Действительно, как следует из
построения уравнений (2.6.22) и (2.6.23), каждое решение {w, q} задачи (2.6.16)–
(2.6.20) является решением задачи (2.6.16)–(2.6.18), (2.6.22), (2.6.23). Пусть те-
перь {w, q} – решение задачи (2.6.16)–(2.6.18), (2.6.22), (2.6.23) из класса Vt0.
Тогда q(t) удовлетворяет уравнению (2.6.21). Умножим (2.6.16) на hη скалярно
в L2(Ω) и дважды проинтегрируем результат по частям по x. Это даст

−
∫
∂Ω

{
∂(qw)t

∂N
+ η(0)

∂wt

∂N
+
∂w

∂N

}
ω ds− 1

η(0)

[(
(qw)t, h

η
)
+
(
w, hη

)]
+

+(gw, hη) =
(
F, hη

)
.
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Подставляя (2.6.21) в полученное соотношение, приходим к (2.6.19). Аналогич-
но, умножив (2.6.17) на b0 скалярно в L2(Ω) и подставив в полученное соот-
ношение (2.6.23), нетрудно убедиться в справедливости (2.6.20). Ввиду эквива-
лентности обратных задач достаточно установить справедливость теоремы для
задачи (2.6.16)–(2.6.18), (2.6.22), (2.6.23).

Согласно лемме 2.6.1 в начальный момент t = 0 задача (2.6.17), (2.6.18),
(2.6.20), а следовательно и (2.6.17), (2.6.18), (2.6.23) имеет единственное решение
{w0, η(0)} ∈ W 2

2 (Ω)×R. Причем η(0) удовлетворяет неравенству (2.6.11), в силу
(2.6.10) w0 ≥ 0 почти всюду в Ω и имеют место оценки аналогичные (2.3.9),
(2.3.14) с k0 и F∞ соответственно и g1 = 1. А именно,

∥w0∥1 ≤
∥F0∥
k0m1

, ∥Mw0∥ ≤ k−2
0 ∥F0∥

(
m−1

1 + k0
)
. (2.6.24)

Поэтому в дальнейшем мы можем считать следы w(0, x) = w0(x) и η(0) извест-
ными и рассматривать обратную задачу (2.6.16)–(2.6.18), (2.6.22) отыскания
пары функций {w, q}.

Для каждого t0 ∈ [0, T ) и констант 0 < α ≤ k0 и l > 0 определим множе-
ство функций Yα,l(t0) =

{
y(t)

∣∣ y ∈ C1([0, t0]), |y(t)| ≤ α, |y′(t)| ≤ l, y(0) = 0
}
.

Введем оператор A2, который каждому y ∈ Yα(t0) ставит в соответствие эле-
мент

A2y =

{
η(0)

(
Ψ(0)−Ψ(t) + φ1(0)− φ1(t)

)
+

+

t∫
0

[
Φ1 −

(
F − gwy, h

η
)
+ (η(0) + y)

〈
Ma, bτ

〉
1,M

+

+
1

η(0)

(
y(wy, h

η
τ)− (w, hη)

)]
dτ

}[
Ψ+ φ1 +

1

η(0)
(wy, h

η)

]−1

,(2.6.25)

где wy = wy(t, x) – решение прямой задачи (2.6.16)–(2.6.18) при η(t) = η(0) +

y(t), и рассмотрим операторное уравнение

y = A2y. (2.6.26)

Можно показать аналогично тому, как это сделано в [282], что задача (2.6.16)–
(2.6.18), (2.6.22) имеет решение в классе Vt0 тогда и только тогда, когда разре-
шимо операторное уравнение (2.6.26).
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Докажем, что при некоторых 0 < α < k0, l и 0 < t0 ≤ T оператор
A2 отображает Yα,l(t0) в себя и является сжимающим на данном множестве.
Для этого выберем произвольный элемент y(t) из множества Yα,l(t0) и получим
оценки на решение wy задачи (2.6.16)–(2.6.18) при η(t) = η(0) + y(t) и t ∈
[0, t0]. Согласно лемме 2.6.2 это решение существует и единственно для каждого
y ∈ Yα,l(t0), причем wy ∈ C1([0, t0];W

2
2 (Ω)). Поэтому интеграл в правой части

(2.6.25) существует при каждом t ∈ [0, t0] и (A2y)
′ ∈ C1([0, t0]).

Проинтегрируем (2.6.16) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t0, умножим результи-
рующее уравнение на wy скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем по частям по x.
Будем иметь

∥wy∥2 + (η(0) + y)
〈
Mwy, wy

〉
1
+

1

2

d

dt

〈
M

τ∫
0

wy dt,

τ∫
0

wy dt
〉
1
=

= −
( τ∫

0

gwy dt, wy

)
+
(
a0 − U0, wy

)
+
( τ∫

0

F dt, wy

)
. (2.6.27)

Интегрируя (2.6.27) по τ от 0 до θ, 0 < θ ≤ t0 и оценивая правую часть с
помощью неравенств Фридрихса и Коши, получим

4

θ∫
0

{
∥wy∥2 + (η(0)− α)

〈
Mwy, wy

〉
1

}
dτ + 2

〈
M

θ∫
0

wy dt,

θ∫
0

wy dt
〉
1
≤

≤ C1θ + 4ḡ

θ∫
0

τ∫
0

∥wy∥2 dt dτ

для любого θ ∈ [0, t0], где положительная постоянная C1 зависит от ∥a0∥, ∥U0∥,
T и ∥F∥L2(QT ). Отсюда в силу (2.6.11) по лемме Гронуолла вытекает неравенство

θ∫
0

{
∥wy∥2 + (k0 − α)

〈
Mwy, wy

〉
1

}
dτ ≤ C1e

ḡT θ
2

8
≡ C2θ

2, (2.6.28)

где ḡ ≡ ∥g∥C(QT )
.

Перейдем к оценке на производную wyt. Умножим (2.6.16) на wyt скалярно
в L2(Ω) и проинтегрируем по частям по x. Это даст

∥wyt∥2 + (η(0) + y(t))
〈
Mwyt, wyt

〉
1
+

1

2

d

dt

〈
Mwy, wy

〉
1
=

= −y′(t)
〈
Mwy, wyt

〉
1
+

(
F − gwy, wyt

)
. (2.6.29)
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Затем проинтегрируем (2.6.29) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T и оценим правую
часть с помощью неравенства Коши. B силу (2.3.2), (2.6.24) и (2.6.28) получим,
что
τ∫

0

[
∥wyt∥2 + (k0 − α)

〈
Mwyt, wyt

〉
1

]
dt+

1

2

〈
Mwy, wy

〉
1
≤ C3 + C4τ

2 +
C2l

2τ 2

2(k0 − α)2
,

(2.6.30)
где положительные константы C3 и C4 зависят от T , k0, m1, m2, C2, ḡ, ∥F0∥1,
∥w0∥1, ∥F∥2C([0,T ];L2(Ω)). Перенесем последнее слагаемое из левой части (2.6.29) в
правую. Применяя к правой части полученного соотношения неравенство Коши
и используя (2.3.2) и (2.6.30), приходим к оценке

∥wyt∥2 + (k0 − α)
〈
Mwyt, wyt

〉2
1
≤

(
(1 + l2)

2(k0 − α)
+ 2ḡ2

)(
C2l

2τ 2

2(k0 − α)2
+

+ C3 + C4τ
2

)
+ 2∥F∥2 ≡ C5 +

C3 + C6l
2

2(k0 − α)2
+
C7(l

2 + l4)

4(k0 − α)4
. (2.6.31)

Покажем, что при соответствующем выборе α и t0 выражение Ψ + φ1 +

η−1(0)(w, hη) ̸= 0 на [0, t0]. Подействуем на (2.6.16) оператором (I + η(0)M)−1,
отображающим W−1

2 (Ω) в W̊ 1
2 (Ω), и проинтегрируем результат по t от 0 до τ ,

0 < τ ≤ t0. Учитывая, что

(I + η(0)M)−1
(
wy + (η(0) + y)Mwy

)
= wy + y(I + η(0)M)−1Mwy,

получим

wy − w0 = −y(I + η(0)M)−1Mwy +

t∫
0

(I + η(0)M)−1
{
F −Mwy − gwy

}
dτ.

В силу (2.13), (2.6.11) и (2.6.28) имеем ∥(I + η(0)M)−1∥ ≤ (k0m1 + 1)−1 и

∥wy − w0∥1 ≤ αm2

k0m1 + 1

(
∥wy − w0∥1 + ∥w0∥1

)
+

+
t

k0m1 + 1

{
max
τ∈[0,T ]

∥F∥+ (C2T )
1/2

(
m1 + ḡ +

2

k0

)}
,

откуда

k0(k0m1 + 1)− α(k0m1 + 2)

k0(k0m1 + 1)
∥wy − w0∥1 ≤

α(k0m1 + 2)

k0(k0m1 + 1)
∥w0∥1 +

+
t

k0m1 + 1

{
max
τ∈[0,T ]

∥F∥+ (C2T )
1/2

(
m1 + ḡ +

2

k0

)}
.
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При

α ≤ k0
2

(2.6.32)

из последенего неравенства вытекает, что

∥wy − w0∥1 ≤
2t

k0m1

{
max
τ∈[0,T ]

∥F∥+ (C2T )
1/2

(
m1 + ḡ +

2

k0

)}
+

2α(k0m1 + 2)

k20m1
∥w0∥1 ≡ C8α + C9t. (2.6.33)

Если α и t0 выбраны так, чтобы выполнялось неравенство (2.6.32) и

C8α + C9t0 ≤ Ψ0k0

(
2 max
t∈[0,t0]

∥hη∥
)−1

, (2.6.34)

то с учетом (2.6.14)

ϕ1 +Ψ
1

η
(w0, h

η) +
1

η(0)
(wy − w0, h

η) ≥ Ψ0

2
. (2.6.35)

Итак, в условиях теоремы правая часть (2.6.25) имеет смысл при любом y ∈
Yα,l(t0), если t0 и α удовлетворяют условиям (2.6.32) и (2.6.34). Причем A2y ∈
C1([0, t0]) и A2y(0) = 0. Из (2.3.2), (2.6.11), (2.6.25), (2.6.28), (2.6.30), (2.6.31),
(2.6.33) и (2.6.35) следует, что

∣∣A2y
∣∣ = ∣∣∣ t∫

0

[
Φ1 +

(
gwy, h

η
)
+ (η(0) + y)

〈
Ma, bτ

〉
1,M

+
1

η(0)

(
y(wy, h

η
τ)− (wy, h

η)
)]
dτ − η(0)

t∫
0

(
φ1(τ) + Ψ(τ)

)′
dτ

∣∣∣×
×
[
Ψ+ φ1 +

1

η(0)
(wy, h

η)
]−1

≤ C10t, (2.6.36)

где

C10 =

{
C

1/2
2

[
Φ + ḡ

T∫
0

∥hη∥2dτ
]1/2

+ k1m2 max
t∈[0,T ]

{
∥a∥1∥bτ∥1

}
+

+
C

1/2
2

k0

[
α

( T∫
0

∥hητ∥2
)1/2

+

( T∫
0

∥hη∥2
)1/2]

+ k0
(
∥φ′

1∥C([0,T ]) + ∥Ψ′∥C([0,T )

)
,
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а также∣∣(A2y)
′∣∣ = ∣∣∣∣− η(0)

(
φ1 +Ψ

)′
+ Φ+

(
gwy, h

η
)
+ (η(0) + y)

〈
Ma, bt

〉
1,M

+

+
1

η(0)

(
y(wy, h

η
t )− (wy, h

η)
)
− A2y

(
Ψ′ + φ′

1 +
1

η(0)

(
(wyt, h

η) + (wy, h
η
t )
)) ∣∣∣∣×

×
[
φ1 +Ψ+

1

η(0)
(wy, h

η)

]−1

≤ C11 + C12α +
(
C13 + C14l + C15l

2
)
t. (2.6.37)

Здесь положительные постоянные C11, C12, C13, C14 и C15 зависят от T , k0, m1,
m2, ḡ, C2, C3, C4, C10, Φ1, ∥a∥C1([0,T ];W 1

2 (Ω)
, ∥b∥C1([0,T ];W 1

2 (Ω)
, ∥φ′

1∥C([0,T ]), ∥Ψ′∥C([0,T ]).
Положим l = 2C11, α = C10t0 и выберем t0 так, чтобы выполнялись условия
(2.6.32), (2.6.34) и (

C12C10 + C13 + C14l + C15l
2
)
t0 ≤ C11. (2.6.38)

В этом случае |A2y| ≤ α и |(A2y)
′| ≤ l, то есть оператор A отображает Yα,l(t0)

в себя при

t0 ≤ min
{ k0
2C10

,
Ψ0k0

C8C10 + C9

(
2 max
t∈[0,T ]

∥hη∥
)−1

}
.

Перейдем к доказательству сжимаемости оператора A на Yα,l(t0). Пусть
y1, y2 ∈ Yα,l(t0) и w1, w2 - решения задачи (2.6.16)–(2.6.18) при q = y1 и q =

y2, соответственно. Тогда разность {ŵ, ŷ} = {w1 − w2, y1 − y2} удовлетворяет
уравнению(

ŵ + (η(0) + y1)Mŵ
)
t
+Mŵ + gŵ = −

(
ŷMw2

)
t
, (t, x) ∈ Qt0, (2.6.39)

и краевым условиям ŵ(0, x) + η(0)Mŵ(0, x) = 0, при x ∈ Ω и ŵ
∣∣
∂Ω

= 0 при
t ∈ [0, t0]. Проинтегрируем (2.6.39) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t0, умножим на ŵ
скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем в результирующем уравнении по частям по
x. Это даст

∥ŵ∥2 + (η(0) + y1)
〈
Mŵ, ŵ

〉
1
= −

〈 τ∫
0

(M + gI)ŵ dt+ ŷMw2, ŵ
〉
1
. (2.6.40)

Оценивая правую часть (2.6.40) с помощью (2.6.11), (2.6.31) и неравенства Ко-
ши, получим соотношение

∥ŵ∥2 +m1(k0 − α)∥ŵ∥21 ≤ C16|ŷ|2 + C17

τ∫
0

(∥∥ŵ∥∥2 +m1(k0 − α)
∥∥ŵ∥∥2

1

)
dt,



185

из которого согласно лемме Гронуолла вытекает неравенство

∥ŵ∥2 +m1(k0 − α)∥ŵ∥21 ≤ C16e
C17T

τ∫
0

|ŷ|2 dt. (2.6.41)

Здесь положительные постоянные C16, C17 зависят от T , k0, m1, m2, ḡ, α, C3,
C4.

Теперь перенесем второе и третье слагаемые из левой части (2.6.39) в
правую, умножим (2.6.39) на ŵt в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям по x. Применяя к правой части полученного соот-
ношения неравенство Коши и используя (2.6.28), (2.6.30) и (2.6.41), придeм к
оценке

2∥ŵt∥2+(k0−α)
〈
Mŵt, ŵt

〉
1
≤ C18

( τ∫
0

(
|ŷ|2+ |ŷ′|2

)
dt+(C8αC9t)|ŷ′|2

)
, (2.6.42)

где положительная постоянная C18 зависит от T , k0, α, m1, m2, ḡ, C2, C3, C4,
C11.

С другой стороны, в соответствии с определением оператора A разность
A2y1 и A2y2 имеет вид:

A2y1 − A2y2 =

{ t∫
0

[ 1

η(0)

(
ŷ(w1, h

η
τ) + y2(ŵ, h

η
τ)− (ŵ, hη)

)
+

+
(
gŵ, hη

)
+ ŷ

〈
Ma, bτ

〉
1,M

]
dτ − 1

η(0)
A2y2(ŵ, h

η)

}
×

×
[
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η(0)
(w1, h

η)

]−1

. (2.6.43)

Оценим правую часть (2.6.43) по модулю с помощью (2.6.33)–(2.6.36), (2.6.41).
Это даст

|A2y1 − A2y2| ≤ C19

( t∫
0

|ŷ|2 dθ
)1/2

(2.6.44)

Здесь положительная постоянная C19 зависит от T , k0, Ψ0, α, m1, m2, ḡ, C8, C9,
C13, C15, ∥F0∥, ∥hη∥C1([0,T ];L2(Ω)).

Теперь получим аналогичное неравенство для разности (A2y1)
′ − (A2y2)

′.
Для этого продифференцируем (2.6.43) и оценим по модулю правую часть с
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учетом (2.6.30), (2.6.32), (2.6.36), (2.6.37), (2.6.42), (2.6.44). Получим, что

|(A2y1)
′ − (A2y2)

′| =
∣∣∣((g − 1

η(0)
(A2y2)

′)ŵ, hη)+ ŷ
〈
Ma, bt

〉
1,M

+

+
1

η(0)

[
ŷ
(
w1, h

η
t

)
+ y2

(
ŵ, hηt

)
−

(
ŵ, hη

)]
−

−(A2y1 − A2y2)
[
Ψ′ + φ′ +

1

η(0)

((
w1t, h

η
)
+
(
w1, h

η
t

))]
−

−A2y2
η(0)

[(
ŵt, h

η
)
+
(
ŵ, hηt

)]∣∣∣ [φ1 +Ψ+
1

η
(w1, h

η)
]−1

≤

≤ C20

( t∫
0

(|ŷ|2 + |ŷ′|2 dτ
)1/2

+ (C8C10 + C9)t∥hη∥, (2.6.45)

где положительная постоянная C20 зависит от T , k0, Ψ0, α, l, m1, m2, ḡ, C2, C5,
c6, C7, C10, C16, C17, C18, C19, maxt∈[0,T ]{∥a∥1, ∥bt∥1}, ∥hη∥C1([0,T ];L2(Ω)).

Введем в пространстве C1([0, T ]) эквивалентную нормуy = max
t∈[0,t0]

{e−λt(|y|+ |y′|)}.

Покажем, что при некотором λ > 1 и достаточно малом t0 оператор A явля-
ется сжатием в смысле этой новой нормы. Действительно, из (2.6.44) и (2.6.45)
следует, чтоA2y1 − A2y2

 ≤
[
t0
(
C8C10 + C9

)
∥hη∥C([0,T ];L2(Ω)) + (2λ)−1/2

(
C19 + C20

)]ŷ.
(2.6.46)

При t0 и λ таких, что t0(C8C10 + C9)∥hη∥C([0,T ];L2(Ω)) < 1,

λ > (C19 + C20)
2
[
2(1− t0(C8C10 + C9)∥hη∥C([0,T ];L2(Ω)))

2
]−1

,
(2.6.47)

оператор A является сжатием в Yα,l(t0).
Итак, мы доказали, что если l = 2C11, α = C10t0 и t0 удовлетворя-

ет условиям (2.6.32), (2.6.34), (2.6.38) и (2.6.47), то оператор A отображает
Yα,l(t0) в себя и является сжимающим на этом множестве. Следовательно, со-
гласно принципу сжимающих отображений уравнение (2.6.26) имеет единствен-
ное решение q(t) ∈ Yα,l(t0). Как отмечалось выше, из разрешимости урав-
нения (2.6.26) следует разрешимость задачи (2.6.16)–(2.6.18),(2.6.22). Причем
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w ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)), q ∈ C1([0, t0]), для функций w и η справедливы оценки

(2.6.28), (2.6.30), (2.6.31) и

0 < k0 − α ≤ η(t) ≤ k0 + α, t ∈ [0, t0]. (2.6.48)

Для оценки вторых производных w умножим (2.6.16) на Mw в смысле
скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем в первом слагаемом по
частям. Это даст

1

2

d

dt

[〈
w,Mw

〉
1
+ (η(0) + q(t))∥Mw∥2

]
+ ∥Mw∥2 =

= −1

2
q′(t)∥Mw∥2 −

(
gw,Mw

)
+
(
F,Mw

)
. (2.6.49)

Оценим правую часть (2.6.49) по модулю с помощью неравенства Коши и про-
интегрируем результат по t от 0 до τ . В силу (2.3.2), (2.6.28) и (2.6.48) получим

〈
w,Mw

〉
1
+ (k0 − α)∥Mw∥2 +

τ∫
0

∥Mw∥2 dt ≤

≤ l

τ∫
0

∥Mw∥2 dt+ 2C2ḡ
2t20 + 2∥F∥2 +m2∥w0∥21 + η(0)∥Mw0∥2,

откуда согласно лемме Гронуолла следует, что

∥Mw∥2 ≤ elt0

k0 − α

(
2(C2ḡ

2t20 + max
t∈[0,t0]

∥F∥2) +m2∥w0∥21 +

+η(0)∥Mw0∥2
)
≡ C21. (2.6.50)

Теперь из (2.6.16), (2.6.31), (2.6.33), (2.6.48) и (2.6.50) вытекает оценка ∥Mwt∥:

(k0 − α)∥Mwt∥ ≤
(
C5 + C6l

2 + C7l
4
)1/2

+ ḡ
(
C3 + C4t0 +

C2l
2t20

2k20

)1/2
+

+(l + 1)C
1/2
21 + ∥F∥C([0,T ];L2(Ω)).

Итак, мы доказали существование решения {w, q} задачи (2.6.16)–(2.6.19).
Покажем, что это решение единственно в классе Vt0 на [0, t0], если t0 отвечает
условиям (2.6.32), (2.6.34), (2.6.38) и (2.6.47). Предположим, что задача (2.6.16)–
(2.6.19) имеет два решения {w1, q1} и {w2, q2}. Тогда пара функций w̄ = w1−w2

и q̄ = q1 − q2 удовлетворяет уравнению(
w̄ + (η(0) + y1)Mw̄

)
t
+Mw̄ + gw̄ = −

(
q̄Mw2

)
t
, (t, x) ∈ Qt0,
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и условиям

w̄(0, x) + η(0)Mw̄(0, x) = 0, x ∈ Ω; w̄
∣∣
∂|Ω = 0, t ∈ [0, t0],

q̄ =
{ t∫

0

[
q̄
〈
Ma, bτ

〉
1,M

+
1

η(0)

(
q̄(w1, h

η
τ) + q2(w̄, h

η
τ)− (w̄, hη)

)
+

+
(
gw̄, hη

)]
dτ − 1

η(0)
q2(w̄, h

η)
}[
φ1(t) + Ψ(t) +

1

η
(w1, h

η)
]−1

.

Как показано выше, если l = 2C11, α = C10t0 и t0 удовлетворяет условиям
(2.6.32), (2.6.34), (2.6.38) и (2.6.47), то для каждых y1, y2 ∈ Yα,l(t0) справедливо
(2.6.46), а для wy1 и wy2 выполняется (2.6.41). Так как q1, q2 ∈ Yα,l(t0) и являются
решениями операторного уравнения (2.6.26), для q̄ и w̄ имеют место неравенстваq̄ ≤

[
t0
(
C8C10 + C9

)
∥hη∥C([0,T ];L2(Ω)) + (2λ)−1/2

(
C19 + C20

)]q̄,
∥w̄∥2 +m1(k0 − α)∥w̄∥21 ≤ C15

τ∫
0

|q̄|2 dt+ C13|q̄|2,

из которых следует в силу (2.6.47), что q̄ ≡ 0 и w̄ ≡ 0. Теорема доказана.

Замечание 2.6.1. Теорема 2.6.3 остается справедливой для обратной зада-
чи (2.6.2)–(2.6.6) с условием переопределения более общего вида вместо (2.6.5)∫

∂Ω

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t

+
∂u

∂N

}
ω(t, s) ds+ (η(t)φ1(t))t + η(t)φ3(t) = φ2(t).

В частности, если φ1(t) ̸= 0 при t ∈ [0, T ], то это условие можно свести к
условию типа (2.6.5), умножив его на exp

(∫ t

0 φ3(t)(φ1(t))
−1 dt

)
.

Замечание 2.6.2. Утверждение теоремы 2.6.3 верно и для оператора M

общего вида (2.3.41) удовлетворяющего предположениям I-II. Поскольку такой
оператор M , вообще говоря, не является самосопряженным, функцию a в тео-
реме 2.6.3 необходимо заменить на решение a∗ задачи (2.3.8) с оператором M

общего вида, так же как и в случае задачи 2.2, а функции b и hη – на решения
b∗ и hη∗ краевых задач для уравнений M ∗b∗ = 0 и hη∗ + η(0)M ∗hη∗ = 0 с гранич-
ными условиями из задач (2.3.9), (2.6.7). Здесь M ∗ – оператор, сопряженный к
M . Формулировка и доказательство теоремы существования и единственности
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решения задачи 2.5 с оператором M общего вида практически полностью по-
вторяют формулировку и доказательство теоремы 2.6.3 с той лишь разницей,
что в условиях теоремы 2.6.3 функции Ψ(t) и F (t, x) следует заменить на Ψ∗(t)

и F ∗(t, x) (см. определение в §2), F0 на F ∗
0 = a∗0 − U0, Φ0 на Φ∗

0 = r2 − (F ∗
0 , b

∗
0) и

Φ(t) на Φ∗(t) = φ(t)−Ψ∗(t). В этом случае задача 2.5 сводится к эквивалентной
обратной задаче с операторными уравнениями для η(0) и q(t) вида

η(0)
(
r1 +Ψ∗(0)

)
= r2 − (F ∗

0 , b
∗
0) + (w0, b

∗
0)

и

q

(
Ψ∗ + φ1 +

1

η(0)
(w, hη∗)

)
= η(0)

(
Ψ∗(0)−Ψ∗(τ) + φ1(0)− φ1(τ)

)
+

+

τ∫
0

{
Φ∗ −

(
F ∗ − gw, hη∗

)
+ (η(0) + q)

[〈
Ma, bt

〉
1,M

+
(
(m⃗,∇a∗)R, b∗t

)]
+

+
1

η(0)

[
q(w, (hη∗)t)− (w, hη∗)

]}
dt.

Леммы 2.6.1 и 2.6.2 также справедливы в случае оператора M общего вида c
учетом описанных выше замен функций Ψ∗(t), F ∗

0 (x) и постоянной Φ∗
0.

2.6.3 Существование и единственность решения обратной задачи «в
целом» по t

Рассмотрим теперь задачу 2.5 для уравнения (2.6.2) при ν = 0. Достаточ-
ные условия однозначной разрешимости этой задачи «в целом» по t устанавли-
вает следующая теорема.

Теорема 2.6.4. Пусть выполняются предположения I–II и ∂Ω ∈ C2.
Пусть также

(iii) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), β ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), U0 ∈ L2(Ω), g ∈ C(QT ),

ω ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω)), φ1 ∈ C1([0, T ]), φ2 ∈ C([0, T ]);

(iv) f , U0, β, ω и φ1 неотрицательны, g ≤ 0, r2 > 0 и φ1(0) = r1;

(v) Ψ(t) ≥ 0 и существует положительная постоянная α такая, что

φ1(t) + Ψ(t) ≥ α, t ∈ [0, T ], (2.6.51)

Φ1(t) ≡ φ2(t)−Ψ(t) + (f, b) ≥ 0. (2.6.52)
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Тогда задача 2.5 имеет единственное решение {u, η} в классе

V =
{
{u, η}

∣∣ u ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)), η ∈ C1([0, T ])

}
.

Причем существуют положительные константы η0 и η1 такие, что для лю-
бого t ∈ [0, T ]

η0 ≤ η(t) ≤ η1.

Доказательство. Введем функцию

w(t, x) = a(t, x)− u(t, x), (2.6.53)

В силу (2.6.2)–(2.6.6) и (2.3.8) пара {w, η} является решением обратной задачи

(η(t)Mw)t +Mw + gw = ga− f(t, x), (2.6.54)

η(0)Mw(0, x) = a(0, x)− U0(x), (2.6.55)

w|∂Ω = 0, (2.6.56)∫
∂Ω

[
∂(ηw)t

∂N
+
∂w

∂N

]
ωds = −φ2 − η

〈
Ma, bt

〉
1,M

+
[
η(φ1 +Ψ)

]′
+Ψ, (2.6.57)

η(0)

∫
∂Ω

∂w(0, x)

∂N
ω(0, x) ds = −r2 + η(0)(r1 +Ψ(0)). (2.6.58)

Сведем задачу (2.6.54)–(2.6.58) к эквивалентной обратной задаче с опе-
раторным уравнением для η(t). Для этого умножим (2.6.54) на b скалярно в
L2(Ω) и дважды проинтегрируем по частям. В силу (2.3.8), (2.6.53), (2.6.57) и
введенных выше обозначений будем иметь

d

dt
(η(t)(φ1 +Ψ))− η(t)

〈
Ma, bt

〉
1
= Φ1(t) + (gw, b)− (ga, b). (2.6.59)

Умножим полученное уравнение на ζ(t) ≡ exp
(
−
∫ t

0

〈
Ma, bτ

〉
1
(φ1 +Ψ)−1dτ

)
и

проинтегрируем по t от 0 до θ, 0 < θ ≤ T . С учетом (2.6.58) это даст

η(θ)
(
φ1 +Ψ

)
ζ(θ) = η(0)

(
φ1(0) + Ψ(0)

)
+

θ∫
0

[Φ1 + (gw − ga, b)] ζ(t) dt,
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откуда

η(θ) =
1

(φ1 +Ψ)ζ

(
η(0)

(
φ1(0) + Ψ(0)

)
+

θ∫
0

[
Φ1 + (g(w − a), b)

]
ζdt

)
. (2.6.60)

Далее умножим (2.6.55) на b(0, x) = b0(x) скалярно в L2(Ω) и дважды про-
интегрируем по частям в результирующем уравнении. Принимая во внимание
(2.6.56) при t = 0 и (2.6.4), получим

−r2 + η(0)
(
r1 +Ψ(0)

)
= (U0, b0),

или
η(0) =

r2 + (U0, b0)

r1 +Ψ(0)
. (2.6.61)

Таким образом, мы получили обратную задачу (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.60), (2.6.61)
эквивалентную задаче (2.6.54)–(2.6.58). Действительно, как следует из построе-
ния уравнений (2.6.60) и (2.6.61), каждое решение {w, η} задачи (2.6.54)–(2.6.58)
является решением задачи (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.60), (2.6.61). Пусть теперь пара
{w, η} – решение задачи (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.60), (2.6.61) из класса V . Тогда
η(t) удовлетворяет уравнению (2.6.59). Умножим (2.6.54) на b скалярно в L2(Ω)

и дважды проинтегрируем результат по частям по x. Это даст

−
∫
∂Ω

{
∂(ηw)t

∂N
+
∂w

∂N

}
ω ds = (ga− f, b)− (gw, b).

Выражая (ga − f, b) − (gw, b) из (2.6.59) и подставляя в последнее соотноше-
ние, приходим к (2.6.57). Аналогично, умножив (2.6.55) на b0 скалярно в L2(Ω),
дважды проинтегрировав по частям в первом члене и подставив (2.6.61) в по-
лученное равенство, нетрудно убедиться в справедливости (2.6.58). Ввиду эк-
вивалентности обратных задач достаточно установить справедливость теоремы
для задачи (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.60), (2.6.61).

В условиях теоремы u ≥ 0 (см. теорему 1.4.1 главы 1), т. е. a− w ≥ 0, и

0 <
r2

φ1(0) + Ψ(0)
≤ η(0) ≤ r2 + ∥U0∥ ∥b0∥

α
. (2.6.62)

Следовательно, второе слагаемое (2.6.60) неотрицательно при 0 ≤ θ ≤ T . Тогда

η(θ) ≥ r2

φ1 +Ψ
≡ η0 > 0. (2.6.63)
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В силу (2.6.54), (2.6.55) и (2.6.63) для w справедливо равенство

Mw =
1

η

{ θ∫
0

exp
(
−

θ∫
t

dτ

η

)
(f − g(a−w))dt+U0(x) exp

(
−

θ∫
0

dτ

η

)}
. (2.6.64)

Учитывая (2.2.30) и (2.6.63), из (2.6.64) можно получить неравенство

∥Mw∥ ≤ 1

η0

[
∥U0∥+

θ∫
0

(
∥f∥+ ḡ(∥a∥+ ∥w∥)

)
dt
]

≤ 1

η0

[
∥U0∥+

θ∫
0

(
∥f∥+ ḡ∥a∥+ ḡ

c
∥Mw∥

)
dt
]
,

откуда согласно лемме Гронуолла следует оценка

∥Mw∥ ≤ 1

η0

[
∥U0∥ exp

( ḡ

cη0
T
)
+

+

T∫
0

(
∥f∥+ ḡ∥a∥

)
exp

( ḡ

cη0
(T − t)

)
dt
]
≡ C22. (2.6.65)

Из (2.2.30) и (2.6.65) получаем оценку w в норме W 2
2 (Ω).

∥w∥2 ≤
1

cη0

[
∥U0∥ exp

( ḡ

cη0
T
)
+

+

T∫
0

(
∥f∥+ ḡ∥a∥

)
exp

( ḡ

cη0
(T − t)

)
dt
]
≡ C23. (2.6.66)

Здесь, как и ранее, ḡ = ∥g∥C(QT )
. Теперь, возвращаясь к уравнению (2.6.60),

можно оценить η(t) сверху. В силу (2.3.8), (2.6.60), (2.6.62), (2.6.63), (2.6.65) и
определения ζ(t)

η0 ≤ η(θ) ≤ 1

α
exp

(m2

α

T∫
0

∥a∥1∥bτ∥1dτ
)[

(r2 + ∥U0∥ ∥b∥)(φ1 +Ψ)+

+T (φ2 +Ψ) +

T∫
0

(
ḡ(∥a∥+ C23) + ∥f∥

)
∥b∥dt

]
≡ η1. (2.6.67)
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Введем оператор A3, который каждому элементу множества

Y =
{
y(t)|y ∈ C1([0, T ]), η0 ≤ y ≤ η1, y(0) = η(0)

}
ставит в соответствие элемент

A3y =
1

(φ1 +Ψ) ζ

{
η(0)

(
φ1(0) + Ψ(0)

)
+

θ∫
0

[Φ1 + (gwy − ga, b)] ζ dt
}
,

где wy – решение прямой задачи (2.6.54)–(2.6.56) при η(t) = y(t). Так как при
каждом y(t) ∈ Y задача (2.6.54)–(2.6.56) имеет единственное решение wy из
класса C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) согласно лемме 2.6.2, значение A3y определено на каж-
дом y ∈ Y . Предположение (iii) и оценка (2.6.67) позволяют заключить, что
A3 отображает Y в себя. Тогда (2.6.60) можно рассматривать как операторное
уравнение

y = A3y. (2.6.68)

Следуя идее [282] можно показать, что задача (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.57), (2.6.58)
разрешима тогда и только тогда, когда имеет решение операторное уравнение
(2.6.68).

Докажем, что оператор A3 является сжимающим на Y . Пусть y1, y2 ∈ Y , а
wy1 и wy2 – решения задачи (2.6.54)–(2.6.56) при η = y1 и η = y2, соответственно.
Согласно определению оператора A3

A3y1 − A3y2 =
1

ζ(t)
(
φ1 +Ψ

) t∫
0

(
g(wy2 − wy1), b

)
dθ, (2.6.69)

откуда в силу (2.6.51) и определения ζ(t)

|A3y1 − A3y2| ≤
1

α
exp

(m2

α

T∫
0

∥a∥1∥bτ∥1dτ
)
ḡ∥b∥C([0,T ];L2(Ω))

t∫
0

∥w̃y∥dθ, (2.6.70)

где w̃y = wy1 − wy2. Продифференцируем (2.6.69) и оценим по модулю правую
часть полученного равенства с учетом (2.6.51). Это даст

|(A3y1 − A3y2)
′| =

∣∣∣∣ζ ′
(
φ1 +Ψ

)
+ ζ

(
φ′
1 +Ψ′)

ζ2
(
φ1 +Ψ

)2
t∫

0

(
gw̃y, b

)
dθ+
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+
(gw̃y, b)

ζ(t)
(
φ1 +Ψ

)∣∣∣∣ ≤ ḡ∥b∥C([0,T ];L2(Ω))

(
C24

t∫
0

∥w̃y∥dθ + C25∥w̃y∥
)
, (2.6.71)

где положительные постоянные C24 и C25 зависят от α, m1, m2, T , ∥φ1∥C1([0,T ]),
∥Ψ∥C1([0,T ]), maxt∈[0,T ]

{
∥a∥1, ∥bτ∥1

}
. С другой стороны, вычитая (2.6.54) для w2

из (2.6.54) для w1 и интегрируя разность по t от 0 до θ, 0 ≤ θ ≤ T , будем иметь

y1(θ)M(w̃y) = (y2(θ)− y1(θ))Mw2 −
θ∫

0

M(w̃y)dt−
θ∫

0

g(w̃y)dt.

В силу (2.2.30), (2.6.65)–(2.6.66) и того, что y1 ∈ Y , из этого соотношения полу-
чаем неравенство

∥Mw̃y∥ ≤ 1

η0

[
C22|y1 − y2|+ C26

θ∫
0

∥Mw̃y∥ dt
]
,

где C26 = 1 + ḡ/m3. Отсюда согласно лемме Гронуолла имеем

∥Mw̃∥ ≤ C22

η0

θ∫
0

|y1 − y2| eC26(θ−t) dt

и с учетом (2.2.30)

∥w̃y∥ ≤ ∥w̃y∥2 ≤
c C22

η0
eC26T

θ∫
0

|y1 − y2|dt. (2.6.72)

Введем эквивалентную норму |v|p = maxt∈[0,T ]
{
e−pt(|v|+|v′|)

}
в C1([0, T ]).

Используя (2.6.70)–(2.6.73), можно показать, что

|A3y1 − A3y2|p ≤ max
t∈[0,T ]

{
e−pt

[
C27

t∫
0

∥w̃y∥ dτ + C28 ∥w̃y∥
]}

≤

≤ c C22e
C26T

pη0

(
C27(1 + T ) + C29

)
|y1 − y2|p ≡

C28

p
|y1 − y2|p. (2.6.73)

Здесь положительные константы C27 и C28 зависят от η0, ḡ, α, m1, m2, m3, C23,
maxt∈[0,T ]{∥a∥1, ∥b∥1}. При p > C29 оператор A является сжимающим на Y в
смысле нормы | · |p и отображает Y в себя. Поэтому согласно принципу сжи-
мающих отображений уравнение (2.6.68) имеет единственное решение η(t) ∈ Y
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и при данном η(t) существует решение w(t, x) прямой задачи (2.6.54)–(2.6.56).
Тогда пара {w, η} является решением обратной задачи (2.6.54)–(2.6.56), (2.6.60),
(2.6.61) и соответственно задачи (2.6.54)–(2.6.58). Причем для η(t) и w(t, x) име-
ют место оценки (2.6.66), (2.6.67). Кроме того, в силу (2.6.60), (2.6.61), (2.6.66)
и гладкости входных данных

|η′| =
∣∣∣∣− ζ ′(φ1 +Ψ) + ζ(φ′

1 +Ψ′)

ζ2(φ1 +Ψ)2

[ t∫
0

(
Φ1(θ)− (g(a− w), b)

)
ζdθ+

+η(0)
(
φ1(0) + Ψ(0)

)]
+

Φ1 − (g(a− w), b)

φ1 +Ψ

∣∣∣∣ ≤ C30,

где постоянная C30 > 0 зависит от α, T , m2, C23, r2, φ2, Ψ, ∥φ1∥C1([0,T ]), ∥U0∥,
∥a∥C1([0,T ];W 1

2 (Ω))
, ∥b∥C([0,T ];W 1

2 (Ω))
. Наконец, из уравнения (2.6.54), оценок (2.2.30),

(2.6.66), (2.6.67) и последнего неравенства следует, что

∥wt∥2 ≤ c∥Mwt∥ ≤ c

η0

[(
C30 + 1

)
C22 + ḡ

(
C23 + ∥a∥

)
+ ∥f∥

]
. (2.6.74)

Докажем, что решение {w, η} единственно. Пусть задача (2.6.54)–(2.6.56),
(2.6.60), (2.6.61) имеет два решения {w1, η1} и {w2, η2}. Тогда пара {w̃, η̃} =

{w1 − w2, η1 − η2} удовлетворяет соотношениям

((η1(t))Mw̃)t +Mw̃ + gw̃ = −(η̃Mw2)t, (2.6.75)

η1(0)Mw̃(0, x) = 0, w̃|∂Ω = 0, (2.6.76)

η̃(t) =
1

ζ(t)(ϕ1 +Ψ)

t∫
0

(
gw̃, b

)
dτ. (2.6.77)

Применяя к (2.6.75)–(2.6.77) рассуждения, приведшие к (2.6.73), можно полу-
чить неравенство

|η̃|p ≤
C29

p
|η̃|p,

из которого при p = 2C29 следует, что |η̃|p ≤ 0, т. е. η1 = η2. Тогда согласно
теореме 2.6.2 решение задачи (2.6.75)–(2.6.76) w̃ ≡ 0, т. е. w1 ≡ w2. Теорема
доказана.

Сжимаемость оператора уравнения (2.6.60) гарантирует непрерывную за-
висимость решения задачи 2.5 при ν = 0 по φ2. Действительно, для разности
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{ũ, η̃} = {u1 − u2, η1 − η2} решений {uj, ηj} задачи 2.5 при ν = 0 и φ2 = φj
2,

j = 1, 2, можно получить неравенства

|η̃|p ≤
C29

p
|η̃|p + C31∥φ1

2 − φ2
2∥C([0,T ]), (2.6.78)

∥ũ∥2 ≤
1

η0
C22e

C26T

θ∫
0

|η̃|dt (2.6.79)

аналогично соотношениям (2.6.72), (2.6.73). Здесь постоянная C31 зависит от α,
m2, T , maxt∈[0,T ]{∥a∥1, ∥b∥, ∥bt∥1}. Выразим из разности уравнений (2.6.2) для
{uj, ηj}, j = 1, 2, при ν = 0 член η1Mũt.

η1Mũt = −η′1Mũ−Mũ− g(t, x)ũ− η̃Mu2t − η̃′Mu2.

Оценивая правую часть этого равенства с помощью (2.6.51), (2.6.65)–(2.6.67) и
(2.6.74), приходим к неравенству

∥u1t − u2t∥2 ≤ C31

{
|η1 − η2|+ |(η1 − η2)′|

}
.

При p = 2C29 из (2.6.78), (2.6.79) и последнего соотношения следуют оценки

∥η1 − η2∥C1([0,T ]) ≤ 2C32∥φ1
2 − φ2

2∥C([0,T ]),

max
t∈[0,T ]

{
∥u1 − u2∥2 + ∥u1t − u2t∥2

}
≤ C33∥φ1

2 − φ2
2∥C([0,T ]).

Положительные постоянные C31, C32, C33 зависят от α, c, η0, η1, ḡ, T , C22, C23,
C30, maxt∈[0,T ]{∥a∥, ∥f∥}.

Утверждение теоремы 2.6.4 остается справедливым для задачи 2.5 при
ν = 0 с оператором M общего вида

M = −div(M(x)∇) + (m(x),∇)R +m(x)I. (2.6.80)

В этом случае, так же как и в §2.3, функция a является решением задачи (2.3.8)
с оператором M вида (2.6.80), а вместо функций b, hη, Ψ(t), F (t, x), F0 и посто-
янной Φ0 следует рассматривать функции b∗, hη∗, Ψ∗(t), F ∗(t, x), F ∗

0 и постоян-
ную Φ∗

0.

Следствие 2.6.5. Пусть выполняются предположения I–III для опера-
тора M вида (2.6.80), m ∈

(
W 1

∞(Ω)
)n и ∂Ω ∈ C2. Пусть также выполняются

условия (iii), (iv) теоремы 2.6.4 и
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(vi) Ψ∗(t) ≥ 0, существует положительная постоянная α∗ такая, что

φ1(t) + Ψ∗(t) ≥ α∗, Φ∗
1(t) ≡ φ2(t)−Ψ∗(t) + (f, b∗) ≥ 0 t ∈ [0, T ].

Тогда задача 2.5 имеет единственное решение {u, η} в классе V . Причем суще-
ствуют положительные константы η∗0 и η∗1 такие, что для любого t ∈ [0, T ]

η∗0 ≤ η(t) ≤ η∗1.

Основные моменты доказательства данного утверждения повторяют рас-
суждения, доказывающие теорему 2.6.4.

К задаче 2.5 сводятся некоторые обратные задачи для уравнения (2.6.2)
при ν = 0 с краевыми условиями (2.6.3), (2.6.4) и условиями переопределения,
заданными только на части Γ границы ∂Ω. А именно,∫

Γ

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t
+
∂u

∂N

}
ω(t, x) ds+ (η(t)φ1(t))t = φ2(t), t ∈ (0, T ], (2.6.81)

η(0)

∫
Γ

∂u(0, x)

∂N
ω(0, x) ds+ µ1η(0) = µ2. (2.6.82)

Если функция ω(t, x) ∈ C1([0, T ];C2(Γ)) финитна на Γ при каждом t ∈ [0, T ]

и suppω ⊂ Γ, то ее можно продолжить на всю границу ∂Ω с сохранением
гладкости, полагая ω(t, x) = 0 на ∂Ω \ Γ, и считать, что интегралы в услови-
ях переопределения берутся по всей границе ∂Ω. В этом случае справедливо
утвержение, аналогичное следствию 2.3.2.

Следствие 2.6.6. Пусть выполняются предположения I–III из §2 и
∂Ω ∈ C2, Γ ⊂ ∂Ω. Пусть также выполняются условия (iii), (iv) теоремы
2.6.4, функция ω(t, x) ∈ C1([0, T ];C2(Γ)) финитна на Γ при каждом t ∈ [0, T ],
справедливы неравенства (2.6.51), (2.6.52), где функция a является решени-
ем задачи (2.3.8) с краевым условием a|Γ = β и a|∂Ω\Γ = 0, функции b и hη

– решения задач (2.3.9) и (2.3.10) с краевыми условиями b|Γ = hη|Γ = ω и
b|∂Ω\Γ = hη|∂Ω\Γ = 0. Тогда задача (2.6.2)–(2.6.4), (2.6.81), (2.6.82) имеет един-
ственное решение {u, η} в классе V . Причем существуют положительные
константы η0 и η1 такие, что для любого t ∈ [0, T ]

η0 ≤ η(t) ≤ η1.
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В заключении рассмотрим пример математической модели, который мо-
жет служить обоснованием постановки обратной задачи 2.5 при ν = 0.

Пример 6.1. Как было показано в [183], при определенных физических
предположениях процесс теплопереноса в неподвижных изотропных материа-
лах описывается уравнением

et = div(k(u)∇u) + r,

где e = e(u−div(a(u)∇u)) – внутренняя энергия, u – кондуктивная температу-
ра, k(u) – теплопроводность среды, a(u) – температурная невязка, r = r(t, x)

– внешний тепловой источник. Если в каждый момент времени распределение
температуры u(t, x) близко к некоторой известной температуре u∗(t), то можно
приближенно считать a(u) и k(u) постоянными, и e ≈ c(t)(u− a∆u). Здесь c(t)
– специфическая тепловая характеристика, зависящая от u∗(t), ∆ – оператор
Лапласа. В этом случае уравнение теплопереноса принимает вид

(c(t)(u− a∆u))t − k∆u = r. (2.6.83)

Умножив это уравнение на a/k, мы получаем уравнение (2.6.2) при ν = 0,
где M = I − a∆, η(t) = ac(t)/k, g = −1 и f = ar/k. Начальные данные
формулируются как [

η(t)(u− a∆u)
]
|t=0 = U0(x). (2.6.84)

Граничное условие задается в форме условия Дирихле

u|∂Ω = β(t, x) (2.6.85)

или в общей форме{
A
∂

∂n

[(
η(t)au

)
t
+ au

]
+B

[(
η(t)au

)
t
+ au

]}∣∣∣
∂Ω

= β1(t, x), (2.6.86)

где A и B – известные функции. При B = 0 последнее условие означает, что
известен тепловой поток на границе, а при A ≡ 1 и B ̸= 0 данное условие описы-
вает теплообмен с окружающей средой. Обратная задача идентификации неиз-
вестного коэффициента η(t) в уравнении (3.31) с краевыми условиями (2.6.84),
(2.6.85) (или (2.6.84), (2.6.86)) недоопределена. Для отыскания η(t) необходимо
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дополнительное условие, которое может быть сформулировано на основе гра-
ничных данных интегрального типа. В соответствии с (2.6.86) это приводит к
интегральному условию переопределения∫

Γ

[(
(η(t)au)t + au

)
ω1 +

∂

∂n
(
(η(t)au)t + au

)
ω2

]
ds = ψ1(t), (2.6.87)

Здесь ωi = ωi(t, x), i = 1, 2 и ψ1 = ψ1(t) - заданные функции, Γ ⊆ ∂Ω. В слу-
чае задачи Дирихле (3.31)–(3.33) после подстановки (2.6.85)) в (2.6.87) условие
переопределения примет вид∫

Γ

∂

∂n
(
(η(t)au)t + au

)
ω2 ds+ (η(t)µ1(t))

′ = ψ2(t),

где
µ1(t) = a

∫
Γ

βω1ds и ψ2(t) = ψ1(t)− k

∫
Γ

βω1ds.

Аналогично формулируется условие переопределения при t = 0 для идентифи-
кации η(0) в уравнении (2.6.83):∫

Γ

η(0)a
∂u(0, x)

∂n
ω2(0, x) ds+ η(0)µ1(0) = r2.
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Глава 3 Обратные задачи для нелинейных уравнений фильтрации

В настоящей главе обобщаются постановки коэффициентных обратных
задач для линейных уравнений и результаты, полученные в предыдущей гла-
ве, на случай нелинейных уравнений фильтрации. Исследуется корректность
обратных задач для таких уравнений и свойства решений стационарных обрат-
ных задач с помощью методов доказательства, использованных в предыдущей
главе.

3.1 Обратные задачи для нелинейного уравнения фильтрации,
неразрешенного относительно производной по времени

Обратные задачи для нелинейных уравнений (1.3.2) возникают в моделях
фильтрации в трещиноватых средах (см. §1.3 главы 1). Как отмечалось в главе
1, операторы таких уравнений немонотонны в банаховых пространствах. Одна-
ко эти операторы сохраняют монотонность в специальном смысле на некоторых
подмножествах банаховых пространств.

3.1.1 Постановка задачи

Будем рассматривать задачу в ограниченной области Ω ⊂ Rn с границей
∂Ω ∈ C2 и использовать те же обозначения, что и в предыдущей главе: Ω –
замыкание области Ω,QT = Ω×(0, T ) – цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью
ST = ∂Ω×(0, T ). Точки Ω будем обозначать через x, точки отрезка [0, T ] через t,
а точки цилиндра QT через (t, x). Кроме того, будем использовать обозначения
скалярных произведений, отношений двойственности и норм в пространстве
Rn и функциональных пространствах, введенные в §1.2 главы 1. А именно,
∥ · ∥ и (·, ·) – норма и скалярное произведение в L2(Ω), соответственно; ∥ · ∥j и〈
·, ·
〉
j

– норма в W j
2 (Ω) и отношение двойственности между ˚

W j
2 (Ω) и W−j

2 (Ω),

соответственно (j = 1, 2); ∥ · ∥p/2 – норма в W p/2
2 (∂Ω), p = 1, 3.

Рассмотрим обратную задачу отыскания неизвестного коэффициента k в
уравнении (1.3.2) (см. §1.3 главы 1).

Задача 3.1. При заданных функциях ψ(ρ), f(t, x), β(t, x), U0(x), φ1(t),
φ2(t), ω(t, x) и постоянной η найти пару функций {u(t, x), k(t)}, удовлетворяю-



201

щую уравнению

(u+ ηMψ(u))t + k(t)Mψ(u) = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (3.1.1)

краевым условиям

(u+ ηMψ(u))
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (3.1.2)

u = β(t, x), (t, x) ∈ ST (3.1.3)

и условию переопределения∫
∂Ω

{
η
∂(ψ(u))t

∂N
+ k(t)

∂ψ(u)

∂N

}
ω(t, x) ds+ φ1(t)k(t) = φ2(t) (3.1.4)

при t ∈ (0, T ). Здесь также как и ранее M : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ – оператор

вида
M = −div(M(x)∇) +m(x)I, (3.1.5)

где M(x) ≡ (mij(x)) - матрица функцийmij(x), i, j = 1, 2, . . . , n,m(x) - скаляр-
ная функция, а I - тождественный оператор; ∂

∂N
= (n,M(x)∇) и n – единичный

вектор внешней нормали к ∂Ω.
Введем следующие предположения относительно оператора M и функции

ψ(ρ).
I. M – сильно эллиптический оператор, т. е. существуют положительные

константы m1 и m2 такие, что для каждого v ∈ W̊ 1
2 (Ω)

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1
≤ m2∥v∥21 (3.1.6)

и m(x) ≥ 0 в Ω.
II. mij(x), ∂mij/∂xl , i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в Ω и опера-

тор M самосопряжен в W̊ 1
2 (Ω), т. е. mij(x) = mji(x) при i, j = 1, 2, . . . , n.

III. Функция ψ(ρ) является взаимнооднозначным отображением интерва-
ла (−∞,+∞) на себя и удовлетворяет условиям:

1) отображение ψ−1(v) из L2(Ω) в Lq(Ω) (q ≥ 2) деминепрерывно (ψ−1(ρ)

– функция обратная к ψ(ρ));
2) функция ψ(ρ) непрерывно дифференцируема на (−∞,+∞) и ψ(0) = 0.

Кроме того, ψ′(ρ) ≥ ψ0 > 0, где ψ0 – константа и для каждого σ > 0 существует
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постоянная L(σ) > 0 такая, что для всех ρ1, ρ2 ∈ E(σ) = {ρ| |ρ| ≤ σ}

|ψ′(ρ1)− ψ′(ρ2)| ≤ L(σ)|ρ1 − ρ2|. (3.1.7)

Обозначим через a(t, x) и b(t, x) решения задач

Mψ(a) = 0 в Ω, a
∣∣
∂Ω

= β(t, x); (3.1.8)

Mb = 0 в Ω, b
∣∣
∂Ω

= ω(t, x). (3.1.9)

Так же как и впредыдущих главах для удобства будем использовать обозначе-
ние 〈

Mv1, v2
〉
1,M

= (M(x)∇v1,∇v2) + (m(x)v1, v2), v1, v2 ∈ W 1
2 (Ω).

Кроме этого, введем дополнительные обозначения:

Ψ(t) =
〈
Mψ(a), b

〉
1,M

, F (t, x) = at − f(t, x),

Φ(t) ≡ φ2 + (f, b)− η
〈
M(ψ(a))t, b

〉
1,M

,

Ψ = max
t∈[0,T ]

Ψ(t), φ1 = max
t∈[0,T ]

φ1(t), Φ = max
t∈[0,T ]

|Φ(t)|.

Однозначная разрешимость задачи (3.1.8), а также задачи

(u(0, x) + ηMψ(u(0, x)))
∣∣
t=0

= U0(x), u(0, x)
∣∣
∂Ω

= β(0, x) (3.1.10)

гарантируется леммой 1.3.1 главы 1. Из этой леммы следует обратимость опе-
ратора I + ηMψ(·) на множестве функций v, для которых ψ(v) − ψ(a(0, x)) ∈
W̊ 1

2 (Ω). Таким образом, в предположениях I–III краевые условия (3.1.2), (3.1.3)
однозначно определяют след функции u при t = 0:

u|t=0 = u0(x)

и ψ(u0) ∈ W 1
2 (Ω). В условиях утверждения 2 леммы 1.3.1 при β1 = β(0, x) след

u0 принадлежит L2(Ω) и ψ(u0) ∈ W 2
2 (Ω). Более того для задач (3.1.8) и (3.1.10)

справедлива теорема сравнения (см. лемму 1.4.3 из главы 1).
При введенных предположениях относительно оператора M и функции

ψ(ρ) однозначная разрешимость прямой задачи (3.1.1)–(3.1.3) с известным ко-
эффициентом k(t) в классе

V = {v|ψ(v) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)), v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

(v + ηMψ(v))t ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))}



203

гарантируется теоремой 1.3.2 (см. §3 главы 1). Причем для функции u(t, x)

имеют место оценки

∥ψ(u) − ψ(a)∥21 ≤
1

η2m2
1

[
∥U0 − a0∥2W−1

2 (Ω)
+

+T

T∫
0

∥∥f − at
∥∥2
W−1

2 (Ω)
dt
]
exp(

m2
2k̄

2T 2

η2m2
1

) ≡ C1, (3.1.11)

∥u∥ ≤ 1

c

(
C

1/2
1 + ∥ψ(a)∥

)
, (3.1.12)

∥Mψ(u)∥ ≤
√
2

η

(
(mesΩ)

p−1
2p ∥u∥Lp(Ω) + ∥U0∥+ T max

t∈[0,T ]
∥f∥

)
e

k̄2T
2η2 ≡ C2, (3.1.13)

∥ψ(u)∥2 ≤ χ(C2 + C
1/2
1 ) + ∥ψ(a)∥2 ≡ C ′

2. (3.1.14)

Здесь k̄ = maxt∈[0,T ] |k(t)|, константа χ из неравенства [87, Chapter 2]

∥v∥2 ≤ χ(∥Mv∥+ ∥v∥1), v ∈ W̊ 1
2 (Ω) ∩W 2

2 (Ω), (3.1.15)

зависит от n, m1, mesΩ. Кроме того, как показано в главе 1, для задачи (3.1.1)–
(3.1.3) справедлива теорема сравнения (см. теорему 1.4.4 главы 1).

3.1.2 Существование и единственность решения обратной задачи

Под решением обратной задачи 3.1 будем понимать пару функций {u, k},
определенных в Qt∗ = (0, t∗)× Ω, где 0 < t∗ ≤ T , со следующими свойствами:

1) k(t) ∈ C([0, t∗]);

2) u(t, x) ∈ W (t∗) = {v |ψ(v) ∈ C([0, t∗];W 2
2 (Ω)), v ∈ C([0, t∗];L4(Ω)), vt ∈

L∞(0, t∗;L2(Ω)), (ψ(v))t ∈ L∞(0, t∗;W 2
2 (Ω))};

3) пара {u, k} удовлетворяет уравнению (3.1.1) почти всюду в Q∗
t , начальным

данным (3.1.2) почти всюду в Ω и условиям (3.1.3)–(3.1.4) почти при всех
t ∈ (0, t∗).

Достаточные условия однозначной разрешимости задачи 3.1 в таком смысле
дает следующая теорема.
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Теорема 3.1.1. Пусть n ≤ 4, η > 0 и выполняются предположения
I–III. Пусть также

(i) ∂Ω ⊂ C2, f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), ψ(β) ∈ C1([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω) ∩ L∞(∂Ω)), U0 ∈

L2(Ω), φ1, φ2 ∈ C([0, T ]), ω ∈ C([0, T ];W
3/2
2 (∂Ω));

(ii) f ≥ 0 почти всюду в QT и U0 ≥ 0 почти для всех x ∈ Ω; β и ω неот-
рицательны почти всюду на ST . Кроме того, ω > 0 почти всюду на по-
верхности [0, T ] × Γ, где Γ ⊆ ∂Ω – множество ненулевой n − 1-мерной
меры;

(iii) существует постоянная α > 0 такая, что

φ1 + Ψ ≥ α, (3.1.16)

a0(x) − U0(x) ≥ 0, (3.1.17)

F (t, x) ≡ at − f ≥ 0, (3.1.18)

Φ(t) ≥ Φ0 +
α

α1
max
t∈[0,T ]

(
∥at∥ +

1

(ψ0ηm1)1/2
∥f∥

)
max
t∈[0,T ]

∥b∥, (3.1.19)

где постоянная Φ0 > 0,

α1 = α− 2

(η3m1ψ0)1/2
∥a0 − U0∥ max

t∈[0,T ]
∥b∥ > 0. (3.1.20)

Тогда существует 0 < t∗ ≤ T , такое, что задача 3.1 имеет единственное
решение {u, k} ∈ W (t∗)× C([0, t∗]) и справедливы оценки

0 ≤ u ≤ a, (3.1.21)

0 ≤ k(t) ≤ δ∗(t)

почти всюду в Qt∗, где δ∗(t) > 0 – функция непрерывная на [0, t∗].

Доказательство. Следуя схеме доказательства теоремы 2.2.2, сведем за-
дачу 3.1 к эквивалентной обратной задаче с нелинейным операторным уравне-
нием для k(t). Для этого умножим (3.1.1) на решение b задачи (3.1.9) в смысле
скалярного произведения L2(Ω) и дважды проинтегрируем по частям по x во
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втором и третьем слагаемых. Учитывая (3.1.4), получим соотношение

(ut, b)− φ2 + φ1k(t) + η

∫
Ω

{
(M(x)∇(ψ(u))t,∇b)R +m(x)(ψ(u))tb

}
dx+

+k(t)

∫
Ω

{
(M(x)∇ψ(u),∇b)R +m(x)ψ(u)b

}
dx = (ut, b)− φ2 + φ1k(t) +

+η

∫
∂Ω

(ψ(β))t
∂b

∂N
ds+ k(t)

∫
∂Ω

ψ(β)
∂b

∂N
ds = (f, b),

которое ввиду того, что∫
∂Ω

(ψ(β))t
∂b

∂N
ds =

〈
M(ψ(a))t, b

〉
1,M

,

∫
∂Ω

ψ(β)
∂b

∂N
ds =

〈
Mψ(a), b

〉
1,M

= Ψ(t),

можно переписать как уравнение

k(t) =
[
φ2 − (at − f, b)− η

〈
M(ψ(a))t, b

〉
1,M

+ ((a− u)t, b)
]
(φ1 +Ψ)−1. (3.1.22)

Пусть δ(t) – положительная функция непрерывная на [0, T ]. Определим
срезающую функцию zδ(t) ∈ L∞(Ω) вида

zδ(t) =


0, z(t) < 0,

z(t), 0 ≤ z(t) ≤ δ(t),

δ(t), z(t) > δ(t),

(3.1.23)

и рассмотрим следующую итерационную схему:

(ui + ηMψ(ui))t + ki−1
δ (t)Mψ(ui) = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (3.1.24)

(ui + ηMψ(ui))
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (3.1.25)

ui = β(t, x), (t, x) ∈ ST , (3.1.26)

ki(t) =
[
φ2 − (at − f, b)− η

〈
M(ψ(a))t, b

〉
1,M

+ ((a− ui)t, b)
]
(φ1 +Ψ)−1, (3.1.27)

i = 1, 2, ...; k0(t) = δ(t).

Согласно теореме 1.4.2 главы 1 в предположении III, решение ui удовлетворяет
(3.1.21) и

ψ(0) ≤ ψ(ui) ≤ ψ(a) (3.1.28)
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для каждого i = 1, 2, .... Кроме того, для ui и ψ(ui) справедливы оценки (3.1.11)–
(3.1.14), где k̄ = maxt∈[0,T ] δ(t).

Докажем, что ki(t) совпадает с kiδ(t) при соответствующем δ(t) почти всю-
ду на некотором промежутке [0, t∗], 0 < t∗ ≤ T . Для этого также как и при
доказательстве теоремы 1.3.2 главы 1 проинтегрируем (3.1.24) по t от 0 до τ ,
0 < τ ≤ T , и умножим результирующее соотношение на ψ(ui)− ψ(a) в смысле
скалярного произведения L2(Ω). После интегрирования по частям во втором и
третьем слагаемых, получим равенство

(ui − a, ψ(ui)− ψ(a)) + η
〈
M(ψ(ui)− ψ(a)), ψ(ui)− ψ(a)

〉
1,M

+

+
〈 τ∫

0

ki−1
δ (t)M(ψ(ui)− ψ(a))dt, ψ(ui)− ψ(a)

〉
1,M

=

=
(
U0 − a0 −

τ∫
0

Fdt, ψ(ui)− ψ(a)
)
. (3.1.29)

Далее, умножим (3.1.29) на kiδ(τ) и проинтегрируем по τ от 0 до θ, 0 < θ <

T . Затем проинтегрируем по частям по τ в члене, содержащем
∫ τ

0 Fdt. Будем
иметь

θ∫
0

ki−1
δ

[
(ui − a, ψ(ui)− ψ(a)) + η

〈
M(ψ(ui)− ψ(a)), ψ(ui)− ψ(a)

〉
1,M

]
dτ +

+
1

2

〈
M

θ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt,

θ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt

〉
1,M

=

=
(
− a0 + U0 −

θ∫
0

Fdt,

θ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt

)
+

+

θ∫
0

(
F,

τ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt

)
dτ. (3.1.30)

Оценивая правую часть (3.1.30) с помощью (3.1.6), неравенства Стеклова

∥w∥ ≤ ∥w∥1 (3.1.31)

для w ∈ W̊ 1
2 (Ω) и применяя лемму Гронуолла к результирующему соотноше-
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нию, можно показать, что

4η

θ∫
0

ki−1
δ (τ)

〈
M(ψ(ui)− ψ(a)), ψ(ui)− ψ(a)

〉
1,M

dτ +

+
〈
M

θ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt,

θ∫
0

ki−1
δ (t)(ψ(ui)− ψ(a))dt

〉
1,M

≤

≤
4
(
eθ − 1

)
m1

[
∥a0 − U0∥+ 2θ max

t∈[0,T ]
∥F∥

]2
≡

4
(
eθ − 1

)
m1

C2
3(θ). (3.1.32)

Возвращаясь к (3.1.29), в силу (3.1.6), (3.1.31), (3.1.32) и монотонности ψ(ρ)

получаем оценку〈
M(ψ(ui)− ψ(a)), ψ(ui)− ψ(a)

〉
1,M

≤ 1

η2m1
C2

3(τ)
[
2(eτ − 1)1/2 + 1

]2
. (3.1.33)

Перейдем к доказательству оценок для (ψ(ui))t. Умножим (3.1.24) на
(ψ(ui) − ψ(a))t скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем по частям во втором и
третьем слагаемых. Это даст

(uit, (ψ(u
i))t) + η

〈
M(ψ(ui)− ψ(a))t, (ψ(u

i)− ψ(a))t
〉
1,M

=

= −ki−1
δ (t)

〈
M(ψ(ui)− ψ(a)), (ψ(ui)− ψ(a))t

〉
1,M

+

+(uit, (ψ(a))t) +
(
f, (ψ(ui)− ψ(a))t)

)
.

Оценивая правую часть этого равенства с учетом (3.1.6), (3.1.31), (3.1.33), а пер-
вое слагаемое левой части с помощью условия 3) предположения III, приходим
к оценке

ψ0∥uit∥2 + η
〈
M(ψ(ui)− ψ(a))t, (ψ(u

i)− ψ(a))t
〉
1,M

≤ ψ0

{
∥at∥+

+
1

(ηm1ψ0)1/2

[
∥f∥+

ki−1
δ (t)

η
C3(t)

(
2(et − 1)1/2 + 1

)]}2

. (3.1.34)

Теперь можно перейти к оценке ki(t). В силу (3.1.23), (3.1.27) и (3.1.34),[
Φ(t)− (uit, b)

]
(φ1 +Ψ)−1 ≥

{
Φ(t)−

(
∥at∥+

∥f∥
(ηm1ψ0)1/2

)
∥b∥−

−δ(t) C3(t)∥b∥
(η3m1ψ0)1/2

(
2(et − 1)1/2 + 1

)}
(φ1 +Ψ)−1.
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Ввиду (3.1.19) последнее выражение неотрицательно при

δ(t) ≤ (Φ(t)− γ(t))(η3m1ψ0)
1/2

C̃3(t)∥b∥
≡ δ′(t),

где γ(t) =
(
∥at∥+ (ηm1ψ0)

−1/2∥f∥
)
∥b∥, C̃3(t) = C3(t)(2(e

t − 1)1/2 + 1).
С другой стороны, при условии (3.1.20) существует t∗, 0 < t∗ ≤ T такое,

что для любого 0 ≤ t ≤ t∗ справедливо соотношение[
Φ(t)− (uit, b)

]
(φ1+Ψ)−1 ≤

≤
{
Φ(t)+γ(t) + δ(t)

C̃3(t)∥b∥
(η3m1ψ0)1/2

}
α−1 ≤ δ(t),

т. е.

δ(t) ≥ (Φ(t) + γ(t))(η3m1ψ0)
1/2

α(η3m1ψ0)1/2 − C̃3(t)∥b∥
и α(η3m1ψ0)

1/2 − C̃3(t)∥b∥ > 0. Вследствие (3.1.19), (3.1.20)

α(η3m1ψ0)
1/2 − C̃3(t)∥b∥ = (η3m1ψ0)

1/2
(
α− 2∥b∥

(η3m1ψ0)1/2
∥a0 − U0∥

)
+

+∥a0 − U0∥ ∥b∥ − 2∥b∥(C3(t)(e
t − 1)1/2 + t max

t∈[0,T ]
∥F∥) ≥

≥ (η3m1ψ0)
1/2(α1 − ε(t)) + ∥a0 − U0∥ ∥b∥,

где

ε(t) ≡ 2(et − 1)1/2

(η3m1ψ0)1/2
(C3(T ) + T max

t∈[0,T ]
∥F∥) max

t∈[0,T ]
∥b∥.

Если
ε(t∗) =

Φ0

2Φ
α1, (3.1.35)

то выражение α1 − ε(t) положительно и отграничено от 0 на [0, t∗]. Таким об-
разом, [

Φ(t)− (uit, b)
]
(φ1 +Ψ)−1 ≤ δ(t) (3.1.36)

при

δ(t) ≥ (Φ(t) + γ(t))(η3m1ψ0)
1/2

α(η3m1ψ0)1/2 − C̃3(t)∥b∥
≡ δ′′(t)

на [0, t∗]. Причем, δ′ ≥ δ′′ на промежутке [0, t∗]. Действительно, ввиду (3.1.19)
и (3.1.35) на [0, t∗] справедливо неравенство α1Φ(t)− αγ(t) ≥ α1Φ0. Поэтому

δ′ − δ′′ = (η3m1ψ0)
1/2

{
α(Φ(t)− γ(t))(η3m1ψ0)

1/2 − 2Φ(t)∥b∥ ∥a0 − U0∥−
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−4Φ(t)∥b∥C3(t)(e
t − 1)1/2 − 2Φ(t)∥b∥∥F∥t

}{
C̃3(t)∥b∥

(
α(η3m1ψ0)

1/2−

−C̃3(t)∥b∥
)}−1

≥
{
(α1Φ0(η

3m1ψ0)
1/2 − 4Φ(et − 1)1/2(C3(T )+

+ max
t∈[0,T ]

∥F∥) max
t∈[0,T ]

∥b∥
}{

C̃3(t)∥b∥
(
α(η3m1ψ0)

1/2 − C̃3(t)∥b∥
)}−1

=

= (η3m1ψ0)
1/2

{
α1Φ0 − 2ε(t)Φ

}{
C̃3(t)∥b∥

(
α(η3m1ψ0)

1/2 − C̃3(t)∥b∥
)}−1

≥ 0

при t ∈ [0, t∗], где

t∗ = ln

{
1 +

Φ2
0

4Φ
2α

2
1η

3m1ψ0

[(
C3(T ) + T 1/2 max

t∈[0,T ]
∥F∥

)
max
t∈[0,T ]

∥b∥
]−2

}
. (3.1.37)

Таким образом, в силу (3.1.36), имеют место оценки

0 ≤ ki(t) ≤ δ′′(t), i = 1, 2, . . . , (3.1.38)

на [0, t∗]. Полагая δ(t) = δ′′(t) в (3.1.23), на основании последней оценки можно
утверждать, что kiδ(t) совпадает с ki(t) на [0, t∗] при каждом i = 1, 2, . . ..

Теперь перейдем к оценке Mψ(u). Интегрируя (3.1.24) по t от 0 до τ ,
0 < τ ≤ t∗, и умножая на Mψ(ui) в смысле скалярного произведения L2(Ω),
приходим к уравнению

η∥Mψ(ui)∥2+
( τ∫

0

ki−1(t)Mψ(ui)dt,Mψ(ui)
)
= −(ui,Mψ(ui)) +

+(U0,Mψ(ui)) +
( τ∫

0

fdt,Mψ(ui)
)
. (3.1.39)

Умножим это равенство на ki−1, проинтегрируем по τ от 0 до θ и оценим правую
часть результирующего соотношения с помощью (3.1.12). Получим неравенство

η

θ∫
0

ki−1(τ)∥Mψ(ui)∥2dτ + 1

2

∥∥∥ θ∫
0

ki−1(t)Mψ(ui)dt
∥∥∥2 ≤

≤ 1

2η

θ∫
0

{
(mesΩ)

p
2(p−1)

[
C1 + ∥ψ(a)∥

c

]1/p
+ ∥U0∥+ ∥f∥

}2

ki−1(τ)dτ+
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+
η

2

θ∫
0

ki−1(τ)∥Mψ(ui)∥2dτ,

из которого следует, что

η

θ∫
0

ki−1(τ)∥Mψ(ui)∥2dτ +
∥∥∥ θ∫

0

ki−1(t)Mψ(ui)dt
∥∥∥2 ≤

≤ 1

η
max
θ∈[0,T ]

{
(mesΩ)

p
2(p−1)

[
C1 + ∥ψ(a)∥

c

] 1
p

+ ∥U0∥+ ∥f∥
}2

×

×
θ∫

0

ki−1dτ ≡ C2
4

η

θ∫
0

ki−1dτ. (3.1.40)

Перенесем второй член из левой части (3.1.39) в правую и оценим с учетом
(3.1.40). Это даст

η∥Mψ(ui)∥2 ≤ C2
4

η2

[( θ∫
0

ki−1(τ)dτ
)1/2

+ 1

]2
+
η

2

∥∥Mψ(ui)
∥∥2,

откуда в силу (3.1.38) вытекает оценка

∥Mψ(ui)∥ ≤ C4

η3/2

[( θ∫
0

δ′′(τ)dτ
)1/2

+ 1

]
, t ∈ [0, t∗]. (3.1.41)

Определим оператор A : L∞(0, t∗) → L∞(0, t∗), который каждому элемен-
ту y(t) ∈ L∞(0, t∗) ставит в соответствие элемент

Ay(t) =
[
φ2 − (at − f, b)− η

〈
M(ψ(a))t, b

〉
1,M

,+((a− uy)t, b)
]
(φ1 +Ψ)−1,

где uy – решение задачи (3.1.1)–(3.1.3) с k(t) = y(t). Согласно теореме 1.3.2 (гла-
ва 1) задача (3.1.1)–(3.1.3) имеет единственное решение uy ∈ L∞(0, t∗;L2p(Ω))

при каждом y(t) ∈ L∞(0, t∗). Поэтому значение оператора A определено для
каждого y ∈ L∞(0, t∗). Тогда уравнение (3.1.22) можно рассматривать как опе-
раторное уравнение

k = Ak. (3.1.42)

Оценки (3.1.38) и (3.1.38) показывают, что оператор A переводит множе-
ство Y (t∗) = {y(t)|y(t) ∈ L∞(0, t∗), 0 ≤ y(t) ≤ δ′′} в себя. Покажем, что в усло-
виях теоремы A является сжимающим оператором на Y (t∗). Пусть y1(t), y2(t) ∈
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Y (t∗), и uy1, uy2 – решения задачи (3.1.1)–(3.1.3) с k = y1 и k = y2 соответ-
ственно. Для решений uyj, j = 1, 2, справедливы оценки (3.1.32)–(3.1.34) с yj(t)
вместо kiδ. Из (3.1.33) и предположения III следует, что

ψ0∥uyj∥1 ≤ ∥ψ(uyj)∥1 ≤
C3(t

∗)

ηm1

[
2(et − 1)1/2 + 1

]
+ max

t∈[0,t∗]
∥ψ(a)∥1 ≡ C5. (3.1.43)

Рассмотрим разность уравнений (3.1.1) для {uy1, y1} и {uy2, y2}.[
uy1 − uy2 + ηMwy

]
t
+ y1Mwy = (y2 − y1)Mψ(uy2), (3.1.44)

где wy ≡ ψ(uy1)−ψ(uy2). Проинтегрируем это равенство по t от 0 до τ , 0 < τ ≤
t∗, умножим на wy в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем
в результирующем соотношении по частям по x. Будем иметь:

(
uy1 − uy2, wy

)
+ η

〈
Mwy, wy

〉
1,M

+
〈
M

τ∫
0

y1wydτ, wy

〉
1,M

=

=
〈 τ∫

0

(y2 − y1)Mψ(uy2)dt, wy

〉
1,M

. (3.1.45)

Умножим последнее равенство на y1(τ) и проинтегрируем по τ от 0 до θ, 0 < θ ≤
t∗. Оценивая правую часть с учетом (3.1.28) и (3.1.43), приходим к неравенству

θ∫
0

y1

[(
uy1 − uy2, wy

)
+ η

〈
Mwywy

〉
1,M

]
dτ +

1

2

〈
M

θ∫
0

y1wydτ,

θ∫
0

y1wydτ
〉
1,M

≤

≤
θ∫

0

m2y1t
∗

2η

∥∥∥ τ∫
0

(y2 − y1)ψ(uy2)dt
∥∥∥2
1
dτ +

η

2

θ∫
0

y1

〈
Mwy, wy

〉
1,M

dτ ≤

≤ m2t
∗C2

5

2η
max
0≤τ≤t∗

δ′′(τ)
( θ∫

0

|y2 − y1|dt
)2

+
η

2

θ∫
0

y1

〈
Mwy, wy

〉
1,M

dτ,

из которого вытекает, что

η

θ∫
0

y1
〈
Mwywy

〉
1,M

dτ +
〈
M

θ∫
0

y1wydτ,

θ∫
0

y1wydτ
〉
1,M

≤

≤ m2t
∗C2

5

2η
max
0≤τ≤t∗

δ′′(τ)
( θ∫

0

|y2 − y1|dt
)2

≡ C6

( θ∫
0

|y2 − y1|dt
)2

. (3.1.46)
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Перенесем теперь последнее слагаемое из левой части (3.1.45) в правую
и оценим правую часть полученного равенства с помощью (3.1.43) и (3.1.46). В
силу условия 2) предположения III будем иметь:

2ψ0

∥∥uy1 − uy2
∥∥2 + η

〈
Mwy, wy

〉
1,M

≤ 1

η
(C6 +m2C5)

2
( θ∫

0

|y2 − y1|dt
)2

. (3.1.47)

Перейдем к оценке производной (wy)t. Умножим (3.1.44) на (wy)t в смысле
скалярного произведения в L2(Ω), проинтегрируем по частям по x и перепишем
результат в следующем виде:(

(uy1−uy2)t, ψ′(uy1)(uy1 − uy2)t
)
+ η

〈
M(wy)t, (wy)t

〉
1,M

=

=−
(
(uy1 − uy2)t, (ψ

′(uy1)− ψ′(uy2))(uy2)t
)
−

−y1
〈
M(wy), (wy)t

〉
1,M

+ (y2 − y1)
〈
Mwy, (wy)t

〉
1,M

. (3.1.48)

Оценим правую часть (3.1.48) с учетом (3.1.7), (3.1.28), (3.1.34) и (3.1.47). Это
дает ∣∣− (

(uy1 − uy2)t, (ψ
′(uy1)− ψ′(uy2))(uy2)t

)
− y1

〈
Mwy, (wy)t

〉
1,M

+

+(y2 − y1)
〈
M(ψ(uy2)− ψ(a)), (wy)t

〉
1,M

∣∣ ≤
≤ L(∥a∥L∞(QT )) ∥uy1 − uy2∥L4(Ω) ∥(uy2)t∥L4(Ω)∥(uy1 − uy2)t∥+

+
[
|y2 − y1|

〈
M(ψ(uy2)− ψ(a)), ψ(uy2)− ψ(a)

〉1/2
1,M

+

+y1
〈
Mwy, wy

〉1/2
1,M

]〈
M(wy)t, (wy)t

〉1/2
1,M

. (3.1.49)

В условиях теоремы из (3.1.47) следует, что

∥uy1 − uy2∥L4(Ω)≤
κ

m
1/2
1 ψ0

〈
Mwy, wy

〉1/2
1,M

≤

≤ κ

ηm
1/2
1 ψ0

(C6 +m2C5)

θ∫
0

|y2 − y1|dt. (3.1.50)

Здесь κ – константа из неравенства вложения W 1
2 (Ω) в L4(Ω). В силу (3.1.34)

и условия 2) предположения III,

ψ
1/2
0 ∥(uy2)t∥L4(Ω) ≤ ∥(ψ(uy2))t∥L4(Ω) ≤ max

t∈[0,t∗]

{
∥(ψ(a))t∥L4(Ω) + ψ

1/2
0 ∥at∥

}
+

+
1

(ηm1)1/2
max
t∈[0,t∗]

[
∥f∥+ δ′′

η
C3(t

∗)
(
2(et

∗ − 1)1/2 + 1
)]

≡ C7. (3.1.51)
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Используя (3.1.33), (3.1.49)–(3.1.51) и условие 2) предположения III, из (3.1.47)
получаем неравенство

ψ0

∥∥(uy1 − uy2)t
∥∥2 + η

〈
M(wy)t, (wy)t

〉
1,M

≤
[
C8

t∫
0

|y2 − y1|dτ +

+
1

(η3m1)1/2
C3(t

∗)(2(et
∗ − 1)1/2 + 1)|y2 − y1|

]2
, (3.1.52)

где

C8 =
1

η3/2

[
ηκC7

m1ψ2
0

+ max
t∈[0,t∗]

δ′′
]
(C6 + C5m2).

С другой стороны, согласно определению оператора A

Ay1 − Ay2 = ((uy1)t − (uy1)t, b)(φ1 +Ψ)−1.

Ввиду (3.1.16), (3.1.21), (3.1.37) и (3.1.52), можно показать, что

|Ay1 − Ay2| ≤
∥b∥
α

∥(uy1)t − (uy1)t∥ ≤ ∥b∥
αψ

1/2
0

C8

t∫
0

|y2 − y1|dτ +

+

{
1

2
+ (et

∗ − 1)1/2
2∥b∥

α(η3m1ψ0)1/2

[
C3(T ) + T 1/2 max

t∈[0,T ]
∥F∥

]}
|y2 − y1| ≡

≡ ∥b∥
αψ

1/2
0

C8

t∫
0

|y2 − y1|dτ + q1|y2 − y1| (3.1.53)

на [0, t∗], где q1 ≡
{
1
2 +

ε(t∗)
α

}
.

Введем в L∞(0, t∗) эквивалентную норму
·

µ
= vraimaxt∈(0,t∗)

(
|·|e−µt

)
.

Из (3.1.53) следует, чтоAy1 − Ay2
µ

≤
(
C8maxt∈[0,T ] ∥b∥

αψ
1/2
0 µ

+ q1

)y2 − y1
µ

. (3.1.54)

В силу (3.1.37) постоянная q1 меньше 1. Если µ удовлетворяет условию

C8maxt∈[0,T ] ∥b∥
αψ

1/2
0 µ

+ q1 < 1, (3.1.55)

то оператор A является сжимающим на Y (t∗) в смысле нормы
 ·

µ
. Следова-

тельно, согласно принципу сжимающих отображений оператор A имеет един-
ственную неподвижную точку в Y (t∗).
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Вернемся к итерационной схеме (3.1.24)–(3.1.27). Как показано выше, для
ki(t) справедлива оценка (3.1.38), т. е. ki(t) ∈ Y (t∗), и kiδ(t) = ki(t) на [0, t∗]

для каждого i = 0, 1, 2, . . .. Поэтому для ki(t) и ki−1(t) имеет место неравенство
(3.1.54), из которого вытекает, что последовательность ki сходится по норме
L∞(0, t∗) при i→ ∞ к решению k∗(t) уравнения (3.1.42), и k∗(t) удовлетворяет
оценке (3.1.38).

Пусть u∗ – решение задачи (3.1.1)–(3.1.3) с k = k∗. Повторяя доказатель-
ство оценок (3.1.47), (3.1.50) и (3.1.52) применительно к разности уравнений
(3.1.24) и (3.1.1) с k = k∗[
ui−u∗+ηM(ψ(ui)−ψ(u∗))

]
t
+k∗M(ψ(ui)−ψ(u∗)) = (k∗−ki)Mψ(ui), (3.1.56)

можно получить неравенства

2ψ0

∥∥ui − u∗
∥∥2+ η∥ψ(ui)− ψ(u∗))∥21 ≤

≤ 1

η

(
(C6 +m2C5)

θ∫
0

|k∗ − ki|dt
)2

, (3.1.57)

ψ0

∥∥(ui − u∗)t
∥∥2+ ηm1∥(ψ(ui)− ψ(u∗))t∥21 ≤ 2

[
C8

t∫
0

|k∗ − ki|dτ +

+
1

(η3m1)1/2
C3(t

∗)(2(et
∗ − 1)1/2 + 1)|k∗ − ki|

]2
,

∥ui − u∗∥L4(Ω)≤
κ

ηm
1/2
1 ψ0

(C6 +m2C5)

θ∫
0

|k∗ − ki|dt.

Из этих соотношений следует, что ui → u∗ в C([0, t∗];L4(Ω)); ψ(ui) → ψ(u∗) в
C([0, t∗];W 1

2 (Ω)) и uit → u∗t в L∞(0, t∗;L2(Ω)) при i → ∞. Кроме того, для u∗ и
u∗t справедливы оценки (3.1.21), (3.1.33) и (3.1.34).

Проинтегрируем (3.1.56) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t∗, умножим результи-
рующее равенство на M(ψ(ui) − ψ(u∗)) в смысле скалярного произведения в
L2(Ω) и перепишем в виде

η∥M(ψ(ui)− ψ(u∗))∥2 = −(ui − u∗,M(ψ(ui)− ψ(u∗)))−

−
( τ∫

0

k∗M(ψ(ui)− ψ(u∗))dt,M(ψ(ui)− ψ(u∗))
)
+
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+
( τ∫

0

(k∗ − ki)Mψ(ui)dt,M(ψ(ui)− ψ(u∗))
)
.

Рассуждения аналогичные доказательству (3.1.41) применительно к последне-
му соотношению с учетом (3.1.38), (3.1.41) и (3.1.57) позволяют вывести нера-
венство

η∥M(ψ(ui)− ψ(u∗))∥2 ≤ C2
9

( t∗∫
0

|k∗ − ki|dt
)2

+
η

2
∥M(ψ(ui)− ψ(u∗))∥2 +

+
maxt∈[0,t∗] δ

′′

η

τ∫
0

∥M(ψ(ui)− ψ(u∗))∥2dt,

где положительная постоянная C9 зависит от m2, c, C1, C5, C6, η, ψ0, T , ∥U0∥,
∥f∥, ∥ψ(a)∥ и mesΩ. Согласно лемме Гронуолла из него в свою очередь следует
неравенство

∥M(ψ(ui)− ψ(u∗))∥2 ≤ 2C2
9

η

( t∗∫
0

|k∗ − ki|dt
)2

exp
{2t

η2
max
t∈[0,t∗]

δ′′
}
,

которое доказывает, что Mψ(ui) →Mψ(u∗) в C([0, t∗];L2(Ω)) при i→ ∞. При-
чем для Mψ(u∗) справедлива оценка (3.1.41). Кроме того, из уравнеия (3.1.56)

вытекает, что M(ψ(ui))t → M(ψ(u∗))t в L∞([0, t∗];L2(Ω)) при i → ∞. В си-
лу (3.1.15), это означает, что ψ(ui) → ψ(u∗) in C([0, t∗];W 2

2 (Ω)) и (ψ(ui))t →
(ψ(u∗))t in L∞([0, t∗];W 2

2 (Ω)) при i→ ∞.
Таким образом, существование решения задачи (3.1.1)–(3.1.3), (3.1.22) и

соответственно обратной задачи (3.1.1)–(3.1.4) доказано. Единственность ре-
шения следует из сжимаемости оператора A. Действительно, пусть {u1, k1} и
{u2, k2} – два решения задачи (3.1.1)–(3.1.3), (3.1.22). Тогда в силу (3.1.54) спра-
ведливо неравенство

k2 − k1
µ

=
Ak2 − Ak1

µ
≤

(√
2maxt∈[0,T ] ∥b∥

αψ
1/2
0

C8

µ
+ q1

)k2,−k1µ
,

которое означает ввиду (3.1.55), что
k2− k1

µ
≤ 0, т. е. k1 = k2 на [0, t∗]. Это

в свою очередь наряду с (3.1.47) для {u1 − u2, k1 − k2} позволяет утверждать,
что u1 − u2 = 0 на [0, t∗]. Теорема доказана.
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Предположения теоремы 3.1.1 выглядят достаточно громоздкими и труд-
но проверяемыми. Однако следующий пример подтверждает, что существуют
физически обусловленные исходные данные для задачи 3.1, удовлетворяющие
всем условиям теоремы 3.1.1.

Обратимся к нелинейному уравнению фильтрации в трещиноватой среде
[169], которое уже обсуждалось в главе 1,

(ut + εµBu(u))t +Bu(ζ(u)) = 0, (3.1.58)

где u – концентрация жидкости, Bu = −(1/µ)div(l(u)∇), l(u) - проницаемость
трещиноватой среды и µ – коэффициент вязкости жидкости. Как отмечалось в
главе 1, для слабо сжимаемых жидкостей можно полагать ζ(u) = k(t)u, где ко-
эффициент k(t) характеризует гидравлические свойства трещиноватой среды.
В этом случае мы приходим к уравнению (3.1.1), в котором M = −∆, η = εµ,
ψ(u) =

∫ u

0 l(z)dz, f ≡ 0. Проницаемость l(u) является непрерывной невозраста-
ющей положительной функцией давления. Причем l(ρ) ≥ l0 > 0 на (−∞,+∞).
Поэтому оператор M и функция ψ(ρ) удовлетворяют предположениям I–III.

Поставим начальные и граничные условия для (3.1.58). Будем считать,
что Ω ⊂ R3

+ = {x|x ∈ R3, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3} и t ∈ [0, T ]. Как известно из теории
фильтрации в трещиноватых средах, начальное условие Mψ(u) = 0 полного
насыщения пористой среды жидкостью (установившийся режим) представляет
большой интерес [15], что соответствует условию (3.1.1) с U0 = a(0, x). Далее,
в условиях (3.1.3) и (3.1.4) положим β(t, x) = ψ−1(a1x1 + a2x2 + a3x3 + ga(t)),
ω(t, x) = b1(t)x1 + b2(t)x2 + b3(t)x3 + gb(t). В этом случае a(t, x) = ψ−1(a1x1 +

a2x2+a3x3+ga(t)), b(t, x) = b1(t)x1+b2(t)x2+b3(t)x3+gb(t) в Ω. Предположим,
что ga(t) > 0, gb(t) > 0, g′a(t) ≥ 0, bi(t) ≥ 0 на [0, T ] и постоянные ai ≥ 0,
i = 1, 2, 3. Пусть также a1b1+ a2b2+ a3b3 ≥ α > 0 и φ1 ≡ 0. Тогда выполняются
предположения (3.1.16)–(3.1.18), (3.1.20). Если φ2(t) ≥ φ0 > 0 и область Ω

достаточно мала, то верно неравенство (3.1.19) с некоторой постоянной 0 <

Φ0 < φ0.

3.2 Обратные задачи для стационарного уравнения фильтрации

Установившееся течение жидкости в трещиноватой среде описывается ста-
ционарным уравнением (3.1.1), в котором давление u, коэффициенты и правая
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часть не зависят от t. В общем случае стационарное уравнение фильтрации
сжимаемой жидкости имеет вид

−div(k(x, u)∇ψ(u)) + γ(x, u) = f, x ∈ Ω, (3.2.1)

где k(x, u) – матрица функций, ψ(u) и γ(x, u) – скалярные функции, Ω ⊂ Rn –
ограниченная область с границей ∂Ω.

Практический интерес к обратным задачам для таких уравнений обу-
словлен многочисленными приложениями и исследованиями в области теории
фильтрации [10,68,112], а также тем фактом, что процессы фильтрации имеют
тенденцию стабилизироваться со временем [203]. В частности, в предыдущей
главе доказана стабилизация решения задачи 2.2 к решению обратной задачи
отыскания неизвестной постоянной k в линейном эллиптическом уравнении.

Исследования по обратным задачам для эллиптических уравнений вос-
ходят к работам М.М. Лаврентьева [80–82]. Различные вопросы, связанные с
коэффициентными обратными задачами для линейных и нелинейных уравне-
ний (3.2.1), обсуждались в работах [2,5–7,118,147,172,216,222,224,275,276,280]
(см. также ссылки в них). Особый интерес представляют задачи нахождения
старших коэффициентов (3.2.1) по дополнительным граничным данным на ∂Ω
или на некоторой части ∂Ω. В [147,172,275,276,280] эта задача рассматривается
в случае, когда ψ(u) = u, γ(x, u) ≡ 0, k(x, u) = kE, E – единичная матри-
ца, а функция k неизвестна. Предполагается, что k = k(x) [147, 172, 275, 276],
либо k = k(u) [280]. В качестве условия переопределения используется гранич-
ное условие k ∂u

∂n

∣∣∣
∂Ω

= ν(x) в случае задачи Дирихле и условие u|∂Ω = ν(x)

для задачи Неймана. Пионерской в этом направлении является работа Каль-
дерона [172], в которой впервые обсуждалась обратная задача проводимости
(отыскания неизвестного k(x)) с таким условием переопределения и предложе-
но приближенное представление неизвестного коэффициента близкого к кон-
станте. В [147, 275, 276, 280] установлены достаточные условия единственности
решения обратной задачи.

3.2.1 Постановка задачи и предварительные результаты

Рассмотрим в области Ω обратную задачу отыскания неизвестного посто-
янного коэффициента k в стационарном уравнении типа фильтрации.
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Задача 3.2. При заданных функциях ψj(ρ), j = 1, 2, f(x), g(x), β(x), ω(x)
и постоянной φ найти пару {u(x), k}, включающую функцию u(x) и постоянный
коэффициент k, которая удовлетворяет уравнению

−kMψ1(u) + g(x)ψ2(u) = f(x), x ∈ Ω, (3.2.2)

граничному условию Дирихле

u
∣∣∣
∂Ω

= β(x) (3.2.3)

и интегральному условию переопределения

k

∫
∂Ω

∂ψ1(u)

∂N
ω ds = φ, (3.2.4)

где, так же как и ранее, M : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ - оператор вида (3.1.5),

∂ψ1(u)/∂N ≡ (M(x)∇ψ1(u),n)R – производная по конормали, n – вектор еди-
ничной внешней нормали к ∂Ω,

Если функция ψ1(ρ) обратима в своей области определения, то с помо-
щью соответствующей замены неизвестной функции задачу (3.2.3)–(3.2.4) мож-
но свести к обратной задаче для уравнения

−kMu+ g(x)ψ(u) = f(x), x ∈ Ω, (3.2.5)

с условиями
u
∣∣∣
∂Ω

= β1(x), (3.2.6)

k

∫
∂Ω

∂u

∂N
ω ds = φ. (3.2.7)

Для новой неизвестной функции сохранено то же обозначение u, что и в (3.2.2).
Всюду ниже будем обозначать через a1(x), a2(x) и b(x) решения задач

Ma1 = 0, x ∈ Ω, a1
∣∣
∂Ω

= β1(x); (3.2.8)

Mψ1(a2) = 0, x ∈ Ω, a2
∣∣
∂Ω

= β(x), (3.2.9)

и
Mb = 0, x ∈ Ω, b

∣∣
∂Ω

= ω(x). (3.2.10)

Нетрудно заметить, что если β1(x) = ψ1(β(x)), то a1 = ψ1(a2).
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Будем предполагать, что для оператора M выполняются условия I и II
предыдущего параграфа и функция ψ(ρ) удовлетворяет следующему предпо-
ложению.

IV. Функция ψ(ρ) – непрерывное взаимно однозначное отображение ин-
тервала (−∞,+∞) на себя, для любых ρ1, ρ2 ∈ (−∞,+∞),

(ψ(ρ1)− ψ(ρ2))(ρ1 − ρ2) > 0,

т. е. ψ(ρ) – строго монотонно возрастающая функция. Отображение ψ(v) из
L2(Ω) в Lq(Ω) (q > 0) деминепрерывно.

Из предположения IV следует, что существует функция ψ−1(ρ) обратная к
ψ(ρ). Причем обратная функция ψ−1(ρ) также непрерывна и строго монотонно
возрастает на (−∞,+∞).

В предположениях I–II задачи (3.2.8) и (3.2.10) однозначно разрешимы в
W 2

2 (Ω), когда β, ω ∈ W
3/2
2 (∂Ω) и ∂Ω ⊂ C2.

Существование и единственность решения прямой задачи (3.2.5), (3.2.6)
гарантируется следующей леммой.

Лемма 3.2.1. Пусть выполняются предположения I–II, IV и ∂Ω ∈ C2.
Пусть также k – заданное положительное число, f ∈ L2(Ω), β ∈ W

3/2
2 (∂Ω),

g ∈ C(Ω), g ≥ 0 в Ω и
|ψ(ρ)| ≤ c|ρ|p (3.2.11)

для любого ρ ∈ (−∞,+∞), где p, c > 0 константы, p > 0 при n ≤ 2 и
0 < p ≤ n/(n − 2) при n > 2. Тогда существует единственное решение u
задачи (3.2.5), (3.2.6) в W 2

2 (Ω).

Доказательство. Если функция ψ(ρ) удовлетворяет условию (3.2.11) при
0 < p ≤ 1, то задача (3.2.3),(3.2.6) сводится к случаю, рассмотренному в главе
1, и утверждение леммы немедленно следует из леммы 1.3.1.

Пусть теперь p > 1. Умножим (3.2.5) на ũ = u − a1 скалярно в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям в первом члене. Получим

k
〈
M∇ũ,∇ũ

〉
1
+
(
g(ψ(u)− ψ(a1)), ũ

)
=

(
− gψ(a1) + f, ũ

)
. (3.2.12)
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Оценивая правую часть (3.2.12) с помощью неравенства Фридрихса [85, Глава
2]

∥v∥ ≤ c0mes1/nΩ
(∫

Ω

∥∇v∥2Rdx
)1/2

(3.2.13)

для v ∈
◦
W 1

2 (Ω), приходим к соотношению

k
〈
M∇ũ,∇ũ

〉
1
+

(
g(ψ(u)− ψ(a1)), ũ

)
≤

≤ km1

2

∫
Ω

∥∇ũ∥2Rdx+
c20mes2/nΩ

2km1
∥gψ(a1)− f∥2,

откуда в силу предположений I, IV∫
Ω

∥∇ũ∥2Rdx ≤ 1

m1

∫
Ω

{(
M∇ũ,∇ũ

)
R
+mũ2

}
dx ≤

≤ c20mes2/nΩ

k2m2
1

∥gψ(a1)− f∥2 ≡ C. (3.2.14)

Здесь положительная константа c0 зависит только от n. Из (3.2.13) и (3.2.14)
вытекает, что

∥ũ∥ ≤ C1/2c0mes1/nΩ, (3.2.15)

∥u∥1 ≤ ∥a1∥1 + C1/2max{1, c0mes1/nΩ} ≡ C1. (3.2.16)

Для доказательства существования и единственности решения задачи
(3.2.5), (3.2.6) перепишем уравнение (3.2.5) в следующем виде:

M̃ũ ≡Mũ+ g(ψ(ũ+ a1)− ψ(a1)) = f − gψ(a1), (3.2.17)

где ũ = u − a1. В условиях леммы оператор M̃ : W̊ 1
2 (Ω) → W−1

2 (Ω) демине-
прерывен, коэрцитивен и монотонен. Поэтому согласно теореме 2.1 [32, Глава
III] операторное уравнение (3.2.17) имеет решение ũ ∈ W̊ 1

2 (Ω). Следовательно,
функция u = ũ+a1 ∈ W 1

2 (Ω) является решением задачи (3.2.5), (3.2.6). Причем
это решение единственно. Действительно, пусть u1, u2 – два решения задачи
(3.2.5), (3.2.6) из W 1

2 (Ω). Тогда функции ũi = ui − a1, i = 1, 2, являются реше-
ниями операторного уравнения (3.2.17). В силу (3.1.6) и строгой монотонности
опреатора M̃ справедливо неравенство

0 =
〈
M̃ũ1 − M̃ũ2, ũ1 − ũ2

〉
1
≥ m1∥∇(ũ1 − ũ2)∥2,
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из которого вытекает, что ũ1 = ũ2 и соответственно u1 = u2.
Докажем, что u ∈ W 2

2 (Ω). Умножим (3.2.5) на Mu скалярно в L2(Ω). Это
даст

k∥Mu∥2 = −
(
gψ(u),Mu

)
+
(
f,Mu

)
.

Оценим правую часть этого равенства с помощью (3.2.11), (3.2.16) и неравенства
Коши, учитывая тот факт, что в условиях леммы согласно теореме вложения
L2p(Ω) ⊂ W 1

2 (Ω). В результате получим, что

k∥Mu∥2 ≤ 1

2k

[
c∥g∥C(Ω)∥u∥

p
L2p(Ω) + ∥f∥

]2
+
k

2
∥Mψ(u)∥2 ≤

≤ 1

2k

[
c(c′)pCp

1∥g∥C(Ω) + ∥f∥
]2

+
k

2
∥Mu∥2,

откуда
∥Mu∥ ≤ 1

k

[
c(c′)pCp

1∥g∥C(Ω) + ∥f∥
]
≡ C2, (3.2.18)

где c′ – константа из неравенства вложения W 1
2 (Ω) в L2p(Ω). Ввиду (3.2.14),

(3.2.16) и теоремы 5.1 из [87, Глава 2] последнее неравенство влечет за собой
оценку

∥u∥2 ≤ κ
(
∥Mu∥+ ∥u− a1∥1

)
+ ∥a1∥2 ≤ κ(C2 + C1) + ∥a1∥2(κ+ 1), (3.2.19)

где константа κ зависит от n, m1, m2, vraimaxΩ
∣∣∂mij/∂xl

∣∣, i, j, l = 1, 2, . . . , n и
mesΩ. Таким образом, решение u ∈ W 2

2 (Ω). Лемма доказана.
Для задачи (3.2.5), (3.2.6) справедлива теорема сравнения, обобщающая

лемму 1.4.2 главы 1.

Лемма 3.2.2. Пусть выполняются предположения леммы 3.2.1. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1) Если gψ(a1)−f ≥ 0, то решение u задачи (3.2.5), (3.2.6) удовлетворяет
неравенству u ≤ a1 почти всюду в Ω.

2) Если ψ(0) = 0, f ≥ 0 почти всюду в Ω и β ≥ 0 почти всюду на ∂Ω,
то u ≥ 0 почти всюду в Ω.

Доказательство. 1) В случае, когда условие (3.2.11) выполняется при
0 < p ≤ 1, утверждение леммы следует из леммы 1.4.2 главы 1.
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Пусть p > 1. Рассмотрим функцию w = −ũ = a1 − u и перепишим урав-
нение (3.2.17) в виде

kMw + g(x)(ψ(a1)− ψ(u)) = gψ(a1)− f.

Умножим его на ā1 − u, где

ā1 =

{
u если u ≤ a1,
a1 если u > a1,

скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом слагаемом левой части
результирующего соотношения. Это даст

k

∫
Ω

[(
M∇

(
ā1 − u

)
,∇

(
ā1 − u

))
R
+m(ā1 − u)2

]
dx+

+

∫
Ω

(
g(ψ(ā1)− ψ(u))− gψ(a1) + f

)
(ā1 − u)dx = 0. (3.2.20)

В силу (3.1.6), предположения IV и неотрицательности gψ(a) − f из (3.2.20)
следует, что

km1

∫
Ω

(
∇ā1 −∇u

)2
dx ≤ 0,

т. е. ∇
(
ψ(ā1)−ψ(u)

)
= 0. Ввиду (3.2.5) и (3.2.8) ā1|∂Ω = u|∂Ω. Поэтому ā1−u = 0

и u ≤ a1 почти всюду в Ω.
2) Определим функцию u− равную u при u < 0 и 0 при u ≥ 0. Умножим

(3.2.17) на u− в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по
частям в первом слагаемом. Получим тождество

k
〈
Mu−, u−

〉
1
+ (gψ(u−), u−)− (f, u−) = 0,

из которого вытекает, что u− ≡ 0, т. е. u ≥ 0 почти всюду в Ω. Лемма доказана.

3.2.2 Существование и единственность решения обратной задачи

Перейдем к доказательству теорем существования и единственности ре-
шения обратной задачи (3.2.5) – (3.2.7). Для этого введем дополнительное пред-
положение относительно функции ψ.
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V. Функция ψ(ρ) удовлетворяет условию (3.2.11), где p, c > 0 константы,
p > 0 при n ≤ 2 и 0 < p ≤ n/(n− 2) при n > 2. Кроме того, для любого числа
r > 0 и функций v1, v2 ∈ W 1

2 (Ω) таких, что ∥vi∥Lp(Ω) ≤ r, i = 1, 2, справедливо
неравенство

∥ψ(v1)− ψ(v2)∥ ≤ α(r)
〈
M(v1 − v2), v1 − v2

〉1/2
1,M

,

где постоянная α(r) > 0 зависит от r.
Под решением обратной задачи будем понимать пару {u, k}, включаю-

щую функцию u и положительное действительное число k, которые отвечают
следующим требованиям:

1) k – положительное действительное число;

2) u ∈ W 2
2 (Ω), ψ(u) ∈ L2(Ω);

3) u(x) и k удовлетворяют условиям задачи (3.2.5) – (3.2.7).

Достаточные условия однозначной разрешимости задачи (3.2.5) – (3.2.7) в смыс-
ле такого определения формулируются в следующей теореме.

Теорема 3.2.3. Пусть выполняются предположения I, II, IV, V. Пусть
также

(i) f ∈ L2(Ω), β1 ∈ W
3/2
2 (∂Ω), ω ∈ W

3/2
2 (∂Ω), g ∈ C(Ω);

(ii) ω(x) ≥ 0 и β1(x) ≥ 0 почти всюду на ∂Ω; f(x) ≥ 0 почти всюду в Ω;
ψ(0) = 0;

0 ≤ g(x) ≤ g1 = const < +∞, x ∈ Ω; (3.2.21)

Ψ1 ≡
〈
Ma1, b

〉
1,M

> 0; (3.2.22)

F1(x) ≡ gψ(a1)− f ≥ 0; (3.2.23)

Φ1 ≡ φ− (gψ(a1)− f, b) > 0. (3.2.24)

Тогда задача (3.2.5) – (3.2.7) имеет решение {u(x), k}. Причем, для u справед-
лива оценка

0 ≤ u(x) ≤ a1(x) (3.2.25)
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почти для всех x ∈ Ω. Кроме того, если g ≡ 0 или выполняется неравенство

Φ1 >
(
g1α(r)∥b∥Ψ1c0m

−1/2
1 mes1/nΩ∥F1∥

)1/2
, (3.2.26)

где r = ∥a1∥Lp(Ω), то решение задачи (3.2.5) – (3.2.7) единственно.

Доказательство. Если функция ψ(ρ) удовлетворяет условию (3.2.11) при
0 < p ≤ 1, то задача (3.2.5) – (3.2.7) сводится к случаю, рассмотренному в [247],
с помощью замены v = ψ(u), при этом v|∂Ω = ψ(β1).

Докажем существование решения при произвольном p > 0. Следуя схеме
доказательства теоремы 3.1.1, сведем обратную задачу к операторному урав-
нению для неизвестного коэффициента k. Для этого умножим (3.2.5) на b в
смысле скалярного произведения в L2(Ω) и дважды проинтегрируем по частям
в первом члене результирующего равенства. Ввиду (3.2.5) мы получим

−φ+ kΨ1 +

∫
Ω

g(x)ψ(u)b dx =

∫
Ω

fb dx. (3.2.27)

В силу (3.2.22) и определения Φ (см. (3.2.24)) тождество (3.2.27) можно пере-
писать в виде

k =
(
Φ1 + (g(ψ(a1)− ψ(u)), b)

)
Ψ−1

1 . (3.2.28)

Если g ≡ 0, то k = Φ1/Ψ1 > 0 – известная постоянная. По лемме 3.2.1
задача (3.2.5),(3.2.6) с таким k имеет единственное решение u ∈ W 2

2 (Ω) и, соот-
ветственно, утверждение теоремы доказано.

Пусть теперь g ̸= 0 и выполняются условия (3.2.21)–(3.2.24). Введем опе-
ратор A, отображающий множество R+ положительных действительных чисел
в R по следующему правилу: для каждого y ∈ R+

A(y) =
(
Φ1 + (g(ψ(a1)− ψ(uy)), b)

)
Ψ−1

1 ,

где uy – решение прямой задачи (3.2.5),(3.2.6) с k = y. Согласно лемме 3.2.1
задача (3.2.5),(3.2.6) при любом y > 0 имеет единственное решение uy ∈ W и
следовательно значение A(y) определено для каждого y ∈ R+. Поэтому (3.2.28)
может быть записано как операторное уравнение

k = A(k). (3.2.29)
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Можно показать, что задача (3.2.5)–(3.2.7) имеет единственное решение
тогда и только тогда, когда разрешимо операторное уравнение (3.2.29). Дей-
ствительно,если {u, k} – решение задачи (3.2.5)–(3.2.7), то из построения урав-
нения (3.2.28) следует, что k является решением операторного уравнения (3.2.30).
Пусть теперь k – это неподвижная точка оператора A, и u – решение задачи
(3.2.5), (3.2.6) с этим k. Умножим (3.2.5) на b в смысле скалярного произве-
дения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом слагаемом. Подставим в
первое слагаемое результирующего равенства правую часть (3.2.29). Сучетом
определений Ψ1 и Φ1 получим, что

k⟨M(u− a1), b⟩1,M + φ− k

∫
∂Ω

∂u

∂N
ωds = 0

Первое слагаемое этого соотношения равно 0, в чем нетрудно убедиться, проин-
тегрировав в нем по частям еще раз. Таким образом, пара {u, k} удовлетворяет
условию переопределения (3.2.7).

Далее, в силу (3.2.22) и (3.2.25),

0 < k0 ≡
Φ1

Ψ1
≤ A(y) ≤ |φ|+ |(f, b)|+ g1∥ψ(uy)∥∥b∥

Ψ1
(3.2.30)

для любого y ∈ R+. Левое неравенство в (3.2.30) позволяет получить оценку
на ∥ψ(uy)∥. Как показано в лемме 3.2.1, для uy справедлива оценка (3.2.16).
Поэтому для каждого y ≥ k0

∥ψ(uy)∥ ≤ c∥uy∥pL2p(Ω) ≤ c(c′)p∥u∥p1 ≤ c(c′)pC̃p
1 ≡ C3, (3.2.31)

где

C̃1 = ∥a1∥+
c0mes1/nΩ
k0m1

∥F1∥max{1, c0mes1/nΩ}.

Из (3.2.30) и (3.2.31) получаем, что для y ≥ k0 имеет место неравенство

k0 ≤ A(y) ≤ |φ|+ |(f, b)|+ g1C3∥b∥
Ψ1

≡ K0, (3.2.32)

которое доказывает, что оператор A отображает отрезок [k0, K0] в себя.
Покажем, что оператор A непрерывен на [k0, K0]. Пусть y1, y2 ∈ [k0, K0]

и uy1, uy2 – решения задачи (3.2.5),(3.2.6) с k = y1 и k = y2, соответственно.
Разность w̄ = uy1 − uy2 удовлетворяет уравнению

y1Mw̄ + g(ψ(uy1)− ψ(uy2)) = −(y1 − y2)Muy2 (3.2.33)
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и краевому условию w̄|∂Ω = 0. Умножим (3.2.33) на w̄ в смысле скалярного
произведения в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом члене результиру-
ющего уравнения. Это даст:

y1
〈
Mw̄, w̄

〉
1
+ (g(ψ(uy1)− ψ(uy2), w̄) = −(y1 − y2)

〈
Muy2, w̄

〉
1
. (3.2.34)

В силу предположения IV второе слагаемое левой части этого равенства неот-
рицательно. Для оценки правой части (3.2.34) умножим (3.2.5) для uy2 на ū =

uy2 − a1 скалярно в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом слагаемом.

y2
〈
Muy2, ū

〉
1,M

+ (g(ψ(uy2)− ψ(a1)), ū) = −y2
〈
Muy2, a1

〉
1,M

− (F1, ū).

Ввиду монотонности функции ψ(ρ) из последнего соотношения и (3.2.25) для
uy2 следует, что 〈

Muy2, uy2
〉
1,M

≤
〈
Ma1, a1

〉
1,M

+ ∥F1∥ ∥a1∥. (3.2.35)

Оценивая правую часть (3.2.34) с помощью (3.2.35), получаем неравенство

y1
〈
Mw̄, w̄

〉
1
≤ y1

2

〈
M(w̄, w̄

〉
1
+

1

2y1
|y1 − y2|2

〈
Muy2, uy2)

〉
1
≤

≤ y1
2

〈
Mw̄, w̄

〉
1
+
[〈
Ma1, a1

〉
1,M

+ ∥F1∥ ∥a1∥
] |y1 − y2|2

y1
.

или〈
Mw̄, w̄

〉
1
≤

[〈
Ma1, a1

〉
1,M

+ ∥F1∥ ∥a1∥
] |y1 − y2|2

k20
≡ C4|y2 − y1|2. (3.2.36)

С другой стороны, согласно определению оператора A

A(y1)− A(y2) = −Ψ−1
1 (g(ψ(uy1)− ψ(uy2)), b) . (3.2.37)

Ввиду (3.2.36) и предположения V

|
(
g(ψ(uy1)− ψ(uy2)), b

)
| ≤ g1∥ψ(uy1)− ψ(uy2)∥ ∥b∥ ≤

≤ g1α(r)∥b∥
〈
Mw̄, w̄

〉1/2
1,M

≤ C5|y1 − y2|, (3.2.38)

где r = ∥a1∥Lp(Ω), C5 = g1α(r)∥b∥C1/2
4 . Из (3.2.37) и (3.2.38) вытекает неравен-

ство
|A(y1)− A(y2)| ≤

C5

Ψ1
|y1 − y2| ,
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которое доказывает непрерывность оператора A в [k0, K0]. Так как A отобра-
жает [k0, K0] в себя, согласно теореме Брауэра уравнение (3.2.29) имеет реше-
ние k ∈ [k0, K0]. Это, в свою очередь, влечет за собой существование решения
{u(x), k} задачи (3.2.5)–(3.2.7). Найденное решение удовлетворяет соотношени-
ям (3.2.19), (3.2.25), (3.2.31), (3.2.32) и (3.2.35). Кроме того, по лемме 3.2.1 для
u спрведливы оценки (3.2.16), (3.2.19) с k0 вместо k в константах C1 и C2.

Докажем, что если исходные данные обратной задачи удовлетворяют усло-
вию (3.2.26), то построенное решение единственно. Пусть (u′, k′) и (u′′, k′′) – два
решения задачи (3.2.5) – (3.2.7). В силу (3.2.6), (u′−u′′)|∂Ω = 0. Вычитая (3.2.5)
для (u′′, k′′) из (3.2.5) для (u′, k′), умножая эту разность на U = u′ − u′′ скаляр-
но в L2(Ω) и интегрируя по частям в результирующем тождестве, приходим к
равенству

k′
〈
M(U), U

〉
1
+ (g(ψ(u′)− ψ(u′′)), U) = (k′ − k′′)

〈
M(a1 − u′′), U

〉
1
. (3.2.39)

Для оценки правой части (3.2.39) умножим (3.2.5) для u′′ на u′′ − a1 скалярно
в L2(Ω) и проинтегрируем по частям в первом слагаемом. Будем иметь

k′′
〈
M(u′′ − a1), u

′′ − a1
〉
1,M

+ (g(ψ(u′′)− ψ(a1)), u
′′ − a1) = −(F1, u

′′ − a1).

Отсюда ввиду предположения IV, (3.2.15) заключаем, что〈
M(u′′ − a1), u

′′ − a1
〉
1,M

≤ c20mes2/nΩ

k20m1
∥F1∥2.

Из этого соотношения и уравнения (3.2.39) следует неравенство〈
M(u′ − u′′), u′ − u′′

〉
1
≤ c20mes2/nΩ

k40m1
∥F1∥2|k′ − k′′|2. (3.2.40)

С другой стороны, вычитая (3.2.28) для (u′′, k′′) из (3.2.28) для (u′, k′),
получим уравнение

k′ − k′′ = Ak′ − Ak′′ = −(g(ψ(u′)− ψ(u′′)), b)

Ψ1
. (3.2.41)

Оценим правую часть (3.2.41) по модулю с помощью (3.2.30), (3.2.40). С
учетом предположения V и неравенства (3.2.25) имеем:

|
(
g(ψ(u′)− ψ(u′′)), b

)
| ≤ g1α(r)∥b∥

〈
M(u′ − u′′), u′ − u′′

〉1/2
1,M

≤

≤ g1α(r)∥b∥
Ψ2

1c0mes1/nΩ

Φ2
1m

1/2
1

∥F1∥|k′ − k′′|, (3.2.42)
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где r = ∥a1∥Lp(Ω). Соотношения (3.2.41)–(3.2.42) приводят к неравенству

|k′ − k′′| = |Ak′ − Ak′′| ≤ g1α(r)∥b∥
Ψ1c0mes1/nΩ

Φ2
1m

1/2
1

∥F1∥|k′ − k′′|,

которое доказывает сжимаемость оператора A в силу (3.2.26). Из него следует,
что k′− k′′ = 0 и ввиду (3.2.40) u′− u′′ = 0 почти всюду в Ω. Теорема доказана.

Как видно из доказательства теоремы 3.2.3, при g = 0 утверждение тео-
ремы остается справедливым и без условий неотрицательности f , β, ω и огра-
ничения (3.2.23). Однако в этом случае u не удовлетворяет неравенству (3.2.25).

Полученные результаты позволяют исследовать корректность задачи 3.2.
Под ее решением будем понимать пару {u(x), k}, которая отвечает следующим
требованиям:

1) k – положительное действительное число;
2) ψ1(u) ∈ W 2

2 (Ω), ψ2(u) ∈ L2(Ω);
3) u(x) и k удовлетворяют условиям задачи 3.2.
Введем предположения относительно функций ψj(ρ), j = 1, 2.
VI. Функции ψj(ρ), j = 1, 2, являются непрерывными взаимно однознач-

ными отображениями интервала (−∞,+∞) на себя и удовлетворяют следую-
щим условиям:

1) для любых ρ1, ρ2 ∈ (−∞,+∞),

(ψ1(ρ1)− ψ1(ρ2))(ψ2(ρ1)− ψ2(ρ2)) ≥ 0; (3.2.43)

2) отображение ψ2 ◦ ψ−1
1 (v) из L2(Ω) в Lq(Ω) (q ≥ 2) деминепрерывно;

3) для любого ρ ∈ (−∞,+∞) справедливо неравенство

|ψ1(ρ)| ≥ c̃|ψ2(ρ)|1/p, (3.2.44)

где p, c̃ > 0 – константы, p > 0 при n ≤ 2 и 0 < p ≤ n/(n− 2) при n > 2;
4) для любого числа r > 0 и функций v1, v2 ∈ W 1

2 (Ω), ∥vi∥Lp(Ω) ≤ r,
i = 1, 2, справедливо неравенство

∥ψ2(v1)− ψ2(v2)∥ ≤ α(r)
〈
M(ψ1(v1)− ψ1(v2)), ψ1(v1)− ψ1(v2)

〉1/2
1,M

,

где постоянная α(r) > 0 зависит от r.
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Из предположения VI вытекает справедливость условий предположения
V для функции ψ(ρ) = ψ2(ψ

−1
1 (ρ)). В частности, для этой функции предполо-

жение IV и неравенство (3.2.12) эквивалентны соотношениям (3.2.43) и (3.2.44).
Достаточные условия однозначной разрешимости исходной задачи 3.2 да-

ет следующая теорема.

Теорема 3.2.4. Пусть выполняются предположения I, II и VI. Пусть
также

(iii) f ∈ L2(Ω), ψ1(β) ∈ W
3/2
2 (∂Ω), ω(x) ∈ W

3/2
2 (∂Ω), g(x) ∈ C(Ω);

(iv) ω(x) ≥ 0 и β(x) ≥ 0 почти всюду на ∂Ω, f(x) ≥ 0 почти всюду в Ω,
выполняется условие (3.2.22), ψ1(0) = ψ2(0) = 0,

Ψ2 ≡
〈
Mψ1(a2), b

〉
1,M

> 0, (3.2.45)

F2(x) ≡ gψ2(a2)− f ≥ 0, (3.2.46)

Φ2 ≡ φ− (gψ2(a2)− f, b) > 0. (3.2.47)

Тогда задача 3.2 имеет по крайней мере одно решение (u(x), k). Причем для u
справедлива оценка

0 ≤ u(x) ≤ a2(x).

Кроме того, если g ≡ 0 или выполняется неравенство

Φ2 >
(
g1α(r2)∥b∥Ψ2c0m

−1/2
1 mes1/nΩ∥F2∥

)1/2
, (3.2.48)

где r2 = ∥ψ1(a2)∥Lp(Ω), то решение задачи 3.2 единственно.

Теорема 3.2.4 является cледствием теоремы 3.2.3.
Обратную задачу для уравнения (3.2.5) с граничными данными (3.2.6) и

условием переопределения, заданным только на части Γ границы ∂Ω, т. е.

k

∫
Γ

∂u

∂N
ω ds,= φ, (3.2.49)

можно свести к задаче (3.2.5) – (3.2.7). Если функция ω ∈ W
3/2
2 (Γ) финитна на

Γ и suppω ⊂ Γ, то ее можно продолжить на всю границу ∂Ω, положив ω = 0 на
∂Ω \ Γ, и рассматривать интеграл в (3.2.49) по всей границе ∂Ω. В этом случае
теорема 3.2.3 формулируется следующим образом.
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Следствие 3.2.5. Пусть выполняются предположения I, II, IV, V, f ∈
L2(Ω), β1 ∈ W

3/2
2 (∂Ω), ω(x) ∈ W

3/2
2 (Γ), g(x) ∈ C(Ω). Пусть также β1(x) ≥ 0

почти всюду на ∂Ω; f ≥ 0 почти всюду в Ω; ω(x) неотрицательна и фи-
нитна на Γ, supp ω ⊂ Γ, ω(x) = 0 on ∂Ω \ Γ и выполняются условия (3.2.21)–
(3.2.24). Тогда задача (3.2.5), (3.2.6), (3.2.49) имеет по крайней мере одно реше-
ние (u(x), k). Причем, u(x) удовлетворяет неравенству (3.2.25) почти всюду в
Ω. Кроме того, если g ≡ 0 или выполняется неравенство (3.2.26), то решение
задачи (3.2.5), (3.2.6), (3.2.49) единственно.

Аналогичное утверждение справедливо для задачи 3.2. с условием пере-
определения, заданным на части Γ границы ∂Ω, т. е.

k

∫
Γ

∂ψ1(u)

∂N
ω ds = φ. (3.2.50)

Следствие 3.2.6. Пусть выполняются предположения I, II, VI, f ∈
L2(Ω), ψ1(β) ∈ W

3/2
2 (∂Ω), ω(x) ∈ W

3/2
2 (Γ), g(x) ∈ C(Ω). Пусть также β(x) ≥

0 почти всюду на ∂Ω; f ≥ 0 почти всюду в Ω; ω(x) неотрицательна и фи-
нитна на Γ, supp ω ⊂ Γ, ω(x) = 0 on ∂Ω \ Γ и выполняются условия (3.2.45)–
(3.2.47). Тогда задача (3.2.5), (3.2.6), (3.2.50) имеет по крайней мере одно реше-
ние (u(x), k). Кроме того, если g ≡ 0 или выполняется неравенство (3.2.48),
то решение задачи (3.2.5), (3.2.6), (3.2.50) единственно.

Решение задачи (3.2.5)–(3.2.7) устойчиво по φ. В условиях теоремы 3.2.3,
гарантирующих единственность решения обратной задачи, справедливы оценки

|k1 − k2| ≤ C6|φ1 − φ2|, ∥u1 − u2∥2 ≤ C7|φ1 − φ2| (3.2.51)

с некоторыми положительными постоянными C6 и C7, где {ui, ki} – решение
обратной задачи (3.2.5)–(3.2.7) при φ = φi, i = 1, 2. Эти оценки следуют из
сжимаемости оператора A в уравнении (3.2.29). Действительно, для ki справед-
ливы уравнения (3.2.30) c

Ai(ki) = (Φ1i + (g(ψ(a1)− ψ(ui)), b)Ψ
−1
1 , i = 1, 2,

где Φ1i = φi − (gψ(a1) − f, b), и неравенства (3.2.37) с ki0 = Φ1iΨ
−1
1 и K0 =

(|φi| + |(f, b)| + g1C3∥b∥)Ψ−1
1 . Для определенности будем считать, что k10 ≤ k20,
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а значит Φ11 ≤ Φ12. Повторяя рассуждения, приведшие к (3.2.40), можно полу-
чить аналогичное неравенство. А именно,

⟨M(u1 − u2), u1 − u2⟩1 ≤
c20mes2/nΩ
(k10)

4m1
∥F1∥ |k1 − k2|2. (3.2.52)

Составим разность уравнений (3.2.30) для ki0 и оценим разность значений
операторов Ai(ki) при i = 1, 2 по модулю. Ввиду (3.2.52) и предположения V

|k1−k2| = |A1(k1)−A2(k2)| ≤
[
|φ1−φ2|+g1α(r)∥b∥⟨M(u1−u2), u1−u2⟩1/21,M

]
Ψ−1

1 ≤

≤
[
|φ1 − φ2|+ g1α(r)∥b∥

Ψ2
1c0mes1/nΩ

Φ2
11m

1/2
1

∥F1∥ |k1 − k2|
]
Ψ−1

1 ,

откуда в силу (3.2.27) для Φ11 следует первое неравенство (3.2.51). Далее, умно-
жим разность уравнений (3.2.5) для {u1, k1} и {u2, k2} на M(u1 − u2) в смысле
скалярного произведения в L2(Ω) и запишем полученное соотношение в виде

k1∥M(u1−u2)∥2 = −(g(ψ(u1)−ψ(u2)),M(u1−u2))−(k1−k2)(Mu2,M(u1−u2)).

Оценим правую часть этого равенства с помощью (3.2.18) для u2 при k = k2,
первого неравенства (3.2.51) и (3.2.52). С учетом предположения V получим
соотношение

k1∥M(u1−u2)∥2 ≤
1

2k1

[
g1∥ψ(u1)−ψ(u2)∥+|k1−k2| ∥Mu2∥

]2
+
k1
2
∥M(u1−u2)∥2 ≤

≤ C2
6

2(k10)
3

{
g1c(c

′)p
(
∥a1∥+

c0mes1/nΩ
k10m1

∥F1∥max{1, c0mes1/nΩ}
)p

+ ∥f∥+

+g1α(r)
c0mes1/nΩ

k10m
1/2
1

∥F1∥
}2

|φ1 − φ2|2 +
k1
2
∥M(u1 − u2)∥2,

из которого следует, что

∥M(u1 − u2)∥ ≤ C6

(k10)
2

{
g1c(c

′)p
(
∥a1∥+

c0mes1/nΩ
k10m1

∥F1∥max{1, c0mes1/nΩ}
)p

+

+∥f∥+ g1α(r)
c0mes1/nΩ

k10m
1/2
1

∥F1∥
}
|φ1 − φ2| ≡ C8|φ1 − φ2|. (3.2.53)

Согласно теореме 5.1 из [87, Глава 2] для разности u1−u2 имеет место неравен-
ство

∥u1 − u2∥2 ≤ κ(∥M(u1 − u2)∥+ ∥u1 − u2∥1) ≤ κ(∥M(u1 − u2)∥+
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+m
−1/2
1 ⟨M(u1 − u2), u1 − u2⟩1),

которое вместе с (3.2.52), (3.2.53) и первым неравенством (3.2.51) влечет спра-
ведливость второй оценки (3.2.51) с C7 = κ(C8 + c0C6(k

1
0)

−2m−1
1 ∥F1∥mes1/nΩ).

Как отмечалось выше, интерес к задачам идентификации коэффициентов
в эллиптических уравнениях, в том числе уравнениях типа (3.2.2) или (3.2.5),
объясняется их широкими приложениями. Рассмотрим некоторые примеры та-
ких задач в случае изотропных сред.

Установившийся процесс фильтрации изотермального газа описывается
уравнением [16]

− k

mµ1
div(|u|p−2∇u) = 0, (3.2.54)

где p = 3, u – давление газа в порах, µ1 – вязкость газа, k и m– проницаемость
и пористость (относительный объем пустот или пор) породы соответственно.
В этом случае ψ1(ρ) = (p − 1)−1|ρ|p−2ρ, M = −(mµ1)

−1∆ (∆ – оператор Ла-
пласа) и g ≡ 0. При этом можно считать, что ψ2(ρ) = ρ. Уравнение (3.2.54)
удовлетворяет предположениям I, II, VI.

Рассмотрим обратную задачу 3.2 идентификации коэффициента k в об-
ласти Ω ⊂ R3

+ = {x|x ∈ R3, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3}. В условиях (3.2.3) и (3.2.4)
положим β(x) = ψ−1

1 (d1x1 + d2x2 + d3x3 + d4) и ω(x) = ω1x1 + ω2x2 + ω3x3 + ω4.
Предположим, что постоянные d4 > 0, ω4 > 0, di ≥ 0 и ωi ≥ 0, i = 1, 2, 3. Пусть
также d1ω1+ d2ω2+ d3ω3 ≥ α > 0. Тогда решения задач (3.2.9) и (3.2.10) имеют
вид a2(x) = ψ−1

1 (d1x1 + d2x2 + d3x3 + d4) и b(x) = ω1x1 + ω2x2 + ω3x3 + ω4 во
всей области Ω, и выполняются предположения (3.2.46)–(3.2.48). Если φ > 0,
то верно неравенство (3.2.47). Таким образом, согласно теореме 3.2.4 задача 3.2
для уравнения (3.2.54) имеет единственное решение.

В [158] представлена математическая модель неравновесных эффектов в
одновременном течении несмешивающихся жидкостей в пористой среде. В слу-
чае установившегося течения базовое уравнение имеет вид

k∆ψ1(u) = 0, (3.2.55)

где u – насыщенность (концентрация) воды, коэффициент k зависит от прони-
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цаемости пористой среды и поверхностного натяжения воды,

ψ1(ρ) = −
ρ∫

0

f1(s)f2(s)

f1(s) + f2(s)
J ′(s)ds. (3.2.56)

Безразмерные неотрицательные величины f1 и f2 называются относительны-
ми проницаемостями и удовлетворяют неравенству 0 ≤ fi ≤ 1. Функция Ле-
вретта J связана с капиллярным давлением. Для удобства можно считать, что
концентрация воды 0 ≤ u ≤ 1. Функции f1(s) и f2(s) являются гладкими на
[0, 1], причем f1(s) монотонно неубывающая, а f2(s) монотонно невозрастаю-
щая функция. Причем f1(s) = 0, f2(s) = 1 при s ≤ 0 и fi(s) постоянны при
s ≥ 1, i = 1, 2. J(s) – неотрицательная и монотонно убывающая функция пе-
ременной s. В частности, относительные проницаемости и функцию Левретта
можно аппроксимировать на (0,1) зависимостями вида

f1(s) = c1s
p, f2(s) = c2(1− u)γ, J(s) = c3(1− u)r1u−r2

с положительными показателями p, γ, r1, r2 и константами ci > 0, i = 1, 2, 3.
После достижения предельной концентрации, т. е. при u ≥ 1 относитель-

ные проницаемости fi и капиллярное давление становятся постоянными. Поэто-
му ψ(u) = Ku при u ≥ 1, где K - постоянная равная значению подинтеграль-
ного выражения (3.2.56) при s = 1. Таким образом, функция ψ1(ρ) непрерывна
и строго возрастает на [0,+∞). При неотрицательных граничных данных по-
ведение ψ1(ρ) при ρ < 0 не существенно, так как по теореме сравнения u ≥ 0

почти всюду в области Ω. Можно считать, что ψ1(ρ) = ρ при ρ < 0. В этом слу-
чае оператор M и функция ψ1(ρ) отвечают предположениям I, II и VI. Таким
образом, если выполняются условия (i) и (ii) теоремы 3.2.4, то задача 3.2 для
уравнения (3.2.55) имеет единственное решение (u(x), k).

Другая область применения уравнений типа (3.2.2) или (3.2.5) связана с
моделированием электрических полей полупроводников. В отсутствии внешне-
го электрического поля потенциал собственного поля полупроводника в стаци-
онарном случае моделируется уравнением [123]

−k∆(u+
ε

2
u2 +

ε2

6
u3) + λ|u|qu = 0, (3.2.57)

где параметры k и λ зависят от электрической восприимчивости полупровод-
ника, ε > 0 – малый параметр, q ≥ 0. Оператор M = −∆ и функции ψ1(ρ) =
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ρ+ ε
2ρ

2+ ε2

6 ρ
2 и ψ2(ρ) = |ρ|qρ удовлетворяют предположениям I, II и VI. При вы-

полнении остальных предположений теоремы 3.2.4 обратная задача для (3.2.57)
с условиями (3.2.3), (3.2.4) имеет единственное решение.

Примером модели анизотропной диссипации в полупроводнике является
стационарное нелинейное уравнение [123]

−k(α1∆2u+ α2
∂2u

∂x23
) + λ|u|qu = 0,

где ∆2 – оператор Лапласа по переменным x1 и x2, параметры k и λ зависят
от электрической восприимчивости, а постоянные αi > 0, i = 1, 2, определя-
ются тензором электрической поляризуемости полупроводника, q ≥ 0. В дан-
ном случае оператор M = −(α1∆2 + α2∂

2/∂x23) и функция ψ(ρ) = |u|qu при
q ≤ 2 удовлетворяют предположениям I, II, IV, V. Если выполняются осталь-
ные предположения теоремы 3.2.3, то обратная задача для данного уравнения
с условиями (3.2.3), (3.2.7) имеет единственное решение.
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Глава 4. Нелокальные краевые задачи для эволюционных систем

В данной главе методы решения обратных задач применяются для иссле-
дования нелокальных краевых задач для систем нагруженных уравнений пара-
болического и соболевского типа. (В литературе принято использовать термин
"нагруженное уравнение"для уравнений с частными производными, содержа-
щих следы или значения некоторых функционалов от решения [102].) В отличии
от задач для систем уравнений, изученных в первой главе, здесь речь пойдет
о задачах, в которых условия по времени заданы только для одной из неиз-
вестных функций. Рассматриваются два варианта условий: либо заданы следы
одной из функций в начальный и финальный моменты времени, либо нелокаль-
ные условия в виде интеграла по времени и комбинации следов в начальный и
финальный моменты. Устанавливаются достаточные условия глобальной одно-
значной разрешимости этих задач.

Изучение таких задач для систем нагруженных уравнений параболическо-
го типа с условиями по времени, заданными только для одной из неизвестных
функций представляют как математический, так и практический интерес. Они
возникают при моделировании процесса массопереноса (диффузии) в сплошных
средах со сложным химическим составом, например, при электролитическом
рафинировании цветных металлов. Концентрация основного металла и кислот-
ного остатка в электролизной ванне, как правило, известна и на начальной, и
на конечной стадии процесса, тогда как концентрация примесей, в частности,
состава шлама благородных металлов, не поддается определению с приемлемой
точностью [35].

Представляют интерес подобные задачи и для систем нагруженных урав-
нений соболевского типа, так как наряду с обширными физическими приложе-
ниями такие уравнения и системы используются в качестве различных регуля-
ризаций соответствующих параболических уравнений и систем [21, 23, 104, 157,
165,311], а также уравнений смешанного типа [110,278]. Исследование начально-
краевых задач для систем уравнений соболевского типа восходит к работе Галь-
перна [33]. Им посвящен и ряд более поздних работ (см. статью [36] и ссылки в
ней).

Среди работ, которые связаны с вопросами, обсуждаемыми в данной гла-
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ве, отметим также статьи [39–41, 307, 308, 317], где рассматривались нагружен-
ные уравнения параболического и соболевского типа и задачи с нелокальными
краевыми условиями.

4.1 Нелокальные задачи для систем параболических уравнений

Первым объектом исследования являются нелокальные задачи для пара-
болических систем, в которых условия по времени заданы только для одной из
неизвестных функций. Такие задачи можно рассматривать как обратные задачи
отыскания, например, неизвестной концентрации примесей в начальный момент
по дополнительной информации о содержании основного металла на конечной
стадии процесса. Аналогичные нелокальные задачи для систем нагруженных
параболических уравнений возникают при решении обратных задач отыскания
неизвестных коэффициентов в дифференциальных уравнениях [60,64].

4.1.1 Постановка задач. Предварительные замечания

Задачи решаются в цилиндре QT = (0, T )×Ω, где Ω ∈ Rn – ограниченная
область с границей ∂Ω, T – произвольное положительное действительное чис-
ло. Как и в предыдущих главах, замыкание области Ω будем обозначать через
Ω и боковую поверхность цилиндра QT через ST = (0, T ) × ∂Ω. Также будем
использовать обозначения скалярных произведений, отношений двойственно-
сти и норм в пространстве Rn и функциональных пространствах, введенные
в §2 главы 1. Кроме того, обозначим через Hq(Ω) гельдеровское пространство
функций, зависящих от переменных x ∈ Ω, q > 0.

Пусть M,L,B : W 1
2 (Ω) → (W 1

2 (Ω))
∗ – линейные дифференциальные опе-

раторы вида
M = −div(M(x)∇) + (m,∇)R +m(x)I,

L = −div(L(x)∇) + (l,∇)R + l(x)I, (4.1.1)

B = −div(B(x)∇) + (b,∇)R + b(x)I,

соответственно, где M(x) ≡ (mij(x)), L(x) ≡ (lij(x)) и B(x) ≡ (bij(x)) – мат-
рицы функций, i, j = 1, 2, . . . , n; m = m(x), l = l(x), и b = b(x) – векторные
функции; m, l, b – скалярные функции; I – тождественный оператор.
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Рассмотрим две задачи для систем двух параболических уравнений.
Задача 4.1. При заданных функциях gk(x, p), fk(t, x), βk(t, x), k = 1, 2,

γ(x, p), u0(x) и uT (x) найти пару функций {u1(t, x), u2(t, x)}, удовлетворяющую
системе уравнений

u1t +Mu1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f1(t, x), (4.1.2)

u2t + Lu2 = Bu1 + γ(x, u1) + f2(t, x), (t, x) ∈ QT , (4.1.3)

и краевым условиям

u1|t=0 = u0(x), u1|t=T = uT (x), x ∈ Ω, (4.1.4)

ui|ST
= βi(t, x), i = 1, 2. (4.1.5)

Здесь Ui(x) ≡
∫ T

0 uidt, i = 1, 2. A – линейный оператор. Предполагается, что
A – это либо тождественный оператор, т. е. A = I, либо дифференциальный
оператор вида

A = −div(A(x)∇) + (a,∇)R + a(x)I, (4.1.6)

где A(x) ≡ (aij(x)) – матрица функций, i, j = 1, 2, . . . , n; a = a(x) – векторная
функция; a – скалярная функция.

Задача 4.2. При заданных функциях gi(x, p), fi(t, x), βi(t, x), i = 1, 2,
a(x, p), µ(x) и φ(x) найти пару функций {u1(t, x), u2(t, x)}, отвечающую системе
уравнений

u1t +Mu1 = Bu2 + f1(t, x), (4.1.7)

u2t + Lu2 = f2(t, x), (t, x) ∈ QT , (4.1.8)

условиям
u1|t=T − u1|t=0 = µ(x), U1(x) = φ(x), x ∈ Ω, (4.1.9)

и граничным данным (4.1.5).
В задаче 4.2 соотношения (4.1.9) являются нелокальными условиями, ко-

торые связывают значения функции u1 в различные моменты времени. Кор-
ректность задач с подобными краевыми условиями изучалась в работах [101,
140,141,200].

Введем следующее предположение относительно операторов M , L.
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I′. M и L – сильно эллиптические операторы, т. е. существуют положи-

тельные постоянные mk и lk, k = 1, 2 такие, что для любого v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

m1∥v∥21 ≤
〈
Mv, v

〉
1
≤ m2∥v∥21, (4.1.10)

l1∥v∥21 ≤
〈
Lv, v

〉
1
≤ l2∥v∥21. (4.1.11)

Наряду с задачами 4.1 и 4.2 рассмотрим две вспомогательные задачи для
линейного параболического уравнения

ut + Lu = F (t, x) (4.1.12)

с оператором L вида (4.1.1), граничным условием

u|ST
= β(t, x). (4.1.13)

и нелокальными данными

u|t=T − u|t=0 = µ(x), x ∈ Ω, (4.1.14)

или
T∫

0

u(t)dt = φ(x), x ∈ Ω. (4.1.15)

Существование и единственность слабого обобщенного решения задач (4.1.12)–
(4.1.14) и (4.1.12), (4.1.13), (4.1.15) гарантируется следующими теоремами.

Лемма 4.1.1. Пусть выполняется предположение I для оператора L.
Пусть также F ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω)), µ ∈ L2(Ω), β ∈ L∞(0, T ;W
1/2
2 (∂Ω)), βt ∈

L2(ST ). Тогда задача (4.1.12)–(4.1.14) имеет единственное слабое решение u
в классе Y ≡ L2(0, T ;W 1

2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), которое непрерывно зависит
от F , µ и β, т. е.

∥u∥Y ≤ C
{
∥µ∥+ ∥β∥

L∞(0,T ;W
1/2
2 (∂Ω))

+ ∥βt∥L2(ST ) + ∥F∥L2(0,T ;W−1
2 (Ω))

}
,

где положительная константа C зависит от n, T , l1, l2 и mesΩ.

Лемма 4.1.2. Пусть выполняется предположение I для оператора L,
lij(x) ∈ W 1

∞(Ω), i, j = 1, 2, · · · , n; l ∈ (L∞(Ω))n, l ∈ L∞(Ω) и ∂Ω ∈ C2. Пусть
также F ∈ L2(QT ), φ ∈ W 2

2 (Ω), β ∈ L∞(0, T ;W
3/2
2 (∂Ω)), βt ∈ L2(ST ). Тогда
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задача (4.1.12)–(4.1.13),(4.1.15) имеет единственное слабое решение u ∈ Y ,
которое непрерывно зависит от F , µ и β, т. е.

∥u∥Y ≤ C̃
{
∥Lφ∥+ ∥β∥

L∞(0,T ;W
1/2
2 (∂Ω))

+ ∥βt∥L2(ST ) + ∥F∥L2(QT )

}
,

где положительная константа C̃ зависит от n, T , l1, l2 и mesΩ.

Леммы 4.1.1 и 4.1.2 сводятся к специальным случаям теорем 1 и 2 в [141]
заменой функции u новой функцией w+h в (4.1.12), (4.1.13), (4.1.15), где Mh =

0 и h|ST
= β.

4.1.2 Задача с начальным и финальным условиями для u1

Рассмотрим сначала задачу 4.1 в случае A = I. Введем следующее пред-
положение относительно гладкости коэффициентов операторов M , L и B.

II′. mij(x) ∈ Hr+1(Ω) ∩W 3
∞(Ω), lij(x), bij(x) ∈ W 1

∞(Ω), i, j = 1, 2, · · · , n,
0 < r < 1; m ∈ (Hr(Ω) ∩W 2

∞(Ω)))n, m(x) ∈ Hr(Ω) ∩W 2
∞(Ω); l,b ∈ (L∞(Ω))n,

l, b ∈ L∞(Ω).
Под решением задачи 4.1 будем понимать пару функций {u1, u2}, облада-

ющих следующими свойствами:

1) {u1, u2} ∈ V = {{v1, v2}|v1 ∈ C([0, T ];W 4
2 (Ω)), v1t ∈ L2(0, T ;W 4

2 (Ω)), v2 ∈
Y , v2t ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω))};

2) пара функций {u1, u2} удовлетворяет соотношениям (4.1.2)–(4.1.5).

Теорема 4.1.3. Пусть выполняются предположения I′, II′ и ∂Ω ∈ C5.
Предположим также, что

(i) f1 ∈ Cr([0, T ];W 2
2 (Ω) ∩ Hr(Ω)), f1t ∈ C([0, T ];W 2

2 (Ω)), f1tt ∈ L2(QT ), f2 ∈
L2(QT ), u0, uT ∈ Hr+2(Ω) ∩ W 5

2 (Ω), β1 ∈ C([0, T ];Hr+2(∂Ω) ∩ W
7/2
2 (∂Ω)),

β1t ∈ Cr([0, T ];Hr(∂Ω))∩L2(0, T ;W
7/2
2 (∂Ω)), β1tt, β1ttt ∈ L2(0, T ;W

3/2
2 (∂Ω)),

β2, β2t ∈ L2(0, T ;W
1/2
2 (∂Ω)), 0 < r < 1;

(ii) если n ≤ 6, то функции gk(x, p), k = 1, 2, дважды непрерывно дифферен-
цируемы в Ω×(−∞,+∞); если n > 6, то g1(x, p) = c(x)p, где c(x) ∈ C2(Ω)

и g2(x, p) = g2(x) ∈ C2(Ω); функция γ(x, p) непрерывна в Ω × (−∞,+∞);
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существует постоянная ν > 0 и неотрицательная непрерывная функция
q1(s1, s2) ((s1, s2) ∈ R2) такие, что |g2(x, p)| ≥ ν в Ω× (−∞,+∞) и

∥γ|p=v∥L2(QT ) ≤ q1(∥v∥C([0,T ];W 4
2 (Ω))

, ∥vt∥L2([0,T ];W 4
2 (Ω))

) (4.1.16)

для любого v ∈ C([0, T ];W 4
2 (Ω)) с vt ∈ L2([0, T ];W 4

2 (Ω)).

Тогда задача 4.1 имеет решение {u1, u2} ∈ V , это решение единственно и
u1tt ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω)).

Доказательство. Существование решения задачи 4.1 докажем в два эта-
па. На первом этапе установим существование и единственность решения задачи
(4.1.2),(4.1.4),(4.1.5), как обратной задачи восстановления неизвестной функции
u1 и источника U2. Второй этап заключается в решении задачи для уравнения
(4.1.3) относительно u2 с граничными данными (4.1.5) при условии, что u1 и U2

известны.
Рассмотрим задачу (4.1.2),(4.1.4),(4.1.5). Проинтегрируем (4.1.2) по t на

[0, T ] и разделим результат на T . Ввиду (4.1.4) это даст

δu1 +Mū1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)U2 + f̄1, (4.1.17)

где δu1 = T−1(uT (x) − u0(x)) и v̄ = T−1
∫ T

0 v dt для каждого v ∈ L1(0, T ).
Вычитая (4.1.17) из (4.1.2) получим, что

ũ1t +Mũ1 = f1 − f̄1 + δu1, ũ1 = u1 − ū1.

Введем функцию h1 как решение задачи Mh1 = 0, h1|∂Ω = β1 и перепишем
последнее равенство в терминах новой неизвестной функции w = ũ1 − h1 + h̄1.

wt +Mw = f1 − f̄1 + δu1 − h1t ≡ F1(t, x). (4.1.18)

Из (4.1.4) и (4.1.5) следует, что

w|t=T − w|t=0 = Tδu1 − h1(T, x) + h1(0, x) ≡ wT (x), (4.1.19)

w|ST
= 0. (4.1.20)

Согласно лемме 4.1.1 задача (4.1.18)–(4.1.20) имеет единственное обобщенное
решение w ∈ Y и

∥w∥Y ≤ C
{
∥δu1∥+ ∥F1∥L2(0,T ;W−1

2 (Ω))

}
.
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Докажем, что в условиях теоремы w ∈ C(0, T ;W 4
2 (Ω)). Для этого рас-

смотрим итерационную схему

ws
t +Mws = F1(t, x), (4.1.21)

ws|t=0 = ws−1|t=T − wT (x), (4.1.22)

ws|ST
= 0, s = 1, 2, ...; w0 = 0. (4.1.23)

По теореме 5.2 [86, Глава IV], ws ∈ Cr([0, T ];Hr+2(Ω)) и ws
t ∈ Cr([0, T ];Hr(Ω)).

Вычитая (4.1.21) для ws из того же уравнения для ws+1, приходим к равенству

ws+1
t − ws

t +Mws+1 −Mws = 0. (4.1.24)

Умножим (4.1.24) на M(ws+1−ws) в смысле скалярного произведения в L2(Ω) и
проинтегрируем по частям в первом члене результирующего уравнения. Имеем

1

2

d

dt

〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1
+ ∥M(ws+1 − ws)∥2 = 0.

Умножая это уравнение на eαt, где α > 0, получим, что

1

2

d

dt

[
eαt

〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1

]
+ eαt∥M(ws+1 − ws)∥2−

−αeαt
〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1
= 0. (4.1.25)

В предположениях относительно оператора M для любого v ∈ W 2
2 (Ω), v|∂Ω = 0

справедливы неравенства

m3∥v∥2 ≤ ∥Mv∥ ≤ m4∥v∥2. (4.1.26)

с некоторыми постоянными m3 > 0 и m4 > 0. Следовательно,

∥M(ws+1 − ws)∥2 − α
〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1

≥ (m2
3 − αm2)∥ws+1 − ws∥22. (4.1.27)

Выбирая α из условия α < m2
3/m2 и интегрируя (4.1.25) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤

T , в силу (4.1.27) получаем неравенство

1

2

〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1
+ (m2

3 − αm2)

τ∫
0

∥ws+1 − ws∥22 e−α(τ−t) dt
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≤ 1

2
e−ατ

〈
ws − ws−1,M(ws − ws−1)

〉
1

∣∣
t=T

,

из которого вытекает, что〈
ws+1 − ws,M(ws+1 − ws)

〉
1

∣∣
τ=T

≤ e−αT
〈
ws − ws−1,M(ws − ws−1)

〉
1

∣∣
t=T

≤

≤ e−αT (s−1)
〈
w1,Mw1

〉
1

∣∣
t=T

≤ e−αTs
〈
wT ,MwT

〉
1

и
T∫

0

∥ws+1 − ws∥22 dt ≤ m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥wT

∥∥2
1
. (4.1.28)

для каждого s = 1, 2, . . .. Ввиду (4.1.24), (4.1.26) и (4.1.28)

T∫
0

∥ws+1
t − ws

t∥2 dt ≤ m4m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥wT

∥∥2
1
, (4.1.29)

s = 1, 2, . . ..
Неравенства (4.1.28), (4.1.29) позволяют получить равномерные оценки на

ws и ws
t . Заметим, что для w1справедливо неравенство [86, Глава III ]

∥w1∥21 +
t∫

0

{
∥w1∥22 + ∥w1

t ∥2
}
dt ≤ C1e

C2t(t+ 1)

[
∥wT∥21 +

t∫
0

∥F1∥2dt
]
,

где положительные постоянные C1, C2 зависят от n, m2, m4 и ∂Ω. Тогда для
каждого s ≥ 2

{ T∫
0

∥ws∥22dt
}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥ws−i − ws−i−1∥22dt
]1/2

≤

≤
[m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥wT∥1 + ∥F1∥L2(QT )

]
.(4.1.30)

Аналогичным образом можно получить оценку

{ T∫
0

∥ws
t∥2dt

}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥ws−i
t − ws−i−1

t ∥2dt
]1/2

≤

≤
[m4m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥wT∥1 + ∥F1∥L2(QT )

]
. (4.1.31)
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В условиях теоремы Mws ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩ Hr(Ω)) (см. [138, Глава

10]) и в силу (4.1.21) ws
t ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω)). Следовательно, существуют сле-
ды ws(0, x), ws(T, x) в классе W 2

2 (Ω), и уравнение (4.1.21) справедливо при всех
(t, x) ∈ QT . Подействуем оператором M на (4.1.21) и (4.1.22). Перепишем ре-
зультирующие равенства, вводя новую функцию W s = Mws − F1(t, x). Это
даст

W s
t +MW s = −F1t, (4.1.32)

W s|t=0 = W s−1|t=T −MwT + TδF1, (4.1.33)

где δF1 = T−1(F1(T, x)− F1(0, x)). Ввиду (4.1.21), (4.1.23)

W s|ST
= 0. (4.1.34)

Задача (4.1.32)–(4.1.34) имеет единственное решение W s ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)). По-

вторяя рассуждения, приведшие к (4.1.28) и (4.1.29), получаем оценки

T∫
0

∥W s+1 −W s∥22 dt ≤ m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥MwT − TδF1∥21, (4.1.35)

T∫
0

∥W s+1
t −W s

t ∥2 dt ≤ m4m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥MwT − TδF1

∥∥2
1

(4.1.36)

справедливые при каждом s = 1, 2, ....
Далее, поскольку ws

t ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)), в условиях теоремы из уравнения

(4.1.21) вытекает, что существует вторая производная ws
tt ∈ L2(QT ) и следы

ws
t (0, x) и ws

t (T, x) в L2(ST ). Дифференцируя уравнение (4.1.21) по t и выражая
ws

t (0, x) из (4.1.21) и (4.1.22), приходим к задаче

ws
tt +Mws

t = F1t(t, x),

ws
t |t=0 = −Mws−1|t=T −MwT (x) + F1|t=0, ws|ST

= 0, s = 1, 2, ...;

аналогичной (4.1.21) – (4.1.23). Согласно [138, Глава 10] эта задача имеет един-
ственное решение, причем ws

t ∈ L2(0, T ;W 4
2 (Ω)) и ws

tt ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)). По-

следнее означает, что на полученное уравнение можно подействовать операто-
ром M . Это равносильно дифференцированию (4.1.32) по t. Имеем:

W s
tt +MW s

t = F1tt.
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Ввиду (4.1.32),
W s

t |t=0 = W s−1
t |t=T +W0(x),

где W0(x) ≡M 2wT − Tδ(F1t +MF1). Из (4.1.34) вытекает условие

W s
t |ST

= 0.

Проводя рассуждения аналогичные доказательству (4.1.28) и (4.1.29), можно
показать, что

T∫
0

∥W s+1
t −W s

t ∥22 dt ≤ m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥W0

∥∥2
1
, (4.1.37)

T∫
0

∥W s+1
tt −W s

tt∥2 dt ≤ m4m2(m
2
3 − αm2)

−1e−αT (s−1)
∥∥W0

∥∥2
1

(4.1.38)

при каждом s = 1, 2, ....
Теперь мы можем получить равномерные оценки на W s и W s

t с помощью
(4.1.35)–(4.1.38). Согласно [86, Глава III], дляW 1 иW 1

t имеют место неравенства

∥W 1∥21+
t∫

0

{
∥W 1∥22+∥W 1

t ∥2
}
dt ≤ C1e

C2t(t+1)

[
∥TδF1−MwT∥21+

t∫
0

∥F1t∥2dt
]
,

∥W 1
t ∥21 +

t∫
0

{
∥W 1

t ∥22 + ∥W 1
tt∥2

}
dt ≤ C1e

C2t(t+ 1)

[
∥W0∥21 +

t∫
0

∥F1tt∥2dt
]
,

t ∈ [0, T ]. Тогда в силу (4.1.35) для каждого s ≥ 2{ T∫
0

∥W s∥22dt
}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥W i+1 −W i∥22dt
]1/2

≤
[m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+

+C1e
C2T (T + 1)

]1/2[
∥TδF1 −MwT∥1 + ∥F1t∥L2(QT )

]
. (4.1.39)

Аналогичным образом, используя (4.1.36)–(4.1.38), получаем оценки{ T∫
0

∥W s
t ∥2dt

}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥W s−i
t −W s−i−1

t ∥2dt
]1/2

≤

≤
[m4m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2

×

×
[
∥TδF1 −MwT∥1 + ∥F1t∥L2(QT )

]
, (4.1.40)
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{ T∫
0

∥W s
t ∥22dt

}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥W s−i
t −W s−i−1

t ∥22dt
]1/2

≤

≤
[m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥W0∥1 + ∥F1tt∥L2(QT )

]
,(4.1.41){ T∫

0

∥W s
tt∥2dt

}1/2

≤
s−1∑
i=0

[ T∫
0

∥W s−i
tt −W s−i−1

tt ∥2dt
]1/2

≤

≤
[m4m2(m

2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥W0∥1 + ∥F1tt∥L2(QT )

]
.(4.1.42)

Из (4.1.28), (4.1.29), (4.1.35)–(4.1.38) вытекает, что последовательность
ws имеет предел w ∈ L2(0, T ;W 4

2 (Ω)), ws
t сходится к wt в L2(0, T ;W 4

2 (Ω)) и
ws

tt → wtt в L2(0, T ;W 2
2 (Ω)) при s→ +∞. Тогда ws → w в C([0, T ];W 4

2 (Ω)) при
s→ +∞, что влечет за собой существование следов ws(0, x), ws(T, x) ∈ W 4

2 (Ω)

и ws(0, x) → w(0, x), ws(T, x) → w(T, x) в W 4
2 (Ω) при s → +∞. Переходя

к пределу в (4.1.21)–(4.1.22), заключаем, что функция w удовлетворяет урав-
нению (4.1.18) почти всюду в QT и данным (4.1.19) почти для всех x ∈ Ω.
Ввиду (4.1.23) w также отвечает граничному условию (4.1.20). Кроме того, для
w и W = Mw − F1 остаются справедливыми оценки (4.1.30), (4.1.31), (4.1.39)–
(4.1.42) .

Вернемся к задаче (4.1.2)–(4.1.5). Используя определение w, (4.1.1) и усло-
вие (4.1.10), выразим u1 через w:

u1 = w + u0 − w(0, x)− h1 + h1(0, x).

Из этого равенства и гладкости w и β1 заключаем, что u1 ∈ C([0, T ];W 4
2 (Ω)).

В силу (4.1.26), оценок (4.1.30),(4.1.31),(4.1.39)–(4.1.43) для w и W , а также
неравенств

∥v∥2+j ≤ Dj{∥Mv∥j + ∥v∥j} (4.1.43)

для v ∈ W 2+j
2 (Ω)∩W̊ 1

2 (Ω), j = 1, 2, которые следуют из [87, Глава 2] и [85, Глава
1], справедливы оценки

{ T∫
0

∥u1∥24dt
}1/2

≤
{ T∫

0

∥h1∥24dt
}1/2

+ ∥h1(0, ·)∥4 + ∥u0∥4+
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+C3

[m2(m
2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2

×

×
[
∥TδF1 −MwT∥1 + ∥F1t∥L2(QT ) + ∥wT∥1 + ∥F1∥L2(QT )

]
,{ T∫

0

∥u1t∥24dt
}1/2

≤
{ T∫

0

∥h1t∥24dt
}1/2

+

+C3

[m2(m
2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥W0∥1 + ∥F1tt∥L2(QT )

]
, (4.1.44){ T∫

0

∥u1tt∥2dt
}1/2

≤
{ T∫

0

∥h1tt∥2dt
}1/2

+

+C3

[m4m2(m
2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2[

∥W0∥1 + ∥F1tt∥L2(QT )

]
.

Здесь положительная постоянная C3 зависит от Dj, j = 1, 2, а Dj – от n и
mesΩ.

Теперь можно найти u2 как решение задачи для уравнения (4.1.3) с гра-
ничными данными (4.1.5) и условием

U2 ≡
T∫

0

u2 dt =
[
δu1 +Mu1 − g1(x, U1)− f 1

]
(g2(x, U1))

−1 ≡ ψ(x), (4.1.45)

которое следует из (4.1.17). В силу (4.1.44), предположений i), ii) и теоремы
вложения ψ(x) ∈ W 2

2 (Ω). Согласно лемме 4.1.2 задача (4.1.3), (4.1.5), (4.1.45)
имеет единственное решение u2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1

2 (Ω)) и u2t ∈
L2(0, T ;W−1

2 (Ω)). Теорема доказана.
Перейдем к задаче 4.1 с дифференциальным оператором A вида (4.1.6).

Введем следующие предположения.
III. mij, lij, aij, bij ∈ W 1

∞(Ω), i, j = 1, 2, · · · , n; m, l, a,b ∈ (L∞(Ω))n,
m, l, a, b ∈ L∞(Ω).

IV. Существуют постоянные σk > 0, k = 1, 2, такие, что для любого

v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

σ1∥v∥21 ≤
〈
Av, v

〉
1
≤ σ2∥v∥21.

Под решением задачи 4.1 с таким оператором A будем понимать пару
функций {u1, u2} со следующими свойствами:
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1) {u1, u2} ∈ V1 = {{u1, u2}|u1 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];W 2
2 (Ω)), u1t ∈

L2(QT ), u2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1
2 (Ω)), u2t ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω))};

2) пара функций {u1, u2} удовлетворяет соотношениям (4.1.2)–(4.1.5).

Теорема 4.1.4. Пусть выполняются предположения I, III, IV и ∂Ω ∈
C2. Пусть также

(iii) βk, β1t ∈ L2(0, T ;W
3/2
2 (∂Ω)), k=1,2, β1tt, β2t ∈ L2(ST ), fk, f1t ∈ L2(QT ),

u0, uT ∈ W 3
2 (Ω);

(iv) функции gk(x, p) и γ(x, p) непрерывны на Ω × (−∞,+∞), k = 1, 2; суще-
ствуют положительная постоянная ν и неотрицательные непрерывные
функции q1(s) (s ∈ R) и q2(s1, s2) ((s1, s2) ∈ R2) такие, что |g2(x, p)| ≥ ν

для всех (x, p) ∈ Ω× (−∞,+∞),

∥g1|p=v∥ ≤ q1(∥v∥2) (4.1.46)

для всех v ∈ W 2
2 (Ω) и

∥γ|p=v∥L2(QT ) ≤ q2(∥v∥L2([0,T ];W 2
2 (Ω))

, ∥vt∥L2(QT )) (4.1.47)

для всех v ∈ L2([0, T ];W 2
2 (Ω)) с vt ∈ L2(QT ).

Тогда задача 4.1 имеет единственное решение {u1, u2} ∈ V1.

Доказательство. Так же как и при доказательстве теоремы 4.1.3 проин-
тегрируем (4.1.2) по t на [0, T ] и разделим результат на T . Ввиду (4.1.4) это
даст

δu1 +Mū1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f̄1. (4.1.48)

Вычитая (4.1.48) из (4.1.2) и переписывая разность в терминах функции w, при-
ходим к задаче (4.1.18)–(4.1.20). Как отмечалось выше, согласно лемме 4.1.1
эта задача имеет единственное решение w ∈ L2(0, T ;W 1

2 (Ω)), причем wt ∈
L2([0, T ];W−1

2 (Ω)).
Покажем, что в условиях теоремы w ∈ C(0, T ;W 2

2 (Ω)). Для этого сно-
ва рассмотрим итерационную схему (4.1.21)–(4.1.23). Согласно теореме 18 [138,
Глава 10] ws ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω)), ws
t ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω)). Кроме того, для ws
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справедливы неравенства (4.1.28), (4.1.29), (4.1.30) при каждом s = 1, 2, . . ..
Из (4.1.21) следует, что ws

tt ∈ L2(QT ). Дифференцируя уравнение (4.1.21) по t,
приходим к аналогичному уравнению для ws

t .

ws
tt +Mws

t = F1t(t, x).

Начальные данные для ws
t дает уравнение (4.1.21) при t = 0, так как ввиду

гладкости ws оно выполняется при каждом t ∈ [0, T ].

ws
t |t=0 = ws−1

t |t=T +MwT (x)− TδF1.

Из (4.1.23) в свою очередь вытекает, что

ws
t |ST

= 0.

Таким образом, ws
t является решением краевой задачи аналогичной (4.1.21)–

(4.1.23). Применяя к этой задаче рассуждения, позволившие доказать нера-
венства (4.1.28), (4.1.29), (4.1.30), можно получить подобные оценки для ws

t . А
именно,

T∫
0

∥ws+1
t − ws

t∥22 dt ≤
m2e

−αT (s−1)

(m2
3 − αm2)

∥∥MwT (x)− TδF1

∥∥2
1
, (4.1.49)

T∫
0

∥ws+1
tt − ws

tt∥2 dt ≤
m4m2e

−αT (s−1)

m2
3 − αm2

∥∥MwT (x)− TδF1

∥∥2
1
, (4.1.50)

{ T∫
0

∥ws
t∥22dt

}1/2

≤ C3

[m2(m
2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2

×

×
[
∥TδF1 −MwT∥1 + ∥F1t∥L2(QT )

]
, (4.1.51)

{ T∫
0

∥ws
tt∥2dt

}1/2

≤ C3

[m4m2(m
2
3 − αm2)

−1

1− e−αT/2
+ C1e

C2T (T + 1)
]1/2

×

×
[
∥TδF1 −MwT∥1 + ∥F1t∥L2(QT )

]
. (4.1.52)
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для каждого s = 1, 2, ....
Неравенства (4.1.28), (4.1.29), (4.1.49), (4.1.50) позволяют утверждать, что

последовательность ws сходится к w в L2(0, T ;W 2
2 (Ω)) и ws

t стремится к wt

в L2(0, T ;W 2
2 (Ω)) при s → +∞. Тогда ws → w в C([0, T ];W 2

2 (Ω)) при s →
+∞, что означает существование следов ws(0, x), ws(T, x) ∈ W 2

2 (Ω), причем
ws(0, x) → w(0, x) и ws(T, x) → w(T, x) в W 2

2 (Ω) при s → +∞. Переходя к
пределу в (4.1.21)–(4.1.22), можно показать, что w удовлетворяет уравнению
(4.1.18) почти всюду в QT , данным (4.1.19) почти для всех x ∈ Ω и в силу
(4.1.23) граничному условию (4.1.20). Причем, для w остаются справедливыми
оценки (4.1.30), (4.1.51)–(4.1.52).

Используя определение w, найдем u1 и выразим U2 из (4.1.48) через u1.
Имеем:

U2 = q(x) + A−1ψ(x), (4.1.53)

где ψ(x) определена в (4.1.45), q является решением уравнения Aq = 0 и q|∂Ω =∫ T

0 β2dt. Таким образом, мы получили задачу (4.1.3), (4.1.5), (4.1.53) для u2. В
условиях теоремы q ∈ W 2

2 (Ω), u1 ∈ C([0, T ];W 2
2 (Ω)) и ψ(x) ∈ L2(Ω). Следова-

тельно, q(x) + A−1ψ(x) ∈ W 2
2 (Ω). Согласно лемме 4.1.2 задача (4.1.3), (4.1.5),

(4.1.45) имеет единственное решение u2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1
2 (Ω)) и

u2t ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)). Теорема доказана.

Замечание 4.1.1. Условия (4.1.16) теоремы 4.1.4 и (4.1.46), (4.1.47) теоремы
4.1.5 сформулированы в общем виде. Для того, чтобы (4.1.16) было верно при
n < 6, достаточно потребовать от функции γ(x, p) непрерывности по x и p в Ω×
(−∞,+∞). Действительно, в этом случае u1 ∈ C(QT ) и по теореме вложения

∥γ|p=u1
∥L2(QT ) ≤ const.

Если n ≥ 6, то (4.1.16) справедливо для функции γ(x, p), удовлетворяющей
неравенству

|γ| ≤ α1|p|α2 (4.1.54)

в Ω×(−∞,+∞), где α1 – положительная постоянная и 0 ≤ α2 ≤ (n+2)/(n−6).
Аналогично, (4.1.47) имеет место, если функция γ(x, p) непрерывна по x и p

в Ω × (−∞,+∞) при n = 1, и γ(x, p) удовлетворяет соотношению (4.1.54) с
α2 ≤ (n + 2)/(n − 2) при n ≥ 2. Условие (4.1.46) при n < 4 выполняется для
функции g1(x, p) непрерывной в Ω×(−∞,+∞). В случае n ≥ 4 предположение
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(4.1.46) справедливо для функции g1(x, p), отвечающей условию (4.1.54) (вместо
γ(x, p)) в Ω× (−∞,+∞), где α2 ≤ 2n/(n− 4).

4.1.3 Задача с нелокальными условиями для u1

Рассмотрим теперь зададачу 4.2. Под решением задачи 4.2 будем пони-
мать пару функций {u1, u2}, обладающих следующими свойствами:

1) {u1, u2} ∈ V2 = {{v1, v2}|vk ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1
2 (Ω)), vkt ∈

L2(0, T ;W−1
2 (Ω)), k = 1, 2};

2) для пары {u1, u2} выполняются соотношения (4.1.5), (4.1.7)–(4.1.9).

Будем предполагать, что операторы M , L и B отвечают следующим огра-
ничениям.

V. Коэффициенты mij(x), lij(x), bij(x) ∈ W 1
∞(Ω), i, j = 1, 2, · · · , n; m, l,

b ∈ (L∞(Ω))n, m, l, b ∈ L∞(Ω).
VI. Операторы M , L и B являются эллиптическими, т. е. операторы M и

L удовлетворяют неравенствам (4.1.10), (4.1.11) и существуют положительные

константы kB, KB такие, что для любого v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

kB∥v∥21 ≤
〈
Bv, v

〉
1
≤ KB∥v∥21.

Достаточнные условия однозначной разрешимости задачи 4.2 в смысле введен-
ного выше определения даются следующей теоремой.

Теорема 4.1.5. Пусть выполняются предположения V, VI и ∂Ω ∈ C2.
Пусть также

(v) f1 ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω), β1 ∈ L∞(0, T ;W

1/2
2 (∂Ω)), β1t ∈ L2(QT ), µ ∈ L2(Ω),

φ ∈ W 2
2 (Ω), f2 ∈ L2(QT ), β2 ∈ L∞(0, T ;W

1/2
2 (∂Ω)).

Тогда задача 4.2 имеет единственное обобщенное решение {u1, u2} ∈ V2.

Доказательство. Применим подход аналогичный доказательству теорем
4.1.3 и 4.1.4. Будем строить решение задачи 4.2 в два этапа. На первом этапе
найдем функцию u2 как решение краевой задачи для уравнения (4.1.8) с гра-
ничными данными (4.1.5) и интегральным условием по t, которое следует из
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(4.1.7) и (4.1.9), и покажем, что u2 единственно. Второй этап состоит в дока-
зательстве существования и единственности функции u1 как решения краевой
задачи для уравнения (4.1.7) при известном u2 с граничными данными (4.1.5)
и первым из условий (4.1.9).

Проинтегрируем уравнение (4.1.7) по t от 0 до T и подействуем на полу-
ченное равенство оператором B−1, который существует в силу предположения
IV. Это даст:

T∫
0

u2dt = B−1

(
µ(x) +Mφ(x)−

T∫
0

f1(t, x)dt

)
. (4.1.55)

Согласно теореме 4.1.2 задача (4.1.8),(4.1.5),(4.1.55) имеет единственное реше-
ние u2 ∈ Y и u2t ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω)).
Рассмотрим теперь краевую задачу для уравнения (4.1.7) с граничными

данными (4.1.5) и первым из условий (4.1.9). Правая часть Bu2 + f1 уравнения
(4.1.7) известна и принадлежит пространству L2(0, T ;W−1

2 (Ω)). Согласно лемме
4.1.1, эта задача имеет единственное решение u1 ∈ Y and u1t ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω)).
Таким образом, решение {u1, u2} задачи 4.2 существует и единственно в

классе V2. Теорема доказана.

4.2 Нелокальные задачи для системы нагруженных уравнений
соболевского типа

Как отмечалось выше, эволюционные системы уравнений, в частности,
параболические системы типа (4.1.7), (4.1.8) с g1 = g1(x, u1, u2), g2 = 0 моде-
лируют процессы диффузии [28, 35]. Модели таких процессов, учитывающие
внутренние взаимодействия в сложных средах, при определенных допущениях
приводят к уравнениям или системам соболевского типа [15]. С другой стороны,
такие уравнения можно использовать для регуляризации эволюционных урав-
нений. Во второй главе это позволило доказать корректность обратной задачи
2.4 для параболического уравнения.

В данном параграфе устанавливаются условия разрешимости и единствен-
ности решения нелокальной задачи для системы уравнений соболевского типа
с краевыми условиями аналогичными (4.1.4), (4.1.5). Исследование проводит-
ся в два этапа. Первый этап включает в себя обсуждение некоторых задач для
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уравнения соболевского типа. В частности, рассматривается краевая задача для
линейного уравнения с нелокальным условием по времени. Кроме того, иссле-
дуется корректность одной обратной задачи для полулинейного нагруженного
уравнения соболевского типа. На втором этапе доказываются теоремы суще-
ствования и единственности решения нелокальной задачи для системы уравне-
ний (см. постановку задачи 4.3 ниже) с помощью результатов, полученных на
первом этапе.

4.2.1 Постановка задачи и предварительные замечания

Введем линейные дифференциальные операторы Mk, Lk, k = 1, 2, B, дей-
ствующие из W 1

2 (Ω) в (W 1
2 (Ω))

∗:

Mk = −div(Mk(x)∇) + (mk,∇)R +mk(x)I, (4.2.1)

Lk = −div(Lk(x)∇) + (lk,∇)R + lk(x)I,

B = −div(B(x)∇) + (b,∇)R + b(x)I,

где Mk(x) ≡ (mkij(x)), Lk(x) ≡ (lkij(x)) и B(x) ≡ (bij(x)) – матрицы функций,
i, j = 1, 2, . . . , n; mk = mk(x), lk = lk(x), and b = b(x) – вектор-функции;
mk, lk, b – скалярные функции; I – тождественный оператор.

Расссмотрим следующую задачу для системы уравнений соболевского ти-
па.

Задача 4.3. При заданных функциях gk(x, p), fk(t, x), βk(t, x), k = 1, 2,
γ(x, p), u0(x) и uT (x) найти пару функций {u1(t, x), u2(t, x)}, удовлетворяющих
системе уравнений

(M1u1)t +M2u1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f1(t, x), (4.2.2)

(L1u2)t + L2u2 = Bu1 + γ(x, u1) + f2(t, x), (t, x) ∈ QT , (4.2.3)

и условиям

(M1u1)|t=0 = u0(x), (M1u1)|t=T = uT (x), x ∈ Ω, (4.2.4)

uk|ST
= βk(t, x). (4.2.5)
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Здесь Uk(x) ≡
∫ T

0 ukdt, k = 1, 2, A – линейный оператор. Так же как и в преды-
дущем параграфе, предполагается, что A – это либо тождественный оператор,
т. е. A = I; либо дифференциальный оператор вида

A = −div(A(x)∇) + (a,∇)R + a(x)I, (4.2.6)

где A(x) ≡ (aij(x)) – матрица функций, i, j = 1, 2, . . . , n; a = a(x) – вектор-
функция; a – скалярная функция.

Для удобства получения априорных оценок будем считать опреаторыM1 и
L1 самосопряженными в W̊ 1

2 (Ω), то есть, m1ij = m1ji, l1ij = l1ji, i, j = 1, 2, . . . , n,
m1 = l1 = 0.

В дополнение к задаче 4.3 рассмотрим вспомогательную задачу для ли-
нейного уравнения соболевского типа. При заданных u0(x), F (t, x) найти
функцию u(t, x), удовлетворяющую уравнению

M1ut +M2u = F (t, x), (4.2.7)

для всех (t, x) ∈ QT и условиям

M1u
∣∣
t=0

= u0(x) x ∈ Ω, (4.2.8)

u
∣∣∣
ST

= 0. (4.2.9)

Следуя определению Шоуолтера и Тинга [304], однородную задачу, соот-
ветствующую (4.2.7)–(4.2.9), будем называть p-гладкой при целом p ≥ 2, если
коэффициенты mkij(x) ∈ Cp−1(Ω), m2 ∈ (Cp−2(Ω))n, mk ∈ Cp−2(Ω), mk(x) ≥ 0,
k = 1, 2; операторы Mk сильно эллиптические, то есть существуют положитель-

ные константы km, Km такие, что для каждого v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

km∥v∥21 ≤
〈
Mkv, v

〉
1
≤ Km∥v∥21, k = 1, 2; (4.2.10)

и граница ∂Ω ⊂ Cp.
Достаточные условия существования и единственности решения задачи

(4.2.7)–(4.2.9) дает следующая теорема [304].

Теорема 4.2.1. 1) Пусть однородная задача, соответствующая (4.2.7)–
(4.2.9), является p-гладкой, u0(x) ∈ W p−2

2 (Ω), F (t, x) ∈ W p−2
2 (QT )). Тогда су-

ществует единственное решение u ∈ C1([0, T ]; W̊ 1
2 (Ω)∩W

p
2 (Ω)) задачи (4.2.7)–

(4.2.9).
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2) Пусть ∂Ω ⊂ C2+r, коэффициенты mkij(x) ∈ H1+r(Ω), m2 ∈ (Hr(Ω))n,
mk ∈ Hr(Ω), 0 < r < 1, mk(x) ≥ 0, k = 1, 2; операторы Mk сильно эллип-
тические, т. е. удовлетворяют условию (4.2.10); u0(x) ∈ Hr(Ω), F (t, x) ∈
C([0, T ];Hr(Ω)). Тогда существует единственное классическое решение u ∈
C1([0, T ];H2+r(Ω)) задачи (4.2.7)–(4.2.9).

Из результатов [304] можно также получить оценки

∥u(t, x)∥2 ≤ C2

{
∥u0(x)∥ e−αt + C1

[ t∫
0

∥F∥2 e−2α(t−τ) dτ
]1/2}

, (4.2.11)

∥ut(t, x)∥2 ≤ C2

{
∥u0(x)∥ e−αt + C1

[ t∫
0

∥F∥2 e−2α(t−τ) dτ
]1/2

+ ∥F∥
}
,

для любого t ∈ [0, T ]. Положительные постоянные α, C1, C2 зависят от n, km,
Km, mesΩ и не зависят от T .

4.2.2 Нелокальная задача для уравнения соболевского типа

Прежде чем приступить к исследованию задачи 4.3, установим условия
корректности и изучим свойства решений некоторых краевых задач для одного
уравнения соболевского типа.

Введем норму

∥v∥M =
(
∥M1v∥2 + λ

〈
M1v, v

〉
1

)1/2 (4.2.12)

в функциональном пространствеW ≡ W 2
2 (Ω)∩W̊ 1

2 (Ω), где λ > 0 – действитель-
ное число. Если прямая задача (4.2.7)-(4.2.9) с известной f является p-гладкой
при p ≥ 2, то норма (4.2.12) эквивалентна обычной норме в W 2

2 (Ω), то есть
существуют положительные константы µ1, µ2 такие, что для каждого v ∈ W

µ1 ∥v∥2 ≤ ∥v∥M ≤ µ2 ∥v∥2. (4.2.13)

Постоянную λ можно выбрать так, чтобы выполнялись неравенства
ν

µ2
∥v∥2M ≤ ν∥v∥22 ≤

(
M2v,M1v + λv

)
≤ ν1∥v∥2M , (4.2.14)

∥M2v∥ ≤ ν2∥v∥M , (4.2.15)

∥M1v∥ ≥ ν3∥v∥M (4.2.16)
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с положительными константами ν и νk, k = 1, 2, 3, для всех v ∈ W (см. [86, с.
85-86]).

Наряду с задачей (4.2.7)–(4.2.9) мы рассмотрим задачу для (4.2.7) с гра-
ничными данными (4.2.9) и нелокальным условием

M1u(T, x)−M1u(0, x) = φ(x), x ∈ Ω, (4.2.17)

и установим достаточные условия существования и единственности ее решения.

Теорема 4.2.2. Пусть ∂Ω ⊂ C2 и выполняются следующие условия:

(i) коэффициенты mkij(x) ∈ C1(Ω), m2 ∈ (C(Ω))n, mk ∈ C(Ω) и m1(x) ≥ 0;
операторы Mk, k = 1, 2, сильно эллиптические, то есть (4.2.10) справед-

ливо для каждого v ∈
◦
W 1

2 (Ω);

(ii) φ(x) ∈ L2(Ω), F (t, x) ∈ L2(QT )).

Тогда существует единственное решение u ∈ C1([0, T ];W ) задачи (4.2.7),
(4.2.9), (4.2.17). Причем справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥u∥M ≤ 2C2(1− e−α1T )−1

[
∥φ∥+ C1

( T∫
0

∥F∥2 dτ
)1/2

]
, (4.2.18)

max
t∈[0,T ]

∥ut∥M ≤ C3(1− e−α1T )−1

[
∥φ∥+ C1

( T∫
0

∥F∥2 dτ
)1/2

]
+ C ′

3∥F∥. (4.2.19)

Положительные константы C3, C ′
3 и α1 зависят от n, km, Km, µ2, ν, νj,

j = 1, 2, 3, mesΩ и не зависят от T .

Доказательство. Рассмотрим итерационную схему

M1 u
N
t + M2 u

N = F (t, x), (4.2.20)

M1u
N(0, x) = hN(x), (4.2.21)

uN
∣∣
ST

= 0, (4.2.22)

hN+1(x) = M1u
N(T, x)− φ(x), N = 0, 1, 2, . . . ; h0 ≡ −φ(x). (4.2.23)

По теореме 4.2.1, задача (4.2.20)–(4.2.22) имеет единственное решение uN из
класса C1([0, T ];W ) для каждого N = 1, 2, . . . .
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Пусть оператор P отображает L2(Ω) в себя и P (h) = M1H(T, x) для
каждого h(x) ∈ L2(Ω), где H(t, x) – решение задачи

M1Ht + M2H = F (t, x), (4.2.24)

M1H(0, x) = h(x), (4.2.25)

H
∣∣∣
ST

= 0. (4.2.26)

Покажем, что оператор P является сжимающим. Действительно, пусть h1(x),
h2(x) – произвольные элементы из L2(Ω) и H1(x), H2(x) – решения задачи
(4.2.24)–(4.2.26) с h = h1 and h = h2, соответственно. Тогда функция H(t, x) =

H1 −H2 удовлетворяет уравнению

M1Ht + M2H = 0, (4.2.27)

начальным данным
H(0, x) = h1(x)− h2(x) (4.2.28)

и граничному условию (4.2.26). Умножая (4.2.27) на (M1H + λH)eνt/µ2, инте-
грируя по частям по x в первом слагаемом и оценивая второе слагаемое левой
части результирующего соотношения с помощью (4.2.14), получим

d

dt

{
eα1t∥H∥2M

}
≤ 0,

откуда с учетом (4.2.28)

∥H(t, ·)∥M ≤ e−α1t ∥h1 − h2∥ (4.2.29)

для всех t ∈ [0, T ] или в силу определения оператора P

∥P (h1)− P (h2)∥ ≤ e−α1T ∥h1 − h2∥, (4.2.30)

где α1 = ν/µ2.
Перепишем равенство (4.2.23) как

hN(x) = P (hN−1(x))− φ(x). (4.2.31)

Аналогично соотношениям (4.2.29) и (4.2.30) из (4.2.20)–(4.2.22) можно полу-
чить неравенства

∥uN − uN−1∥M ≤ e−α1t ∥hN − hN−1∥,
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∥hN+1 − hN∥ = ∥P (hN)− P (hN−1)∥ ≤ e−α1T ∥hN − hN−1∥,

которые приводят к оценкам

∥hN+1 − hN∥ ≤ e−α1NT ∥h1 − h0∥, (4.2.32)

∥uN − uN−1∥M ≤ e−α1((N−1)T+t) ∥h1 − h0∥ (4.2.33)

для всех t ∈ [0, T ] и N ≥ 2.
Далее, обозначим uN+1 − uN через ũN и рассмотрим разность уравнений

(4.2.20) для uN+1 и uN . Умножая ее на (M1ũ
N + λũN)t скалярно в L2(Ω) и

интегрируя по частям по x, будем иметь

∥ũNt ∥2M = −(M2ũ
N ,M1ũ

N
t ))− λ

〈
M2ũ

N , ũNt
〉
1
,

откуда в силу (4.2.10), (4.2.15) и (4.2.33) можно получить неравенство

∥uNt − uN−1
t ∥M ≤ C4e

−α1((N−1)T+t) ∥h1 − h0∥. (4.2.34)

Здесь C4 = const > 0 зависит от Km, ν2, α1 и не зависит от N . Наконец, (4.2.33)
и (4.2.34) дают оценки

max
t∈[0,T ]

∥uN − uN−1∥M ≤ e−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥, (4.2.35)

max
t∈[0,T ]

∥uNt − uN−1
t ∥M ≤ C4e

−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥. (4.2.36)

Неравенства (4.2.32), (4.2.35)–(4.2.36) показывают, что последовательно-
сти uN и hN являются фундаментальными и существуют функции h ∈ L2(Ω)

и u ∈ C1([0, T ];W ) такие,что uN → u в C1([0, T ];W ) и hN → h в L2(Ω) при
N → ∞ . Причем, в силу (4.2.31) и (4.2.32),

∥hN+1∥ ≤ ∥h1 − h0∥
N∑
i=0

e−α1iT + ∥φ∥ ≤ 1

1− e−α1T
∥h1 − h0∥+ ∥φ∥.

Из (4.2.11) и (4.2.35) следует, что

∥uN∥M ≤ ∥h1 − h0∥
N∑
i=0

e−α1iT + ∥u0∥M ≤ (1− e−αT )−1∥u0(T, ·)∥M + ∥u0∥M ≤

≤ 2C2(1− e−α1T )−1

[
∥φ∥+ C1

( T∫
0

∥F∥2 dτ
)1/2

]
. (4.2.37)
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Аналогично из (4.2.20) с учетом (4.2.15), (4.2.16), (4.2.37) получаем

∥uNt ∥M ≤ C5(1− e−α1T )−1

[
∥φ∥+ C1

( T∫
0

∥F∥2 dτ
)1/2

]
+ C ′

5∥F∥,

где положительные постоянные C5 и C ′
5 зависят от ν, νj, j = 1, 2, 3, µ2 и C2 и не

зависят от N . Переходя к пределу в (4.2.20),(4.2.21) и (4.2.31) заключаем, что
u является решением задачи (4.2.7),(4.2.9),(4.2.17). Более того, u удовлетворяет
оценкам (4.2.18) и (4.2.19) с C3 = C5 и C ′

3 = C ′
5. Единственность решения

следует из оценки (4.2.18) и линейности задачи (4.2.7),(4.2.9),(4.2.17). Теорема
доказана.

Следующее утверждение устанавливает достаточные условия, при кото-
рых решение u задачи (4.2.7), (4.2.9), (4.2.17) принадлежит C1([0, T ];W 4

2 (Ω)).

Теорема 4.2.3. Пусть ∂Ω ⊂ C4 и выполняются условия:

(iii) m1ij(x) = m2ij(x) = mij(x) и mij(x) ∈ H3+r(Ω), i, j = 1, 2, . . . , n; m2 ∈
(H2+r(Ω))n, mk ∈ H2+r(Ω) с m1(x) ≥ 0 и (4.2.10) справедливо для каждого

v ∈
◦
W 1

2 (Ω), 0 < r < 1;

(iv) φ(x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩Hr(Ω), F (t, x) ∈ C([0, T ];W 2

2 (Ω) ∩Hr(Ω)).

Тогда решение задачи (4.2.7)-(4.2.9) принадлежит C1([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω)∩W 4
2 (Ω)).

Кроме того, имеют место оценки

max
t∈[0,T ]

∥u∥4 ≤ C ′
[
∥φ∥2 +

[ T∫
0

∥F∥22 dτ
]1/2]

, (4.2.38)

max
t∈[0,T ]

∥ut∥4 ≤ C ′′
[
∥φ∥2 +

[ T∫
0

∥F∥22 dτ
]1/2

+ ∥F∥2
]

(4.2.39)

с некоторыми положительными константами C ′, C ′′.

Доказательство. Обратимся снова к итерационной схеме (4.2.20)–(4.2.23).
Согласно теореме 4.2.1 uN ∈ C1([0, T ];W 4

2 (Ω) ∩ H2+r(Ω)). Поэтому мы можем
применить оператор M1 к (4.2.20)–(4.2.21). Получим

M 2
1u

N
t +M1M2u

N =M1F (t, x), (4.2.40)
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M 2
1u

N(0, x) =M1h
N(x), (4.2.41)

Введем линейный дифференциальный операторM0 = −div(M(x)∇), дей-
ствующий из W 1

2 (Ω) в (W 1
2 (Ω))

∗, и перепишем (4.2.20) следующим образом:

(M0u
N)t +M0u

N = F − (m1u)t − (m2,∇)Ru
N −m2u

N . (4.2.42)

Выразим M0u
N из (4.2.42). Это даст

M0u
N = hNe−t−m1u

N +

t∫
0

[
(m1−m2)u

N − (m2,∇)Ru
N +F

]
e−(t−τ)dτ. (4.2.43)

Ввиду гладкости uN уравнение (4.2.20), а следовательно и (4.2.43), выполняется
на границе ∂Ω. Из (4.2.43) вытекает, что

M1u
N |∂Ω =

{
e−thN +

t∫
0

[
− (m2,∇)Ru

N + F
]
e−(t−τ)dτ

}
|∂Ω ≡ ΨN |∂Ω. (4.2.44)

Введем новую функцию V N = M1u
N − ΨN и запишем (4.2.40), (4.2.41),

(4.2.44) как краевую задачу для V N .

(M1V
N)t +M1V

N = −M1

[
(m2 −m1)u

N
]
, (4.2.45)

M1V
N(0, x) =M1h

N(x)−M1Ψ
N(0, x) ≡ 0, V N |∂Ω = 0.

Умножим (4.2.45) на V Net скалярно в L2(Ω), проинтегрируем по частям в полу-
ченном уравнении и оценим правую часть с помощью неравенства Коши. Будем
иметь:

d

dt

[
et
〈
M1V

N , V N
〉
1

]
≤

∣∣〈M1[(m2 −m1)u
N ], V N

〉
1

∣∣et.
Отсюда в силу (4.2.10), (4.2.18) и предположения (iii) следует, что

∥V N∥1 ≤ C6(1− e−α1T )−1
[
∥φ∥+ C1∥F∥L2(QT )

]
, (4.2.46)

где положительная постоянная C6 зависит от ∥mj∥C1(Ω), j = 1, 2, T , C2, km, Km

и не зависит от N . Далее, умножив (4.2.45) на M1V
N скалярно в L2(Ω) и оценив

правую часть результата с помощью неравенства Коши, получим

1

2

∂

∂t
∥M1V

N∥2 + ∥M1V
N∥2 ≤ 1

2
∥M1V

N∥2 + 1

2
∥M1(m2 −m1)u

N∥2,



260

откуда

∥M1V
N∥2 ≤

t∫
0

∥M1(m2 −m1)u
N∥2 e−(t−τ) dτ,

и в силу гладкости mk, k = 1, 2, а также (4.2.12) и (4.2.13)

∥M1V
N∥ ≤ C7 max

τ∈[0,t]
∥uN∥M . (4.2.47)

Положительная постоянная C7 зависит от n, µj, ∥mj∥C2(Ω), j = 1, 2, mesΩ и
не зависит от N . С помощью (4.2.18) и (4.2.47) из (4.2.45) можно получить
аналогичное неравенство для V N

t . А именно,

∥M1V
N
t ∥ ≤ C8 max

τ∈[0,t]
∥uN∥M . (4.2.48)

Здесь постоянная C8 зависит от n, C7, µj, ∥mj∥C2(Ω), j = 1, 2, mesΩ и не зависит
от N . Далее с учетом (4.2.11), (4.2.15), (4.2.37) и определения ΨN имеем:

∥ΨN∥ ≤ C9(1− e−α1T )−1
[
∥φ∥+ C1∥F∥L2(QT )

]
и

∥ΨN
t ∥ ≤ C10(1− e−α1T )−1

[
∥φ∥+ C1∥F∥L2(QT )

]
+ ∥F∥.

Константы C9, C10 зависят от maxx∈Ω ∥m2∥R, µ1, C2, C5 и не зависят от N .
Покажем, что последовательность V N фундаментальна в C1(0, T ;W 2

2 (Ω)).
Для этого рассмотрим разность V N+1−V N . В силу (4.2.45), она удовлетворяет
соотношениям

M1(V
N+1 − V N)t +M1(V

N+1 − V N) = −M1

[
(m2 −m1)(u

N+1 − uN)
]
, (4.2.49)

(V N+1 − V N)|t=0 = (V N+1 − V N)|∂Ω = 0.

Применяя к (4.2.49) рассуждения, приведшие к (4.2.47), (4.2.48) и учитывая
(4.2.35), (4.2.36), можно получить оценки

∥M1(V
N+1 − V N)∥ ≤ C ′

7e
−α1((N−1)T+t) ∥h1 − h0∥, (4.2.50)

∥M1(V
N+1
t − V N

t )∥ ≤ C ′
8e

−α((N−1)T+t) ∥h1 − h0∥. (4.2.51)

где постоянные C ′
7, C ′

8 зависят от µ1, C7, C8 и ∥mj∥C2(Ω), j = 1, 2,, и не зависят
от N .
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Ввиду свойств оператора M1 для любого v ∈ W 2+s
2 (Ω)∩

◦
W 1

2 (Ω) справед-
ливы неравенства (4.1.43), а именно,

∥v∥2+s ≤ Ds{∥M1v∥s + ∥v∥1+s} (4.2.52)

при s = 0, 1, 2 c константой Ds, зависящими от n, M и mesΩ. Кроме того,
вследствие (4.2.13), (4.2.52) при s = 1 и [86, с. 85] для любого v ∈ W̊ 1

2 ∪W 4
2 (Ω)

и ε > 0 справедливо неравенство

∥v∥3 ≤ D1(∥M1v∥1 + ∥v∥2) ≤ D1ε∥M1v∥2 +D1(µ
−1
1 + cε)∥v∥M , (4.2.53)

где положительная постоянная cε зависит от ε, n и mesΩ. Тогда (4.2.33) и (4.2.53)
дают

∥uN+1−uN∥3 ≤ D1ε∥M1(u
N+1−uN)∥2+D1(µ

−1
1 +cε)e

−α1(N−1)T ∥h1−h0∥. (4.2.54)

Далее, в силу (4.2.33), (4.2.50)–(4.2.54),

∥M1(u
N+1 − uN)∥2 ≤ ∥V N+1 − V N∥2 + ∥ΨN+1 −ΨN∥2 ≤

≤ C11

(
∥M1(V

N+1 − V N)∥+ ∥V N+1 − V N∥
)
+ e−t∥M1(u

N − uN−1)|t=T∥2+

+

t∫
0

∥(m2,∇)R(u
N+1 − uN)∥2 e−(t−τ) dτ ≤ C12e

α1(N−1)T∥h1 − h0∥+

+e−t∥M1(u
N − uN−1)|t=T∥2 + C13

t∫
0

∥uN+1 − uN∥3 e−(t−τ)dτ ≤

≤ (C14 + C13D1cε)e
−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥+ e−t∥M1(u

N − uN−1)|t=T∥2+

+C13D1ε

t∫
0

∥M1(u
N+1 − uN)∥2 e−(t−τ)dτ. (4.2.55)

Здесь C14 = (C12 + C13D1µ
−1
1 )∥h1 − h0∥, положительные постоянные C11, C12,

C13 зависят от km, n, D1, maxx∈Ω ∥m2∥R, maxx∈Ω ∥m2xi
∥R, и maxx∈Ω ∥m2xixj

∥R,
i, j = 1, 2, ..., n, mesΩ и не зависят от N . Согласно лемме Гронуолла из (4.2.55)
следует, что

∥M1(u
N+1 − uN)∥2 ≤

[
(C14 + C13D1cε) e

−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥+
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+ ∥M1(u
N − uN−1)|t=T∥2 e−t

][
1 + C12D1ε

t∫
0

exp(C12D1ε(t− τ)) dτ
]
≤

≤ (C14 + C13D1cε) e
−α1(N−1)T∥h1 − h0∥ exp(C13D1εt)+

+ exp(−(1− C12D1ε)t) ∥M1(u
N − uN−1)|t=T∥2. (4.2.56)

для любого t ∈ [0, T ]. Положим в (4.2.56) ε = (2C12D1)
−1. В этом случае

∥M1(u
N+1 − uN)∥2 ≤ e−

t
2∥M1(u

N − uN−1)|t=T∥2

+ C15e
−α(N−1)T∥h1 − h0∥, (4.2.57)

где C15 = (C14 + C13D1cε) exp(C13D1εT ). Тогда

∥M1(u
N+1 − uN)|t=T∥2 ≤ e−T/2 ∥M1(u

N − uN−1)|t=T∥2 +

+C15 e
−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥ ≤ e−T (N−1)/2 ∥h1 − h0∥2 +

+C15 e
−α1(N−1)T ∥h1 − h0∥. (4.2.58)

Из (4.2.57) и (4.2.58) вытекает неравенство

∥M1(u
N+1 − uN)∥2 ≤ e−(t+T (N−1))/2 ∥h1 − h0∥2 +

+C15 (Ne
−t/2 + 1)e−α̃(N−1)T ∥h1 − h0∥, (4.2.59)

где α̃ = min{α, 12}. Теперь мы можем оценить ∥uN+1 − uN∥4. С учетом (4.2.35),
(4.2.52)–(4.2.54) и (4.2.59) будем иметь:

max
t∈[0,T ]

∥uN+1 − uN∥4 ≤ D2 max
t∈[0,T ]

{
∥M1(u

N+1 − uN)∥2 + ∥uN+1 − uN∥2
}
≤

≤ D2(2 + C15 (N + 1))e−α̃(N−1)T ∥h1 − h0∥2. (4.2.60)

Аналогичным образом можно вывести соотвествующее неравенство для
разности uN+1

t − uNt . В силу (4.2.20) (4.2.59),

∥M1(u
N+1
t − uNt )∥2 = ∥M2(u

N+1 − uN)∥2 ≤

≤ D′
2(2 + C ′

15(N + 1))e−α̃(N−1)T ∥h1 − h0∥2. (4.2.61)

Здесь D′
2 зависит от maxi,j=1,2,...,n ∥m2ij∥C2(Ω), maxi=1,2,...,n ∥m2i∥C2(Ω), ∥m2∥C2(Ω)

и D2. Из (4.2.15), (4.2.54), и (4.2.61) получаем оценку

max
t∈[0,T ]

∥uN+1
t − uNt ∥4 ≤ D2 max

t∈[0,T ]

{
∥M1(u

N+1
t − uNt )∥2 + ∥uN+1

t − uNt ∥2
}
≤

≤ D2(2 + µ−1
1 C4 + C ′

15(N + 1))e−α̃(N−1)T ∥h1 − h0∥2, (4.2.62)



263

Далее, ввиду (4.2.23), (4.2.52) и (4.2.60)

∥uN∥4 ≤
N−1∑
i=0

∥ui+1 − ui∥4 + ∥u0∥4 ≤ C15D2∥h1 − h0∥2
N−1∑
i=0

(i+ 2)e−α̃iT +

+2D2∥h1 − h0∥2
N−1∑
i=0

e−α̃iT + ∥u0∥4 ≤ C15D2
2− e−α̃T

(1− e−α̃T )2
∥h1 − h0∥2 +

+
2D2

1− e−α̃T
∥h1 − h0∥2

}
+ ∥u0∥4 ≤

C16

(1− e−α̃T )2
∥u0|t=T∥4 + ∥u0∥4, (4.2.63)

где C16 зависит от C15, α̃, T , D2, ∥mij∥C2(Ω), ∥m1∥C2(Ω) и не зависит от N . В
силу (4.2.18), (4.2.44), (4.2.47) и (4.2.52) для U0 справедливы неравенства

∥u0∥4 ≤ D2

{
∥M1u

0∥2 + ∥u0∥2
}
≤ D2

{
D0∥M 2

1u
0∥+D0∥M1u

0∥+ ∥u0∥2
}
≤

≤ D2

{
D0

[
∥M1V

0∥+ ∥M1Ψ
0∥
]
+D0∥M1u

0∥+ ∥u0∥2
}
≤

≤ C17(1− e−α1T )−1
[
∥φ∥+ C1∥F∥L2(QT )

]
+ C18

(
∥M1φ∥+ ∥M1F∥L2(QT )+

+

t∫
0

∥u0∥4dτ
)
≤ C19

[
∥φ∥2 +

( T∫
0

∥F∥22dτ
)1/2]

+ C18

t∫
0

∥u0∥4dτ,

откуда согласно лемме Гронуолла следует, что

max
t∈[0,T ]

∥u0∥4 ≤ C19e
C18T

[
∥φ∥2 +

( T∫
0

∥F∥22dτ
)1/2]

.

Постоянные C17, C18 и C19 зависят от α̃, T , D0, D2, C1, C2 C7, ν1, µ2, ∥m2∥(C1(Ω))n

и не зависят от N . Согласно теореме 4.2.1 u0 ∈ C1([0, T ];W 4
2 (Ω) ∩ W̊ 1

2 (Ω)). По-
этому последнее неравенство остается справедливым и для ∥u0t=T∥4. Оно вместе
с (4.2.63) приводит к оценке

∥uN∥4 ≤
(
C16(1− e−α̃T )−2 + 1)C19e

C18T
)[

∥φ∥2 +
( T∫

0

∥F∥22dτ
)1/2]

≡

≡ C20

[
∥φ∥2 +

( T∫
0

∥F∥22dτ
)1/2]

. (4.2.64)
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Аналогичным образом, используя (4.2.19), (4.2.46), (4.2.48), (4.2.52), (4.2.53),
(4.2.61) и (4.2.64), из уравнения (4.2.42 ) можно получить оценку

∥uNt ∥4 ≤ C21

[
∥φ∥2 +

( t∫
0

∥F∥22 dτ
)1/2

+ ∥F∥2
]
.

Из неравенств (4.2.60) и (4.2.62) следует, что последовательноть uN фун-
даментальна в C1([0, T ];W 4

2 (Ω)) и сходится к решению u задачи (4.2.7), (4.2.9),
(4.2.17) при N → ∞. Причем для u справедливы оценки (4.2.38), (4.2.39) с
C ′ = C20 and C ′′ = C21. Теорема доказана.

4.2.3 Обратная задача для нагруженного уравнения соболевского
типа

Полученные выше результаты позволяют установить однозначную разре-
шимость следующей обратной задачи. При заданных gk(x, p), k = 1, 2, G(t, x),
u0(x), uT (x) найти пару функций (u(t, x), f(x)), удовлетворяющих уравнению

M1ut +M2u = g1(x, U) + g2(x, U)f(x) +G(t, x), (4.2.65)

в QT , где U =
∫ T

0 udt, краевым условиям

M1u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Ω, (4.2.66)

u
∣∣∣
ST

= 0 (4.2.67)

и условию переопределения

M1u
∣∣
t=T

= uT (x), x ∈ Ω. (4.2.68)

Задача (4.2.65)–(4.2.68) исследовалась ранее [63,289] в случае, когда функ-
ции g1 и g2 не зависят от U . Результат, полученный Ранделлом [289], отно-
сится к обратным задачам идентификации неизвестной функции источника
f в уравнении (4.2.65) с линейными операторами M1 = M + I (I – тожде-
ственный оператор) и M2 = M . Ранделл доказал глобальную теорему суще-
ствования и единственности решения обратной задачи (4.2.65)–(4.2.68), когда
g1(x, U) ≡ 0, g2(x, U) ≡ 1 и G(t, x) ≡ 0. В [63] исследована обратная задача
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(4.2.65)–(4.2.68) в случае вырожденного оператора M1, эллиптического опера-
тора M2, g1(x, U) ≡ 0 и g2 = g2(t, x). Доказано существование сильного обоб-
щенного решения.

Теорема 4.2.4. Пусть выполняется предположение (i) теоремы 4.2.2,
а также

(v) G(t, x) ∈ C([0, T ];L2(Ω)), u0, uT ∈ L2(Ω);

(vi) функции gk(x, p), k = 1, 2, непрерывны в Ω×(−∞,+∞); существует поло-
жительная константа ν и неотрицательная непрерывная функция q1(s)
(s ∈ R) такие, что |g2(x, p)| ≥ ν для всех (x, p) ∈ Ω× (−∞,+∞),

∥g1|p=v∥ ≤ q1(∥v∥2)

для любого v ∈ W 2
2 (Ω).

Тогда существует единственное решение (u(t, x), f(x)) ∈ V ≡ C1([0, T ];W )×
L2(Ω) задачи (4.2.65)–(4.2.68) при любом T > 0. Причем, справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t, ·)∥∥
M

≤ C22

[
∥uT∥+ ∥u0∥+

( T∫
0

∥G∥2 dτ
)1/2

]
, (4.2.69)

max
t∈[0,T ]

∥ut∥M ≤ C23

[
∥uT∥+ ∥u0∥+ max

t∈[0,T ]
∥G∥

]
, (4.2.70)

∥f∥ ≤ C24

[
∥uT∥+ ∥u0∥+

( T∫
0

∥G∥2 dτ
)1/2

]
(4.2.71)

с некоторыми положительными постоянными C22, C23 и C24.

Доказательство. Проинтегрируем (4.2.65) по t от 0 до T и выразим
f(x) из полученного равенства. Это даст

f(x) =

 1

T

(
uT − u0 +M2U −

T∫
0

G(t, x) dt
)
− g1(x, U)

(
g2(x, U)

)−1
. (4.2.72)

Введем новую функцию

v = u− 1

T

T∫
0

udτ. (4.2.73)
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Она является решением уравнения

M1vt +M2v = F1(t, x), (4.2.74)

где

F1(t, x) =
1

T

(
uT − u0

)
+G(t, x)− 1

T

T∫
0

G(s, x)ds.

В силу (4.2.65), (4.2.67) и (4.2.73) v(t, x) удовлетворяет условиям

M1v(T, x)−M1v(0, x) = uT (x)− u0(x), x ∈ Ω, (4.2.75)

v
∣∣∣
ST

= 0. (4.2.76)

Таким образом мы получаем две задачи: первая – (4.2.74)–(4.2.76) и вторая –
(4.2.73), (4.2.66). Согласно теореме 4.2.2, задача (4.2.74)–(4.2.76) имеет един-
ственное решение v ∈ C1([0, T ];W ) и справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥v∥M ≤ 2C2

1− e−α1T

[
∥uT − u0∥+ C1

( T∫
0

∥F1∥2 dτ
)1/2

]
≤

≤ C25

[
∥uT∥+ ∥u0∥+

( T∫
0

∥G∥2 dτ
)1/2

]
,

max
t∈[0,T ]

∥vt∥M ≤ C3

1− e−α1T

[
∥uT − u0∥+ C1

( T∫
0

∥F1∥2 dτ
)1/2

]
+ max

t∈[0,T ]
∥F1∥ ≤

≤ C26

[
∥uT∥+ ∥u0∥+

( T∫
0

∥G∥2 dτ
)1/2

]
+ max

t∈[0,T ]
∥G∥.

Здесь положительные постоянные C25 и C26 зависят от α1, T , C1, C2, C3. Из
(4.2.74)–(4.2.76) следует, что

∫ T

0 vdt ≡ 0. Это позволяет найти u как решение
интегрального уравнения (4.2.73). Ввиду (4.2.66),

u(t, x) = v(t, x)− v(0, x) +M−1
1 u0(x) (4.2.77)

и u ∈ C1([0, T ];W ). Кроме того, имеют место оценки (4.2.69) и (4.2.70) с поло-
жительными постоянными C22, C23, зависящими от T , ν1, km, Km, C25, C26. В
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свою очередь, из (4.2.72) и (4.2.77) заключаем, что f(x) определяется функцией
u единственным образом, f(x) ∈ L2(Ω) и справедлива оценка (4.2.71), где поло-
жительная постоянная C24 зависит от T , ν1, km, Km, C22, ∥m2ij∥C(Ω), ∥m2i∥C(Ω),
∥m2∥C(Ω), i, j = 1, 2, ..., n.

Пара (u, f) является решением задачи (4.2.65)–(4.2.68). Действительно,
ввиду (4.2.72) подстановка (4.2.73) в (4.2.74) позволяет убедиться в справедли-
вости уравнения (4.2.65). В силу (4.2.1) и (4.2.77) выполняется (4.2.67). Далее,
подставляя (4.2.72) в (4.2.65) и интегрируя результат по t от 0 до T , получаем,
что M1u(T, x) = uT (x), т. е. выполняется (4.2.68).

Докажем, что решение (u, f) единственно. Пусть (u′, f ′) и (u′′, f ′′) – два
решения задачи (4.2.65)–(4.2.68). Тогда пара (ũ, f̃) = (u′ − u′′, f ′ − f ′′) удовле-
творяет соотношениям

M1ũt +M2ũ = g1(x, U
′)−g1(x, U ′′) + (g2(x, U

′)− g2(x, U
′′))f ′ +

+ g2(x, U
′′)f̃ , (4.2.78)

M1ũ|t=0−M1ũ|t=T = 0, ũ|ST
= 0,

где U ′ = u′ − 1
T

∫ T

0 u′dt, U ′′ = u′′ − 1
T

∫ T

0 u′′dt. Вводя функцию ṽ = ũ− 1
T

∫ T

0 ũdt

и повторяя рассуждения, приведшие к (4.2.74)–(4.2.76), (4.2.77), получим

M1ṽt +M2ṽ = 0,

M1ṽ|t=0 −M1ṽ|t=T = 0, ũ|ST
= 0

и ũ = ṽ − ṽ(0, x), откуда согласно теореме 4.2.2 следует, что ṽ ≡ 0 и, соот-
ветственно, ũ ≡ 0. В свою очередь из (4.2.78) вытекает, что f̃ ≡ 0. Теорема
доказана.

Теорема 4.2.5. Пусть ∂Ω ⊂ C4, выполняется предположение (iii) тео-
ремы 4.2.3 и условия

(vii) u0(x), uT (x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩H2+r(Ω) и G(t, x) ∈ C([0, T ];W 2

2 (Ω) ∩Hr(Ω)), 0 ≤
r ≤ 1;

(viii) Если n ≤ 6, то функции gk(x, p), k = 1, 2, дважды непрерывно дифференци-
руемы в Ω× (−∞,+∞); если n > 6, то g1(x, p) = c(x)p, где c(x) ∈ C2(Ω),
и g2(x, p) = g2(x) ∈ C2(Ω). Существует постоянная ν > 0 такая, что
|g2(x, p)| ≥ ν для всех (x, p) ∈ Ω× (−∞,+∞).
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Тогда f ∈ W 2
2 (Ω), u ∈ C1([0, T ];

◦
W 1

2 (Ω) ∩W 4
2 (Ω)) и справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t, ·)∥∥
4
≤ C ′

22

[
∥uT∥2 + ∥u0∥2 +

( T∫
0

∥G∥22 dτ
)1/2

]
, (4.2.79)

max
t∈[0,T ]

∥ut∥4 ≤ C ′
23

[
∥uT∥2 + ∥u0∥2 + max

t∈[0,T ]
∥G∥2

]
, (4.2.80)

∥f∥2 ≤ C ′
24

[
∥uT∥2 + ∥u0∥2 +

( T∫
0

∥G∥22 dτ
)1/2

]
(4.2.81)

с некоторыми положительными постоянными C ′
22, C ′

23 и C ′
24.

Доказательство. Согласно теореме 4.2.3 решение v задачи (4.2.74)–

(4.2.76) принадлежит классу C1([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω) ∩W 4
2 (Ω)) и выполняются нера-

венства

max
t∈[0,T ]

∥v∥4 ≤ C ′
[
∥uT − u0∥2 +

[ T∫
0

∥F1∥22 dτ
]1/2]

≤ C27

[
∥uT − u0∥2 +

( T∫
0

∥G∥22 dτ
)1/2

]
, (4.2.82)

max
t∈[0,T ]

∥vt∥4 ≤ C ′′
[
∥uT − u0∥2 +

[ T∫
0

∥F1∥22 dτ
]1/2

+ max
t∈[0,T ]

∥F1∥2
]

≤ C28

[
∥uT − u0∥2 +

( T∫
0

∥G∥22 dτ
)1/2

]
+ max

t∈[0,T ]
∥G∥2, (4.2.83)

где положительные постоянные C27 и C28 зависят от α1, T , C ′, C ′′.

В силу (4.2.72), (4.2.77), (4.2.82) и (4.2.83) u ∈ C1([0, T ];
◦
W 1

2 (Ω)∩W 4
2 (Ω)),

f ∈ W 2
2 (Ω) и справедливы оценки (4.2.79)–(4.2.81) с константами C ′

22, C ′
23 and

C ′
24, зависящими от T , ν1, km, Km, C27, C28, ∥mij∥C(Ω), ∥m2i∥C(Ω), ∥m2∥C(Ω),

i, j = 1, 2, ..., n. Теорема доказана.
Замечание 3.1. Результаты, полученные выше, остаются справедливыми

для уравнения (4.2.65) с оператором M1 общего вида (4.2.1).
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4.2.4 Корректность задачи 4.2

Начнем исследование задачи 4.2 со случая, когда A является линейным
дифференциальным оператором вида (4.2.6).

Будем предполагать выполненными следующие условия.
VII. lkij(x), aij(x)bij(x) ∈ W 1

∞(Ω), i, j = 1, 2, · · · , n, lk, a,b ∈ (L∞(Ω))n,
k = 1, 2, l, a, b ∈ L∞(Ω).

VIII. Операторы Lk и A являются сильно эллиптическими, т. е., существу-

ют положительные постоянные kl, Kl, ka, Ka такие, что для любого v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

kl∥v∥21 ≤
〈
Lkv, v

〉
1
≤ Kl∥v∥21, k = 1, 2,

ka∥v∥21 ≤
〈
Av, v

〉
1
≤ Ka∥v∥21.

Под решением задачи 4.2 с таким оператором A будем понимать пару
{u1, u2} из класса W1 = {{v1, v2}|vk ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)), k = 1, 2}, которая
удовлетворяет соотношениям (4.2.2)–(4.2.5).

Теорема 4.2.6. Пусть выполняюся предположения VII–VIII, условия (i)
теоремы 4.2.2 и (vi) теоремы 4.2.4. Пусть также ∂Ω ∈ C2, u0, uT ∈ L2(Ω),
fk ∈ C([0, T ];L2(Ω)), βk ∈ C1([0, T ];W

3/2
2 (∂Ω)), k = 1, 2, функция γ(x, p) непре-

рывна в Ω× (−∞,+∞), существует неотрицательная непрерывная функция
q2(s1, s2) ((s1, s2) ∈ R2) такая, что

∥γ|p=v∥L2(QT ) ≤ q2(∥v∥L2([0,T ];W 2
2 (Ω))

, ∥vt∥L2(QT ))

для любого v ∈ L2([0, T ];W 2
2 (Ω)) с vt ∈ L2(QT ). Тогда Задача 4.2 имеет един-

ственное решение {u1, u2} ∈ W1. Для u1 и u2 справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

[
∥u1∥M + ∥u2∥M

]
≤ C29

{
max
t∈[0,T ]

[
∥β1∥W 3/2

2 (∂Ω)
+ ∥β2∥W 3/2

2 (∂Ω)

]
+

+∥u0∥+ ∥u1∥+ ∥f1∥L2(QT ) + ∥f2∥L2(QT )

}
, (4.2.84)

max
t∈[0,T ]

[
∥u1t∥M + ∥u2t∥M

]
≤ C30

{
∥β1∥C1([0,T ];W

3/2
2 (∂Ω))

+ ∥β2∥C1([0,T ];W
3/2
2 (∂Ω))

+

+∥u0∥+ ∥u1∥+ max
t∈[0,T ]

{∥f1∥+ ∥f2∥}
}

(4.2.85)

с некоторыми положительными постоянными C29 и C30.
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Доказательство. Доказательство теоремы проведем в два этапа. На пер-
вом этапе установим существование и единственность решения задачи (4.2.2),
(4.2.4), (4.2.5) как обратной задачи восстановления неизвестной функции источ-
ника U2 с финальным условием переопределения на u1 при t = T . На втором
этапе найдем u2 как решение задачи для уравнения (4.2.3) с граничными дан-
ными (4.2.5) при условии, что известны u1 и U2.

Обозначим через h1 решение задачи M1h1 = 0, h1|∂Ω = β1 и введем функ-
цию w1 = u1 − h1. Записывая (4.2.2), (4.2.4), (4.2.5) в терминах w1, приходим к
следующей обратной задаче отыскания пары функций (w1, AU2):

M1w1t +M2w1 = g̃1(x, w̄1) + g̃2(x, w̄1)AU2,+f1 −M2h1 (4.2.86)

M1w1|t=0 = u0(x), (4.2.87)

M1w1|t=T = uT (x), (4.2.88)

w1|ST
= 0, (4.2.89)

где ȳ = T−1
∫ T

0 ydt для y ∈ L1(0, T ), g̃k(x, w̄1) = gk(x, w̄1 + h̄1), k = 1, 2.
По теореме 4.2.4 эта задача имеет единственное решение {w1, AU2}. При-

чем w1 ∈ C1([0, T ];W ), AU2 ∈ L2(Ω), и для w1 справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥w1∥M ≤ C22

[
∥uT∥+ ∥u0∥+

( T∫
0

∥f1 −M1h1∥2 dτ
)1/2

]
, (4.2.90)

max
t∈[0,T ]

∥w1t∥M ≤ C23

[
∥uT∥+ ∥u0∥+ max

t∈[0,T ]
∥f1 −M1h1∥

]
, (4.2.91)

Из условиий теоремы и гладкости w1 следует, что u1 ∈ C1([0, T ];W 2
2 (Ω)).

Так как для любого целого числа κ > 1 и v ∈ W 2κ
2 (Ω) имеет место неравенство

∥v∥2κ ≤ σ∥v∥
W

2κ−1/2
2 (∂Ω)

(4.2.92)

(см. [86, p. 87–88]), где константа σ > 0 зависит от n и mesΩ, соотношения
(4.2.90)–(4.2.91) позволяют вывести оценки для u1 и u1t.

max
t∈[0,T ]

∥u1∥M ≤ C31

{
∥u0∥+ ∥u1∥+ max

t∈[0,T ]
∥β1∥W 3/2

2 (∂Ω)
+ ∥f1∥L2(QT )

}
, (4.2.93)

max
t∈[0,T ]

∥u1t∥M ≤ C32

{
∥u0∥+ ∥u1∥+ ∥β1∥C1([0,T ];W

3/2
2 (∂Ω))

+ max
t∈[0,T ]

∥f1∥
}
. (4.2.94)
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Здесь положительные постоянные C31 и C32 зависят от n, T , σ, km, Km, mesΩ,
C1, C2, C3, C22 и C23.

Проинтегрируем (4.2.2) и (4.2.3) по t на [0, T ] и разделим результирующие
соотношения на T . Это даст

δu1 +M2ū1 = g1(x, U1) + g2(x, U1)AU2 + f̄1, (4.2.95)

L1(u2(T, x)− u2(0, x)) + L2U2 = BU1 +

T∫
0

(γ(x, u1) + f2)dt, (4.2.96)

где δu1 = T−1(uT (x)− u0(x)). Выразим U2 из (4.2.95) как

U2 = A−1
[(
δu1 +M2u1 − g1(x, U1)− f 1

)
(g2(x, U1))

−1
]
≡ A−1ψ(x). (4.2.97)

и подставим в (4.2.96). Будем иметь

L1(u2(T, x)−u2(0, x)) = −L2A
−1ψ+BU1+

T∫
0

(γ(x, u1)+ f2)dt ≡ Φ(x). (4.2.98)

В силу (4.2.97), теоремы вложения и предположений теоремы A−1ψ(x) ∈ W 2
2 (Ω)

и Φ ∈ L2(Ω). Обозначая через h2 решение задачи L1h2 = 0, h2|∂Ω = β2 и пе-
реписывая (4.2.3) относительно функции w2 = u2 − h2 мы приходим к задаче
(4.2.7),(4.2.9),(4.2.17) для w2 с операторами Lk вместо Mk, k = 1, 2, где F (t, x) =
−L2h2+Bu1+γ(x, u1)+f2(t, x) и φ(x) = Φ(x)−L1(h2(T, x)−h2(0, x)). Соглас-
но теореме 4.2.2, эта задача имеет единственное решение w2 ∈ C1([0, T ];W ).
Следовательно существует единственное решение u2 ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) зада-
чи (4.2.3), (4.2.5), (4.2.98). Ввиду (4.2.15), (4.2.18), (4.2.19), (4.2.92)–(4.2.94) и
определения w2 справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥u2∥M ≤ C33

{
max
t∈[0,T ]

[
∥β1∥W 3/2

2 (∂Ω)
+ ∥β2∥W 3/2

2 (∂Ω)

]
+ ∥u0∥+ ∥u1∥+

+∥f1∥L2(QT ) + ∥f2∥L2(QT )

}
, (4.2.99)

max
t∈[0,T ]

∥u2t∥M ≤ C34

{
∥β1∥C1([0,T ];W

3/2
2 (∂Ω))

+ ∥β2∥C1([0,T ];W
3/2
2 (∂Ω))

+

+∥u0∥+ ∥u1∥+ max
t∈[0,T ]

{∥f1∥+ ∥f2∥}
}
, (4.2.100)

где положительные константы C33 и C34 зависят от T , σ, ν1, ν2, Ci, i = 1, 2, 3,
C31, C32. Неравенства (4.2.93), (4.2.94), (4.2.99), (4.2.100) в свою очередь приво-
дят к (4.2.84) и (4.2.85) с C29 = C31 + C33 и C30 = C32 + C34. Теорема доказана.
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Рассмотрим теперь задачу 4.2 с A = I. В этом случае под решением за-
дачи 4.2 будем понимать пару функций {u1, u2} из класса W2 = {{v1, v2}|v1 ∈
C1([0, T ];W 4

2 (Ω)), v2 ∈ C1(0, T ;W 2
2 (Ω))}, которая удовлетворяет соотношениям

(4.2.2)–(4.2.5).

Теорема 4.2.7. Пусть ∂Ω ∈ C4, выполняются условия (iii) теоремы
4.2.3 и (viii) теоремы 4.2.5, предположения I, II относительно операторов
Lk и B, k = 1, 2, f1 ∈ C([0, T ];W 2

2 (Ω) ∩ Hr(Ω)), β1 ∈ C1([0, T ];Hr+2(∂Ω) ∩
W

7/2
2 (∂Ω)), f2 ∈ C([0, T ];L2(Ω)), β2 ∈ C1(0, T ;W

3/2
2 (∂Ω)), u0, uT ∈ Hr(Ω) ∩

W 2
2 (Ω), 0 < r < 1, функция γ(x, p) непрерывна в Ω× (−∞,+∞). существует

неотрицательная непрерывная функция q1(ξ) (ξ ∈ R) такая, что

∥γ|p=v∥L2(QT ) ≤ q(∥v∥C1([0,T ];W 4
2 (Ω))

)

для всех v ∈ C([0, T ];W 4
2 (Ω)) с vt ∈ L2

2([0, T ];W
4
2 (Ω)). Тогда задача 4.2 имеет

единственное решение {u1, u2} ∈ W2 и

max
t∈[0,T ]

(∥u1∥4 + ∥u2∥2) ≤ C35

{
max
t∈[0,T ]

[
∥β1∥W 7/2

2 (∂Ω)
+ ∥β2∥W 3/2

2 (∂Ω)

]
+

+∥u0∥2 + ∥u1∥2 + ∥f1∥L2(0,T ;W 2
2 (Ω))

+ ∥f2∥L2(QT )

}
, (4.2.101)

max
t∈[0,T ]

(∥u1t∥4 + ∥u2t∥2) ≤ C36

{
∥β1∥C1([0,T ];W

7/2
2 (∂Ω))

+ ∥β2∥C1([0,T ];W
3/2
2 (∂Ω))

+

+∥u0∥2 + ∥u1∥2 + max
t∈[0,T ]

{∥f1∥2 + ∥f2∥}
}
. (4.2.102)

Доказательство. Воспользуемся той же схемой, что и при доказатель-
стве теоремы 4.2.6. Рассмотрим снова задачу (4.2.2),(4.2.4),(4.2.5) как обрат-
ную задачу восстановления неизвестной функции источника U2 и затем найдем
функцию u2 как решение задачи для (4.2.3) с граничными данными (4.2.5) при
известных u1 и U2.

Обратимся к задаче (4.2.86)–(4.2.89) для функции w1. Согласно теореме
4.2.5, эта задача имеет единственное решение w1 ∈ C1([0, T ];W 4

2 (Ω)), AU2 ∈
W 2

2 (Ω) и справедливы оценки

max
t∈[0,T ]

∥w1∥4 ≤ C ′
22

[
∥uT∥2 + ∥u0∥2 +

[ T∫
0

∥f1 −M2h1∥22 dτ
]1/2]

, (4.2.103)

max
t∈[0,T ]

∥w1t∥4 ≤ C ′
23

[
∥uT∥2 + ∥u0∥2 + max

t∈[0,T ]
∥f1 −M2h1∥2

]
. (4.2.104)
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В силу (4.2.4), (4.2.92), (4.2.103), (4.2.104) и гладкости w1, в условиях теоремы
u1 ∈ C1([0, T ];W 4

2 (Ω)) и имеют место оценки

max
t∈[0,T ]

∥u1∥4 ≤ C37

{
∥u0∥2+∥u1∥2+max

t∈[0,T ]
∥β1∥W 7/2

2 (∂Ω)
+∥f1∥L2(0,T ;W 2

2 (Ω))

}
, (4.2.105)

max
t∈[0,T ]

∥u1t∥4 ≤ C38

{
∥u0∥2 + ∥u1∥2 + ∥β1∥C1([0,T ];W

7/2
2 (∂Ω))

+ max
t∈[0,T ]

∥f1∥2
}
. (4.2.106)

Здесь положительные константы C37 и C38 зависят от n, T , σ, α, km, Km, mesΩ,
C1, C ′

22 and C ′
23.

Проинтегрируем (4.2.2) по t на [0, T ] и выразим U2 через u1 в виде

U2 =
(
δu1 +M2u1 − g1(x, U1)− f 1

)
(g2(x, U1))

−1 ≡ ψ(x). (4.2.107)

Подставляя (4.2.107) в равенство (4.2.3), проинтегрированное по t на [0, T ], по-
лучаем равенство

L1(u2(T, x) − u2(0, x)) =

= −L2ψ +BU1 +

T∫
0

(γ(x, u1) + f2(t, x))dt ≡ Φ1(x). (4.2.108)

В условиях теоремы и гладкости u1 из теремы вложения вытекает, что ψ(x) ∈
W 4

2 (Ω) и Φ1 ∈ W 2
2 (Ω). Переписывая (4.2.3), как уравнение для w2 мы сно-

ва приходим к задаче (4.2.7),(4.2.9),(4.2.17) относительно w2 с операторами Lk

вместо Mk, k = 1, 2, где F (t, x) = L2h2 + Bu1 + γ(x, u1) + f2(t, x) и φ(x) =

Φ1(x) − L1(h2(T, x) − h2(0, x)). Согласно теореме 4.2.3, эта задача имеет един-
ственное решение w2 ∈ C1([0, T ];W 4

2 (Ω)). Следовательно, существует един-
ственное решение u2 ∈ C1([0, T ];W 2

2 (Ω)) задачи (4.2.3), (4.2.5), (4.2.108). В силу
оределения w2, (4.2.15), (4.2.92), (4.2.105) и (4.2.106), имеют место оценки

max
t∈[0,T ]

∥u2∥2 ≤ C39

{
max
t∈[0,T ]

[
∥β1∥W 7/2

2 (∂Ω)
+ ∥β2∥W 3/2

2 (∂Ω)

]
+ ∥u0∥2 + ∥u1∥2 +

+∥f1∥L2(0,T ;W 2
2 (Ω))

+ ∥f2∥L2(QT )

}
, (4.2.109)

max
t∈[0,T ]

∥u2t∥2 ≤ C40

{
∥β1∥C1([0,T ];W

7/2
2 (∂Ω))

+ ∥β2∥C1([0,T ];W
3/2
2 (∂Ω))

+

+∥u0∥2 + ∥u1∥2 + max
t∈[0,T ]

{∥f1∥2 + ∥f2∥}
}
, (4.2.110)

где положительные постоянные C39 и C40 зависят от T , σ, ν1, ν2, Ci, i = 1, 2, 3,
C37, C38. Из неравенств (4.2.105), (4.2.106), (4.2.109) и (4.2.110) вытекают оценки
(4.2.101) и (4.2.102) с C34 = C37 + C39 и C35 = C38 + C40. Теорема доказана.
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Заключение

В диссертации решены актуальные задачи для уравнений, неразрешенных
относительно старшей производной по времени. Исследована корректность но-
вых классов краевых задач для уравнений и систем диффузии и фильтрации, в
основе которых лежат математические модели, учитывающие внутренние вза-
имодействия в сложных средах.

В работе доказано существование и единственность обобщенного решения
краевой задачи для линейного уравнения соболевского типа с нелинейным гра-
ничным условием. В отличии от других работ, в которых существование обоб-
щенного решения установлено при ограничениях на размерность по простран-
ственным переменным и порядок степенного роста нелинейности q, связанных с
теоремой вложения, данный результат получен при произвольной размерности
и q ≥ 2.

В диссертации представлен новый класс коэффициентных обратных за-
дач с интегральными условиями переопределения на границе области, кото-
рый ранее не рассматривался. В главе 2 исследованы обратные задачи восста-
новления неизвестных коэффициентов, зависящих от времени, линейных урав-
нений фильтрации соболевского типа, а также связанные с ними задачи для
уравнений параболического и эллиптического типа. Для них установлены усло-
вия существования и единственности сильного обобщенного решения, доказана
непрерывная зависимость решения от исходных данных. Основная идея предло-
женного метода доказательства существования решения состоит в продолжении
исходных данных с границы внутрь области, что позволяет свести обратную за-
дачу к операторному уравнению второго рода для неизвестного коэффициента
с оператором, имеющим неподвижную точку. Итерационные схемы, построен-
ные при доказательстве теорем существования и единственности, могут быть
использованы для разработки численных алгоритмов решения обратных задач.

Во второй главе также найдены достаточные условия на входные данные,
при которых решение обратной задачи восстановления неизвестного коэффи-
циента в члене второго порядка линейного уравнения соболевского типа ста-
билизируется к решению сответствующей стационарной обратной задачи. Кро-
ме того, доказана однозначная разрешимость параболической обратной задачи
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восстановления коэффициента в старшем члене с интегральным условием пере-
определения на границе с помощью регуляризации соответствующей обратной
задачей для уравнения соболевского типа.

В главе 3 постановки и методы исследования корректности обратных за-
дач, рассмотренных в предыдущей главе, обобщены на случай обратных задач
восстановления неизвестного коэффициента в члене второго порядка нелиней-
ных уравнений фильтрации с интегральными условиями переопределения на
границе. Теоремы существования и единственности доказаны для уравнения,
неразрешенного относительно старшей производной по времени, и стационар-
ного уравнения фильтрации.

В четвертой главе методы решения обратных задач применены для изуче-
ния нового класса нелокальных краевых задач для систем нагруженных урав-
нений параболического и соболевского типа, в которых условия по времени
заданы только для одной из неизвестных функций. Для этих задач найдены
достаточные условия существования и единственности обобщенного решения.

Результаты диссертационной работы представляют теоретический инте-
рес для специалистов в области качественной теории уравнений в частных про-
изводных и теории обратных задач. Предложенные в работе подходы и методы
доказательства могут стать основой для постановки и исследования новых кра-
евых задач для уравнений диффузии и фильтрации.
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195. Düll, V.-P. Some Qualitative Properties of Solutions to a Pseudoparabolic
Equation Modeling Solvent Uptake in Polymeric Solids / V.-P. Düll //
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281. Poincaré, H. Sur l’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de
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