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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Данная работа посвящена исследованию обобщен-
ной и регулярной разрешимости в пространствах Соболева начально-краевых
задач для систем уравнений квазигидродинамического типа.

Основное внимание уделено системам квазигидродинамических уравнений
в случае слабосжимаемой жидкости как в нелинейном, так и в линеаризован-
ном виде, в том числе эти системы рассмотрены в приближении мелкой воды
и Обербека-Буссинеска. В качестве функциональных пространств использо-
вались пространства Соболева и весовые пространства Соболева.

Система квазигидродинамических уравнений представляет собой модифи-
цированную версию системы уравнений Навье-Стокса (см. работы Галкина
В.А.). Её суть сводится к введению в классические уравнения дополнитель-
ных малых диссипативных членов, обоснованных физически и пропорцио-
нальных малому вещественному параметру 𝜏 . Благодаря таким слагаемым,
с одной стороны, появляется возможность применять логически простые и
устойчивые разностные схемы для расчётов, а с другой - достигается вы-
сокая точность при сопоставлении расчётных данных с экспериментами, в
частности, для течений в микроканалах и вблизи шара.

Исследуемая система квазигидродинамических уравнений в более общем
виде была выведена Елизаровой Т.Г. и Четверушкиным Б.Н. в 80-е годы на
основе известной кинетической модели. Первые варианты системы называют-
ся системой квазигазодинамических (КГД) уравнений. Посвященную ей тео-
рию и ее вывод можно найти в работах Елизаровой Т.Г., Четверушкина Б.Н.,
Жерикова А.В. и Шеретова Ю.В. Позднее, в 90-е годы Шеретовым Ю.В. на
основе более общего уравнения состояния была предложена еще одна модель,
которая получила название квазигидродинамическая (КГиД) система урав-
нений. В частности, вывод этой модели и некоторые результаты можно найти
в монографиях Шеретова Ю.В.

Результаты по части анализа некоторых неклассических задач для КГиД
уравнений были получены Злотником А.А. Им была обобщена КГиД модель
на случай произвольного уравнения состояния, удовлетворяющего условиям
термодинамической устойчивости, наличия внешних сил и источников тепла.
Для линеаризованной КГиД системы им же получены результаты о суще-
ствовании и единственности обобщенных решений задач Коши и начально-
краевых задач в случае реального и политропного газа на произвольном вре-
менном промежутке. Данным направлением исследования также занимались
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такие математики и механики, как Зейтунян Р.Х., Шелухин В.В., Шильников
Е.В., Хайталиев И. Р., Попов М.В. и Дородницын Л.В. и др. авторы.

Отметим, что рассматриваемая КГиД система уравнений при определен-
ных условиях является эллиптико-параболической системой, причем как эл-
липтические, так и параболические уравнения содержат старшие производ-
ные неизвестных давления 𝑝, вектора скорости 𝑢⃗ и температуры 𝑇 (в при-
ближении Обербека-Буссинеска). Стационарная часть системы не является
равномерно эллиптической, что усложняет получение априорных оценок и
доказательство существования решения.

Опишем некоторые близкие модели. В работе Плохотникова С.П., Богомо-
лова О.И. и других авторов для решения задачи фильтрации, рассматрива-
лась система, состоящая из одного эллиптического и двух параболических
уравнений. Авторами работы Denk R., Seger T., была доказана априорная
оценка для сильных решений эллиптико-параболических уравнений смешан-
ного типа в пространстве Соболева. Сошлемся также на работу Peszynska
M., Showalter R., в которой описано семейство моделей течения и переноса
многомасштабной однофазной жидкости в неоднородных пористых средах.

Эллиптико-параболические системы возникают и в приложениях. Так, на-
пример, авторами работы Lass O., Volkwein S. использовалась эллиптико-
параболическая система для моделирования литий-ионных аккумуляторов. В
работе Coclite G.M., Holden H., Karlsen K.H. для эллиптико-параболической
системы, представляющая собой обобщенные и регуляризованные уравнения
Камассы-Холма, были получены явные оценки устойчивости решений. Так-
же, можно выделить некоторые работы, посвященные моделям хемотаксиса
(Biler P., Senba T., Suzuki T. Friedman A., Fontelos M.A. и Hu B.), описываю-
щие возникновение пространственных структур в популяциях примитивных
бактерий.

Уравнения гидродинамики квазигидродинамического типа широко исполь-
зуются для построения численных методов решения прикладных задач (см.
работы Елизаровой Т.Г., Четверушкина Б.Н., Балашова В.А. и Савенкова
Е.Б.). Так, значительные успехи были достигнуты Елизаровой Т.Г., при мо-
делировании турбулентных течений. Результаты теоретического обоснования
КГиД моделей в случае течения многокомпонентной жидкости представле-
ны в работах Балашова В.А., Савенкова Е.Б., Белецкой А, Иванова Е., и
др. авторов. Некоторые последние результаты также представлены в работах
Четверушкина Б.Н., Ольховской О.Г., Цигвинцева И.П., Шильникова Е.В.,
Крапошина М.В., Рязанова Д.А., Злотника А.А.

Немалый вклад модели, основанные на системе КГиД уравнений, внесли в
решение задач, посвященные так называемой технологии «цифровой керн»,
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суть которой заключается в прямом численном моделировании течений в мас-
штабе порового пространства пород-коллекторов нефти и газа с воксельным
разрешением структуры этого пространства (Bangert P., Berg C.F., Lopez O.,
Berland H.). Последние результаты в этом направлении были получены в ра-
ботах Балашова В.А., Савенкова Е.Б., Четверушкина Б.Н., Елизаровой Т.Г.
Wu Y., Wei X., Liu K. и Li S.

Исследуемые в работе системы КГиД уравнений возникают в самых раз-
личных задачах математической физики: задачи фильтрации жидкостей и
газов, моделирование волн на мелкой воде, задачи акустики и магнитогид-
родинамики в пористых и биологических сред, моделирование течений с фа-
зовыми переходами, задачи экологии (например, задачи описания динамики
грунтовых вод и проблем загрязнения).

Однако теоретических результатов, посвященных вопросам разрешимости
начально-краевых задач, для таких систем очень мало. Поэтому тематика
работы представляется актуальной.

Целью диссертационной работы является доказательство локальных и
глобальных теорем существования и единственности решений краевых за-
дач для квазигидродинамических систем уравнений в случае слабосжимае-
мой жидкости как в нелинейном, так и в линеаризованном виде, а также для
квазигидродинамической системы уравнений в приближениях мелкой воды и
Обербека-Буссинеска, изучение качественных свойств этих решений.

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи:
1. Исследовать вопросы существования и единственности обобщенных и

регулярных решений начально-краевых задач для квазигидродинамиче-
ской системы уравнений в случае слабосжимаемой жидкости, в классах
Соболева, а также в некоторых весовых классах, характеризующие по-
ведение решений на бесконечности.

2. Исследовать вопросы существования и единственности обобщенных и ре-
гулярных решений начально-краевых задач для линеаризованной квази-
гидродинамической системы уравнений в случае слабосжимаемой жид-
кости.

3. Исследовать вопросы существования обобщенных решений начально-
краевых задач для квазигидродинамической системы уравнений в при-
ближении Обербека-Буссинеска.

4. Исследовать вопросы существования и единственности регулярных ре-
шений начально-краевых задач для квазигидродинамической системы
уравнений в приближении мелкой воды в двумерном случае.

Научная новизна:
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1. Для квазигидродинамической системы уравнений в случае слабосжима-
емой жидкости при некоторых условиях на данные доказаны существо-
вание и единственность обобщенных и регулярных решений начально-
краевых задач в классах Соболева, а также существование обобщенных
решений в некоторых весовых классах, характеризующие поведение ре-
шений на бесконечности.

2. Для линеаризованной квазигидродинамической системы уравнений в
случае слабосжимаемой жидкости при некоторых условиях на данные
доказаны существование и единственность обобщенных и регулярных
решений начально-краевых задач в классах Соболева.

3. Для квазигидродинамической системы уравнений в случае слабосжима-
емой жидкости при некоторых условиях на данные доказано существо-
вание обобщенных решений в классах Соболева начально-краевых задач
в приближении Обербека-Буссинеска.

4. Исследованы вопросы регулярной разрешимости (теоремы существова-
ния и единственности) в классах Соболева начально-краевых задач для
квазигидродинамической системы уравнений в приближении мелкой во-
ды в двумерном случае. Для обобщенной разрешимости выведены апри-
орные оценки решения начально-краевой задачи.

Научная и практическая значимость работы. В работе получен ряд
новых теоретических результатов, представляющих интерес для специали-
стов в следующих областях: теория уравнений в частных производных, гид-
родинамика, математическое моделирование процессов диффузии и филь-
трации. Практическая значимость научной работы определяется тем, что ее
теоретические результаты могут быть использованы при построении новых
численных алгоритмов или при доказательстве сходимости существующих
алгоритмов численного моделирования гидродинамических процессов, что,
например, актуально в так называемой технологии «цифровой керн» («digital
rock physics»), применяемой для исследования фильтрационно-емкостных
свойств образцов горных пород (коэффициентов проницаемости и пористо-
сти) и особенностей процессов вытеснения на микроуровне методами вычис-
лительного эксперимента.

Методология и методы исследования. При исследовании краевых за-
дач в работе использованы методы теории дифференциальных уравнений и
функционального анализа. В частности, используются классические резуль-
таты о разрешимости эллиптических и параболических задач, методы дока-
зательства разрешимости краевых задач с использованием теоремы о непо-
движной точке и метод Галёркина, основанный на использовании и получе-
нии априорных оценок решений. При этом используется теорема вложения,
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интерполяционные свойства Соболевских пространств и, в частности, интер-
поляционные неравенства различного типа.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Исследованы вопросы существования и единственности обобщенных и

регулярных решений начально-краевых задач для квазигидродинамиче-
ской системы уравнений в случае слабосжимаемой жидкости в классах
Соболева, а также вопросы существования обобщенных решений в неко-
торых весовых классах, характеризующие поведение решений на беско-
нечности.

2. Исследованы вопросы существования и единственности обобщенных
и регулярных решений начально-краевых задач для линеаризованной
квазигидродинамической системы уравнений в случае слабосжимаемой
жидкости.

3. Исследованы вопросы существования обобщенных решений в классах
Соболева начально-краевых задач для квазигидродинамической систе-
мы уравнений в приближении Обербека-Буссинеска.

4. Исследованы вопросы существования и единственности регулярных ре-
шений в классах Соболева начально-краевых задач для квазигидродина-
мической системы уравнений в приближении мелкой воды в двумерном
случае.

Достоверность результатов работы обеспечивается строгими математи-
ческими доказательствами всех приведенных утверждений, подтверждается
исследованиями других авторов. Все результаты, выносимые на защиту, яв-
ляются новыми и получены автором лично.

Апробация работы. Основные положения работы докладывались и по-
лучили одобрение на двадцати пяти российских и международных научных
конференциях и семинарах в виде устных докладов:

1. Шестой Международного молодежного научно-практического форума
«Нефтяная столица» (Ханты-Мансийск, 22 – 23 марта 2023 года).

2. Семинар Инженерной школы цифровых технологий Югорского государ-
ственного университета «ЮГУ» (Ханты-Мансийск, 9 июня 2023 года).

3. Х Международная конференция по математическому моделированию,
посвященная 30-летию Академии наук Республики Саха (Якутия)
(Якутск, 16 - 20 июля 2023 года).

4. Международная научная конференция «Уфимская осенняя математиче-
ская школа — 2023» (Уфа, 4 - 8 октября 2023 года).

5. XXVII окружная научно-практическая конференция «Пути реализации
нефтегазового потенциала Западной Сибири» (Ханты-Мансийск, 21 - 23
ноября 2023 года).
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6. Международная научная конференция «Современные проблемы диффе-
ренциальных уравнений и их приложения» (Ташкент, 23 – 25 ноября 2023
года).

7. Седьмой Международного молодежного научно-практического форума
«Нефтяная столица» (Ханты-Мансийск, 3 – 4 апреля 2024 года).

8. Семинар Инженерной школы цифровых технологий Югорского государ-
ственного университета «ЮГУ» (Ханты-Мансийск, 29 мая 2024 года).

9. Международная конференция «Современные вычислительные техноло-
гии математического моделирования», посвященная 75-летию профессо-
ра СВФУ В.И. Васильева (Якутск, 4 – 9 июня 2024 года).

10. Неклассические дифференциальные уравнения и математическое моде-
лирование (Самара, 15 - 17 июля 2024 года).

11. XVI международная молодежная научная школа-конференция «Теория
и численные методы решения обратных и некорректных задач» (Ново-
сибирск, 30 сентября – 2 октября 2024 года).

12. Международная научная конференция «Уфимская осенняя математиче-
ская школа — 2024» (Уфа, 2 - 5 октября 2024 года).

13. XXVIII окружная научно-практическая конференция «Пути реализации
нефтегазового потенциала Западной Сибири» (Ханты-Мансийск, 20 - 21
ноября 2024 года).

14. Международная научная конференция «Неклассические уравнения ма-
тематической физики и их приложения» (Ташкент, 24 – 26 октября 2024
года).

15. Восьмой Международный молодёжный научно-практический форум
«Нефтяная столица» (Сургут, 19 – 20 марта 2025 года).

16. Семинар Инженерной школы цифровых технологий Югорского государ-
ственного университета «ЮГУ» (Ханты-Мансийск, 5 июня 2025 года).

17. III Международной научной конференции «Дифференциальные уравне-
ния и математическое моделирование» (ДУММ – 25) (Улан-Удэ, 18 - 22
августа 2025 года).

18. Российско-Китайская конференция «Дифференциальные и разностные
уравнения» (Новосибирск, 31 октября - 6 ноября 2025 года).

19. Международная конференция «Конгресс пользователей ЦКП СКИФ:
перспективные исследования с использованием синхротронного излуче-
ния» (Новосибирск, 17 - 21 ноября 2025 года).

20. Российская конференция «Рентгеновские методы исследования веществ
и материалов» (Москва, 20–24 апреля 2026 года).

21. Семинар Инженерной школы цифровых технологий Югорского государ-
ственного университета «ЮГУ» (Ханты-Мансийск, 27 мая 2026 года).
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22. Международная конференция «Математические идеи академика П.Л.
Чебышёва, их приложения в естественных науках и технологиях искус-
ственного интеллекта», приуроченная к 205-й годовщине со дня его рож-
дения» (Обнинск, 14 - 16 мая 2026 года).

23. Семинар «Краевые задачи механики сплошных сред» Института гидро-
динамики им. М.А. Лаврентьева (ИГиЛ) СО РАН (21 мая 2026 года).

24. Межгородской научно-исследовательский семинар «Неклассические за-
дачи математической физики» (27 мая 2026 года).

25. XI Международная конференция по математическому моделированию,
посвященная 75-летию доктора физико-математических наук, профессо-
ра, заслуженного работника высшей школы РФ, заслуженного деятеля
науки РС(Я), академика АН РС(Я), кавалера ордена «Полярная звезда»
Ивана Егоровича Егорова (Якутск, 21 – 25 июля 2026 года).

Исследование поддержано стипендией Президента Российской Федерации
для аспирантов и адъюнктов по приоритетному направлению стратегии
научно-технологического развития Российской Федерации: переход к эколо-
гически чистой и ресурсосберегающей энергетике, повышение эффективно-
сти добычи и глубокой переработки углеводородного сырья, формирование
новых источников энергии, способов ее передачи и хранения (Минобрнауки
России, Протокол заседания Совета от 15 мая 2025 г. № 13-пр/23, 2025 год),
стипендией Губернатора Ханты-Мансийского автономного округа – Югры
(Депобрнауки Югры, Приказ от 23.08.2024 №10-П-1722, 2024 год), стипендией
Губернатора Ханты-Мансийского автономного округа – Югры (Депобрнауки
Югры, Приказ от 14.01.2025 №10-П-30, 2025 год).

Личный вклад. Все основные результаты, выносимые на защиту и со-
ставляющие содержание диссертации, получены автором самостоятельно, о
чем свидетельствуют публикации по материалам исследований. В работах,
опубликованных в соавторстве, личный вклад автора, отражающий получен-
ные в диссертационной работе результаты, составляет более 75 %.

Публикации. Основные результаты по теме диссертационной работы из-
ложены в четырнадцати печатных изданиях [1–14], шесть из которых изданы
в журналах, рекомендованных ВАК [1–6], три в журналах, индексированных
в РИНЦ [7–9], пять — в тезисах докладов [10–14].

Содержание работы

Во введении приведена постановка задачи, обоснована актуальность те-
мы данной диссертационной работы, проведен анализ существующих работ
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других авторов по указанной тематике, сформулированы цели и задачи рабо-
ты. Также в данной части работы сформулированы положения, выносимые
на защиту, степень достоверности и апробация результатов диссертационной
работы.

В самом общем случае рассматриваемая система квазигидродинамических
уравнений в случае слабосжимаемой жидкости имеет вид:

𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑤⃗, 𝜌
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+𝜌𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗⊗𝑢⃗+∇𝑝 = 𝜌𝑓+2𝜂𝑑𝑖𝑣 𝜎+𝜌𝑑𝑖𝑣 ((𝑤⃗⊗𝑢⃗)+(𝑢⃗⊗𝑤⃗)),

(1)

где тензор скоростей деформации 𝜎 имеет форму:

𝜎(𝑢⃗) =
1

2
((∇⃗ ⊗ 𝑢⃗) + (𝑢⃗⊗ ∇⃗)𝑇 ), 𝜎𝑖𝑗 =

1

2
(𝑢𝑖𝑥𝑗

+ 𝑢𝑗𝑥𝑖
).

Вектор 𝑤⃗ определяется по формуле 𝑤⃗ = 𝜏((𝑢⃗,∇)𝑢⃗ + 1
𝜌∇𝑝 − 𝑓). Плотность

𝜌, коэффициент динамической вязкости 𝜂 и характерное время релаксации
𝜏 считаются заданными положительными константам. Векторное поле 𝑓 =

𝑓(𝑥, 𝑡) определяет массовую плотность внешних сил. Система (1) замкнута
относительно неизвестных функций – вектора скорости 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥, 𝑡) и давления
𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡). Символы 𝑑𝑖𝑣 и ∇ определяют операции дивергенции и градиента
соответственно.

Мы будем записывать систему (1) в следующем виде:

𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑤⃗, 𝑤⃗ = 𝜏((𝑢⃗,∇)𝑢⃗+
1

𝜌
∇𝑝− 𝑓), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0, 𝑇 )×𝐺, 𝐺 ⊂ R3,

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑢⃗+

1

𝜌
∇𝑝 = 𝑓 + 𝜇Δ𝑢⃗+ 𝜇∇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗) + (𝑢⃗,∇)𝑤⃗ + 𝑤⃗𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, (2)

где 𝐺 – ограниченная область с границей Γ ∈ 𝐶2, 𝜇 = 𝜂/𝜌 - коэффициент
кинематической вязкости жидкости.

Будем искать решение системы (2), удовлетворяющее начальным и гранич-
ным условиям, вида:

𝑢⃗|𝑆 = 0, 𝑢⃗|𝑡=0 = 𝑢0, 𝑤⃗ · 𝜈|Γ = 0, (3)

и условиям нормировки, вида:∫︁
𝐺
𝑝(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, (4)

где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ.
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Для стационарной системы (2)

𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑤⃗, 𝑤⃗ = 𝜏((𝑢⃗,∇)𝑢⃗+
1

𝜌
∇𝑝− 𝑓), 𝑥 ∈ 𝐺, 𝐺 ⊂ R3,

(𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑢⃗+
1

𝜌
∇𝑝 = 𝑓 + 𝜇Δ𝑢⃗+ 𝜇∇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗) + (𝑢⃗,∇)𝑤⃗ + 𝑤⃗𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝜇 = 𝜂/𝜌,

(5)
граничные условия и условиям нормировки имеют вид:

𝑢⃗|Γ = 0, 𝑤⃗ · 𝜈|Γ = 0,

∫︁
𝐺
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 0, (6)

где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ.
Мы также исследуем систему (2) в приближении Обербека-Буссинеска:

𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑤⃗, 𝑤⃗ = 𝜏 [(𝑢⃗,∇)𝑢⃗+
1

𝜌
∇𝑝+ 𝛽𝑔⃗𝑇 ],

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑢⃗+

1

𝜌
∇𝑝 = 𝜇∇𝑢⃗+∇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗)𝜇+ (𝑢⃗,∇)𝑤⃗ + 𝑤⃗𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗− 𝛽𝑔⃗𝑇 + 𝑓,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑇 = 𝜒Δ𝑇 + 𝑓0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0, 𝑍)×𝐺, 𝐺 ⊂ R3. (7)

где 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 - среднее значение плотности, 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) - вектор скорости,
𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) - давление, 𝑇 = 𝑇 (𝑥⃗, 𝑡) - отклонение температуры от ее среднего
значения 𝑇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑔⃗ - ускорение свободного падения. Температур-
ный коэффициент расширения жидкости 𝛽, характерное время релаксации
𝜏 , теплопроводность 𝜁 и температуропроводность 𝜒 = 𝜁(𝜌𝐶𝑝) считаются за-
данными положительными константами.

Система (7) дополняется начальными и граничными условиями, и услови-
ями нормировки:

𝑢⃗|𝑆 = 0, 𝑇 |𝑆0
= 0,

𝜕𝑇

𝜕𝜈
|𝑆1

= 0, 𝑢⃗|𝑡=0 = 𝑢⃗0(𝑥),

𝑇 |𝑡=0 = 𝑇0(𝑥),

∫︁
𝐺
𝑝(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 0,

𝜕𝑝

𝜕𝜈
+ 𝑔⃗𝜈𝑇 |𝑆 = 0, (8)

где 𝜈 внешняя единичная нормаль к Γ ∈ 𝐶2, Γ0 и Γ1 некоторые открытые
подмножества Γ, такие, что Γ0∪Γ1 = Γ и Γ0∩Γ1 = ∅, положим 𝑆𝑖 = (0, 𝑍)×Γ𝑖,
𝑖 = 0, 1.

Линеаризуя систему (2) на известном решении (𝑣⃗, 𝑝0), приходим к системе
следующего вида:

𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑊⃗ ,
𝜕𝑉⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗ − 𝑤⃗0,∇)𝑉⃗ + (𝑉⃗ − 𝑊⃗ ,∇)𝑣⃗ +

1

𝜌
∇𝑃 =

𝐹 + 𝜇Δ𝑉⃗ + 𝜇∇𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ + (𝑣⃗,∇)𝑊⃗ + (𝑉⃗ ,∇)𝑤⃗0 + 𝑊⃗𝑑𝑖𝑣 𝑣 + 𝑤⃗0𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ , (9)
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где 𝑤⃗0 = 𝜏 [(𝑣⃗,∇)𝑣⃗ + 1
𝜌∇𝑝0 − 𝑓0)] и 𝑊⃗ = 𝜏 [(𝑣⃗,∇)𝑉⃗ + (𝑉⃗ ,∇)𝑣⃗ + 1

𝜌∇𝑃 − 𝐹 ].
Начальные и граничные условия, а также условия нормировки для системы

(9) имеют вид:

𝑉⃗ |𝑆 = 0, 𝑉⃗ |𝑡=0 = 𝑈⃗0(𝑥), 𝑊⃗ · 𝜈|𝑆 = 0,

∫︁
𝐺
𝑃 𝑑𝑥 = 0, (10)

где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ. Стационарная часть системы
(10) (см. также системы (5), (7), (9)) не является равномерно эллиптической,
и, соответственно, в нестационарном случае она не является равномерно па-
раболической, причем как эллиптические, так и параболические уравнения
содержат старшие производные неизвестных давления 𝑝, вектора скорости 𝑢⃗
и температуры 𝑇 (для системы (7)).

Мы также будем рассматривать систему квазигидродинамических уравне-
ний в приближении мелкой воды, которая имеет вид:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝑢⃗) = 𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝑤⃗), 𝑤⃗ = 𝜏((𝑢⃗,∇)𝑢⃗+ 𝑔∇ℎ),

𝜕(ℎ𝑢⃗)

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝑢⃗⊗ 𝑢⃗) + 𝑔∇(

ℎ2

2
) = 2𝑑𝑖𝑣 (𝜈ℎ𝜎̂(𝑢⃗)) + 𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝑤⃗ ⊗ 𝑢⃗+ ℎ𝑢⃗⊗ 𝑤⃗),

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0, 𝑇 )×𝐺, 𝐺 ⊂ R2. (11)

- где тензор скоростей деформации 𝜎̂ имеет форму:

𝜎̂(𝑢⃗) = 𝜎̂ =
1

2
[(∇⊗ 𝑢⃗) + (∇⊗ 𝑢⃗)𝑇 ], 𝜎𝑖𝑗 =

1

2
(𝑢𝑖𝑥𝑗

+ 𝑢𝑗𝑥𝑖
),

𝐺 – ограниченная область с границей Γ ∈ 𝐶2, коэффициент кинематиче-
ской вязкости жидкости 𝜈 и характерное время релаксации 𝜏 считаются
заданными положительными константами. Пусть 𝑆 = (0, 𝑇 ) × Γ. Вектор
𝑢⃗ = (𝑢1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), 𝑢2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)) – усредненная по высоте скорость течения. Ве-
личина ℎ = ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) интерпретируется как расстояние по вертикали от
ровного дна водоема, расположенного в плоскости 𝑥1𝑜𝑥2, до свободной по-
верхности жидкости. Система включает константу Галилея 𝑔 = 9.8 (𝑚/𝑐2),
равную модулю ускорения свободного падения в гравитационном поле Земли.

Система (11) дополняется начально-краевыми условиями:

𝑢⃗|𝑆 = 0, (𝑤⃗ · 𝑛⃗)|𝑆 = 0, 𝑢⃗|𝑡=0 = 𝑢⃗0(𝑥1, 𝑥2), ℎ|𝑡=0 = ℎ0(𝑥1, 𝑥2). (12)

где 𝑛⃗ – вектор внешней единичной нормали к Γ. Отметим, что второе условие
в (12) влечет, что 𝜕ℎ

𝜕𝑛⃗|𝑆 = 0.
Первая глава состоит из четырех параграфов. В ней рассматриваются

задачи (2)–(4), (5), (6) и (7), (8).
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В первом параграфе главы приводится ряд вспомогательных утвержде-
ний, используемых в доказательствах основных результатов главы.

Во втором параграфе главы рассматривается вопросы об обобщенной
разрешимости аналога первой начально-краевой задачи для квазигидроди-
намической системы уравнений в случае слабосжимаемой жидкости (2) c
начально-краевыми условиями (3), (4) в пространствах Соболева, а также
в некоторых весовых классах, характеризующие поведение решений на бес-
конечности. Опишем основные результаты. Пусть 𝑢⃗, 𝑝 – достаточно гладкое
решение задачи (2), (3), (4). Первое и второе уравнение системы (2) умно-
жим на функции 𝜙 и 𝜓⃗ соответственно, такие, что 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

1
2 (𝐺)),∫︀

𝐺 𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
1
2 (𝐺)), 𝜓⃗|𝑆 = 0 и интегрируем по области

𝐺. Получаем равенства

(𝑢⃗,∇𝜙) = (𝑤⃗,∇𝜙), (
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
, 𝜓⃗)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗) +

1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗)+

𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗) + ((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗) = (𝑓, 𝜓⃗), (13)

справедливые при п.в. 𝑡. Равенство (13) может служить основой для определе-
ния обобщенного решения задачи (2), (3), (4). Функции 𝑢⃗ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

1
2 (𝐺))∩

𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(𝐺)), 𝑢𝑡 ∈ 𝐿𝑝1(0, 𝑇 ;𝑊
−1
𝑝1

(𝐺)), 𝑝 ∈ 𝐿𝑝1(0, 𝑇 ;𝑊
1
𝑝1
(𝐺)), 𝑝1 = 5/4, та-

кие, что ∇𝑝
𝜌 + (𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈ 𝐿2(𝑄), удовлетворяющие (3), (4), называются обоб-

щенным решением задачи (2), (3), (4), если∫︁ 𝑇

0
(𝑢⃗,∇𝜙) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
(𝑤⃗,∇𝜙) 𝑑𝑡,

∫︁ 𝑇

0

[︁
(
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
, 𝜓⃗)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗)+

1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗)+

𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗) + ((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗)
]︁
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
(𝑓, 𝜓⃗) 𝑑𝑡, (14)

для всех функций 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
1
2 (𝐺)) с

∫︀
𝐺 𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈

𝐿5(0, 𝑇 ;𝑊
1
5 (𝐺)) и 𝜓⃗|𝑆 = 0.

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢⃗0 ∈ 𝐿2(𝐺). Тогда существует обобщенное
решение задачи (2), (3), (4) такое, что ∇𝑝, (𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈ 𝐿𝑞0(0, 𝑇 ;𝐿𝑝0(𝐺)) для
любого 𝑝0 ∈ [1, 3/2], где 𝑞0 = 2𝑝0/(4𝑝0 − 3).

Для исследования обобщенной разрешимости задачи (2), (3), (4) в весовых
пространствах Соболева в случае 𝑇 = ∞ используем в качестве определения
обобщенного решения интегральное тождество (14), для всех функций 𝜙 ∈
𝐿2(0,∞;𝑊 1

2 (𝐺)) с
∫︀
𝐺 𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈ 𝐿5(0,∞;𝑊 1

5 (𝐺)) и 𝜓⃗|𝑆 = 0, имеющих
ограниченный по 𝑡 носитель. Вводятся весовые функции вида: 𝛽(𝑡) = 𝑒𝛾𝑡

(𝛾 ̸= 0, 𝛾 ≤ 𝛾0 = 𝜇/2𝛿0), где 𝛿0 - постоянная из неравенства Пуанкаре:∫︁
𝐺
|𝑢⃗|2𝑑𝑥 ≤ 𝛿0

∫︁
𝐺
|∇𝑢⃗|2𝑑𝑥, 𝑢⃗|Γ = 0,
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и 𝛽(𝑡) = (𝑀 + 𝑡)−𝛾 (𝛾 ̸= 0), где 𝑀 > 0 есть постоянная.
Теорема 2. Пусть 𝑓

√
𝛽 ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢⃗0 ∈ 𝐿2(𝐺). Тогда существует обобщен-

ное решение задачи (2), (3), (4) такое, что
√
𝛽𝑢 ∈ 𝐿2(0,∞;𝑊 1

2 (𝐺)),
√
𝛽𝑢⃗ ∈

𝐿∞(0,∞;𝐿2(𝐺)),
√
𝛽(∇𝑝

𝜌 + (𝑢⃗,∇)𝑢⃗) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝛽(𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈ 𝐿𝑞0(0,∞;𝐿𝑝0(𝐺)),
∇𝑝𝛽𝛼 ∈ 𝐿𝑞0(0,∞;𝐿𝑝0(𝐺)), 𝑢⃗𝑡𝛽𝛼 ∈ 𝐿𝑞0(0,∞;𝑊−1

𝑝0
(𝐺)) для любого 𝑝0 ∈ [1, 3/2]

и 𝑞0 = 2𝑝0/(4𝑝0 − 3), где 𝛼 < 1/2, если 𝛽 = 𝑒𝛾𝑡 (𝛾 > 0) и 𝛼 < 1
2 −

2−𝑞0
2|𝛽|𝑞0 , если

𝛽 = (𝑡+𝑀)−𝛾, 𝛾 < 0; 𝛼 > 1
2 +

2−𝑞0
2|𝛽|𝑞0 и 𝛼 ≥ 1, если 𝛽 = (𝑡+𝑀)−𝛾, 𝛾 > 0; 𝛼 ≥ 1,

если 𝛽 = 𝑒𝛾𝑡 (𝛾 < 0).
В третьем параграфе главы рассматривается вопрос об обобщенной раз-

решимости краевой задачи для стационарной квазигидродинамической систе-
мы уравнений (5) c начально-краевыми условиями (6) в пространствах Собо-
лева. Приведем основной результат. Пусть 𝑢⃗, 𝑝 – достаточно гладкое решение
задачи (5), (6). Первое и второе уравнение системы (5) умножим на функции
𝜙 и 𝜓⃗ соответственно, такие, что 𝜙 ∈ 𝑊 1

2 (𝐺),
∫︀
𝐺 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈ 𝑊 1

2 (𝐺),
𝜓⃗|𝑆 = 0. Получаем равенства

(𝑢⃗,∇𝜙) = (𝑤⃗,∇𝜙), 1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗)+

𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗) + ((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗) = (𝑓, 𝜓⃗). (15)

Равенство (15) может служить основой для определения обобщенного реше-
ния задачи (5), (6). Функции 𝑢⃗ ∈ 𝑊 1

2 (𝐺), 𝑝 ∈ 𝑊 1
3/2(𝐺), удовлетворяющие (6)

и такие, что ∇𝑝
𝜌 +(𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈ 𝐿2(𝑄) называются обобщенным решением задачи

(5), (6), если

(𝑢⃗,−𝑤⃗,∇𝜙) = 0,

− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗) +
1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗) + 𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗)+

((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗)− (𝑓, 𝜓⃗) = 0

для всех функций 𝜙 ∈ 𝑊 1
2 (𝐺) с

∫︀
𝐺 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈𝑊 1

3 (𝐺) и 𝜓⃗|𝑆 = 0.
Теорема 3. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺), 𝑢⃗0 ∈ 𝐿2(𝐺). Тогда существует обобщенное

решение задачи (5), (6) такое, что 𝑢⃗ ∈ 𝑊 1
2 (𝐺), 𝑤⃗ ∈ 𝐿2(𝐺), ∇𝑝, (𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈

𝐿3/2(𝐺).
В четвертом параграфе главы рассматривается вопрос об обобщенной

разрешимости аналога первой начально-краевой задачи для квазигидродина-
мической системы уравнений (7) c начально-краевыми условиями (8) в при-
ближении Обербека-Буссинеска в пространствах Соболева. Опишем основные
результаты. Также, как и выше, 𝑢⃗, 𝑝 – достаточно гладкое решение задачи
(7), (8). Первое, второе и третье уравнение системы (7) умножим на функции
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𝜙, 𝜓⃗ и 𝜉 соответственно, такие, что 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑍;𝑊
1
2 (𝐺)),

∫︀
𝐺 𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

𝜓⃗ ∈ 𝐿5(0, 𝑍;𝑊
1
5 (𝐺)), 𝜓⃗|𝑆 = 0, 𝜉 ∈ 𝐿5(0, 𝑍;𝑊

1
5 (𝐺)) и 𝜉|𝑆0

= 0. Получаем
равенства

(𝑢⃗,∇𝜙) = (𝑤⃗,∇𝜙), (
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
, 𝜓⃗)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗) +

1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗)+

𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗) + ((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗) + (𝛽𝑔⃗𝑇, 𝜓⃗) = (𝑓, 𝜓⃗),

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
, 𝜉)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗)𝑇,∇𝜉) + 𝜒(∇𝑇,∇𝜉) = (𝑓0, 𝜉), (16)

справедливые при п.в. 𝑡. Равенство (16) может служить основой для определе-
ния обобщенного решения задачи (7), (8). Пусть 𝑝0 ∈ [1, 3/2], 𝑞0 = 2𝑝0/(4𝑝0−
3). Функции 𝑢⃗ ∈ 𝐿2(0, 𝑍;𝑊

1
2 (𝐺)) ∩ 𝐿∞(0, 𝑍;𝐿2(𝐺)), 𝑢⃗𝑡 ∈ 𝐿5/4(0, 𝑍;𝑊

−1
5/4(𝐺)),

𝑝 ∈ 𝐿5/4(0, 𝑍;𝑊
1
5/4(𝐺)), 𝑇 ∈ 𝐿2(0, 𝑍;𝑊

1
2 (𝐺)) ∩ 𝐿∞(0, 𝑍;𝐿2(𝐺)) такие, что

∇𝑝
𝜌 + (𝑢⃗,∇)𝑢⃗+ 𝛽𝑔⃗𝑇 ∈ 𝐿2(𝑄), удовлетворяющие (8), называются обобщенным

решением задачи (7), (8), если∫︁ 𝑍

0
(𝑢⃗,∇𝜙) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑍

0
(𝑤⃗,∇𝜙) 𝑑𝑡,

∫︁ 𝑍

0

[︁
(
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
, 𝜓⃗)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝜓⃗, 𝑢⃗)+

1

𝜌
(∇𝑝, 𝜓⃗)+

𝜇(∇𝑢⃗,∇𝜓⃗) + 𝜇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗, 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗) + ((𝑢⃗,∇)𝜓⃗, 𝑤⃗) + (𝛽𝑔⃗𝑇, 𝜓⃗)
]︁
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑍

0
(𝑓, 𝜓⃗) 𝑑𝑡,∫︁ 𝑍

0

[︁
(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
, 𝜉)− ((𝑢⃗− 𝑤⃗)𝑇,∇𝜉) + 𝜒(∇𝑇,∇𝜉)

]︁
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑍

0
(𝑓0, 𝜉)𝑑𝑡,

для всех функций 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑍;𝑊
1
2 (𝐺)) с

∫︀
𝐺 𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝜓⃗ ∈

𝐿5(0, 𝑍;𝑊
1
5 (𝐺)), 𝜓⃗|𝑆 = 0, 𝜉 ∈ 𝐿5(0, 𝑍;𝑊

1
5 (𝐺)) и 𝜉|𝑆0

= 0.
Теорема 4. Пусть 𝑓, 𝑓0 ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑢⃗0, 𝑇0 ∈ 𝐿2(𝐺). Тогда существует обоб-

щенное решение задачи (7), (8), такое, что ∇𝑝, (𝑢⃗,∇)𝑢⃗ ∈ 𝐿𝑞0(0, 𝑇 ;𝐿𝑝0(𝐺))

для любого 𝑝0 ∈ [1, 3/2], где 𝑞0 = 2𝑝0/(4𝑝0 − 3).
Вторая глава состоит из пяти параграфов. В ней рассматриваются задачи

(2)–(4), (9), (10) и (11), (12).
В первом параграфе главы 2, как и ранее, приводится ряд вспомога-

тельных утверждений, используемых в доказательствах основных результа-
тов данной главы.

Во втором параграфе главы рассматриваются вопросы об обобщенной и
регулярной разрешимости аналога первой начально-краевой задачи для ква-
зигидродинамической системы уравнений в линеаризованном случае (9) c
начально-краевыми условиями (10). Приведем основные результаты. Пусть
𝑣⃗, 𝑝0 - известное решение задачи (2), (3) с данными 𝑓0, 𝑣⃗0, вместо 𝑓, 𝑢⃗0, вектор
𝑣⃗ обращается в нуль на 𝑆 и

∫︀
𝐺 𝑝0 𝑑𝑥 = 0. Проводим линеаризацию системы

на этом решении. Подставляем функции 𝑢⃗ = 𝑣⃗ + 𝜀𝑉⃗ (вектор 𝑉⃗ обращается в
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нуль на 𝑆), 𝑝 = 𝑝0 + 𝜀𝑃 (
∫︀
𝐺 𝑃 𝑑𝑥 = 0), 𝑓 = 𝑓0 + 𝜀𝐹 , 𝑢⃗0 = 𝑣⃗0 + 𝜀𝑈⃗0 в систему

вместо 𝑢⃗, 𝑝, 𝑓, 𝑢⃗0 и сокращаем слагаемые второго порядка относительно 𝜀.
Мы приходим к линеаризованной системе:

𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝑊⃗ ,
𝜕𝑉⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗ − 𝑤⃗0,∇)𝑉⃗ + (𝑉⃗ − 𝑊⃗ ,∇)𝑣⃗ +

1

𝜌
∇𝑃 =

𝐹 + 𝜇Δ𝑉⃗ + 𝜇∇𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ + (𝑣⃗,∇)𝑊⃗ + (𝑉⃗ ,∇)𝑤⃗0 + 𝑊⃗𝑑𝑖𝑣 𝑣 + 𝑤⃗0𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ . (17)

Начальные и граничные условия имеют вид:

𝑉⃗ |𝑆 = 0, 𝑉⃗ |𝑡=0 = 𝑈⃗0(𝑥), 𝑊⃗ · 𝜈|𝑆 = 0,

∫︁
𝐺
𝑃 𝑑𝑥 = 0. (18)

Назовем обобщенным решением задачи (17), (18) функции 𝑉⃗ , 𝑃 , такие,
что 𝑉⃗ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(𝐺)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

1
2 (𝐺)), 𝑉⃗𝑡 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

−1
2 (𝐺)), 𝑃 ∈

𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
1
2 (𝐺)),

∫︀
𝐺 𝑃 (𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, и∫︁

𝑄
(𝑉⃗ − 𝑊⃗ )∇𝜙(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, ∀𝜙 ∈𝑊 1

2 (𝐺),∫︁
𝑄
(−𝑉⃗ · 𝜓⃗𝑡 + (𝑣⃗ − 𝑤⃗0,∇)𝑉⃗ · 𝜓⃗ + (𝑉⃗ − 𝑊⃗ ,∇)𝑣⃗ · 𝜓⃗ +

1

𝜌
∇𝑃 · 𝜓⃗ =

𝐹 · 𝜓⃗ − 𝜇
𝑛∑︁

𝑗=1

∇𝑉𝑗 · ∇𝜓⃗ − 𝜇𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗ 𝑑𝑖𝑣 𝜓⃗ − (𝑣⃗,∇)𝜓⃗ · 𝑊⃗ − (𝑉⃗ ,∇)𝜓⃗ · 𝑤⃗0+

+

∫︁
𝐺
𝑈⃗0(𝑥) · 𝜓⃗(0, 𝑥) 𝑑𝑥, ∀𝜓⃗ ∈𝑊 1

2 (𝑄) : 𝜓⃗|𝑆 = 0, 𝜓⃗|𝑡=𝑇 = 0. (19)

Здесь пространство 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
−1
2 (𝐺)) двойственно пространству

𝐿2(0, 𝑇 ;
∘
𝑊 1

2(𝐺)). Как известно, обобщенное решение 𝑉⃗ обладает свойствами
𝑉 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(𝐺)) и, соответственно, мы имеем, что 𝑢⃗|𝑡=0 = 𝑈⃗0.

Теорема 5. Предположим, что 𝐹 ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑈⃗0 ∈ 𝐿2(𝐺), 𝑤⃗0 ∈ 𝐿∞(𝑄) и
𝑣⃗ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺)). Тогда существует единственное обобщенное решение
задачи (17), (18).

Далее, мы приведем один результат о регулярной разрешимости задачи
(17), (18). Как мы уже отмечали, общие эллиптическо-параболические систе-
мы, вероятно, ранее не изучались. Мы опишем только некоторые достаточ-
ные условия разрешимости. Вообще говоря, они не являются оптимальными.
Но они позволяют изучить локальную разрешимость нелинейной системы (1)
(см. также (2), (3)) и устойчивость ее решений.

Теорема 6. Предположим, что 𝐹 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊
1
𝑝 (𝐺)), 𝑈⃗0 ∈ 𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺),

𝑤⃗0 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊
1
𝑝 (𝐺)), 𝑣⃗ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) и 𝑝 > 5. Тогда существует постоянная
𝜀0 > 0 такая, что если ‖𝑣⃗‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺)) ≤ 𝜀0, то существует единственное
решение задачи (17), (18) такое, что 𝑉⃗ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄), 𝑃 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊
2
𝑝 (𝐺)).
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В третьем параграфе главы рассматривается вопрос о регулярной разре-
шимости аналога первой начально-краевой задачи для квазигидродинамиче-
ской системы уравнений (2) c начально-краевыми условиями (3) в простран-
ствах Соболева. Приведем основные результаты. Положим 𝑄𝛾 = (0, 𝛾) × 𝐺,
𝑆𝛾 = (0, 𝛾) × Γ. Начальные и граничные условия (3), (4) мы заменяем усло-
виями:

𝑢⃗|Γ = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝜈
|𝑆 = 𝑓0(𝑡, 𝑥), 𝑢⃗|𝑡=0 = 𝑢⃗0(𝑥),

∫︁
𝐺
𝑝(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 0. (20)

Запишем условия на данные.

𝑢⃗0 ∈ 𝑊 2−2/𝑟
𝑟 (𝐺), 𝑢⃗0|Γ = 0, 𝑓 · 𝜈⃗, 𝑓0 ∈ 𝐿𝑟(0, 𝑇 ;𝑊

1−1/𝑟
𝑟 (Γ), (21)

𝑓, 𝑑𝑖𝑣𝑓 ∈ 𝐿𝑟(𝑄),

∫︁
Γ
𝑓0(𝑡, 𝑥)− 𝜌𝑓 · 𝜈⃗ 𝑑Γ = 0. (22)

Отметим, что функция 𝑝 восстанавливается с точностью до произвольной
функции, зависящей от времени. Введем обозначения

𝐿0𝑢⃗ =
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
− 𝜇Δ𝑢⃗− 𝜇∇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗), 𝐴0𝑝 =

𝜏

𝜌
Δ𝑝. (23)

Тогда система перепишится в виде{︃
𝐴0𝑝 = 𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗− 𝜏𝑑𝑖𝑣(𝑢⃗,∇)𝑢⃗+ 𝑑𝑖𝑣𝑓𝜏

𝐿0𝑢⃗ = −(𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑢⃗− 1
𝜌∇𝑝+ (𝑢⃗,∇)𝑤⃗ + 𝑤⃗𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗+ 𝑓.

(24)

Мы будем искать решение нашей задачи в классе

𝐻 = {(𝑢⃗, 𝑝) : 𝑢⃗ ∈𝑊 1,2
𝑟 (𝑄), 𝑝 ∈ 𝐿𝑟(0, 𝑇 ;𝑊

2
𝑟 (𝐺)), 𝑟 > 5}.

Из теорем вложения имеем, что 𝑢⃗ ∈ 𝐶1−5/2𝑟,2−5/𝑟(𝑄), ∇𝑢⃗ ∈ 𝐶1/2−5/2𝑟,1−5/𝑟(𝑄),
т.е. неравенство Интегрируя первое уравнение в (24) по 𝐺, получим равенство∫︁

Γ

𝜏

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝜈
𝑑Γ =

∫︁
Γ
𝑢⃗ · 𝜈⃗ 𝑑Γ− 𝜏

∫︁
Γ
(𝑢⃗,∇)𝑢⃗ · 𝜈⃗ 𝑑Γ + 𝜏

∫︁
Γ
𝑓 · 𝜈⃗ 𝑑Γ (25)

Используя граничные условия (20), получим необходимое условие разреши-
мости системы ∫︁

Γ

𝜕𝑝

𝜕𝜈
𝑑Γ =

∫︁
Γ
𝑓0 𝑑Γ =

∫︁
Γ
𝜌 𝑓 · 𝜈⃗ 𝑑Γ, (26)

т.е. второе условие в (22).
Теорема 7. Пусть выполнены условия (21), (22) и 𝑟 > 5. Тогда найдется

постоянная 𝑞0, не зависящая от данных задачи 𝑢⃗0, 𝑓 , 𝑓0, такая, что, если
‖𝑢⃗0‖𝐿∞(𝐺) ≤ 𝑞0, то на некотором промежутке 𝑡 ∈ [0, 𝛾0] решение задачи (2),
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(20) существует и принадлежит классу 𝑢⃗ ∈𝑊 1,2
𝑟 (𝑄𝛾), 𝑝 ∈ 𝐿𝑟(0, 𝛾;𝑊

2
𝑟 (𝐺)).

Если (𝑢⃗1, 𝑝1), (𝑢⃗2, 𝑝2) два решения задачи (2), (20), то 𝑢⃗1 = 𝑢⃗2, 𝑝1 = 𝑝2.
В четвертом параграфе главы рассматривается вопрос о регулярной

разрешимости аналога первой начально-краевой задачи для квазигидроди-
намической системы уравнений в приближении мелкой воды (11) с начально-
краевыми условиями (12) в пространствах Соболева. Приведем основные ре-
зультаты.

Исходя из определений, получим равенства

𝑑𝑖𝑣 (ℎ(𝑢⃗− 𝑤⃗)⊗ 𝑢⃗) = ℎ(𝑢⃗− 𝑤⃗,∇)𝑢⃗+ ℎ 𝑑𝑖𝑣 (𝑢⃗− 𝑤⃗)𝑢⃗+∇ℎ · (𝑢⃗− 𝑤⃗)𝑢⃗, (27)

𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝑢⃗⊗ 𝑤⃗) = ℎ(𝑢⃗,∇)𝑤⃗ + ℎ 𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗ 𝑤⃗ +∇ℎ · 𝑢⃗ 𝑤⃗. (28)

Далее, мы используем представления

𝑑𝑖𝑣 (𝜎̂(𝑢⃗)) = Δ𝑢⃗+∇(𝑑𝑖𝑣 𝑢⃗). (29)

𝑑𝑖𝑣 (ℎ𝜎̂(𝑢⃗)) = ℎ 𝑑𝑖𝑣 𝜎̂(𝑢⃗) + 𝐻⃗, 𝐻⃗ = (
2∑︁

𝑖=1

ℎ𝑥𝑖
𝜎𝑖1,

2∑︁
𝑖=1

ℎ𝑥𝑖
𝜎𝑖2)

𝑇 . (30)

Мы предполагаем, что ℎ0 ∈ 𝑊
2−2/𝑝
𝑝 (𝐺) (𝑝 > 4). В этом случае теоре-

мы о вложении дают ℎ0 ∈ 𝐶2−4/𝑝(𝐺), положим 𝑚0 = inf𝑥∈𝐺 ℎ0(𝑥),𝑀0 =

sup𝑥∈𝐺 ℎ0(𝑥).
Теорема 8. Пусть 𝑢⃗0 ∈ 𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝑢⃗0|Γ = 0, ℎ0 ∈ 𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺) (𝑝 > 4),

ℎ0(𝑥) > 0 в 𝑄, и 𝜕ℎ0

𝜕𝑛 |Γ = 0. Тогда найдется постоянная 𝑞0 > 0, не зависящая
от данных 𝑢⃗0, ℎ0 такая, что, если

‖𝑢⃗0‖𝐿∞(𝐺)(𝑀0 +
𝑀0

𝑚0
+

1

𝑚0
) +

𝑀0

𝑚0
‖𝑢⃗0‖2𝐿∞(𝐺) ≤ 𝑞0 (31)

в 𝐺, где постоянные 𝑀0,𝑚0 таковы что 𝑀0 ≥ ℎ0(𝑥) ≥ 𝑚0 > 0 при п.в.
𝑥 ∈ 𝐺, то на некотором отрезке [0, 𝛾0] существует решение задачи (11),
(12) такое, что 𝑢⃗, ℎ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝛾0) и ℎ(𝑡, 𝑥) > 0 в 𝑄𝛾0, где 𝑄𝛾0 = (0, 𝛾0) × 𝐺.
Если (𝑢⃗1, ℎ1), (𝑢⃗2, ℎ2) два решения задачи (11), (12) и найдется постоянная
𝛿0 > 0 такая, что ℎ𝑖(𝑡, 𝑥) ≥ 𝛿0 (𝑖 = 1, 2) в 𝑄𝛾0, то 𝑢⃗1 = 𝑢⃗2, ℎ1 = ℎ2.

В пятом параграфе главы рассматривается вопрос получения априор-
ных оценок для регулярных решений начально-краевой задачи (11), (12), в
некоторой степени характеризующих их поведение при 𝑡 → ∞. Приведем
основной результат.

Теорема 9. Пусть данные задачи 𝑢⃗0, ℎ0 удовлетворяют условиям тео-
ремы , решение задачи (11), (12) существует глобально по времени и явля-
ется регулярным, т.е. 𝑢⃗, ℎ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑇 ) при каждом 𝑇 > 0. Если ℎ ≥ 0 в
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𝑄 = (0,∞)×𝐺, то справедливо равенство

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝐺
(
|𝑢⃗|2

2
ℎ+

𝑔 ℎ2

2
) 𝑑𝑥+

1

𝜏

∫︁
𝐺
ℎ|𝑤⃗|2 𝑑𝑥+

∫︁
𝐺

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜎2𝑖𝑗ℎ 𝑑𝑥 = 0, 𝑡 ∈ (0,∞),

𝜎𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢1𝑥𝑗

+ 𝑢𝑗𝑥𝑖
)

и, соответственно, оценка

𝑚𝑎𝑥𝑡>0

∫︁
𝐺
|𝑢⃗|2ℎ+ 𝑔 ℎ2 𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐺
|𝑢0|2ℎ0 + 𝑔 ℎ20 𝑑𝑥 =𝑀.

Если найдутся постоянные 𝑚0 < 𝑀0 такие что 𝑀0 ≥ ℎ(𝑡, 𝑥) ≥ 𝑚0 > 0 п.в.,
то справедливы оценки

‖𝑢⃗‖𝐿2(0,∞;𝑊 1
2 (𝐺)) + ‖𝑔∇ℎ+ (𝑢⃗,∇)𝑢⃗‖𝐿2(𝑄) ≤ 𝐶1(𝑀),

‖𝑢⃗‖𝐿∞(0,∞;𝐿2(𝐺)) + ‖ℎ‖𝐿∞(0,∞;𝐿2(𝐺)) ≤ 𝐶2(𝑀), (32)

‖(𝑢⃗,∇)𝑢⃗‖𝐿𝑞0
(0,∞;𝐿𝑝0

(𝐺)) ≤ 𝐶3(𝑀), 𝑝0 ∈ [1, 2), 𝑞0 = 2𝑝0/(3𝑝0 − 2),

‖∇ℎ‖𝐿2(0,∞;𝐿1(𝐺)) ≤ 𝐶4(𝑀),

где постоянные 𝐶𝑖 зависят только от величины 𝑀 , меры Лебега 𝜇(𝐺) об-
ласти 𝐺, 𝜏 и норм начальных данных.

В приложении анализируются полученные другими авторами результа-
ты численного моделирования течений жидкости и газа в поровом простран-
стве образцов горных пород на основе квазигидродинамических уравнений. В
качестве воксельного представления геометрии расчетной области исследуе-
мого образца горной породы используется его трехмерный бинарный массив,
полученный с помощью метода рентгеновской компьютерной томографии.

В заключении приведены основные выводы по теме диссертационной
работы, обсуждаются перспективы дальнейшего развития и приложения к
практическим задачам.

В заключение автор выражает благодарность и большую признательность
научному руководителю Пяткову С.Г. за поддержку, помощь, обсуждение
результатов и научное руководство. Автор также благодарит преподавателей
инженерной школы цифровых технологий ФГБОУ ВО «Югорский государ-
ственный университет» за полезные советы и помощь в работе.
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