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1. Общая характеристика работы.
Актуальность темы. Диссертация посвящена изучению задач сопряже-

ния (дифракции) для эллиптических уравнений. Задачи дифракции возника-
ют в ситуациях, когда необходимо рассмотреть определенные процессы, про-
исходящие в двух и более соприкасающихся средах различной структуры. Ес-
ли данные процессы рассматриваются без учета изменений во времени (так
называемые установившиеся процессы), то для моделирования таких задач
принято использовать эллиптические уравнения.

Задачи с условиями сопряжения рассматривались для различных классов
дифференциальных уравнений еще в начале прошлого века. Основы иссле-
довательской работы с указанными задачами были заложены О.А Ладыжен-
ской, О.А. Олейник, В.А. Ильиным, M. Schechter. Данными авторами изучены
классические задачи дифракции для дифференциальных уравнений эллипти-
ческого, параболического, гиперболического типов. Полученные ими резуль-
таты являются фундаментальными в теории и практике изучения задач ди-
фракции для различных классов дифференциальных уравнений.

Большой интерес вызывают также задачи для уравнений с разрывными ко-
эффициентами. Так, задача Дирихле для общего эллиптического уравнения
второго порядка с разрывными коэффициентами и первая краевая задача для
общего параболического уравнения с разрывными коэффициентами изучены в
работах О.А Олейник. Вопросы о разрешимости задач Дирихле и Неймана для
общего линейного самосопряженного эллиптического оператора 2-го порядка
с разрывными коэффициентами, гиперболического уравнения с разрывными
коэффициентами рассматриваются статьях В.А. Ильина. В большинстве слу-
чаев получены обобщенные решения рассматриваемых задач в пространстве
W 1

2 (Q).
В теории уравнений смешанного и смешанно-составного типа также изу-

чались задачи с условиями сопряжения. В работах А.В. Бицадзе, М.С. Са-
лахитдинова, М.М. Смирнова, Т.Д. Джураева, Е.И. Моисеева и во многих
других получены решения некоторых краевых задач с условиями спряжения
для уравнений смешанного типа.

Задачи с условиями спряжения рассматривались и в теории упругости. В
работах А.М.Хлуднева, Т.С.Поповой, Л.Фарелли изучены задачи, связанные
с контактным взаимодействием упругих тел.

Задачи дифракции, возникающие при математическом моделировании про-
цессов тепломассообмена в многофазных средах рассматриваются в статьях
В.А. Белоногова, А.Р. Манаповой, С.Г. Пяткова и многих других авторов.

Ещё одним источником появления задач с условиями сопряжения (склей-
ки) является теория краевых задач для дифференциальных уравнений с ме-
няющимся направлением эволюции. Большое внимание указанным задачам
уделили в своих работах С.А.Терсенов, С.Г.Пятков, С.В. Попов.
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В последнее время задачи сопряжения стали изучаться и для неклассиче-
ских дифференциальных уравнений. Решению таких задач посвящены иссле-
дования А.И.Кожанова, Е. Ф. Шарина, С.В. Потаповой, В.В. Шубина. Разре-
шимость задач сопряжения для неклассических дифференциальных уравне-
ний высокого порядка изучена в работах А.И.Кожанова, Е. Ф. Шарина; задача
сопряжения для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками
со знакопостоянной и со знакопеременной функцией при старшей производной
описана в работах А.И Кожанова, С.В. Потаповой; краевые задачи для урав-
нений третьего порядка со сменой направления эволюции рассматриваются
работе В.В. Шубина.

Решению краевых задач с условиями сопряжения посвящены работы С.Е.
Холодовского В его работах выведены обобщенные граничные условия на мно-
гослойных пленках, ограничивающих полупространство и состоящих из чере-
дующихся бесконечно тонких сильно- и слабо проницаемых прослоек. Получе-
ны формулы, выражающие в однократных квадратурах решение задачи для
уравнения Лапласа в полуплоскости D, ограниченной трехслойной пленкой,
через решение классической задачи Дирихле в D без пленки.

Таким образом, построение решений новых классов краевых задач в кусочно-
однородных областях является актуальной задачей.
Цель работы:
1) исследование разрешимости краевой задачи для линейного эллиптиче-

ского уравнения, изучение зависимости существования и единственности ре-
шения от граничных условий и условий сопряжения на границе раздела двух
сред;

2) исследование влияния параметров на единственность и неединственность,
существование и несуществование регулярных решений некоторых некласси-
ческих задач сопряжения (обобщенных задач дифракции), исследование раз-
решимости задач сопряжения для оператора Лапласа со спектральным пара-
метром в составной области при задании на поверхности раздела специальных
условий сопряжения(склейки);

3) решение различных классов краевых задач в кусочно-однородных полу-
цилиндрах и полупространствах, в том числе содержащих пленочные вклю-
чения, с использованием метода свертывания разложений Фурье.
Методы исследования.
В данной работе для нахождения решений и доказательства теорем исполь-

зовались метод спектральных разложений, метод продолжения по параметру,
метод априорных оценок, метод свертывания разложений Фурье, а также ме-
тоды общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
Апробация работы.
Результаты диссертационной работы докладывались на следующих науч-

ных конференциях, семинарах:
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• Международная конференция «Дифференциальные уравнения и матема-
тическое моделирование», (Улан-Удэ 2015) [21];

• Международный семинар «Актуальные вопросы вещественного и функ-
ционального анализа», (Улан-Удэ 2014, 2015) [20, 22];

• V Международная конференция «Математика, ее приложения и матема-
тическое образование», (Улан-Удэ 2014) [17];

• VII Международная конференция по математическому моделированию,
(г. Якутск 2014) [18];

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения, функцио-
нальные пространства, теория приближений, посвященной 100-летию, 105-
летию со дня рождения С.Л.Соболева» (Новосибирск 2008, 2013) [8, 14];

• Международная научная конференция «Методы создания, исследования и
идентификации математических моделей», посвященной 85-летию со дня
рождения А.С. Алексеева (Новосибирск 2013) [15];

• V Международная молодежная научная школа-конференция «Теория и
численные методы решения обратных и некорректных задач» (Новоси-
бирск 2013) [16];

• VIII и IX Всероссийские симпозиумы по прикладной и промышленной
математике (Адлер 2007, Кисловодск 2008, 2009) [3, 7, 9];

• VII Всероссийская научно-практическая конференция «Кулагинские чте-
ния» (Чита 2007) [4];

• Межвузовские научные конференции в ЗабГПУ (Чита 2005-2011) [1, 2, 5,
6, 10, 12, 13];

• Семинар Института математики СО РАН им. С.Л. Соболева «Некласси-
ческие дифференциальные уравнения» под руководством профессора А.
И. Кожанова;

• Семинар Института математики и фундаментальной информатики Си-
бирского федерального университета «Обратные задачи» под руковод-
ством профессора Ю. Я. Белова;

• Семинар Института математики СО РАН им. С.Л. Соболева «Избранные
вопросы математического анализа» под руководством профессора Г. В.
Демиденко;

• Семинар Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН «Ма-
тематические модели механики сплошных сред» под руководством члена-
корреспондента РАН П. И. Плотникова, профессора В.И.Старовойтова.
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Публикации.
По материалам диссертации опубликованы 23 работы [1]-[23], из них 9 ста-

тей и тезисов [3, 7], [9] - [13], [19, 23] в изданиях, рекомендованных ВАК для
публикации результатов диссертаций. Остальные результаты опубликованы
в сборниках трудов и тезисов научных конференций, том числе всероссий-
ских и международных. Статья [23] опубликована в издании, включенном в
международную базу цитирования Scopus. Работы [1, 10, 11] опубликованы в
соавторстве. Соавтору в данных случаях принадлежат постановки задач.
Благодарности.
Автор выражает благодарность своему научному руководителю д. ф. – м.

н., профессору А.И. Кожанову за содержательные лекции, ответственное ру-
ководство и постоянное участие, помощь в постановке задач, а так же д. ф. –
м. н., профессору С.Е. Холодовскому за помощь и полезные советы при работе
над диссертацией.
2. Краткое содержание работы
Первая часть диссертации посвящена исследованию разрешимости краевой

задачи для линейного эллиптического уравнения, доказательству теорем су-
ществования и единственности решения, при выполнении соответствующих
граничных условий и условий сопряжения на границе раздела двух сред. А
также исследуется влияние параметров на единственность и неединственность
регулярных решений некоторых неклассических задач сопряжения (обобщен-
ных задач дифракции), устанавливается существование собственных чисел и
собственных функций для оператора Лапласа при задании на некоторой внут-
ренней поверхности специальных условий сопряжения.

Известно, что классическая задача дифракции соответствует ситуации, в
которой то или иное дифференциальное уравнение (возможно, с разрывными
коэффициентами) рассматривается в двух областях с общим участком гра-
ницы, и при этом на общем участке границы задаются условия непрерыв-
ности решения и потока (или же условия, обеспечивающие заданный скачок
решения и потока) при переходе через поверхность раздела. Учитывая это об-
стоятельство, обобщенной задачей дифракции (задачей сопряжения), назовем
такую задачу, в которой вместо условий непрерывности задаются условия со-
пряжения (склейки) с произвольными коэффициентами. Несмотря на то, что
для уравнения второго порядка задачи дифракции изучаются давно, вопрос
о влиянии на разрешимость задачи параметров — например, коэффициентов
условий сопряжения — представляется на сегодняшний день изученным не
полностью.

Как следует из обзора литературы, задачи сопряжения с теми или ины-
ми условиями, отличными от условий непрерывности, ранее изучались и как
математические задачи, и как задачи, связанные с математическим модели-
рованием. В настоящей работе задачи сопряжения рассматриваются с мате-
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матической точки зрения.
В § 1.1 изучается разрешимость краевой задачи для линейного эллипти-

ческого уравнения, доказываются теоремы существования и единственности
решения, при выполнении соответствующих граничных условий и условий со-
пряжения на границе раздела двух сред.

Пусть Ω есть ограниченная область пространства Rn с гладкой (для про-
стоты - бесконечно дифференцируемой) границей Γ, Q есть цилиндр Ω ×
(−1, 1), Q− и Q+ — цилиндры Q− = Ω× (−1, 0), Q+ = Ω× (0, 1). Далее, пусть
p(x, y), c(x, y), f(x, y), αi(x), βi(x) (i = (1, 4)) — заданные функции, опреде-
ленные при x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1], причем функция p(x, y) строго положительна
при (x, y) ∈ Q̄ и может иметь разрыв первого рода при переходе через плос-
кость y = 0, (α1(x), α2(x), α3(x), α4(x)), (β1(x), β2(x), β3(x), β4(x)) — линейно
независимые при каждом фиксированном x ∈ Ω вектор-функции, B1 и B2

есть линейные операторы, ставящие в соответствие функции u(x, y) функцию
(Biu)(x) (свойства которых будут описаны позже). Пусть L — дифференци-
альный оператор, действие которого на заданной функции v(x, y) определя-
ется равенством

Lv ≡ ∆xv +
∂

∂y
(p(x, y)vy) + c(x, y)v,

где ∆x =
n∑
i=1

∂2

∂x2i
.

Задача сопряжения: найти функцию u(x, y), являющуюся в цилиндрах Q−

и Q+ решением уравнения
Lu = f(x, y)

и такую, что для нее выполняются граничные условия на боковой поверхности
S(S = Γ× (−1, 1))

u(x, y)|S = 0,

на основаниях
u(x,−1) = 0, u(x, 1) = 0, x ∈ Ω;

а также условия сопряжения на границе раздела областей Q− и Q+:

α1(x)u(x,−0) + α2(x)u(x,+0) + α3(x)uy(x,−0) + α4(x)uy(x,+0)+

+(B1u)(x) = 0,

β1(x)u(x,−0) + β2(x)u(x,+0) + β3(x)uy(x,−0) + β4(x)uy(x,+0)+

+(B2u)(x) = 0.

Вследствие линейной независимости векторов (αi(x)), (βi(x))(i = (1, 4)) дан-
ную задачу можно переформулировать как три отдельные задачи:
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Задача I.

uy(x,−0) = a1(x)u(x,−0) + a2(x)u(x,+0) + a3(x)(B1u)(x) + a4(x)(B2u)(x),

uy(x,+0) = b1(x)u(x,−0) + b2(x)u(x,+0) + b3(x)(B1u)(x) + b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача II.

u(x,−0) = a1(x)uy(x,−0) + a2(x)uy(x,+0) + a3(x)(B1u)(x) + a4(x)(B2u)(x),

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0) + b2(x)uy(x,+0) + b3(x)(B1u)(x) + b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача III.

u(x,−0) = a1(x)u(x,+0) + a2(x)uy(x,−0) + a3(x)B1u+ a4(x)(B2u)(x),

uy(x,+0) = b1(x)u(x,+0) + b2(x)uy(x,−0) + b3(x)B1u+ b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Для каждой из этих задач доказаны теоремы существования и единствен-
ности регулярного решения. Доказательства теорем построены на получении
априорных оценок, использовании метода продолжения по параметру, метода
регуляризации и теорем вложения.

В § 1.2 исследуется влияние параметров на единственность и неединствен-
ность регулярных решений некоторых неклассических задач сопряжения (обоб-
щенных задач дифракции), устанавливается существование собственных чи-
сел и собственных функций для оператора Лапласа при задании на некоторой
внутренней поверхности специальных условий сопряжения.

Рассматривается ограниченная область Ω из пространства Rn с бесконечно
дифференцируемой границей Γ, x - точка Ω, y есть точка интервала (a, 1),
−∞ < a < 0, Q есть цилиндр Ω × (a, 1), S = Γ × (a, 1) есть боковая граница
Q, α, β - есть заданные действительные числа. ОбозначимQ1 = Ω×(a, 0), Q2 =
Ω× (0, 1).

Задача на собственные значения с условиями сопряжения: найти функцию
u(x, y) и число λ такие, что в цилиндрах Q1 и Q2 выполняется уравнение

∆u = λu (1)

при выполнении для функции u(x, y) условий

u(x, y)|S = 0, (2)

u(x, a) = u(x, 1) = 0, x ∈ Ω, (3)

u(x,−0) = αu(x,+0), uy(x,+0) = βuy(x,−0), x ∈ Ω. (4)
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В доказанных в ходе исследования теоремах описаны все действительные
собственные числа и все отвечающие конкретному собственному числу соб-
ственные функции задачи (1) − (4). А также определены условия единствен-
ности и неединственности, существования и несуществования решений неод-
нородной задачи.

Следующая часть работы посвящена решению краевых задач для уравне-
ния Лапласа в полуцилиндрах и полупространствах с классическими и обоб-
щенными условиями сопряжения на трещинах и завесах. Применяемый метод
позволяет выражать решения рассматриваемых задач в виде достаточно про-
стых формул непосредственно через решения классических краевых задач в
соответствующих полуцилиндрах (без условий сопряжения).

Во второй главе решены краевые задачи в кусочно-однородных полуцилин-
драх D с классическими условиями сопряжения. В §§ 2.1-2.3 данной главы
решены краевые задачи с граничными условиями 1-го, 2-го и 3-го рода на
основании Q полуцилиндров при произвольных однородных условиях на бо-
ковой поверхности, когда плоскость разрыва проницаемости (плоскость со-
пряжения) параллельна основанию Q. В § 2.4 решены аналогичные краевые
задачи в кусочно-однородных полуцилиндрах, когда плоскость сопряжения
перпендикулярна основанию Q полуцилиндров, при этом полуцилиндры сим-
метричны относительно указанной плоскости. В § 2.5 решены краевые зада-
чи в кусочно-однородных полуцилиндрах, состоящих из четырех зон с двумя
пересекающимися плоскостями сопряжения, рассмотренными в предыдущих
параграфах. Решения всех рассмотренных задач выражены через решения
классических задач в соответствующем однородном полуцилиндре с условием
Дирихле или Неймана на его основании Q.

В § 2.1 рассмотрен двухслойный полуцилиндр D = D1 ∪D2, D1 = {(x, y) :
x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}, кусочно-постоянной проницаемости ki в Di. В данном
полуцилиндре рассмотрены краевые задачи с условием Дирихле (1-го рода)
на его основании:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где ∆ =
m−1∑
i=1

∂2xi + ∂2y — оператор Лапласа, ∂kx = ∂k/∂xk, S = (x ∈ ∂Q) ×

(y < 0)− боковая поверхность полуцилиндра D, оператор G[u] = α∂nu + βu,
−→n− вектор нормали к поверхности S. Так как α ≥ 0 и β ≥ 0 — в общем
случае функции, не зависящие от y, то на поверхности S могут быть заданы
однородные граничные условия 1-го, 2-го и 3-го рода на различных участках.
При этом функция u1 при y → −∞ удовлетворяет условию, обеспечивающему
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единственность соответствующей задачи Дирихле: в R2 u1 = O(1) при y →
−∞, в R3 u1 → 0 при y → −∞. В частном случае Q = Rm−1 область D
является двухслойным полупространством, при этом граничные условия на
боковой поверхности отсутствуют.

Решение данной задачи получено в виде

u1(x, y) = (1− ν)
∞∑
n=0

νnF (x, y − 2nl), y < −l,

u2(x, y) =
∞∑
n=0

νn[F (x, y − 2nl)− νF (x,−y − 2l(n+ 1))], −l < y < 0,

где постоянная ν = (k1 − k2)/(k1 + k2), функция F (x, y) является решением
соответствующей краевой задачи в однородном полуцилиндре D = {(x, y) :
x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с условием Дирихле на основании при
сохранении граничной функции f(x):

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 2.2 рассмотрен класс краевых задач с граничным условием второго рода
на основании двухслойного полуцилиндра D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x =
(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1,−l < y < 0}:

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где ki - проницаемость зоны Di, оператор G определен в § 2.1, S - боковая
поверхность полуцилиндра D. Решение получено в виде:

u1(x, y) = (1 + µ)
∞∑
n=0

µnF (x, y − 2nl),

u2(x, y) = F (x, y) +
∞∑
n=0

µn[F (x, y − 2nl) + F (x,−y − 2nl)],

где µ = (k2 − k1)/(k1 + k2), (|µ| < 1), функция F (x, y) является решением
соответствующей краевой задачи в однородном полуцилиндре D = {(x, y) :
x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с граничной функцией f(x):

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.
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В § 2.3 в двухслойном полуцилиндре D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x =
(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1,−l < y < 0} рассмотрен класс краевых задач вида:

∆ui = 0, ∂yu2 + γu2|y=0 = f(x),

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где γ > 0 - постоянная, оператор G определен в § 2.1, S - боковая поверхность
полуцилиндра D.

Решение получено в виде

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzpF (x, y − 2nl − z)dz,

u2 =
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzp[F (x, y − 2nl − z)+

+µF (x,−y − 2l(n+ 1)− z)]dz,

где постоянная µ = (k2 − k1)/(k1 + k2), Cp
n — биномиальные коэффициенты,

функция F (x, y) является решением краевой задачи в однородном полуцилин-
дре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с условием Дирихле
на его основании при сохранении граничной функции f(x):

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

.
В § 2.4 рассмотрен в пространстве Rm кусочно-однородный полуцилиндр

D = D−∪D+ проницаемости k± в D±, D− = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0, y < 0},
D+ = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ), y < 0}, где r(ξ) ≥ 0 — заданная непрерывная
функция. В данном случае полуцилиндр D симметричен относительно плос-
кости x = 0 разрыва проницаемости, при этом уравнение боковой поверхности
S± полуцилиндраD имеет вид x = ±r(ξ). Рассмотрим в данном полуцилиндре
D = D− ∪D+ класс краевых задач

∆ϕ± = 0, G[ϕ±]|x=±r(ξ) = 0,

G0[ϕ
−]|y=0 = 0, G0[ϕ

+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ− = ϕ+, k−∂xϕ
− = k+∂xϕ

+,

где G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂n±ϕ
± или G[ϕ±] = ∂n±ϕ

±+ γ1ϕ
±, γ1 = const > 0 со-

ответственно в случае граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода на боковой
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поверхности S полуцилиндра D. Аналогично G0[ϕ
±] = ϕ±, G0[ϕ

±] = ∂yϕ
± или

G0[ϕ
±] = ∂yϕ

±+γϕ±, γ = const > 0 соответственно в случае граничных усло-
вий 1-го, 2-го или 3-го рода на основании y = 0 полуцилиндра D. Уравнение
Лапласа выполняется по всем переменным x, y, ξ1, ..., ξm−2. Решение данной
задачи имеет вид:

ϕ− =
2k+

k− + k+
F (x, y), x < 0,

ϕ+ = F (x, y) +
k+ − k−

k+ + k−
F (−x, y), x > 0,

где F (x, y) — решение задачи Дирихле в однородной полуплоскости с сохра-
нением граничной функции:

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

{
0, x ≤ 0

f(x), x > 0.

В § 2.5 рассмотрен полуцилиндр D предыдущего пункта, состоящий из
четырех зон: D = D−1 ∪ D−2 ∪ D+

1 ∪ D+
2 , разделенных плоскостями x = 0

и y = −l на зоны D±i проницаемости ki в D+
i и kip в D−i , где постоян-

ная p > 0, D−1 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0, y < −l}, D+
1 = {(x, y, ξ) :

0 < x < r(ξ), y < −l}, D−2 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0,−l < y < 0},
D+

1 = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ),−l < y < 0} (полуцилиндр D симметричен
относительно плоскости x = 0).

Для потенциалов ϕ±i в D±i рассмотрены задачи в полуцилиндре D с гра-
ничным условием 1-го, 2-го или 3-го рода при y = 0:

∆ϕ±i = 0, G[ϕ±i ]|x=±r(ξ) = 0,

y = −l : ϕ±1 = ϕ±2 , k1∂yϕ
±
1 = k2∂yϕ

±
2 ,

x = 0 : ϕ−i = ϕ+
i , p∂xϕ

−
i = ∂xϕ

+
i ,

с одним из граничных условий на основании полуцилиндра D:

ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ),

или
∂yϕ

−
2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2|y=0 = f(x, ξ),

или
∂yϕ

−
2 + γϕ−2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2 + γϕ+

2|y=0 = f(x, ξ).

Решения данных задач получены в виде композиции операторов

ϕ−i =
2

1 + p
ui(x, y, ξ), ϕ+

i = ui(x, y, ξ) +
1− p
1 + p

ui(−x, y, ξ),

где функции ui(x, y, ξ), в зависимости от граничных условий на основании по-
луцилиндра, строятся по соответствующим итоговым формулам предыдущих
параграфов.
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Третья глава посвящена решению задач в полуцилиндрах с сильно и слабо-
проницаемыми пленочными включениями, параллельными основанию. Силь-
но проницаемые пленки названы трещинами, а слабо проницаемые пленки
- завесами, при этом трещины моделируются бесконечно тонкими слоями с
бесконечно большой проницаемостью, завесы - бесконечно тонкими слоями с
бесконечно малой проницаемостью.

В § 3.1 приведен вывод обобщенных условий сопряжения на трещинах и
завесах.

В § 3.2 рассмотрен однородный полуцилиндр D = {(x, y) : x = (x1, ...,
xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с сильно проницаемой трещиной y = −l, раз-
деляющей область D на две зоны D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}. В
полуцилиндре D рассмотрена задача

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2yu1,

G[ui]|S = 0,

где A > 0 — параметр трещины, S — боковая поверхность полуцилиндра D,
оператор G[u] = α∂nu+βu, −→n — вектор внешней нормали к поверхности S, ui
— искомые потенциалы вDi. На поверхности S могут быть заданы однородные
граничные условия 1-го, 2-го и 3-го рода на различных участках, так как α ≥ 0
и β ≥ 0 — в общем случае функции, не зависящие от y. В данном случае
проницаемость зон Di одинаковая, т. е. k1 = k2 = 1.

Решение данной задачи получено в виде

u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz,

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)

−F (x,−y − 2nl − z)] dz,

где γ = 2/A > 0, F (x, y) — решение соответствующей краевой задачи в одно-
родном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} без
трещины:

∆F = 0 F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.3 решена задача в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < 0} со слабопроницаемой завесой y = −l, разделяющей область
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D на две зоны D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 =
{(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0} с условиями Дирихле на
основании вида:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1,

G[ui]|S = 0.

где B - параметр завесы, характеризующий ее малую толщину (l → 0) и
малую проницаемость (k0 → 0), при этом B = lim|k0→0,l→0 k0/l.

Решение данной задачи получено в виде:

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz,

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)−

−F (x,−y − 2nl − z)] dz,

где γ = 2/B > 0, F (x, y) - решение соответствующей краевой задачи в одно-
родном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} без
завесы:

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.4 в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0},
где зоны Di (D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 =
{(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}) разделены трещиной
y = −l, с условиями Неймана на основании, рассмотрена задача вида

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2yu1,

G[ui]|S = 0,

где A > 0− параметр трещины, S− боковая поверхность полуцилиндра D,
оператор G[u] определен в § 3.3.

Решение получено в виде:

u1 =
∞∑
n=0

(−1)n+1
n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl),

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n
n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl) + Φk(x,−y − 2nl)],
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где Ck
n− биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0,

F (x, y) - решение соответствующей краевой задачи в однородном полуцилин-
дре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} без трещины

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.5 рассмотрена задача в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ...,
xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0}, где зоныDi (D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}) раз-
делены слабо проницаемой завесой y = −l с параметром B. Для потенциалов
ui в Di решена задача

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1,

G[ui]|S = 0.

Решение задачи имеет вид:

u1 = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl),

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl) + Φk(x,−y − 2nl)],

где Ck
n — биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0,

F (x, y) — решение аналогичной задачи в однородном полуцилиндре D =
{(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0}:

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В четвертой главе решены краевые задачи в кусочно-однородном полу-
пространстве (частный случай полуцилиндра) с трещиной (§ 4.1) и завесой
(§ 4.2) перпендикулярной границе полупространства, когда на границе заданы
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условия 1-го, 2-го или 3-го рода. В § 4.3 решены краевые задачи в кусочно-
однородном полупространстве с произвольной комбинацией двух пересекаю-
щихся трещин и завес, рассмотренных в § 4.1, § 4.2, при этом решения имеют
вид композиции соответствующих операторов, полученных в §§ 3.2-3.5 и § 4.1,
§ 4.2.

В § 4.1 рассмотрена в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y < 0, ξ =
(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} трещина в виде плоскости x = 0, разделяющей
D на две зоны D−{(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} и
D+{(x, y, ξ) : x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} проницаемости k±

в D±. На границе D (при y = 0) заданы произвольные граничные условия
1-го, 2-го или 3-го рода, однородные при x < 0, что не умаляет общности. Для
потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D± рассмотрен класс краевых задач вида

∆ϕ± = 0,

G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+ = ϕ−, k+∂xϕ
+ − k−∂xϕ− = A∂2xϕ

−,

где A — параметр трещины, оператор G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂yϕ
± или G[ϕ±] =

∂yϕ
± + hϕ±, h = const > 0 соответственно в случае граничных условий 1-

го, 2-го или 3-го рода, уравнение Лапласа выполняется по всем переменным
x, y, ξ1, ..., ξm−2. Решение имеет вид:

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0,

ϕ+ = F (x, y, ξ)− F (−x, y, ξ) +
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

где β = (k+ + k−)/A, r < β, F (x, y, ξ) — решение соответствующей задачи в
однородном полупространстве (без трещины и при k+ = k−):

∆F = 0, y < 0; G[F ]|y=0 =

{
0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.

В § 4.2 рассмотрена в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y < 0, ξ =
(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} завеса x = 0, разделяющая D на зоны D− =
{(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} и D+ = {(x, y, ξ) :
x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}) проницаемости k± в D±. На
границе ∂D, как и выше, заданы граничные условия 1-го, 2-го или 3-го рода,
однородные при x < 0. Для потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D± решены краевые
задачи вида

∆ϕ± = 0,
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G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+ − ϕ− = Bk−∂xϕ
−, k+∂xϕ

+ = k−∂xϕ
−,

где B — параметр завесы, оператор G определен в § 4.1.
Решение получено в виде:

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0,

ϕ+ = F (x, y, ξ) + F (−x, y, ξ)− 2

Bk+

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

где β = (k+ + k−)/(Bk−k+), r < β, где F (x, y, ξ) — решение соответствующей
задачи в однородном полупространстве:

∆F = 0, y < 0; G[F ]|y=0 =

{
0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.

В § 4.3 решены краевые задачи в однородном полупространствеD = {(x, y, ξ) :
x ∈ R, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}, состоящем из четырех зон:
D = D−1 ∪D−2 ∪D+

1 ∪D+
2 , где D

−
1 = {(x, y, ξ) : x < 0, y < −l, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈

Q ⊆ Rm−2}, D+
1 = {(x, y, ξ) : x > 0, y < −l, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2},

D−2 = {(x, y, ξ) : x < 0,−l < y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2},
D+

2 = {(x, y, ξ) : x > 0,−l < y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} разде-
ленных пересекающимися трещинами x = 0 и y = −l с параметрами соответ-
ственно A1 и A2. На внешней границе D имеет место граничное условие 1-го
рода, однородное при x < 0. Для потенциалов ϕ±i (x, y, ξ) в D±i задача примет
вид

∆ϕ±i = 0, ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+
i = ϕ−i , ∂xϕ

+
i − ∂xϕ−i = A1∂

2
xϕ
−
i ,

y = −l : ϕ±2 = ϕ±1 , ∂yϕ
±
2 − ∂yϕ±1 = A2∂

±
y ϕ
±
1 .

Если зоны D±i разделены трещиной x = 0 и завесой y = −l с параметрами
соответственно A1 и B2, то условия сопряжения заменяются условиями вида

y = −l : ϕ±2 − ϕ±1 = B2∂yϕ
±
2 , ∂yϕ

±
2 = ∂yϕ

±
1 .

Если зоны D±i разделены завесой x = 0 и трещиной y = −l с параметрами
соответственно B1 и A2, то условия сопряжения заменяются условиями вида

x = 0 : ϕ+
i − ϕ−i = B1∂xϕ

−
i , ∂xϕ

+
i = ∂xϕ

−
i .

Решение всех вышеперечисленных задач получено в виде композиции соот-
ветствующих операторов, полученных в главе 3.
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Решения всех рассмотренных во второй, третьей и четвертой главах данной
работы задач в кусочно-однородных полуцилиндрах D с трещинами и завеса-
ми при граничных условиях 1-го, 2-го или 3-го рода на основании Q выраже-
ны через решения классических краевых задач в соответствующих однород-
ных полуцилиндрах Q с условиями Дирихле или Неймана на Q(на плоскости
x, y область Q является полосой, квадрантом или полуплоскостью). Други-
ми словами, решив некоторую классическую краевую задачу в однородном
полуцилиндре D с условием Дирихле или Неймана на основании Q, по най-
денным формулам автоматически получаем решения серии краевых задач в
кусочно-однородных полуцилиндрах D с комбинациями трещин и завес и при
различных комбинациях граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода на Q. С
другой стороны, каждая полученная формула также дает решения серии кра-
евых задач для произвольных полуцилиндров с соответствующими условиями
сопряжения на поверхностях разрыва проницаемости, на трещинах и завесах.

В "Заключении"перечислены основные результаты данной работы.
Основные результаты работы опубликованы в 23 статьях. Работы, выделен-

ные жирным шрифтом, опубликованы в изданиях, рекомендованных ВАК.
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