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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþ-
ùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ

íàïðàâëåíèé òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îíà èìåþò øèðîêèé êëàññ

ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû: ïå-

ðåíîñ íåéòðîíîâ â ÿäåðíîì ðåàêòîðå, ïåðåíîñ ðàäèàöèè, äèôôóçèîííûå

ïðîöåññû ðàññåèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå, îñöèëëÿöèÿ ïëàçìû, ñòàöèî-

íàðíûå âîëíû â ïëàçìå è äð.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Ì. Æåâðå (1914). Ïîçæå

êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè ñ ïåðåìåííûì íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-

òàõ Ã. Ôèêåðû, Î.À. Îëåéíèê, â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå ïîä-

õîäû è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ åäèíîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòèêî-

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïî-

ñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû, â òîì ÷èñëå ðàáîòû Ñ.À. Òåðñåíîâà, À.Ì. Íà-

õóøåâà, È.Å. Åãîðîâà, Í.Â. Êèñëîâà, È.Ì. Ïåòðóøêî, Â.Å. Ôåäîðîâà, R.

Beals, V. Ptotopopescu, Æ.-Ë. Ëèîíñà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà è Ñ.Â. Ïîïîâà. Íåëè-

íåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

ðàññìàòðèâàëèñü âïåðâûå â ðàáîòàõ Í.Í. ßíåíêî äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ

òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè. Òàêæå â ðàáîòàõ Â.Í. Ìîíàõîâà, Ñ.Í. Àíòîí-

öåâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè.

Ñðåäè äðóãèõ ðàáîò, îêàçàâøèõ âëèÿíèå íà èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îòìåòèì ñëåäóþùèå: Â.Í.

Âðàãîâà, À.Ì. Íàõóøåâà, Þ.À. Äóáèíñêîãî, Â.Ê. Ðîìàíêî, Å.È. Ìîèñååâà,

Ñ.Ì. Ïîíîìàðåâà, Ò.Ø. Êàëüìåíîâà, Í.À. Ëàðüêèíà, Á.À. Áóáíîâà, Í.Â.

Êèñëîâà, Ñ.Â. Óñïåíñêîãî, Ã.Â. Äåìèäåíêî, Â.Ã. Ïåðåïåëêèíà, Â.Â. Êàòðà-

õîâà, À.È. Êîæàíîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè â ãåëüäåðîâñêèõ êëàññàõ ôóíêöèé èçó-

÷àëèñü Ñ.À. Òåðñåíîâûì (1985). Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè âõîäÿò â êëàññ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-



íèé. Èññëåäîâàíèþ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíû ðà-

áîòû À.Ì. Íàõóøåâà, Î.À. Îëåéíèê, Å.Â. Ðàäêåâè÷à, Ñ.À. Òåðñåíîâà, È.Å.

Åãîðîâà, Â.Å. Ôåäîðîâà.

Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì è

øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåé-

íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî è âûñîêîãî ïîðÿäêîâ. Îòìåòèì ðà-

áîòû Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Ñ.Ã. Ìèõëèíà, Þ.À. Äóáèíñêîãî, À.Â. Äæèøêà-

ðèàíè, Ï.Â. Âèíîãðàäîâîé, À.Ã. Çàðóáèíà. Â ðàáîòàõ Ï.Â. Âèíîãðàäîâîé,

À.Ã. Çàðóáèíà, À.Â. Äæèøêàðèàíè óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòî-

äà Ãàëåðêèíà. Ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé

äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè â îñíîâíîì ïðèìåíÿëñÿ íåñòàöèîíàðíûé ìîäèôèöè-

ðîâàííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, à ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèìåíÿëñÿ

òîëüêî äëÿ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä

Ãàëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â

÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ï.Â. Âèíîãðàäîâîé, À.Ã. Çàðóáèíà óñòàíîâëåíû îöåíêè

ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâîïî-

ëîæíèêàìè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÿâëÿþòñÿ Á.Ã. Ãàëåðêèí, È.Ã. Áóáíîâ, Ã.È.

Ïåòðîâ è Ì.Â. Êåëäûø.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ: èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ñ ïîìî-

ùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è îöåíêà ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìå-

òîäà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, ìåòîä êîìïàêòíîñòè, ìåòîä àïðèîðíûõ îöåíîê, ñòàöèîíàð-

íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, äîêàçûâàåòñÿ ðå-

ãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Òàêæå äëÿ èññëåäóåìûõ ëèíåéíûõ è

íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âïåðâûå ïðèìåíÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìå-

íè, è äëÿ íèõ óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà ÷åðåç

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ (n+1)-ìåðíîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà ïî x ∈ Rn è t (ëèíåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà).

4



Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

- Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ïî ìåòîäó

Ãàëåðêèíà, ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè âî âñåé îáëàñòè.

- Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

ïåðâîãî è âûñîêîãî ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè.

- Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿ-

þùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïåðâîãî è âûñîêîãî ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè,

íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè.

- Óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

äëÿ èññëåäóåìûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
Äîñòîâåðíîñòü âñåõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãèìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòàíîâêè íîâûõ çàäà÷ è â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ

â òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîâåäåíî

òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêè äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü:

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüå-

âà ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ï.È. Ïëîòíèêîâà è ä.ô.-ì.í.

Â.Í. Ñòàðîâîéòîâà (2017);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Áëîõèíà (2018);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

ÐÀÍ "Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè" ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà À.È. Êîæàíîâà (2017);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

ÐÀÍ "Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà" ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Ã.Â. Äåìèäåíêî (2017);
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� íà ñåìèíàðå Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÂ-

ÔÓ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè" ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ïðîôåññîðà È.Å. Åãîðîâà (2012-2017);

� íà XVI, XVII, XVIII è XXI Ëàâðåíòüåâñêèõ ÷òåíèÿõ (ã. ßêóòñê: 2012,

2013, 2014, 2017);

� íà XIX è XXI Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ,

àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ" (ã. Ìîñêâà: 2012, 2014);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

èõ ïðèëîæåíèÿ" (ã. Áåëãîðîä, 2013);

� íà III Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ìî-

ëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ

ñåâåðíûõ òåððèòîðèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè" (ã. ßêóòñê, 2012);

� íà Àñïèðàíòñêèõ ÷òåíèÿõ ÑÂÔÓ (ã. ßêóòñê, 2012).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå

ãðàíòîâ ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé

Ðîññèè" íà 2009-2013 ãã. (ÃÊ 02.740.11.0609), ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-

ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè" íà 2009-2013 ãã., ìåðîïðèÿ-

òèå 1.3.2 "Ïðîâåäåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé öåëåâûìè àñïèðàíòàìè" (Cî-

ãëàøåíèå 14.132.21.1352), Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî

çàäàíèÿ íà âûïîëíåíèå ÍÈÐ íà 2012-2014 ãã. (ïðîåêò � 4402) è íà 2014-

2016 ãã. (ïðîåêò � 3047), ãðàíòà ðåêòîðà ÑÂÔÓ (2013).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14

ðàáîòàõ: 9 ñòàòüÿõ, òåçèñàõ 5 äîêëàäîâ; 7 ñòàòåé [2-8] îïóáëèêîâàíû â æóð-

íàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ, â òîì ÷èñëå 1 ñòàòüÿ (ïåðåâîäíàÿ)

âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ è ñèñòåì öèòèðîâà-

íèÿ Scopus, à òàêæå 1 îáçîðíàÿ ñòàòüÿ [1] - â Web of Science. Â ñîâìåñòíûõ

ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîì ïðîâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ëåìì è òåî-

ðåì, à ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ìåòîäèêà èõ èññëåäîâà-

íèÿ. Â ðàáîòàõ [2,6] ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì åäèíîëè÷íî.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 87 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëè-

òåðàòóðû ñîäåðæèò 91 íàèìåíîâàíèå.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Èâàíó Åãîðîâè÷ó Åãîðîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,

ïîìîùü â ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê âûïîëíåíèþ

ðàáîòû.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ, ôóíêöèî-

íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãà-

ëåðêèíà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Äàííàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðà-

ãðàôîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêà-

çàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè. Òàêæå óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà äëÿ èñ-

ñëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷å-

ñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (1)

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k(x, t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè

Q ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

(1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â Q. Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (2)

u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (3)

×åðåç CL îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èçW 2,1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ

êðàåâûì óñëîâèÿì (2), (3).

Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (3) ïðèíèìàþò âèä

u|t=0 = 0, u|t=T = 0,

à òàêæå ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ f(x, 0) = 0 è f(x, T ) = 0. Â êà÷åñòâå áà-

çèñíûõ âûáèðàþòñÿ ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è

−∆̃φk = λkφk, k = 1, 2, ..., (4)
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φk|Γ = 0, (5)

φk|t=0 = 0, φk|t=T = 0, (6)

ãäå ∆̃u = utt + ∆u. Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q)

è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû,

÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, êðàåâûå óñëîâèÿ (3) èìåþò âèä

u|t=0 = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (6) âûáèðàåì óñëîâèÿ

φk|t=0 = 0, φkt|t=T = 0, (61)

à òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå f(x, 0) = 0.

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (3) èìåþò âèä

u|t=T = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (6) ðàññìàòðèâàåì êðàåâûå óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φk|t=T = 0, (62)

êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå f(x, T ) = 0.

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0 âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (6) èìååì óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φkt|t=T = 0. (63)

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) áóäåì

èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (7)

Òåîðåìà 2.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,
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èëè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, f(x, 0) = 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)-(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç

W 2,1
2 (Q).

Òåîðåìà 2.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.1. Òîãäà ãàë¼ð-

êèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ uN(x, t) ïðè N → ∞ ñëàáî ñõîäÿòñÿ â W 2,1
2 (Q) è

ñõîäÿòñÿ â íîðìå L2(Q) ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) èç W 2,1
2 (Q).

Òåîðåìà 2.1.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C1(||f ||+ ||ft||)λ−1/4
N+1 , C1 > 0, (8)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå â ñëó÷àå âûðîæäàþùåãîñÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà-

÷è (1)-(3) äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìå-

òîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çà-

äà÷à:

L̃v ≡ kvt −△v + (c+ kt)v = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (9)

v|Γ = 0, v|
S
+

0
= 0, v|

S
−
T
= 0. (10)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3), ãàðàíòèðîâàííîå

òåîðåìîé 2.1.1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ut ∈
◦
W

1,0
2 (Q).

×åðåç Ŵ 1,1
2 (Q) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî W 1,1

2 (Q), âûäåëåííîå êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè

η|Γ = 0, η|
S
−
0
= 0, η|

S
+

T
= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ôóíêöèÿ v(x, t) èç
◦
W

1,0
2 (Q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (9), (10), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî∫
Q

[−kvηt +
n∑

i=1

vxi
ηxi

+ cvη]dQ = (g, η) ∀η ∈ Ŵ 1,1
2 (Q),

ãäå g(x, t) ∈ L2(Q).

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü c(x, t) ≥ c0 > 0, (x, t) ∈ Q, è èìååò ìåñòî îäèí

èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: k(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Q, èëè k(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q.
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Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (9), (10) ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ èç
◦
W

1,0
2 (Q).

Òåîðåìà 2.2.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c ≥ c0 > 0, c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, c+

3

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,2

2 (Q)

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, f |t=0 = ft|t=0 = 0,

èëè k(x, t) ≤ 0, k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, f |t=T = ft|t=T = 0.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) èìåþò ìå-

ñòî

ut ∈ W 2,1
2 (Q), utt ∈

◦
W

1,0
2 (Q).

Ïðè k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíê-

öèé áåðåì ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è

−φktt −△φk = λφk, (x, t) ∈ Q, (11)

φk|Γ = 0, φk|t=0 = 0, φkt|t=T = 0. (12)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(Q), à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤
λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Âî âòîðîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (12) èìåþò âèä

φk|ST
= 0, φkt|t=0 = 0, φk|t=T = 0.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3) áóäåì èñêàòü â

âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (13)

Òåîðåìà 2.2.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.2. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C2(||f ||+ ||ft||+ ||ftt||)λ−1/2
N+1 , C2 > 0, (14)
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ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ íåãî äî-

êàçàíà ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è â âåñîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå Ñîáîëåâà, è óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω × (0, T ) ðàññìîòðèì íåêëàññè÷åñêîå

óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u = f(x, t), (15)

ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (15) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (16)

Dj
tu|t=0, t=T = 0, j = 0, s− 1, Ds

tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (17)

Ïóñòü CL - êëàññ ãëàäêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâè-

ÿì (16), (17), à WL - çàìûêàíèå CL ïî íîðìå

||u||2L = ||u||22,2s + ||k2s+1D
2s+1
t u||2.

Â ñëó÷àå

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0

ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

Zφ ≡ (−1)sD2s
t φ−∆φ = λφ, (x, t) ∈ Q, (18)

φ|Γ = 0, (19)

Di
tφ|t=0, t=T = 0, i = 0, s− 1. (20)

Çàìåòèì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì.
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Ïóñòü W̃ 2,2s
2 (Q) åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç C∞(Q), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (19), (20), ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 2,2s
2 (Q).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâî

(Zφ, ψ) = (φ,Zψ) ∀φ, ψ ∈ W̃ 2,2s
2 (Q)

è îöåíêà

(Zφ, φ) =

∫
Q

[(Ds
tφ)

2 +
n∑

i=1

φ2
xi
]dQ ≥ C3||φ||21,s, C3 > 0.

Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (18)-(20) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk òà-

êèå, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ..., λk → +∞ ïðè k → ∞, è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

φk(x, t) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â
◦
W

1,s
2 (Q) è îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â L2(Q). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈
◦
W

1,s
2 (Q) èìååò ìå-

ñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t), ck = (u, φk), (21)

ïðè÷åì ðÿä (21) ñõîäèòñÿ â
◦
W

1,s
2 (Q).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ìåñòî âòîðîå îñíîâíîå íåðàâåíñòâî

||u||2,2s ≤ C4||Zu||, C4 > 0, ∀u ∈ W̃ 2,2s
2 (Q).

Â ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk ñïåêòðàëüíîé çà-

äà÷è (18)-(20) ïðèíàäëåæàò W̃ 2,2s
2 (Q).

Äàëåå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (15)-(17) áóäåì

èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (22)

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0,
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(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0,

(−1)s[2k2s − k2s+1t] ≥ δ > 0, s > 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (15)-(17) u(x, t) ∈
WL . Ïðè ýòîì uN → u ñëàáî â W 2,2s

2 (Q).

Òåîðåìà 2.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C5||f ||λ−1/4
N+1 , C5 > 0, (23)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (15)-(17) èç WL.

Òåîðåìà 2.3.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1 è

||k2s+1D
2s+1
t uN || ≤ C6||f ||, C6 > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C7||f ||λ−1/2
N+1 , C7 > 0, (24)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (15)-(17) èç WL.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Â öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíå-

íèå

Lu ≡ k(t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (25)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (25) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, u(x, 0) = αu(x, T ), α = const. (26)

Îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (25), (26) áûëà

äîêàçàíà À.Ï. Ëüâîâûì (2001) ìåòîäîì "ε ðåãóëÿðèçàöèè" â ñëó÷àå, êîãäà

êîýôôèöèåíò k çàâèñèò îò x è t, à êîýôôèöèåíò c íå çàâèñèò îò t.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(0) > 0, k(T ) > 0. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âûáèðà-

þòñÿ ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆̃φ = λφ, (27)

φ|Γ = 0, (28)

φ(x, 0) = αφ(x, T ), φt(x, T ) = αφt(x, 0), (29)

ãäå ∆̃u = utt + ∆u. Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q)

è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû,
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÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (25), (26) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (30)

Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q), αf(x, 0) = f(x, T ),

k(T )− α2k(0) ≥ 0, k(0)− α2k(T ) ≥ 0, k(0) > 0, k(T ) > 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (25), (26) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç

W 2,1
2 (Q).

Òåîðåìà 2.4.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C8||f ||0,1λ−1/4
N+1 , C8 > 0,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (25), (26).

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ñ ïîìî-

ùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé

äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Äàííàÿ ãëàâà

âêëþ÷àåò òðè ïàðàãðàôà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíå-

íèå ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, è äëÿ íåãî óñòàíîâëåíà îöåíêà

ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω × (0, T ) ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå

óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u+ |u|ρu = f(x, t). (31)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (31) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},
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S±
T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Ïîëîæèì p = ρ+ 2, 0 < ρ ≤ 4
n−1 .

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (32)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆̃u = utt +∆u. Ïóñòü ôóíê-

öèè {φk(x, t)} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (4), (5), (6) èëè

ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ (4), (5), (6p), p = 1, 2, 3.

Äàëåå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (31), (32) áóäåì

èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (33)

Òåîðåìà 3.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, f(x, 0) = 0,

èëè k(x, 0) 6 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(x, 0) 6 0, k(x, T ) > 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (31), (32) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç

W 2,1
2 (Q) ∩ Lp(Q).

Òåîðåìà 3.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C9(||f ||+ ||ft||)λ
−1−α

4

N+1 , C9 > 0,

ãäå

α =
1/2− 1/p

1/2− 1/m
, m =

2(n+ 1)

n− 1
,
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u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (31), (32).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíîå íåêëàññè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu = Pu−
n∑

i=1

∂

∂xi
(|uxi

|p−2uxi
) + c(x)u = f(x, t), (34)

ãäå p > 2, Pu =
3∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ki(x, t), c(x) ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì

S±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, −k3(x, 0) ≷ 0}, S±

T = {(x, T ) : x ∈ Ω, −k3(x, T ) ≷ 0}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (34) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (35)

u|t=0 = 0; u|t=T = 0; ut|S+

0
= 0; ut|S−

T
= 0. (36)

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì ñëó÷àé k3(x, 0) > 0, k3(x, T ) < 0, x ∈ Ω.

Ïðè φ ∈
◦
W 1

p(Ω) ïîëîæèì

A0(φ) = −
n∑

i=1

∂

∂xi
(|φxi

|p−2φxi
) + c(x)φ.

Òîãäà îïåðàòîð φ → A0(φ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç
◦
W 1

p(Ω) â

W−1
p′ (Ω).

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé S êëàññà C∞, è ôóíêöèÿ

ψ(x) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

ψ ∈ C∞(Ω), ψ(x) > 0 ïðè x ∈ Ω,

ψ|S = 0 è
∂ψ

∂n
|S = 0.

Ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
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k3(x, 0) > 0, k3(x, T ) < 0, x ∈ Ω è f,
√
ψ ∂f

∂xi
∈ L2(Q), i = 1, n, −k2 +

1
2k3t ≥ δ > 0, −k2 + 3

2k3t ≥ δ > 0,
n∑

i=1

((k3ψ)xi
)2 ≤ 1

4δ
2ψ, êîýôôèöèåíò

c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ôóíêöèÿ u(x, t), òàêàÿ, ÷òî

u ∈ Lp((0, T );
◦
W

1
p(Ω)),

ut, utt ∈ L2(Q), k3D
3
tu ∈ Lp′((0, T );W

−1
p′ (Ω)),

utt(x, 0) ∈ L2(Ω), utt(x, T ) ∈ L2(Ω),√
ψ
∂

∂xj
(|uxi

|(p−2)/2uxi
) ∈ L2(Q), ∀i, j;√

ψvtxi
∈ L2(Q),

∂

∂t
(|uxi

|(p−2)/2uxi
) ∈ L2(Q)∀i,

è u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò (34)-(36).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïîëóëèíåéíîå íåêëàññè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω × (0, T ) ðàññìîòðèì íåêëàññè÷åñêîå

óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u+ |u|ρu = f(x, t), (37)

ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (37) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Ïîëîæèì p = ρ+ 2, 0 < ρ ≤ 2
n−1 .

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (37) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (38)

Dj
tu|t=0, t=T = 0, j = 0, s− 1; Ds

tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (39)

Ïóñòü CL - ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì

óñëîâèÿì (38), (39), à WL - çàìûêàíèå CL ïî íîðìå

||u||2L = ||u||22,2s + ||k2s+1D
2s+1
t u||2.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Ïóñòü ôóíêöèè {φk(x, t)} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

(−1)sD2s
t φk −△φk = λkφk, x ∈ Ω, (40)

φk|Γ = 0, (41)

Dj
tφk|t=0 = 0, Dj

tφk|t=T = 0, j = 0, s− 1. (42)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) ∈ W 2,2s
2 (Q)

∩ ◦
W

1,s
2 (Q), îðòîíîðìèðîâàíû

â L2(Q) è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (37)-(39) áóäåì èñêàòü

â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (43)

Òåîðåìà 3.3.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0, (−1)s[2k2s − k2s+1t] ≥ δ > 0,

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0, x ∈ Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ WL êðàåâîé çàäà÷è

(37)-(39). Ïðè ýòîì uN → u ñëàáî â W 2,2s
2 (Q).

Òåîðåìà 3.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.1, è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {k2s+1D
2s+1
t uN} îãðàíè÷åíà â L2(Q). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C10(||f ||+ ||f ||ρ+1)λ
−1/2
N+1 , C10 > 0, (44)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (37)-(39).

Òåîðåìà 3.3.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C11(||f ||+ ||f ||ρ+1)λ
−1/4
N+1 , C11 > 0,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (37)-(39).
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