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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

Пусть 𝐸 – банахово пространство. Обозначим через 𝐿𝑝(𝐺;𝐸) (𝐺 область
в R𝑛) пространство измеримых функций, определённых на 𝐺, со значениями
в 𝐸 и конечной нормой ‖‖𝑢(𝑥)‖𝐸‖𝐿𝑝(𝐺) (см., например, [1, §1.18.4]). Также ис-
пользуем пространства 𝐶𝑘(𝐺;𝐸), состоящие из функций, обладающих всеми
производными до порядка 𝑘 включительно, непрерывных и ограниченных в 𝐺
и имеющих непрерывное продолжение на замыкание 𝐺. Пространство 𝐶𝑠(𝐺;𝐸)

при дробных 𝑠 состоит из функций из 𝐶𝑘(𝐺;𝐸) c 𝑘 = [𝑠], старшие производные
которых удовлетворяют условию Гельдера с показателем 𝑠 − 𝑘. Пространства
Соболева 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺;𝐸), 𝑊 𝑠
𝑝 (𝑄;𝐸) определены стандартным образом ([1], [2], [3], [4],

[5]). Для дробных 𝑠, пространство Соболева 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺;𝐸) совпадает с простран-

ством Бесова 𝐵𝑠
𝑝,𝑝(𝐺;𝐸). Если 𝐸 = C или 𝐸 = C𝑛, то используется обозначение

𝐵𝑠
𝑝,𝑝(𝐺). Аналогично вместо 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺;𝐸) или 𝐶𝑘(𝐺;𝐸) используем обозначение
𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺), или 𝐶𝑘(𝐺).
Принадлежность 𝑢 ∈ 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺) (или 𝑢 ∈ 𝐶𝑘(𝐺)) для заданной вектор-функции
𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘) означает, что каждая компонента 𝑢𝑖 принадлежит 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺)

(или 𝐶𝑘(𝐺)). Норма в соответствующем пространстве – сумма норм координат.
Аналогичное соглашение примем для матриц, т.е. включение 𝑎 ∈ 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺) (𝑎 =

{𝑎𝑖𝑗}𝑘𝑗,𝑖=1) означает, что 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) для всех 𝑖, 𝑗. Для заданного интервала

𝐽 = (0, 𝑇 ), положим

𝑊 𝑠,𝑟
𝑝 (𝑄) = 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐽 ;𝐿𝑝(𝐺)) ∩ 𝐿𝑝(𝐽 ;𝑊
𝑟
𝑝 (𝐺))

и
𝑊 𝑠,𝑟

𝑝 (𝑆) = 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐽 ;𝐿𝑝(Γ)) ∩ 𝐿𝑝(𝐽 ;𝑊

𝑟
𝑝 (Γ)).

Аналогичным образом определяем пространства Гельдера 𝐶𝛼,𝛽(𝑄) (см. [6])
Символы (𝐴,𝐵)𝜃,𝑞 и [𝐴,𝐵]𝜃 для заданных банаховых пространств 𝐴,𝐵 обо-
значают пространства, полученные при помощи вещественного и комплексного
интерполяционных методов (см. [1]).

Говорим, что граница Γ данной области 𝐺 принадлежит классу 𝐶𝑠, 𝑠 ≥ 1

(см. определение в [6, Гл. 1]), если для любой точки 𝑥0 ∈ Γ найдется окрестность
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𝑈 (координатная окрестность) этой точки, и система координат 𝑦 (локальная
система координат), полученная с помощью поворота и переноса начала коор-
динат из исходной, такая, что ось 𝑦𝑛 направлена по внутренней нормали в Γ

в точке 𝑥0 и уравнение части границы 𝑈 ∩ Γ имеет вид 𝑦𝑛 = 𝛾(𝑦′), 𝛾(0) = 0,
|𝑦′| < 𝛿, 𝑦′ = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1), причем 𝛾 ∈ 𝐶𝑠(𝐵′

𝛿(0)) (𝐵′
𝛿(0) = {𝑦′ : |𝑦′| < 𝛿}) и

𝐺 ∩ 𝑈 = {𝑦 : |𝑦′| < 𝛿, 0 < 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′) < 𝛿1}, (R𝑛 ∖ 𝐺) ∩ 𝑈 = {𝑦 : |𝑦′| < 𝛿,−𝛿1 <
𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′) < 0}. Числа 𝛿, 𝛿1 для области 𝐺 фиксированы, причем без ограниче-
ния общности считаем, что 𝛿1 > (𝑀+1)𝛿, где 𝑀 постоянная Липшица функции
𝛾. Обозначим, такой параметр 𝛿 через 𝛿Γ (он определен неоднозначно).

Пусть 𝐵𝛿(𝑏) – шар радиуса 𝛿 с центром в точке 𝑏. Для данных множеств
𝑆,𝑀 ⊂ R𝑛 через 𝜌(𝑆,𝑀) обозначаем расстояние между ними, т.е. 𝜌(𝑆,𝑀) =

inf𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑀 |𝑥− 𝑦|. Положим (𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝐺 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, если 𝑢 и 𝑣 скалярные функ-

ции и (𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝐺⟨𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥)⟩ 𝑑𝑥, если 𝑢 и 𝑣 вектора длины ℎ. Здесь ⟨·, ·⟩ –

скалярное произведение в Rℎ или в Cℎ. Пусть 𝐿 : 𝑋 → 𝑌 – линейный опера-
тор и 𝑋, 𝑌 – банаховы пространства. Через 𝐿(𝑋, 𝑌 ) обозначаем пространство
линейных непрерывных операторов, определенных на 𝑋 со значениями в 𝑌 .
Через 𝜎(𝐿), 𝜌(𝐿) обозначаем спектр и резольвентное множество оператора 𝐿.
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ВВЕДЕНИЕ

Постановка задачи.
Данная работа посвящена исследованию регулярной разрешимости в про-

странствах Соболева задач сопряжения с условиями сопряжения типа неиде-
ального контакта, а также вопросов корректности обратных задач по определе-
нию коэффициента теплообмена на границе раздела сред, входящего в условие
сопряжения.

Основное внимание уделено системам уравнений тепломассопереноса
(конвекции-диффузии), т.е. параболическим системам второго порядка, возни-
кающим при описании процессов диффузии, фильтрации, тепло- и массоперено-
са и в самых разных других областях. Большое количество приложений таких
систем и необходимая библиография имеются, например, в работе [2]. Все ко-
эффициенты рассматриваемых уравнений и систем, равно как и данные задач,
мы считаем вещественными.

В самом общем случае рассматриваемая система второго порядка имеет вид

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1)

где 𝑢 - вектор длины ℎ, 𝐿𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

− 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,
𝐺 ∈ R𝑛 – ограниченная область с границей Γ, 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖, 𝑎0 — ℎ × ℎ-матрицы-
функции, ℎ ∈ N. Считаем, что область 𝐺 разделена на два открытые множества
𝐺+ и 𝐺−, 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− = 𝐺,𝐺+ ∩ 𝐺− = ∅, положим Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺−,
𝑆0 = Γ0 × (0, 𝑇 ). Уравнение (1) дополняется начально-краевыми условиями:

𝐵𝑢|𝑆 = 𝜙 (𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (2)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢 и 𝛾𝑖, 𝜎 есть ℎ × ℎ матрицы, и
условиями сопряжения:

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛼1(𝑥, 𝑡)𝑢

+(𝑥, 𝑡)− 𝛼2(𝑥, 𝑡)𝑢
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔+(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (3)

𝜕𝑢−

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛽1(𝑥, 𝑡)𝑢

+(𝑥, 𝑡)− 𝛽2(𝑥, 𝑡)𝑢
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔−(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (4)
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где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑥0, 𝑡) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗, 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢(𝑥, 𝑡), и 𝜈

- внешняя единичная нормаль к 𝜕𝐺−. Далее, иногда используем обозначение
𝑢± = 𝑢|𝐺± и записываем функцию 𝑢 в виде вектора 𝑢 = (𝑢+, 𝑢−). Задача состо-
ит в нахождении решения уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2)-(4).
Условия сопряжения (3), (4) обобщают известные в теории тепломассоперено-
са условия на границе двух сред, когда контакт не является идеальным (см.
постановки в [7]):

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝛼(𝑢+ − 𝑢−). (5)

Если 𝛼 → ∞, мы получим стандартную постановку задачи дифракции (см. [6,
§16, гл. 3]), когда условия имеют вид 𝑢+ = 𝑢−, 𝜕𝑢+

𝜕𝑁 |𝑆0
= 𝜕𝑢−

𝜕𝑁 |𝑆0
. Заметим, что во

многих случаях, связанных прежде всего с математическим моделированием,
условия сопряжения в задаче дифракции соответствуют условиям непрерывно-
сти решения и потока при переходе через поверхность контакта. Область 𝐺−

может состоять из нескольких компонент связности. В этом случае, на каждой
компоненте связности множества Γ0 мы имеем свое условие вида (3), (4).

Отдельно мы рассматриваем один частный, но важный случай, когда усло-
вие 𝐺− ⊂ 𝐺 не выполнено. В этом случае в качестве пространственной области
берем цилиндрическую область 𝐺 = Ω × (0, 𝑙) (Ω ⊂ R𝑛−1, 𝜕Ω ∈ 𝐶2), причем
𝐺+ = ∪𝑖𝐺

2𝑖, 𝐺− = ∪𝑖𝐺
2𝑖−1, 𝐺𝑖 = Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑙0 = 0 < 𝑙1 < . . . , < 𝑙𝑚 = 𝑙. Этот

частный случай очень часто возникает в приложениях. Опишем постановку за-
дачи. Пусть

𝐿𝑢 = 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
+

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖
− 𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑢,

а уравнение (1) имеет вид

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓. (6)

Введём обозначения: Γ0 = 𝜕Ω× (0, 𝑙), 𝑆0 = (0, 𝑇 )× Γ0. Уравнение (6) дополня-
ется начальными и краевыми условиями:

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙, (7)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢;

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), 𝑅0𝑢(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 𝜙1, (8)
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где 𝑅0𝑢 = 𝑢 или 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
+𝜎0𝑢, соответственно 𝑅1𝑢 = 𝑢 или 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

+𝜎1𝑢,
а также условиями сопряжения:

𝑅+
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝑔+𝑖 , (9)

𝑅−
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0− 𝛽2
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 = 𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1. (10)

Задача состоит в нахождении решения уравнения (6), удовлетворяющего усло-
виям (7)– (10).

В качестве приложений полученных результатов для параболических урав-
нений, мы рассматриваем также одну задачу сопряжения в стационарном слу-
чае. Рассматривается эллиптическое уравнение вида

−𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝐿𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖
− 𝑎0(𝑥)𝑢− 𝜆𝑢, (11)

где 𝑥 ∈ 𝐺 ⊂ R𝑛 – ограниченная область с границей Γ и 𝜆 ∈ R. Считаем, что
область 𝐺 разделена на две области 𝐺+ и 𝐺− такие, что 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− =

𝐺,𝐺+∩𝐺− = ∅. Положим Γ0 = 𝜕𝐺+∩𝜕𝐺−. Для простоты здесь считаем, что Γ0

состоит из одной компоненты связности. Уравнение (11) дополняется краевыми
условиями:

𝐵𝑢|Γ = 𝑔, (12)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑛𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥)𝑢 и условиями сопряжения

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0)− 𝛽(𝑢+ − 𝑢−)(𝑥0) = 𝑔+(𝑥0),

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0) =

𝜕𝑢−

𝜕𝑁
(𝑥0), 𝑥0 ∈ Γ0, (13)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗, 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢(𝑥) и

𝑛, 𝜈 - внешние единичные нормали к Γ, 𝜕𝐺−, соответственно. Задача состоит в
нахождении решения уравнения (11), удовлетворяющего условиям (12), (13).

Второй класс задач, который мы рассматриваем – обратные задачи об опре-
деления коэффициентов теплообмена, входящих в условие сопряжения. Как и
в случае задач сопряжения, мы рассмотрим три различных случая. В первом
случае мы рассматриваем параболические уравнения вида

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0, 𝑇 )×𝐺, (14)

где 𝐿𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖

− 𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝐺 ∈ R𝑛 – ограничен-
ная область с границей Γ и случае область 𝐺 разделена на две области 𝐺+ и
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𝐺− такие, что 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− = 𝐺,𝐺+ ∩ 𝐺− = ∅. Здесь множество 𝐺−

может быть и многосвязным, соответственно пусть Γ𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0) компо-
ненты связности множества Γ0 и 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 ) × Γ𝑖. Уравнение (14) дополняется
начально-краевыми условиями:

𝐵𝑢|𝑆 = 𝑔 (𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (15)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑛𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑡, 𝑥)𝑢 и условиями сопряжения

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
−𝛽𝑖(𝑢+ − 𝑢−)

⃒⃒
𝑆𝑖
= 𝑔+𝑖 ,

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
, 𝑖 ≤ 𝑟0 (16)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑡, 𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎
+
𝑖𝑗(𝑡, 𝑥0)𝑢

+
𝑥𝑖
𝜈𝑗,

𝑢±𝑥𝑖
=

lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥), 𝑎±𝑖𝑗 = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) и 𝑛, 𝜈 - внешние единич-

ные нормали к Γ, 𝜕𝐺−, соответственно. К условиям сопряжения мы добавляем
условия переопределения вида

𝑢+(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (17)

где 𝑏𝑖 ∈ Γ0, {𝑏𝑖} – некоторый набор точек. Задача в данном случае состоит
в нахождении решения уравнения (14), удовлетворяющего условиям (15)-(17)
и неизвестных функций 𝛽𝑖 вида 𝛽𝑖 =

∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝛼𝑖𝑗(𝑡)Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0), где
функции Φ𝑖𝑗 заданы, а функции 𝛼𝑖𝑗 считаются неизвестными.

Во втором случае в качестве пространственной области берем цилиндри-
ческую область 𝐺 = Ω × (0, 𝑙), описанную выше. Пусть 𝑆0 = (0, 𝑇 ) × Γ0,
Γ0 = 𝜕Ω × (0, 𝑙). Уравнение (14) дополняется начальными и краевыми усло-
виями:

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙, (18)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢;

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), 𝑅0𝑢(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 𝜙1, (19)

где𝑅0𝑢 = 𝑢 или𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
+𝜎0𝑢, соответственно,𝑅1𝑢 = 𝑢 или𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

+𝜎1𝑢,
а также условиями сопряжения:

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

− 𝛽𝑖(𝑢
+
𝑖 − 𝑢−𝑖 ) = 𝑔+𝑖 ,

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−𝑖
𝜕𝑁

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, (20)
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где 𝜕𝑢±
𝑖

𝜕𝑁 (𝑡, 𝑥′) = lim𝑥𝑛→𝑙𝑖±0 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑛), 𝑢

±
𝑖 = lim𝑥𝑛→𝑙𝑖±0 𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑥𝑛). Пусть
𝑥𝑖𝑗 = (𝑥′𝑖𝑗, 𝑙𝑗) ∈ Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺− (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗,) –
некоторый набор точек. К условиям сопряжения мы добавляем условия пере-
определения вида

𝑢(𝑡, 𝑥′𝑖𝑗, 𝑥𝑛)|𝑥𝑛=𝑙𝑗+0 = 𝜙𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗,

𝑢(𝑡, 𝑥′𝑖𝑗, 𝑥𝑛)|𝑥𝑛=𝑙𝑗−0 = 𝜙𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 =𝑀𝑗 + 1, . . . , 𝑁𝑗. (21)

Здесь задача состоит в нахождении решения уравнения (14), удовле-
творяющего условиям (18)-(21) и неизвестных функций 𝛽𝑗 вида 𝛽𝑗 =∑︀𝑁𝑗

𝑖=1 𝛼𝑖𝑗(𝑡)Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥
′) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1)), где функции

Φ𝑖𝑗 заданы, а функции 𝛼𝑖𝑗 считаются неизвестными.
Рассмотрим третий случай – случай эллиптического уравнения (11). В

этом случае мы предполагаем, что коэффициент 𝛽 в (13) представим в виде
𝛽 =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛽𝑗Φ𝑗(𝑥), где функции Φ𝑗 заданы, а постоянные 𝛽𝑗 считаются неизвест-

ными. Рассматриваемая задача состоит в нахождении решения задачи (11)-(13)
и неизвестных постоянных 𝛽𝑗 таких, что

𝑢+(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (22)

Актуальность и степень разработанности темы исследования.
Первые результаты об обобщенной разрешимости и простейшие результаты

о дифференциальных свойствах решений задач дифракции для параболических
и эллиптических уравнений второго порядка (𝐿2 теория) были получены в рабо-
тах О.А. Ладыженской и Олейник О.А. (см. [8–11]) и ряда других авторов в 50-
60 годы. Общая теория задач типа дифракции для эллиптических операторов
высокого порядка имеется в работах Шефтеля [12, 13], где приведены условия
разрешимости как в пространствах Соболева, так и в пространствах Гельдера.
Можно также отметить работу [14], где по существу был рассмотрен в вопрос об
обобщенной в некотором смысле разрешимости задач типа дифракции и работу
[15], посвященную уже задачам типа дифракции для эллиптических систем вы-
сокого порядка в пространствах Соболева и Гельдера. Задачи типа дифракции в
общей постановке для параболических систем высокого порядка были рассмот-
рены в работе [16] также в пространствах Соболева и Гельдера. Отметим книгу
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[17, §6.5], где приведены результаты о разрешимости задачи дифракции для па-
раболических операторов второго порядка с коэффициентами не зависящими
от времени, с решениями принадлежащими пространству Соболева-Бесова со
значениями в гильбертовом пространстве (в частности, сюда входят и обычные
системы параболических уравнений второго порядка). Сошлемся также на кни-
гу Борсука М. [18], посвященную вопросам разрешимости эллиптических задач
сопряжения с условиями типа диффракции на границе раздела в негладких
областях (области с конической точкой или с ребром на границе, и др.). Рас-
сматриваются задачи как для линейных, так и для квазилинейных уравнений.
Отметим, что задачи сопряжения с условиями типа диффракции возникают
во многих приложениях, прежде всего в теории упругости - например, задачи,
связанные с контактным взаимодействием упругих тел. Из работ последнего
времени отметим монографию [19], статьи [20–23]. Задачи дифракции возника-
ют также при математическом моделировании процессов тепломассообмена в
многофазных средах. Подобные задачи рассматриваются, например, в статьях
[24], [25] и многих других авторов.

Задача (1)-(4) не является задачей дифракции в смысле классического опре-
деления и не входит в класс задач, изученных в вышеупомянутых работах. Ра-
бот, посвященных теоретическим результатам для таких задач немного. Опи-
шем их более подробно. Обобщенная разрешимость задачи (1)-(4) в случае ква-
зилинейного оператора 𝑀 , записанного в дивергентном виде, причем функ-
ции 𝑢+, 𝑢− входят в (3), (4) также нелинейным образом, была доказана в ра-
боте [26], где фактически была использована теория монотонных операторов.
Обобщенная разрешимость задачи (1)-(4) (т.е. решение 𝑢 принадлежит клас-
су 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

1
2 (𝐺))) с условиями вида (5) в линейном случае была получена в

работе [27]. Обобщенная разрешимость модельной задачи близкой по смыслу
к задаче (1)-(4) для модельного параболического уравнения в одномерном слу-
чае имеется в работе [28]. В отличие от работ [26, 27], мы исследуем вопрос
о регулярной разрешимости задачи (1)-(4) в классах Соболева, т.е. в классах
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄).
Модельный случай (область 𝐺 = Ω× (0, 𝑙) есть цилиндр) очень часто возни-

кает в приложениях, в том числе в приложениях возникают и обратные задачи
об определении коэффициента теплопередачи 𝛽 в (16). Общая постановка по-
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добных задач может быть найдена, например, в [29] при 𝑛 = 2 и в [30, §3-7,3-8]
при 𝑛 = 1. Различные модельные постановки имеются например в работах
[31], [32–38] и многих других. Практически все работы посвящены численному
решению задачи, иногда совсем в простых случаях строится явное решение.
Каких-либо теоретических результатов, посвященных подобным обратных за-
дачам по-видимому нет.

Опишем некоторые методы и результаты посвященные численному решению
задач сопряжения с условиями типа неидеального контакта. Вопрос о числен-
ном решении задачи нестационарной линейной теплопроводности в многослой-
ном композите с неидеальным контактом между слоями рассмотрен в работах
[39–41]. В [39], [40] автор рассматривает 𝑛 – слойную цилиндрическую поверх-
ность, а в [41] - 𝑛 – слойную неограниченную пластину. В качестве численного
метода используется метод интегральных преобразований.

Задачи Дирихле для нелинейных уравнений эллиптического типа с условия-
ми сопряжения типа неидеального контакта рассматриваются в работах [24, 42–
48]. Численное решение строится с помощью метода конечных разностей.

В работах [49, 50] рассмотрен вопрос об аналитическом решении первой кра-
евой задачи для модельного одномерного уравнения теплопроводности в мно-
гослойной среде с неидеальным тепловым контактом на границах слоёв. Зада-
ча фактически решается с помощью метода Фурье. В [50] метод решения дан
в единой аналитической форме для случаев сдвиговой, осевой и центральной
симметрии среды.

Стационарная задача теплопроводности в двумерных неограниченных дву-
периодических композитных материалах с неидеальными условиями контакта
рассматривается в [51]. Задача сводилась к некоторому функциональному урав-
нению, которое и решалось численно.

В статье [52] рассмотрена задача о численном решении задачи сопряжения
с условиями типа неидеального контакта в одномерных кусочно-однородных
композитных материалах.

В последнее время в связи с широким использованием новых материалов
все возрастающий интерес имеет исследование процессов тепломассопереноса
в кусочно-однородных средах, а также в средах, содержащих тонкие сильно
и слабопроницаемые пленки — трещины и завесы [53–62]. Трещины и завесы
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имеют место на неидеальных контактах составных разнородных материалов
[63–68].

Обратные задачи в многослойных средах возникают во многих прикладных
задачах, среди которых можно выделить задачи сейсморазведки (например,
определение расположения и мощности залежей полезных ископаемых), опре-
деления свойств материалов (механических, теплофизических), идентификации
полимерных и композитных материалов, задачи рентгеновской и акустической
томографии и ряд других. В настоящее время существует множество различ-
ных постановок обратных задач и для некоторых классов обратных задач уже
имеются теоремы единственности, разрешимости или, по крайней мере, оцен-
ки устойчивости. Выделим основные направления исследований. Среди работ,
посвящённых параболическим уравнениям и системам можно выделить рабо-
ты Прилепко А.И., Орловского Д.Г., Денисова А.М., Камынина В.Л., Исакова
В., М. Yamomoto, Кожанова А.И., Lorenzi A., Белова Ю.Я., Аниконова Ю.Е.
и многих других авторов. Имеются также работы Орловского Д.Г., Фавини
А., Горбачук М.Л., Бухгейма А.Л., Федорова В.Е. и других (см. [69], [70], [71],
[72], [73]), посвящённые абстрактным эволюционным уравнениям в банаховом
пространстве. Основные классы исследуемых задач отличаются по виду усло-
вий переопределения: интегральные условия с данными зависящими от време-
ни и (или) пространственных переменных, условие финального переопределе-
ния (в этом случае решение задаётся в финальный момент времени), оператор
Дирихле-Неймана или Неймана-Дирихле, эволюционные данные переопреде-
ления (в этом случае данные зависят от времени, как правило решение или
его производные задаются на некоторых пространственных многообразиях или
в отдельных точках). Как раз к этому классу задач относятся рассматривае-
мые в работе задачи. Стоит отметить большое количество работ Новосибирской
школы по обратным задачам (это в основном работы, посвящённые гиперболи-
ческим уравнениям и системам): Лаврентьев М.М., Романов В.Г., Яхно В., Ани-
конов Ю.Е., Бухгейм А.Л., Кабанихин С.И., а также работы Белишева М.И.,
Клибанова М.И., Uhlman G., Пестова Л.Н. Отметим ряд недавних монографий,
где можно найти постановки и подробную библиографию: [74], [75], [76]. Среди
последних монографий, посвящённых численным методам решения обратных
задач, можно выделить, например, монографии [77], [78], [79]. Сошлемся также

12



на монографии [80], [81], [30], [82], [83–86], где имеется значительное количество
постановок обратных задач и ряд результатов, связанных в основном с чис-
ленным решением обратных задач. Очень часто численные методы основаны
на сведении обратной задачи к некоторой задаче оптимального управления и
в конечном счёте решение строится при помощи регуляризации и минимиза-
ции некоторого функционала. Отметим однако, что функционал в нелинейном
случае не является выпуклым, и фактически не очень понятно даёт ли его ми-
нимизация решение искомой задачи. Поэтому теоретическое исследование за-
дачи и построение на этой основе новых теоретических результатов надежных
численных методов имеет большое значение.

Обратные задачи нахождения неизвестных граничных режимов, в частно-
сти, задачи конвективного теплообмена, являются классическими. Они возника-
ют в самых различных задачах математической физики: управление процесса-
ми теплообмена и проектирование тепловой защиты, диагностика и идентифи-
кация теплопередачи в сверхзвуковых гетерогенных потоках, идентификация
и моделирование теплопереноса в теплозащитных материалах и покрытиях,
моделирование свойств и тепловых режимов многоразовой тепловой защиты
аэрокосмических аппаратов, исследование композитных материалов и т.п. (см.
[80] - [87]). Насколько нам известно, теоретических результатов о разрешимо-
сти (или единственности решений) задач вида (14)-(17) в литературе не имеет-
ся. Отметим, что практически нет и аналогичных результатов в случае задач
конвективного теплообмена определения коэффициента теплообмена, входяще-
го в граничное условие, а не в условие сопряжения за исключением некоторых
модельных случаев (см., например, [88], [89]).

В связи с большим количеством практических приложений имеемся боль-
шое количество работ, посвященных численному решению задачи (14)-(17) в
различных постановках, как правило ищутся коэффициенты 𝛽, зависящие от
времени или наоборот от пространственных переменных, точки {𝑏𝑖} в (17) ча-
ще всего являются внутренними точками областей𝐺+,𝐺−. Отметим, например,
работы [31], [34], [38], [90–94]. В качестве метода почти во всех работах использу-
ется сведение обратной задачи к некоторой задаче управления и минимизация
соответствующего квадратичного функционала ([34], [38], [90–92, 94]). Опишем
некоторые рассмотренные задачи.
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В случае одной пространственной переменной зависящий от температуры
коэффициент теплообмена по точечным условиям переопределения численно
определяется в статье [90]. Двумерная обратная задача определения коэффи-
циентов теплообмена (зависящих специальным образом от дополнительных па-
раметров, которые и подлежат определению) по набору значений решений в
заданных точках численно решается в работе [91]. В работах [31], [93] рассмат-
риваются и численно решаются обратные задачи определения коэффициента
теплообмена, зависящего от двух пространственных переменных с помощь ме-
тода Монте-Карло. В качестве условий переопределения берется значение ре-
шения на части границы области. Одновременное определение коэффициен-
та, входящего в параболическое уравнение, и коэффициента теплообмена осу-
ществляется в работе [92]. В качестве условий переопределения используются
значения замеров температур в точках на границе раздела слоев (как и в усло-
вии (17)). Точечные условия переопределения также используются в [34] и в
[94], в последней была рассмотрена одномерная обратная задача одновременно-
го определения теплового потока на одной из боковых поверхности цилиндра
и термического контактного сопротивления на границе раздела сред. Числен-
ное определение коэффициента теплообмена по данным замеров на доступной
части внешней границы рассматриваемой области осуществляется в работе [38].

Сошлемся также на работы [95], [96], [97], посвященные численному опре-
делению коэффициента теплопередачи в параболическом случае. Численное
решение двумерной параболической задачи теплопроводности по оптимально-
му проектированию многослойной теплоизоляции, основанное на методе квад-
ратичной аппроксимации исходной постановки задачи в виде формулировки
Лагранжа, приведено в статье [98].

Выделим также работы [99], [100], [101], [102], где было получено большое ко-
личество результатов, посвященных численному решению стационарных обрат-
ных задач об одновременном определении коэффициента теплообмена и других
параметров среды. В частности, в [99], [100] оценивается теплопроводность, ко-
эффициент теплопередачи и тепловой поток. В первом случае рассматриваются
трехмерные, а во втором - двумерные нерегулярные тела. В статье [101] опре-
деляют переменный (зависящий от пространства и температуры) коэффициент
теплопередачи в двумерных задачах при наличии граничных условий Дирихле,
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Неймана и Робина. В [101] происходит одновременная оценка теплового потока
и коэффициента теплопередачи в конструкциях неправильной геометрии.

В данной работе мы изучаем вопросы корректности задачи (14)-(17), в част-
ности, мы получим теоремы существования и единственности решений. Стоит
отметить, что на данный момент практически не имеется работ, посвящённых
вопросам корректности рассматриваемых обратных задач, основные получен-
ные ранее результаты связаны с некоторыми модельными ситуациями и, в ос-
новном, в одномерном случае, и с численными методами решения подобных
задач. Поэтому тематика работы представляется актуальной.

Цели и задачи исследования
Целью диссертационной работы является исследование вопросов регуляр-

ной разрешимости и единственности решений задач сопряжения с условиями
типа неидеального контакта для параболических и эллиптических уравнений и
вопросов корректности обратных задач определения коэффициента теплопере-
дачи для математических моделей тепломассопереноса в многослойных следах
с точечными данными переопределения.

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи:
1. Исследовать вопросы существования и единственности регулярных реше-

ний задач сопряжения с условиями типа неидеального контакта для па-
раболических систем уравнений.

2. Исследовать вопросы существования и единственности регулярных реше-
ний задач сопряжения с условиями типа неидеального контакта для эл-
липтических уравнений второго порядка.

3. Исследовать вопросы существования и единственности решений обратных
задач об определении коэффициентов теплопередачи на границе разделов
сред по точечным данным переопределения для параболических и эллип-
тических уравнений.

Методы исследования
При исследовании обратных параболических задач в основном использова-

лись методы теории дифференциальных уравнений и функционального ана-
лиза. В частности, использовались классические результаты о разрешимости
параболических задач (𝐿𝑝-теория), методы повышения гладкости решений при
повышении гладкости данных, основанные на методе конечных разностей, ме-
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тоды доказательства разрешимости параболических задач, основанные на ис-
пользовании и получении априорных оценок шаудеровского типа, интерполя-
ционные свойства Соболевских пространств и, в частности, интерполяционные
неравенства различного типа.

Краткое содержание работы
Выпускная квалификационная работа состоит из введения, двух глав и за-

ключения. Список литературы состоит из 121 наименования. Полный объём
работы составляет 166 страниц. Опишем содержание работы.

Во введении обоснована актуальность темы работы, проведен анализ суще-
ствующих работ других авторов по указанной тематике, сформулированы цели
и задачи работы. Также в данной части работы сформулированы положения,
выносимые на защиту, степень достоверности и апробация результатов работы.

Первая глава состоит из четырех параграфов. В ней рассматривается за-
дача (1)-(4).

В первом параграфе главы приводится ряд вспомогательных утверждений,
используемых в доказательствах основных результатов главы.

Во втором параграфе главы рассматривается вопрос о регулярной разре-
шимости в пространствах Соболева задач сопряжения (1)-(4) в случае 𝐺− ⊂ 𝐺.
Опишем основные результаты. Введём обозначения: 𝑆𝜑 = (0, 𝜑) × Γ, 𝑆𝛼,𝛽 =

(𝛼, 𝛽)×Γ, 𝑄𝜑 = (0, 𝜑)×𝐺, 𝑄𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×𝐺, 𝑆0
𝛼,𝛽 = ×(𝛼, 𝛽)×Γ0, 𝑆0

𝜑 = (0, 𝜑)×Γ,
𝑄±

𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×𝐺±, 𝑄± = (0, 𝑇 )×𝐺±, 𝑄±
𝜑 = 𝐺± × (0, 𝜑).

Опишем условия на данные. Условие параболичности по Петровскому опе-
ратора 𝐿 записывается в виде.

Пусть 𝐿0𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
и 𝜈(𝑥) – внешняя единичная нормаль к 𝑆 в

данной точке. Рассмотрим матрицу
𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉) =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 (𝜉 ∈ R𝑛), и предположим, что найдется постоян-

ная 𝛿1 > 0 такая, что все корни 𝑝 полинома det
(︀
𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉) + 𝑝𝐸

)︀
= 0 (𝐸 - еди-

ничная матрица) удовлетворяют условию

Re 𝑝 ≤ −𝛿1|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄. (23)

Пусть 𝐵0𝑢 = 𝑢 в случае условий Дирихле и 𝐵0𝑢 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝛾𝑗𝜕𝑥𝑗
𝑢 в противном

случае. Условие Лопатинского может быть записано в виде (см. [4, пункт 2]:
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для любой точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑆 система(︀
𝜆𝐸 + 𝐴0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉

′ + 𝑖𝜈(𝑥0)𝜕𝑦𝑛)
)︀
𝑣(𝑧) = 0, 𝐵0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉

′ + 𝑖𝜈𝜕𝑦𝑛)𝑣(0) = ℎ𝑗, (24)

где (𝜉′, 𝜈) = 0, 𝜉′ ∈ R𝑛, 𝑦𝑛 ∈ R+, имеет единственное решение из 𝐶
(︀
R+)︀ убыва-

ющее на бесконечности при всех 𝜉′ ∈ R𝑛−1, | arg 𝜆| ≤ 𝜋/2, и ℎ𝑗 ∈ C таких, что
|𝜉′|+ |𝜆| ≠ 0.

Легко понять, что условие Лопатинского сохраняется при ортогональной (и
даже любой невырожденной) замене переменных. Поэтому это условие также
может быть переписано в виде: для любой точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑆, и операторов
𝐴0(𝑥, 𝑡,𝐷) и 𝐵0(𝑥, 𝑡,𝐷), записанных в локальной декартовой системе координат
𝑦 в этой точке (ось 𝑦𝑛 направлена по нормали к 𝑆 и оси 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1 лежат в
касательной плоскости в точке (𝑥0, 𝑡0)), система(︀

𝜆𝐸 + 𝐴0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉
′, 𝑖𝜕𝑦𝑛)

)︀
𝑣(𝑧) = 0, 𝐵0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉

′, 𝑖𝜕𝑦𝑛)𝑣(0) = ℎ𝑗, (25)

где 𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛−1), 𝑦𝑛 ∈ R+, имеет единственное решение из 𝐶
(︀
R+)︀, убыва-

ющее на бесконечности при всех 𝜉′ ∈ R𝑛−1, | arg 𝜆| ≤ 𝜋/2, и ℎ𝑗 ∈ C таких, что
|𝜉′|+ |𝜆| ≠ 0.

Мы также предполагаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝜙 ∈ 𝑊 2𝑘0,𝑘0

𝑝 (𝑆), (26)

где 𝑘0 = 1 − 1/2𝑝 в случае условия Дирихле и 𝑘0 = 1/2 − 1/2𝑝 в противном
случае, и выполнены условия согласования: в случае условий Дирихле 𝑢0(𝑥)|Γ =

𝑔(𝑥, 0) при 𝑝 > 3/2, в случае условий с косой производной 𝐵(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)|Γ =

𝑔(𝑥, 0) при 𝑝 > 3.
Предполагаем, что число компонент связности границ Γ,Γ0 конечно и каж-

дая из них принадлежит классу 𝐶2. Чтобы избежать громоздких записей, мы
приводим условия, использованные ниже в теореме 0.1, в случае когда эти гра-
ницы состоят из одной компоненты связности. В общем случае, изменится вид
условий сопряжения (4), для каждой компоненты связности Γ0 они будут свои-
ми, однако условия на соответствующие матрицы 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 (𝑖 = 1, 2) будут теми же
самыми, что и в случае одной компоненты связности Γ0. Аналогичная ситуация
имеет место и в случае нескольких компонент связности множества Γ. Пусть
𝑝 ∈ (1,∞). Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄±), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (27)
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где 𝑞 > 𝑛 + 2 при 𝑝 ≤ 𝑛 + 2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛 + 2, 𝑟 > (𝑛 + 2)/2 при
𝑝 ≤ (𝑛+2)/2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛+2)/2, и функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение
до непрерывных функций класса 𝐶(𝑄±).

Условие (27) означает, что функции 𝑎𝑖𝑗 могут допускать при переходе через
Γ0 разрывы первого рода. Обозначим через 𝑎±𝑖𝑗 предельные значения функций
𝑎𝑖𝑗|𝐺± на Γ0. Далее предположим, что

𝛾𝑖, 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆), 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝; (28)

𝑎±𝑖𝑗, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0), (𝑘 = 1, 2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 . . . , 𝑛) (29)

для некоторого 𝜀0 > 0. Здесь и далее 𝜀0 > 0 – произвольный параметр.

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆), 𝑔± ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆0) (𝑠1 = 1− 1/𝑝). (30)

Условия согласования на внешней границе Γ имеют вид: при 𝑝 > 3/2 в
случае условия Дирихле и при 𝑝 > 3 в случае условия с косой производной,
выполнено равенство

𝜙(𝑥, 0) = 𝐵(𝑥, 0, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ. (31)

Пусть 𝑢±0 = 𝑢0|𝐺±. Условия согласования на Γ0 записываются в виде: если 𝑝 > 3,
то

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

− 𝛼1(𝑥, 0)𝑢
+
0 − 𝛼2(𝑥, 0)𝑢

−
0 |Γ0

= 𝑔+(𝑥, 0), (32)

𝜕𝑢−0
𝜕𝑁

− 𝛽1(𝑥, 0)𝑢
+
0 − 𝛽2(𝑥, 0)𝑢

−
0 |Γ0

= 𝑔−(𝑥, 0), (33)

Рассмотрим вспомогательные задачи

𝑀𝑢+ = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄+, 𝐵𝑢+|𝑆 = 𝜙,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔+, 𝑢+|𝑡=0 = 0; (34)

𝑀𝑢− = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−,
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔−, 𝑢−|𝑡=0 = 0, (35)

где исходные данные удовлетворяют условиям согласования (31)-(33).
Основной результат имеет следующий вид.

Теорема 0.1. Пусть выполнены условия (27)-(33), выполнено условие пара-
боличности (23) для оператора 𝐿 и для задач (34), (35) выполнены условия
Лопатинского (24). Тогда существует единственное решение задачи (1)-(4)
такое, что 𝑢|𝑄± ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±).
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В третьем параграфе главы также рассматривается вопрос о регулярной
разрешимости в пространствах Соболева задач сопряжения для параболиче-
ских систем второго порядка с условиями сопряжения типа неидеального кон-
такта, но в цилиндрической пространственной области𝐺 = Ω×(0, 𝑙), (𝜕Ω ∈ 𝐶2).
Опишем более точно постановку задачи и условия на данные. Введём обо-
значения: Γ = 𝜕𝐺, 𝑄0 = (0, 𝑇 ) × Ω, 𝐺𝑖 = Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑄𝑖 = (0, 𝑇 ) × 𝐺𝑖,
Γ𝑖 = 𝜕Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 ) × Γ𝑖, где 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚. Запишем условия на
коэффициенты. Далее, считаем, что в условиях ниже 𝜀0 ∈ (0, 1/2) – некоторый
фиксированный параметр (он может быть как угодно малым). Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 𝑎𝑛𝑗 = 𝑎𝑗𝑛 = 0, 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛),

(36)
где 𝑞 > 𝑛 + 2 при 𝑝 ≤ 𝑛 + 2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛 + 2, 𝑟 > (𝑛 + 2)/2 при 𝑝 ≤
(𝑛+2)/2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛+2)/2, и функции 𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑘 допускают продолжение до
непрерывных функций класса 𝐶(𝑄𝑘) (𝑘 = 1, . . . ,𝑚). Вообще говоря, функции
𝑎𝑖𝑗 могут допускать при переходе через плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙𝑘 разрывы первого
рода. Далее предположим, что

𝛼𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡), 𝛽𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0) (𝑘 = 1, 2; 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1), (37)

𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖), (38)

и 𝜎|𝑆𝑖
допускают продолжение до функции класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖),

𝜎0, 𝜎1 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0), (39)

𝑢0(𝑥) ∈ ∩𝑚
𝑖=1𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺𝑖), 𝜙 ∈ ∩𝑚

𝑖=1𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑖), (40)

где 𝑘0 = 1− 1/2𝑝, если 𝑅𝑢 = 𝑢 и 𝑘0 = 1/2− 1/2𝑝 в противном случае.

𝜙0 ∈ 𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0), 𝜙1 ∈ 𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0), (41)

где 𝑘1 = 1 − 1/2𝑝, если 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑘1 = 1/2 − 1/2𝑝 в противном случае, и,
аналогично, 𝑘2 = 1− 1/2𝑝, если 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑘2 = 1/2− 1/2𝑝 в противном случае.
Пусть также

𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1. (42)
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Условия согласования при 𝑡 = 0 имеют вид:

𝑅(0, 𝑥)𝑢0|𝜕Ω = 𝜙(0, 𝑥), 𝑅0(0, 𝑥
′)𝑢0(𝑥

′, 0) = 𝜙0(0, 𝑥
′), 𝑅1(0, 𝑥

′)𝑢0(𝑥
′, 𝑙) = 𝜙1(0, 𝑥

′),

(43)
где каждое из равенств выполняется при 𝑝 > 3/2, если соответствующий опе-
ратор 𝑅,𝑅0 или 𝑅1 задает условие Дирихле, и при 𝑝 > 3 в противном случае;
при 𝑝 > 3 считаем, что

𝑔+𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0, (44)

𝑔−𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0. (45)

В случае 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 дополнительно потребуем, чтобы

𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑘 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚) (46)

и 𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑘 допускают продолжение до функций класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄𝑘).
Приведем несколько условий, гарантирующих параболичность задачи и вы-

полнение условия Лопатинского. Пусть 𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉) = 𝑎𝑛𝑛𝜉
2
𝑛 +

∑︀𝑛−1
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗

(𝜉 ∈ R𝑛).
Условие сильной эллиптичности (см. [6, определение 7, §8, Гл.7]): существует

постоянная 𝛿0 > 0 такая, что

𝑅𝑒 ⟨𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉)𝜂, 𝜂⟩ ≥ 𝛿0|𝜉|2|𝜂|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀𝜂 ∈ Rℎ. (47)

Поскольку для удобства мы рассматриваем уравнения с вещественными коэф-
фициентами, мы можем убрать символ 𝑅𝑒 в этом неравенстве. Условие нор-
мальной сильной эллиптичности: выполнено условие (47) и cуществует посто-
янная 𝛿1 > 0 такая, что

𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)(𝜉𝑖𝑢+ 𝜂𝑖𝑣), 𝜉𝑗𝑢+ 𝜂𝑗𝑣⟩ ≥ 𝛿1|𝐼𝑚⟨ 𝑢, 𝑣⟩| ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (48)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ Cℎ, 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 таких что ⟨𝜉, 𝜂⟩ = 0, |𝜉| = |𝜂| = 1.
Для функций 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑛) положим

𝑆𝛼,𝛽(𝜙) =

∫︁ 𝛽

𝛼

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡,

где 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 .

20



Введем дополнительные обозначения:

𝐽+
𝑖 (𝜙, 𝑔

+
𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝛼1
𝑖𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 + 𝜏)−

𝛼2
𝑖𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐽−
𝑖 (𝜙, 𝑔

−
𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝛽1
𝑖 𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 − 𝜏)−

𝛽2
𝑖 𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝑔−𝑖 (𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

𝐽−
𝑚(𝜙, 𝜙1) = 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1), 𝐽

+
0 (𝜙, 𝜙0) = 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0),

𝐼+0 (𝜙, 𝜙0) = 𝑆0,𝑇 (−𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝜏) + 𝜎0𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝜏)− 𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐼−𝑚(𝜙, 𝜙1) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙 − 𝜏) + 𝜎1𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙 − 𝜏)− 𝜙1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))).

Далее, мы будем предполагать, что:
B) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) (𝑟0 = 0, 𝑟1 =

𝑙); если 𝑝 > 2 и 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖);

если 𝑝 > 2, 𝑅𝑖𝑢 ̸= 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅𝑖𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑝 > 2

и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅+
𝑖 𝜙 = 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω и 𝑅−
𝑖 𝜙 = 𝑔−𝑖 (𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑝 = 2, 𝑅0𝑢 = 𝑢

и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐽+
0 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или 𝐽−

𝑚(𝜙, 𝜙1) < ∞,
соответственно; если 𝑝 = 2 и 𝑅𝑢 = 𝑢, то предположим, что 𝐽±

𝑖 (𝜙, 𝑔
±
𝑖 ) < ∞

(𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1) и если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 или 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐼+0 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или
соответственно, 𝐼−𝑚(𝜙, 𝜙1) <∞ для некоторого 𝛿 ∈ (0,min𝑖(𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1)), 𝛿 < 𝛿0.

Теорема 0.2. Пусть 𝑝 ̸= 3/2, 𝑝 ̸= 3, выполнены условия (36)-(46), B) и условие
(48) если 𝑅𝑢 = 𝑢 и (48), (46) если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢. Тогда существует единственное
решение задачи (6)-(10) такое, что 𝑢|𝑄𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖).

В четвертом параграфе мы приведем результаты аналогичные парагра-
фу 2 но в эллиптическом случае и мы рассматриваем модельную задачу – слу-
чай одного эллиптического уравнения второго порядка.

Рассматривая задачу (11)-(13), мы предполагаем, что оператор 𝐿 эллипти-
чен, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0 выполнено неравенство∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1
𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝐺.

Опишем условия на данные, гарантирующие разрешимость (11)-(13). Счи-
таем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝐺±) ( 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), 𝜎 ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ); (49)
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функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶(𝐺±) и

𝑎±𝑖𝑗|Γ0
∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ0), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (50)

где 𝑎±𝑖𝑗(𝑡, 𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), параметр 𝜀0 ∈ (0, 12) произволен (он

может быть как угодно мал) и последнее включение в (50) считается выполнен-
ным, только если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢 в (12). Мы считаем, что

𝑔± ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0), 𝑔 ∈ 𝑊 2𝑘0

𝑝 (𝑆). (51)

где 𝑘0 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘0 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле. Пусть

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), 𝛽 ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ0), (52)

Теорема 0.3. Пусть выполнены условия (49)-(52) и Γ,Γ0 ∈ 𝐶2. Тогда найдет-
ся параметр 𝜆0 > 0 такой, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 существует единственное решение
задачи (11)-(13) такое, что 𝑢|𝐺± ∈ 𝑊 2

𝑝 (𝐺
±), причем справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)+‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)+|𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝐶0(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)+‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0+

‖𝑔−‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔‖

𝑊
2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ)), (53)

где постоянная 𝐶0 не зависит от 𝜆.

Вторая глава состоит из четырех параграфов. В ней рассматривается во-
просы корректности обратных задач об определения коэффициентов теплооб-
мена, входящих в условие сопряжения.

В первом параграфе главы 2, как и ранее, приводится ряд вспомога-
тельных утверждений, используемых при доказательстве основных результатов
данной главы.

Во втором параграфе рассматривается обратная задача (14)-(17) опре-
деления коэффициентов теплообмена на границе раздела сред, входящих в
условие сопряжения типа неидеального контакта. Мы считаем, что параметр
𝑝 > 𝑛+ 2 зафиксирован.

Пусть {𝑏𝑖} – набор точек из условия (17). Параметр 𝛿 > 0 назовем допусти-
мым, если 𝐵𝛿(𝑏𝑖)∩𝑆 = ∅, 𝐵𝛿(𝑏𝑖)∩𝐵𝛿(𝑏𝑗) = ∅ для 𝑏𝑖 ̸= 𝑏𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Введём
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обозначения: 𝑄𝜏 = (0, 𝜏)×𝐺, 𝐺𝛿 = ∪𝑖𝐵𝛿(𝑥𝑖), 𝑆𝜏
0 = (0, 𝜏)×Γ0, 𝑄± = (0, 𝑇 )×𝐺±,

𝑄±
𝜏 = (0, 𝜏) × 𝐺±, 𝑆𝜏

𝑖 = (0, 𝜏) × Γ𝑖 (𝑖 ≤ 𝑟0), 𝑆𝜏 = (0, 𝜏) × Γ, Γ𝛿 = 𝐺𝛿 ∩ Γ0. Рас-
сматривая задачу (14)-(17), мы предполагаем, что число компонент связности
границ Γ,Γ0 конечно,

Γ,Γ0 ∈ 𝐶2, Γ𝛿 ∈ 𝐶3. (54)

и для любой координатной окрестности 𝑈𝑖 точки 𝑏𝑖 имеем, что 𝑈𝑖 ⊂ 𝐺 и 𝑈𝑖∩Γ0 =

{𝑦 : |𝑦′| ≤ 𝛿, 𝑦𝑛 = 𝛾(𝑦′)}, где 𝑦 – локальная система координат в точке 𝑥𝑖. Чтобы
достичь последнего, мы всегда можем уменьшить параметр 𝛿. Включение (54)
означает, что Γ𝑖 ∈ 𝐶2 для всех 𝑖, аналогично для компонент связности Γ. Для
компонент связности множества Γ мы не вводим отдельных обозначений.

Оператор 𝐿 считается эллиптическим, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0

выполнено неравенство∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 > 0 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.

Рассмотрим вспомогательные задачи сопряжения, где 𝑢± = 𝑢|𝐺±,

𝑀𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝐵𝑢|𝑆 = 𝑔, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, (55)

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
− 𝛽𝑖(𝑢

+ − 𝑢−) = 𝑔+𝑖 ,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆𝑖, 𝑖 ≤ 𝑟0. (56)

Считаем, что выполнены условия

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄±) ( 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆); (57)

функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶(𝑄±) и

𝑎±𝑖𝑗|Γ0
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (58)

где 𝜀0 ∈ (0, 12) и последнее включение выполнено, если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢 в (15);

𝑎𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛).

(59)
Построим функции 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖(𝑥) = 1 в 𝐵𝛿/2(𝑥𝑖) и 𝜙𝑖(𝑥) = 0

в R𝑛 ∖𝐵3𝛿/4(𝑥𝑖), положим 𝜙(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑖=1 𝜙𝑖(𝑥).
Мы используем выпрямление границы 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛−𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′, где 𝑦 – локаль-

ная система координат в точке 𝑥𝑖. При выполнении условия (54) преобразование
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𝑥 = 𝑥(𝑦(𝑧)) = 𝑥𝑖(𝑧) и обратное к нему принадлежат классу 𝐶3. Для удобства
всюду ниже считаем, что на Γ0 ось 𝑦𝑛 локальной системы координат в каждой
точке направлена вне области 𝐺−. Пусть 𝑈 ′ = {𝑧 : |𝑧′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑧𝑛 < 𝛿1},
𝑈+(−) = {𝑧 ∈ 𝑈 ′ : 𝑧𝑛 > 0(𝑧𝑛 < 0)} и 𝐵′

𝛿 = {𝑧′ : |𝑧′| < 𝛿}. Положим
𝑄𝜏

0 = (0, 𝜏) × 𝑈 ′, 𝑄0 = (0, 𝑇 ) × 𝑈 ′ 𝑄±
0 (𝜏) = (0, 𝜏) × 𝑈± и 𝑆𝜏

01 = (0, 𝜏) × 𝐵′
𝛿,

𝑆01 = (0, 𝑇 )×𝐵′
𝛿.

Мы считаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊
2− 2

𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝑔+𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝑖), 𝑔(0, 𝑥) = 𝐵(0, 𝑥, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ, 𝑔 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆).

(60)
где 𝑘0 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘0 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟0. Положим 𝑢±0 = 𝑢0|𝐺±. Предположим, что

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄). (61)

Пусть 𝑈𝑖 – координатная окрестность точки 𝑏𝑖 ∈ Γ0, выпрямим границу и пе-
рейдем к системе координат 𝑧 = (𝑧′, 𝑧𝑛). Тогда мы также предполагаем, что для
каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟0,

∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧)) ∈ 𝐿𝑝(𝑄0), ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢

±
0 (𝑥

𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈±) (𝑖 ≤ 𝑟),

∇𝑧′𝜙𝑘𝑔
+
𝑗 (𝑡, 𝑥

𝑘(𝑧′, 0)) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆01) (𝑘 ∈ 𝑁𝑗 = {𝑘 : 𝑏𝑘 ∈ Γ𝑗}),

∇𝑧′𝑎
±
𝑘𝑙(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆01), (𝑘, 𝑙 = 1, 2 . . . , 𝑛, 𝜀0 > 0). (62)

Отметим, что условие (62) не зависит от введённой локальной системы коорди-
нат 𝑦 и системы координат 𝑧.

Приведем условия на данные. Считаем, что функции Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) при всех до-
пустимых 𝑖, 𝑗 обладают свойствами

Φ𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑖), Φ𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑖)) ∩𝑊 1

𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑖;𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝑇 )).

(63)
Пусть Φ𝑘(𝑡) - матрица с элементами 𝜑𝑘𝑖𝑗 = Φ𝑘𝑗(𝑡, 𝑏𝑖) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘, 𝑖 ∈ 𝑁𝑘 =

{𝑖 : 𝑏𝑖 ∈ Γ𝑘}). Считаем, что число номеров во множестве 𝑁𝑘 равно 𝑚𝑘 и
таким образом матрица Φ𝑘 квадратная. В силу теорем вложения Φ𝑘𝑗(𝑡, 𝑏𝑗) ∈
𝐶1/2−(𝑛+2)/2𝑝([0, 𝑇 ]). Дополнительные условия на данные имеют вид

𝑢+0 (𝑏𝑖) ̸= 𝑢−0 (𝑏𝑖) , 𝜓𝑖 ∈ 𝑊 𝑠1
𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑖 ≤ 𝑟)

|𝑑𝑒𝑡Φ𝑘| ≥ 𝛿1 > 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],∀𝑘 = 1, . . . , 𝑟0. (64)
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𝑢+0 (𝑏𝑖) = 𝜙𝑖(0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−0 (𝑏𝑖) = 𝜙𝑖(0) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (65)

где 𝛿1 – некоторая положительная постоянная. Однако это не все условия, га-
рантирующие разрешимость задачи. Рассмотрим равенство (16) в точке (0, 𝑏𝑗).
Имеем

𝐵+
𝑘 𝑢0 =

𝜕𝑢+0 (𝑏𝑗)

𝜕𝑁
− 𝛽𝑘(0, 𝑏𝑗)(𝑢

+
0 (𝑏𝑗)− 𝑢−0 (𝑏𝑗)) = 𝑔+𝑘 (0, 𝑏𝑗), (66)

где 𝛽𝑘(0, 𝑥𝑗) =
∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼𝑘𝑖(0)Φ𝑘𝑖(0, 𝑏𝑗). Положим 𝛼𝑘𝑖(0) = 𝛼𝑘
𝑖 . Отсюда имеем си-

стему

Φ𝑘(0)�⃗�𝑘 = 𝐹𝑘, 𝐹𝑘𝑗 = (
𝜕𝑢+0 (𝑏𝑗)

𝜕𝑁
− 𝑔+(0, 𝑏𝑗))/(𝑢

+
0 (𝑏𝑗)− 𝑢−0 (𝑏𝑗)), 𝑗 ∈ 𝑁𝑘,

�⃗�𝑘 = (𝛼𝑘
1, . . . , 𝛼

𝑘
𝑚𝑘
), 𝐹𝑘 = (𝐹𝑘1, . . . , 𝐹𝑘𝑚𝑘

),

которая в силу (64) имеет единственное решение �⃗�𝑘. Обозначим
𝛽0𝑘 =

∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼
𝑘
𝑖Φ𝑘𝑖(𝑡, 𝑥), 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 − 𝛽0𝑘. Условия согласования на Γ0 имеют вид

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

= 𝛽0𝑖(0, 𝑥)(𝑢
+
0 − 𝑢−0 ) + 𝑔+𝑖 (0, 𝑥),

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0
𝜕𝑁

, (𝑡, 𝑥) ∈ Γ𝑖. (67)

Сформулируем основной результат.

Теорема 0.4. Пусть выполнены условия (54), (57)–(65), (67). Тогда на неко-
тором промежутке [0, 𝜏0] существует единственное решение задачи (14)-(17)
такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏0
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏0
), 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝑊

1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, 𝑗 =

1, 2, . . . ,𝑚𝑖), причем ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
±(𝑥𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 1,2

𝑝 ((0, 𝜏) × 𝑈±), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 (𝑢± =

𝑢|𝑄±).

В третьем параграфе рассматривается обратная задача определения ко-
эффициентов теплообмена, входящих в условие сопряжения типа неидеального
контакта в случае цилиндрической области 𝐺.

Введем обозначения: 𝑆𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽) × Γ, 𝑄𝜑 = (0, 𝜑) × 𝐺, 𝑄𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽) × 𝐺,
𝑄0 = (0, 𝑇 ) × Ω, 𝑄0

𝜑 = (0, 𝜑) × Ω, 𝑆𝜑
0 = (0, 𝜑) × Γ0, 𝐺𝛿 = ∪𝑖,𝑗𝐵𝛿(𝑥𝑖𝑗), 𝐺𝑖 =

Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑄𝑖 = (0, 𝑇 ) × 𝐺𝑖, 𝑄𝑖
𝜑 = (0, 𝜑) × 𝐺𝑖, 𝑄± = (0, 𝑇 ) × 𝐺±, 𝑄±

𝜏 =

(0, 𝜏)×𝐺±, Γ𝑖 = 𝜕Ω×(𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑆𝜑
𝑖 = (0, 𝜑)×Γ𝑖, 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 )×Γ𝑖, где 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚,

Γ𝑖 = {𝑥 : 𝑥′ ∈ Ω, 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖}, 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 )× Γ𝑖.
Оператор 𝐿 считается эллиптическим, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0

выполнено неравенство
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.
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Мы предполагаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑝 > 𝑛+ 2, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, (68)

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄𝑘), 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 𝑎𝑛𝑗 = 𝑎𝑗𝑛 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, (69)

𝑎𝑖𝑗|𝑆0
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘), 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

(70)
𝜎𝑗 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0) (𝑗 = 0, 1), (71)

где 𝜀0 ∈ (0, 1/2) – положительный параметр (он может быть как угод-
но мал) и включения 𝑎𝑖𝑗|𝑆0

, 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖) означают, что 𝑎𝑖𝑗|𝑆0
, 𝜎 ∈

𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖) и эти функции допускают непрерывное продолжение на 𝑆𝑖

класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖). При переходе через плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖 оно вообще гово-
ря имеют разрывы первого рода.

Фиксируем доcтаточно малый параметр 𝛿. Дополнительно предположим,
что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )) 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

(72)
Построим функции 𝜙𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖𝑗(𝑥) = 1 в 𝐵𝛿/2(𝑥𝑖𝑗) и 𝜙𝑖(𝑥) =

0 в R𝑛∖𝐵3𝛿/4(𝑥𝑖𝑗), положим 𝜓(𝑥) =
∑︀

𝑖,𝑗 𝜙𝑖𝑗(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚−
1). Считаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊
2− 2

𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0), (73)

𝜙(0, 𝑥) = 𝑅(𝑥, 0, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ, 𝜙0(0, 𝑥
′) = 𝑅0𝑢0(𝑥

′, 0),

𝜙1(0, 𝑥
′) = 𝑅1𝑢0(𝑥

′, 𝑙), 𝜙𝑖 ∈ 𝑊 𝑘𝑖,2𝑘𝑖
𝑝 (𝑄0) (𝑖 = 0, 1), 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑆𝑖). (74)

где 𝑘𝑖 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘𝑖 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле, 𝑖 = 0, 1, 2. Пусть также

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖 ± 0) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, (75)

∇𝑥′𝜙𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝑄), ∇𝑥′𝜓𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±), ∇𝑥′𝜓𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥

′) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0),

∇𝑥′𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖 ± 0) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 ((0, 𝑇 )× (𝐵𝛿(𝑥𝑗𝑖) ∩ Γ𝑖)), (76)
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где 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑖. Нам понадобятся дополнительные условия
согласования

А) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) (𝑟0 = 0, 𝑟1 =

𝑙); если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖); если

𝑅𝑖𝑢 ̸= 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅𝑖𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑅𝑢 = 𝑢, то
𝐵+

𝑖 𝜙 = 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω и 𝜕𝜙+

𝑖

𝜕𝑁 =
𝜕𝜙−

𝑖

𝜕𝑁 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1,, где 𝜕𝜙±
𝑖

𝜕𝑁 = 𝑎𝑛𝑛𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 ± 0).

Пусть 𝐵′
𝛿(𝑥

′
𝑖𝑗) = {𝑥′ : |𝑥′ − 𝑥′𝑖𝑗| < 𝛿}, 𝑈𝑁𝑗

𝑖=1𝐵
′
𝛿(𝑥

′
𝑖𝑗) = Ω𝛿𝑗. Считаем, что функ-

ции Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥
′) при всех допустимых 𝑖, 𝑗 обладают свойствами

Φ𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0) ∩𝐻2,1/2

𝑇 (Ω𝛿𝑗),

𝐻2,1/2
𝜏 (Ω𝛿𝑗) = 𝐿𝑝(0, 𝜏 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Ω𝛿𝑗)) ∩𝑊 1

𝑝 (Ω𝛿𝑗;𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏)). (77)

Пусть Φ𝑘(𝑡) - матрица с элементами 𝜑𝑘𝑖𝑗 = Φ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑘). В силу

теорем вложения Φ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑘) ∈ 𝐶1/2−(𝑛+2)/2𝑝([0, 𝑇 ]). Дополнительные условия на

данные имеют вид

𝑢+0 (𝑥𝑖𝑗) ̸= 𝑢−0 (𝑥𝑖𝑗), 𝜙𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠1
𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗),

|𝑑𝑒𝑡Φ𝑘| ≥ 𝛿1 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],∀𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1. (78)

𝑢+0 (𝑥𝑖𝑗) = 𝜙𝑖𝑗(0) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑗),

𝑢−0 (𝑥𝑖𝑗) = 𝜙𝑖𝑗(0) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 =𝑀𝑗 + 1, . . . , 𝑁𝑗), (79)

где 𝛿1 – некоторая положительная постоянная. Однако это не все данные га-
рантирующие разрешимость задачи. Рассмотрим равенство (20) в точке (0, 𝑥𝑖𝑗).
Имеем

𝐵+
𝑘 𝑢0 =

𝜕𝑢+0𝑗(𝑥
′
𝑖𝑗)

𝜕𝑁
− 𝛽𝑘(0, 𝑥

′
𝑖𝑗)(𝑢

+
0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)− 𝑢−0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)) = 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′
𝑖𝑗), (80)

где 𝜕𝑢±
0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)

𝜕𝑁 = 𝜕𝑢0(𝑥)
𝜕𝑁 (𝑥′𝑖𝑗, 𝑙𝑗 ± 0). 𝑢±0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗) = 𝑢0(𝑥

′
𝑖𝑗, 𝑙𝑗 ± 0), 𝛽𝑘(0, 𝑥

′
𝑗𝑘) =∑︀𝑁𝑘

𝑖=1 𝛼𝑖𝑘(0)Φ𝑖𝑘(0, 𝑥
′
𝑗𝑘). Положим 𝛼𝑖𝑘(0) = 𝛼𝑘

𝑖 . Отсюда имеем систему

Φ𝑘(0)�⃗�𝑘 = 𝐹𝑘, 𝐹𝑘𝑗 = (
𝜕𝑢+0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)

𝜕𝑁
− 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′
𝑗𝑘))/(𝑢

+
0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)− 𝑢−0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)),

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑖; 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

�⃗�𝑘 = (𝛼𝑘
1, . . . , 𝛼

𝑘
𝑚𝑘
), 𝐹𝑘 = (𝐹𝑘1, . . . , 𝐹𝑘𝑚𝑘

),
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которая в силу условия (78) имеет единственное решение �⃗�𝑘. Положим
𝛽0𝑘 =

∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼
𝑘
𝑖Φ𝑖𝑘(𝑡, 𝑥), 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 − 𝛽0𝑘. Условия согласования на Γ0 имеют вид

𝜕𝑢+0𝑗
𝜕𝑁

= 𝛽0𝑗(0, 𝑥
′)(𝑢+0𝑗 − 𝑢−0𝑗) + 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′),
𝜕𝑢+0𝑗
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0𝑗
𝜕𝑁

, (𝑡, 𝑥) ∈ Γ𝑗. (81)

Сформулируем основной результат.

Теорема 0.5. Пусть выполнены условия A), (68)–(79), (81) . Тогда на некото-
ром промежутке [0, 𝜏0] существует единственное решение задачи (14), (18)-
(21) такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏0
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏0
), 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝑊

1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏0) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 −

1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑖), причем ∇𝑥′𝜓𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏0
).

В четвертом параграфе мы приводим результаты аналогичные парагра-
фу 2 но в эллиптическом случае.

Параметр 𝑝 > 𝑛 зафиксирован. Введём обозначения: 𝐺𝛿 = ∪𝑖𝐵𝛿(𝑏𝑖), Γ𝛿 =

𝐺𝛿 ∩ Γ0, где 𝛿 допустимый параметр такой, что 𝛿 < 𝛿𝐺−, и для любой коорди-
натной окрестности 𝑈𝑖 = {𝑦 : |𝑦′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′) < 𝛿1} точки 𝑏𝑖 имеем,
что 𝑈𝑖 ⊂ 𝐺. Чтобы достичь последнего, мы всегда можем уменьшить параметр
𝛿. Как и ранее, Γ = 𝜕𝐺, Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺−. Рассматривая задачу (11)-(13), (22)
мы предполагаем, что

Γ,Γ0 ∈ 𝐶2, Γ𝛿 ∈ 𝐶3,

Оператор 𝐿 считается эллиптическим. Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝐺±) ( 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(Γ); (82)

функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶(𝐺±) и

𝑎±𝑖𝑗|Γ0
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(Γ0), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(Γ), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (83)

где 𝑎±𝑖𝑗(𝑡, 𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), параметр 𝜀0 ∈ (0, 12) произволен (он

может быть как угодно мал) и последнее включение в (83) считается выполнен-
ным, только если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢 в (12);

𝑎𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), (84)

где 𝐺±
𝛿 = 𝐺𝛿 ∩ 𝐺±. Построим функции 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖(𝑥) = 1 в
𝐵𝛿/2(𝑏𝑖) и 𝜙𝑖(𝑥) = 0 в R𝑛 ∖𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖), положим 𝜙(𝑥) =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝜙𝑖(𝑥).
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Мы используем выпрямление границы 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛−𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′, где 𝑦 – локаль-
ная система координат в точке 𝑏𝑖. При выполнении условия (5) преобразование
𝑥 = 𝑥(𝑦(𝑧)) = 𝑥𝑖(𝑧) и обратное к нему принадлежат классу 𝐶3. Для удобства
всюду ниже считаем, что на Γ0 ось 𝑦𝑛 локальной системы координат в каждой
точке направлена вне области 𝐺−. Пусть 𝑈 ′ = {𝑧 : |𝑧′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑧𝑛 < 𝛿1},
𝑈+(−) = {𝑧 ∈ 𝑈 ′ : 𝑧𝑛 > 0(𝑧𝑛 < 0)} и 𝐵′

𝛿 = {𝑧′ : |𝑧′| < 𝛿}.
Мы считаем, что

𝑔± ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0), 𝑔 ∈ 𝑊 2𝑘0

𝑝 (Γ). (85)

где 𝑘0 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘0 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле. Предположим также, что

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), Φ𝑗 ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0) ∩𝑊 2−1/𝑝

𝑝 (Γ𝛿). (86)

Пусть Φ - матрица с элементами 𝜑𝑖𝑗 = Φ𝑗(𝑏𝑖) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟). В силу теорем
вложения Φ𝑗(𝑥) ∈ 𝐶𝛼0(Γ0) с 𝛼0 = 1− 𝑛/𝑝 (см. теоремы вложения в [25]).

В координатной окрестности 𝑈𝑖 точки 𝑏𝑖 ∈ Γ0, выпрямим границу и перей-
дем к системе координат 𝑧 = (𝑧′, 𝑧𝑛). Мы также предполагаем, что для каждого
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟

∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑥
𝑖(𝑧)) ∈ 𝐿𝑝(𝑈

′), ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
±
0 (𝑥

𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈±) (𝑖 ≤ 𝑟),

∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝑊 2𝑠0

𝑝 (𝐵′
𝛿),

∇𝑧′𝑎
±
𝑘𝑙(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝐵′
𝛿), (𝑘, 𝑙 = 1, 2 . . . , 𝑛, 𝜀0 > 0).

(87)

Считая, что условия (82)-(87) выполнены, построим решение задачи сопря-
жения (11)-(13), где возьмем 𝛽 = 0, 𝑔− = 0. Обозначим полученное решение
через 𝑤0. Функция 𝑣 = 𝑢− 𝑤0 есть решение задачи

𝐿𝑣 = 0, (𝑥 ∈ 𝐺), 𝐵𝑣|Γ = 0, (88)

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝛽(𝑣+ − 𝑣−) = 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 ),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
(𝑥 ∈ Γ0), (89)

𝑣+(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝑤+
0 (𝑏𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1),

𝑣−(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝑤−
0 (𝑏𝑖) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟). (90)

Дополнительные условия на данные имеют вид

𝜓𝑖 ̸= 0 (𝑖 ≤ 𝑟), |𝑑𝑒𝑡Φ| > 0. (91)
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Введем множество данных

𝑆𝑅 = {(𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔
+) : ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔‖
𝑊

2𝑘0
𝑝 (Γ)

+
𝑟∑︁

𝑗=1

‖∇𝑧′𝜙𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵𝛿′)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑥
𝑖(𝑧)‖𝐿𝑝(𝑈 ′) +

𝑟∑︁
𝑗=1

|𝜓𝑗| ≤ 𝑅}.

Сформулируем основной результат.

Теорема 0.6. Пусть выполнены условия (82)-(87), (91) и (𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔
+) ∈

𝑆𝑅. Тогда найдется параметр 𝜆0 > 0, зависящий от числа 𝑅, такой, что
такой что при 𝜆 ≥ 𝜆0 существует решение (𝑢, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟) задачи (11)-(13),
(22) такое, что 𝑢|𝐺± ∈ 𝑊 2

𝑝 (𝐺
±), ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥

𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝑈

+)∩𝑊 2
𝑝 (𝑈

−), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟

и решения с данными из множества 𝑆𝑅 определяются единственным образом.

В заключении приведены основные выводы по теме диссертационной ра-
боты, обсуждаются перспективы дальнейшего развития и приложения к прак-
тическим задачам.

Основные положения, выносимые на защиту
1. Исследованы вопросы существования и единственности регулярных ре-

шений задач сопряжения с условиями типа неидеального контакта для
параболических систем уравнений.

2. Исследованы вопросы существования и единственности регулярных ре-
шений задач сопряжения с условиями типа неидеального контакта для
эллиптических уравнений второго порядка.

3. Исследованы вопросы существования и единственности решений обрат-
ных задач об определении коэффициентов теплопередачи на границе раз-
делов сред по точечным данным переопределения для параболических и
эллиптических уравнений.

Научная новизна исследования состоит в том, что
1. Исследованы вопросы регулярной разрешимости (теоремы существования

и единственности и оценки устойчивости решений) задачи сопряжения с
условиями сопряжения типа неидеального контакта для параболических
систем уравнений в классах Соболева.

2. Исследованы вопросы регулярной разрешимости (теоремы существования
и единственности и оценки устойчивости решений) задачи сопряжения с
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условиями сопряжения типа неидеального контакта для эллиптического
уравнения второго порядка в классах Соболева.

3. Доказана корректность в классах конечной гладкости обратной задачи
определения коэффициента теплообмена на границе раздела сред, входя-
щего в условие сопряжения типа неидеального контакта, получены теоре-
мы существования и единственности решений и оценки устойчивости.

4. Доказана корректность в пространствах Соболева стационарных обрат-
ных задач определения коэффициента теплообмена на границе раздела
сред, входящего в условие сопряжения типа неидеального контакта, по-
лучена теоремы существования и единственности решений задачи.

Научная и практическая значимость работы определяется тем, что
теоретические результаты работы развивают теорию задач сопряжения с усло-
виями типа неидеального контакта для параболических и эллиптических урав-
нений и систем, а также теорию обратных задач об определении коэффициентов
теплопередачи на границе разделов сред по точечным данным переопределения
для параболических и эллиптических уравнений и систем, указываются новые
подходы к их решению, результаты могут быть использованы в дальнейшем
при изучении обратных задач для математических моделей, описываемых па-
раболическими и эллиптическими уравнениями и системами, в частности мо-
делей экологии, фильтрации, динамики популяции, фазовых полей, моделей,
описывающих процессы механической дисперсии и молекулярной диффузии и
ряда других. Предложенные подходы конструктивны и могут быть использо-
ваны при построении новых численных алгоритмов решения обратных задач
тепломассопереноса.

Степень достоверности результатов проведённых исследований
Достоверность результатов работы обеспечивается строгими математиче-

скими доказательствами всех утверждений, приведённых в работе, подтвержда-
ется исследованиями других авторов. Все результаты, выносимые на защиту,
являются новыми и получены автором лично.

Апробация работы
Основные положения и результаты диссертационной работы докладывались

и обсуждались на научных семинарах ЮГУ, а также на 10 научных и научно-
практических конференциях и семинарах:
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1. Российско-французский семинар «Дифференциальные уравнения и мате-
матическое моделирование» (Ханты-Мансийск, 25–29 августа 2019 года).

2. 8-ая международная научная конференция «Информационные техноло-
гии и системы» (Ханты-Мансийск, 17-21 марта 2020 года).

3. Всероссийская научно-практическая конференция с международным уча-
стием «Актуальные вопросы теплофизики, энергетики и гидрогазодина-
мики в условиях Арктики» (Якутск, 12–17 июля 2021 года).

4. Евразийская конференция по прикладной математике (Новосибирск, 16-
21 декабря 2021 года).

5. Всероссийский научный семинар «Неклассические задачи математиче-
ской физики» (Якутск, 5 - 10 июля 2022 года).

6. XXIII Всероссийская конференция молодых ученых по математическому
моделированию и информационным технологиям (Новосибирск, 24–28 ок-
тября 2022 года).

7. Научная конференция «Современные проблемы обратных задач» (Ново-
сибирск, 19 - 23 декабря 2022 года).

8. Всероссийский научный семинар «Неклассические задачи математиче-
ской физики» (Якутск, 18 марта 2023 года).

9. Семинар «Краевые задачи механики сплошных сред» (Новосибирск, 4 ап-
реля 2023 года).

10. Семинар «Избранные вопросы математического анализа» (Новосибирск,
10 апреля 2023 года).

Личный вклад.
Научные результаты, составляющие основное содержание работы, получены

автором самостоятельно. В совместных работах в ВКР включены результаты,
принадлежащие лично автору.

Публикации. Основные результаты по теме диссертационной работы из-
ложены в девяти печатных изданиях [103–111], четыре из которых изданы в
журналах, рекомендованных ВАК [104, 105, 108, 109], четыре — в тезисах до-
кладов [103, 106, 107, 111].

Благодарности. Приношу свою искреннюю благодарность своему научно-
му руководителю Пяткову Сергею Григорьевичу за постановку задачи, посто-
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янную поддержку и внимание к работе, чуткое руководство, ценные советы и
консультации.
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ГЛАВА 1

Задачи сопряжения с условиями сопряжения типа неидеального
контакта

В этой главе мы рассматриваем вопросы существования регулярных реше-
ний задач сопряжения с условиями типа не идеального контакта. Будут рас-
смотрены три постановки. В первом случае мы рассматриваем систему уравне-
ний вида

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1.1)

где 𝑢 - вектор длины ℎ, 𝐿𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢,

𝐺 ∈ R𝑛 – ограниченная область с границей Γ, 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖, 𝑎0 — ℎ × ℎ-матрицы-
функции, ℎ ∈ N. Считаем, что область 𝐺 разделена на два открытые множества
𝐺+ и 𝐺−, 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− = 𝐺,𝐺+ ∩ 𝐺− = ∅, положим Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺−,
𝑆0 = Γ0 × (0, 𝑇 ). Уравнение (1.1) дополняется начально-краевыми условиями:

𝐵𝑢|𝑆 = 𝜙 (𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (1.2)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢 и 𝛾𝑖, 𝜎 есть ℎ × ℎ матрицы, и
условиями сопряжения:

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛼1(𝑥, 𝑡)𝑢

+(𝑥, 𝑡)− 𝛼2(𝑥, 𝑡)𝑢
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔+(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (1.3)

𝜕𝑢−

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛽1(𝑥, 𝑡)𝑢

+(𝑥, 𝑡)− 𝛽2(𝑥, 𝑡)𝑢
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔−(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (1.4)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑥0, 𝑡) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗, 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢(𝑥, 𝑡), и

𝜈 - внешняя единичная нормаль к 𝜕𝐺−. Далее, иногда используем обозначение
𝑢± = 𝑢|𝐺± и записываем функцию 𝑢 в виде вектора 𝑢 = (𝑢+, 𝑢−). Задача состоит
в нахождении решения уравнения (1.1), удовлетворяющего условиям (1.2)-(1.4).
Условия сопряжения (1.3), (1.4) обобщают известные в теории тепломассопере-
носа условия на границе двух сред, когда контакт не является идеальным (см.
постановки в [7]):

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝛼(𝑢+ − 𝑢−). (1.5)

Если 𝛼 → ∞, мы получим стандартную постановку задачи дифракции (см. [6,
§16, гл. 3]), когда условия имеют вид 𝑢+ = 𝑢−, 𝜕𝑢+

𝜕𝑁 |𝑆0
= 𝜕𝑢−

𝜕𝑁 |𝑆0
.
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Во втором случае постановка задачи аналогична, но условие 𝐺− ⊂ 𝐺 не вы-
полнено. В этом случае в качестве пространственной области берем цилиндри-
ческую область 𝐺 = Ω × (0, 𝑙) (Ω ⊂ R𝑛−1), причем 𝐺+ = ∪𝑖𝐺

2𝑖, 𝐺− = ∪𝑖𝐺
2𝑖−1,

𝐺𝑖 = Ω× (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑙0 = 0 < 𝑙1 < . . . , < 𝑙𝑚 = 𝑙. Этот частный случай очень часто
возникает в приложениях.

В качестве приложений полученных результатов для параболических урав-
нений и систем мы также рассмотрим одну модельную задачу сопряжения в
эллиптическом случае, где условия на области 𝐺± такие же как и в первом слу-
чае, однако постановка задачи более простая. Мы рассматриваем эллиптическое
уравнение с параметром и ищем решение уравнения

−𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝐿𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑎0(𝑥)𝑢− 𝜆𝑢, (1.6)

где 𝜆 ∈ R, удовлетворяющего краевым условиям

𝐵𝑢|Γ = 𝑔, (1.7)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑛𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥)𝑢 и условиям сопряжения

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0)− 𝛽(𝑢+ − 𝑢−)(𝑥0) = 𝑔+(𝑥0),

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0) =

𝜕𝑢−

𝜕𝑁
(𝑥0), 𝑥0 ∈ Γ0, (1.8)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗, 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢(𝑥) и

𝑛, 𝜈 - внешние единичные нормали к Γ, 𝜕𝐺−, соответственно.

1.1 Необходимые определения. Вспомогательные результаты.

Пусть 𝐺 - ограниченная область с границей Γ ∈ 𝐶2. Введём обозначения:
𝑆𝜑 = (0, 𝜑)×Γ, 𝑆𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×Γ,𝑄𝜑 = (0, 𝜑)×𝐺,𝑄𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×𝐺, 𝑆0

𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×
Γ0, 𝑆0

𝜑 = (0, 𝜑)× Γ0, 𝑄±
𝛼,𝛽 = (𝛼, 𝛽)×𝐺±, 𝑄± = (0, 𝑇 )×𝐺±, 𝑄±

𝜑 = (0, 𝜑)×𝐺±.
Мы будем использовать в пространстве 𝑊 𝑠

𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐸) (𝑠 ∈ (0, 1), 𝐸 - бана-
хово пространство) норму ‖𝑞(𝑡)‖𝑊 𝑠

𝑝 (𝛼,𝛽;𝐸) = (‖𝑞‖𝑝𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐸)+ < 𝑞 >𝑝
𝑠)

1/𝑝, < 𝑞 >𝑝
𝑠=∫︀ 𝛽

𝛼

∫︀ 𝛽

𝛼
‖𝑞(𝑡1)−𝑞(𝑡2)‖𝑝𝐸
|𝑡1−𝑡2|1+𝑠𝑝 𝑑𝑡1𝑑𝑡2. Если 𝐸 = R, то мы получим обычное пространство

𝑊 𝑠
𝑝 (𝛼, 𝛽). При 𝑠 ∈ (0, 1) положим �̃� 𝑠

𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐸) = {𝑞 ∈ 𝑊 𝑠
𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐸) : (𝑡 −

𝛼)−𝑠𝑞(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝐸)}. Это банахово пространство с нормой ‖𝑞(𝑡)‖𝑝
�̃� 𝑠

𝑝 (𝛼,𝛽;𝐸)
=

35



‖ 𝑞
(𝑡−𝛼)𝑠‖

𝑝
𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝐸)+ < 𝑞 >𝑝

𝑠. Если 𝑠 > 1/𝑝, то все функции 𝑞 из этого пространства
обладают тем свойством, что 𝑞(𝛼) = 0 и при 𝑠 ̸= 1/𝑝 эта норма и обычная норма
‖ · ‖𝑊 𝑠

𝑝 (𝛼,𝛽;𝐸) эквивалентны для функций 𝑞(𝑡) таких, что 𝑞(𝛼) = 0 если 𝑠 > 1/𝑝.
Эквивалентность вытекает, например, из леммы 1 пункта 3.2.6 [1]. Тогда про-
странства �̃� 𝑠

𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(𝐺)), �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝛼,𝛽) = �̃� 𝑠

𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) ∩ 𝐿𝑝(𝛼, 𝛽;𝑊
2𝑠
𝑝 (𝐺)),

при 𝑠 ̸= 1/𝑝 состоят из функций 𝑣(𝑡, 𝑥) из 𝑊 𝑠
𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) и 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝛼,𝛽), со-
ответственно, таких, что 𝑣(𝛼, 𝑥) = 0, если 𝑠 > 1/𝑝. Нормы ‖ · ‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝛼,𝛽)
,

‖ · ‖�̃� 𝑠
𝑝 (𝛼,𝛽;𝐿𝑝(𝐺)) определяются естественным образом с использованием выше-

приведенной нормы в �̃� 𝑠
𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐸). Имеем

‖𝑢‖𝑝
�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝛼,𝛽)
=

(︁∫︁
𝐺

∫︁ 𝛽

𝛼

|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑝

(𝑡− 𝛼)𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝑥+∫︁

𝐺

∫︁ 𝛽

𝛼

∫︁ 𝛽

𝛼

|𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏𝑑𝑥+ ‖𝑢‖𝑝𝐿𝑝(𝛼,𝛽;𝑊 2𝑠

𝑝 (𝐺))

)︁1/𝑝

. (1.9)

Аналогично определяем пространства �̃� 𝑠
𝑝 (𝛼, 𝛽;𝐿𝑝(Γ)), �̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑆𝛼,𝛽). Следующая
лемма по существу известна (см., например, [112]), где была получена правая
часть нижеприведенного неравенства при 𝑠 ∈ (1/𝑝; 1).

Лемма 1.1. Найдутся постоянные 𝐶1 и 𝐶2, не зависящие от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ], такие
что

𝐶1‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑)

≤ ‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑)

≤ 𝐶2‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑)

(1.10)

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑) таких, что 𝑣 = 0 при 𝑡 < 0.

Доказательство. Пусть 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑), 𝑣 = 0 при 𝑡 < 0. Рассмотрим выра-

жение, которое входит в норму ‖𝑣‖𝑝
𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑆−1,𝜑)
:

𝐽 =

∫︁ 𝜑

−1

|𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑑𝑡+
∫︁ 𝜑

−1

∫︁ 𝜑

−1

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑑𝑡+
∫︁ 0

−1

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 0

−1

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 (1.11)
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Обозначим второе и третье слагаемые через 𝐽2 и 𝐽3. Имеем

𝐽2 =

∫︁ 0

−1

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑝
∫︁ 0

−1

1

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝜏𝑑𝑡. (1.12)

Внутренний интеграл равен
∫︀ 0

−1
1

|𝑡−𝜏 |1+𝑠𝑝𝑑𝜏 = |𝑡−𝜏 |−𝑠𝑝

𝑠𝑝 |0−1 = 𝑡−𝑠𝑝

𝑠𝑝 − |1+𝑡|−𝑠𝑝

𝑠𝑝 = 𝜙(𝑡).
Отметим, что 𝜙(𝑡) ≤ 1

𝑡𝑠𝑝𝑠𝑝 и 𝜙(𝑡) = 𝑡−𝑠𝑝

𝑠𝑝 (1 − 𝑡𝑠𝑝

(1+𝑡)𝑠𝑝 ) ≥ 1
𝑡𝑠𝑝 (1 − ( 𝑇

1+𝑇 )
𝑠𝑝). Таким

образом,

𝛿0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

𝜏 𝑠𝑝
𝑑𝜏 ≤ 𝐽2 ≤

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

𝜏 𝑠𝑝
𝑑𝜏

1

𝑠𝑝
, (1.13)

где 𝛿0 = 1
𝑠𝑝(1 − ( 𝑇

1+𝑇 )
𝑠𝑝) > 0. Аналогично, можно показать, что и интеграл 𝐽3

удовлетворяет неравенству (1.13). Используя определение норм, получаем, что

𝐽 ≥ 2𝛿0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

𝜏 𝑠𝑝
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≥

≥ 𝑚𝑖𝑛(1, 2𝛿0)||𝑣||𝑝�̃� 𝑠
𝑝 (0,𝜑)

. (1.14)

Из вышеприведенных оценок получаем, что

𝐽 ≤ 𝑚𝑎𝑥(1, 𝑇 𝑠𝑝 +
2

𝑠𝑝
)||𝑣||𝑝

�̃� 𝑠
𝑝 (0,𝜑)

. (1.15)

Из оценок (1.13) - (1.15) и определения нормы в пространствах 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑) и

�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑) вытекает неравенство (1.10), где постоянные 𝐶1, 𝐶2 равны постоян-

ным из оценок (1.14), (1.15), возведенным в степень 1/𝑝.

Пусть 𝐺 - цилиндрическая область 𝐺 = Ω× (0, 𝑙). Введем дополнительные
обозначения: 𝑄0 = (0, 𝑇 )×Ω, Γ0 = 𝜕Ω× (0, 𝑙), 𝑆0 = (0, 𝑇 )×Γ0, 𝑄0

𝜑 = (0, 𝜑)×Ω,
𝑆𝜑
0 = (0, 𝜑) × Γ0, 𝐺𝑖 = Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑄𝑖 = (0, 𝑇 ) × 𝐺𝑖, 𝑄𝑖

𝜑 = (0, 𝜑) × 𝐺𝑖, Γ𝑖 =

𝜕Ω× (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑆𝜑
𝑖 = (0, 𝜑)×Γ𝑖, 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 )×Γ𝑖, где 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚. В этом случае

нам понадобится аналог леммы 1.1. В этой лемме мы считаем, что: 𝑆𝜑 = 𝑆𝜑
0 и

𝑆−1,𝜑 = (−1, 𝜑)× Γ0 или 𝑆𝜑 = 𝑄0
𝜑 и 𝑆−1,𝜑 = (−1, 𝜑)× Ω.

Лемма 1.2. Найдутся постоянные 𝐶1 и 𝐶2, не зависящие от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ], такие
что

𝐶1‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑)

≤ ‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑)

≤ 𝐶2‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑)

, 𝑠 ∈ (0, 1),

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑) таких, что 𝑣 = 0 при 𝑡 < 0.
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Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.
Следующая лемма справедлива как в случае области 𝐺 с гладкой границей

так и в случае цилиндрической области 𝐺. В последнем случае под нормой
‖𝑣‖

�̃�
𝑠𝑖,2𝑠𝑖
𝑝 (𝑆𝜑)

(𝑖 = 0, 1) понимаем сумму норм ‖𝑣‖
�̃�

𝑠𝑖,2𝑠𝑖
𝑝 (𝑆𝜑

0 )
+‖𝑣(𝑡, 𝑥′, 0)‖

�̃�
𝑠𝑖,2𝑠𝑖
𝑝 (𝑄0

𝜑)
+

‖𝑣(𝑡, 𝑥′, 𝑙)‖
�̃�

𝑠𝑖,2𝑠𝑖
𝑝 (𝑄0

𝜑)
.

Лемма 1.3. Существует постоянная 𝐶, не зависящая от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] такая,
что

‖𝑣‖
�̃�

𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜑)

≤ 𝐶‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

, 𝑠1 = 1− 1/2𝑝,

‖𝜕𝑣
𝜕𝜈

‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜑)

≤ 𝐶‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

, 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝, (1.16)

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑) таких, что 𝑣(𝑥, 0) = 0. Здесь 𝜕𝑣

𝜕𝜈 – производная по
внешней нормали к Γ.

Доказательство. Рассмотрим первое неравенство в (1.16). Пусть 𝑣 ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

и 𝑣(𝑥, 0) = 0. Тем же символом обозначаем продолжение функции 𝑣 нулём при
𝑡 < 0. Имеем, что

‖𝑣‖𝑝
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
= ‖𝑣‖𝑝

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−1,𝜑)

=

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜑

−1

|𝑣𝑡|𝑝 +
∑︁
|𝛼|≤2

|𝐷𝛼𝑣|𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≥

∫︁
𝐺

∫︁ 1

0

|𝑣𝜏 |𝑝
1

(1 + 𝜑)𝑝
+

∑︁
|𝛼|≤2

|𝐷𝛼𝑣|𝑝 𝑑𝑥𝑑𝜏 · (1 + 𝜑), (1.17)

где 𝜏 = 𝑡+1
1+𝜑 и 𝑣(𝜏, 𝑥) = 𝑣(𝜏(1+𝜑)−1, 𝑥). Последний интеграл оценивается снизу

через (используем теорему о следах, см., например, теорему 7.3 в [113])

≥ 1

(1 + 𝑇 )𝑝−1
‖𝑣‖𝑝

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1)

≥ 𝐶0‖𝑣‖𝑝
𝑊

𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆1)

=

= 𝐶0

(︁∫︁
Γ

(︁∫︁ 1

0

|𝑣(𝑥, 𝜉)|𝑝𝑑𝜉 +
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

|𝑣(𝑥, 𝜉)− 𝑣(𝑥, 𝜂)|𝑝

|𝜉 − 𝜂|1+𝑠1𝑝
𝑑𝜉𝑑𝜂

)︁
𝑑Γ+

‖𝑣‖𝑝
𝐿𝑝(0,1;𝑊

2𝑠1
𝑝 (Γ))

)︁
. (1.18)
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Сделаем замену: 𝜉 = 𝑡+1
1+𝜑 , 𝜂 = 𝜏+1

1+𝜑 . Тогда для первого слагаемого в (1.18) имеем
оценку∫︁

Γ

(︁∫︁ 𝜑

−1

|𝑣|𝑝

1 + 𝜑
𝑑𝑡+

∫︁ 𝜑

−1

∫︁ 𝜑

−1

|𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠1𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 · (1 + 𝜑)𝑠1𝑝−1

)︁
𝑑Γ ≥

≥ 1

1 + 𝜑
‖𝑣‖𝑝

𝐿𝑝(Γ;𝑊
𝑠1
𝑝 (−1,𝜑))

≥ 1

1 + 𝑇
‖𝑣‖𝑝

𝐿𝑝(Γ;𝑊
𝑠1
𝑝 (−1,𝜑))

. (1.19)

Аналогично
‖𝑣‖𝑝

𝐿𝑝(0,1;𝑊
2𝑠1
𝑝 (Γ))

≥ 1

1 + 𝑇
‖𝑣‖𝑝

𝐿𝑝(−1,𝜑;𝑊
2𝑠1
𝑝 (Γ))

. (1.20)

Из неравенств (1.19), (1.20) и леммы 1.1 вытекает, что ‖𝑣‖𝑝
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
≥

𝐶0𝐶
𝑝
1

1+𝑇 ‖𝑣‖𝑝
�̃�

𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜑)

. Доказательство второго неравенства в (1.16) ничем не отли-
чается и мы его опустим.

Запишем аналог леммы 1.3 в стационарном случае:

Лемма 1.4. Пусть 𝐺 – ограниченная область с границей класса 𝐶2. Суще-
ствует постоянная 𝐶 такая, что

‖𝑣‖
𝑊

2𝑠1
𝑝 (Γ)

+ ‖𝜕𝑣
𝜕𝜈

‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ)

≤ 𝐶‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺), 𝑠0 =

1

2
− 1

2𝑝
, 𝑠1 = 1 − 1

2𝑝
, (1.21)

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝐺). Здесь 𝜕𝑣

𝜕𝜈 – производная по внешней нормали к Γ.

Следующая лемма имеет место как в случае области 𝐺 с гладкой границей
так и в случае цилиндрической области 𝐺.

Лемма 1.5. Пусть 𝑢 ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏) и 𝑢(0, 𝑥) = 0. Если 𝑏 ∈ 𝐿𝑞(𝑄𝜏) с 𝑞 > (𝑛+2)/2

при 𝑝 ≤ (𝑛 + 2)/2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛 + 2)/2, то найдется постоянная 𝑐 > 0

такая, что
‖𝑏𝑢‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐𝜏𝛽1‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏 )
,

где 𝛽1 = 1− 𝑛+2
2𝑞 при 𝑞 > (𝑛+ 2)/2 и 𝛽1 < 1− 𝑛+2

2𝑝 при 𝑞 = 𝑝 > (𝑛+ 2)/2. Если
𝑏 ∈ 𝐿𝑟(𝑄𝜏) с 𝑟 > 𝑛+ 2 при 𝑝 ≤ 𝑛+ 2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛+ 2, то

‖𝑏∇𝑢‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐𝜏𝛽2‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏 )

,

где 𝛽2 = 1/2 − (𝑛+2)
2𝑝 при 𝑟 > 𝑛 + 2 и 𝛽2 < 1/2 − (𝑛+2)

2𝑝 при 𝑟 = 𝑝 > 𝑛 + 2.
Постоянная 𝑐 > 0 не зависит 𝜏 ≤ 𝑇 и 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏).
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Доказательство этой леммы основано на применении неравенства Гельдера,
с последующим использованием неравенств из леммы 3.3 гл. 2 в [6], где надо
взять 𝛿 =

√
𝜏 и использовать оценку ‖𝑢‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐𝜏‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ). Отметим, что

неравенства такого типа и более общие доказываются и используются в главе
5 работы [114], кроме того фактически эта лемма получена в доказательстве
теоремы 9.1 гл.4 в [6].

В следующей лемме 𝐺 ограниченная область с гладкой границей или 𝐺 –
цилиндрическая область описанная выше.

Лемма 1.6. Пусть 𝑠 ∈ ((𝑛 + 2)/2𝑝, 1). Тогда справедливы следующие утвер-
ждения. Произведение 𝑞 · 𝑣 функций класса 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏) (𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]) снова при-
надлежит 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏), а если 𝑞 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏) и 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏), то 𝑞𝑣 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏)

и справедлива оценка

‖𝑞𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

≤ 𝑐0‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

(‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

+ ‖𝑣‖𝐿∞(𝑄𝜏 )).

Если 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄), то последнее неравенство можно переписать в виде

‖𝑞𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

≤ 𝑐1‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄),

а если 𝑣 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏), то в виде

‖𝑞𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

≤ 𝑐2‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

.

где постоянные 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, не зависит от 𝑞, 𝑣 и 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]. Если функция
𝑣(𝑡) строго отделена от нуля в 𝑄𝜏 , т.е. 𝛿0 = inf(𝑡,𝑥)∈𝑄𝜏 |𝑣(𝑡, 𝑥)| > 0, то отно-
шение 𝑞/𝑣 функций класса класса 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏) (𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]) снова принадлежит
𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏), а если 𝑞 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏) и 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏), то 𝑞/𝑣 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏) и

‖𝑞/𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐0‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
(‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝐿∞(𝑄𝜏 )),

‖𝑞/𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

≤ 𝑐0‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄),

где постоянная 𝑐0 не зависит от функции 𝑞 и 𝜏 . Множество 𝑄𝜏 в этих утвер-
ждениях может быть заменено на 𝑆𝜏 или на 𝑆𝜏

𝑖 . В этом случае нам необ-
ходимо потребовать включения 𝑠 ∈ ((𝑛 + 1)/2𝑝, 1). В случае если 𝑞 зависит
только одной переменной 𝑡, норма 𝑞 в �̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏) в этих неравенствах заменя-
ется на норму 𝑞 в �̃� 𝑠

𝑝 (0, 𝜏). Если обе функции не зависят от переменной 𝑥,
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то утверждение остается справедливым, но нормы �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏) или 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏) в
неравенствах заменяются на нормы �̃� 𝑠

𝑝 (0, 𝜏) или 𝑊 𝑠
𝑝 (0, 𝜏), соответственно.

Доказательство. Доказательство основано на определении нормы и фак-
тически оно содержится в доказательстве леммы 1 в [18]. Поэтому мы приве-
дем только основную часть доказательства. Отметим, что в силу результатов
§6.3 (см. также теорему 1 в разделе замечания) в [115] имеет место включение
𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏) ⊂ 𝐶𝑠−(𝑛+2)/2𝑝(𝑄𝜏) ⊂ 𝐶(𝑄𝜏) (𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]). Имеем

‖𝑞𝑣‖𝑝
�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
= ‖𝑞𝑣𝑡−𝑠‖𝑝𝐿𝑝(𝑄𝜏 )

+ < 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠 +‖𝑞𝑣‖𝑝𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 2𝑠

𝑝 (𝐺)),

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠=

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑞𝑣(𝑡1, 𝑥)− 𝑞𝑣(𝑡2, 𝑥)|𝑝

|𝑡1 − 𝑡2|1+𝑠𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑥. (1.22)

Имеем

|𝑞𝑣(𝑡1, 𝑥)− 𝑞𝑣(𝑡2, 𝑥)| ≤ |𝑞(𝑡1, 𝑥)− 𝑞(𝑡2, 𝑥)||𝑣(𝑡1, 𝑥)|+ |𝑞(𝑡2, 𝑥)||𝑣(𝑡1, 𝑥)− 𝑣(𝑡2, 𝑥)|.

Тогда

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠≤ 𝑐(𝑝)

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑣(𝑡1)|𝑝
|𝑞(𝑡1, 𝑥)− 𝑞(𝑡2, 𝑥)|𝑝

|𝑡1 − 𝑡2|1+𝑠𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑥+

𝑐(𝑝)

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑞(𝑡2, 𝑥)|𝑝
|𝑣(𝑡1, 𝑥)− 𝑣(𝑡2, 𝑥)|𝑝

|𝑡1 − 𝑡2|1+𝑠𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑥 ≤

𝑐1‖𝑣‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑞(𝑡1, 𝑥)− 𝑞(𝑡2, 𝑥)|𝑝

|𝑡1 − 𝑡2|1+𝑠𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑥+

𝑐2‖𝑞‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )

∫︁
𝐺

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑣(𝑡1, 𝑥)− 𝑣(𝑡2, 𝑥)|𝑝

|𝑡1 − 𝑡2|1+𝑠𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑥. (1.23)

Из этого неравенства вытекает оценка

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠≤ 𝑐(< 𝑞 >𝑝

𝑠 +‖𝑞‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )
)(< 𝑣 >𝑝

𝑠 +‖𝑣‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )
). (1.24)

Отметим, что в силу вложения 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄) ⊂ 𝐶(𝑄) и определения нормы

< 𝑣 >𝑠 +‖𝑣‖𝐿∞(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄), (1.25)

причем постоянная 𝑐 не зависит от 𝜏 . Неравенство очевидно в силу вложения
𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄) ⊂ 𝐶(𝑄) (см. §6.3 и теорему 1 в разделе замечания в [115]). Кроме того,
имеет место неравенство (если 𝑣 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏))

< 𝑣 >𝑠 +‖𝑣‖𝐿∞(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏 )

, (1.26)
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Здесь независимость постоянной 𝑐 от 𝜏 устанавливается следующим образом.
Достаточно оценить второе слагаемое в левой части равенства. Рассмотрим
функцию 𝑤 = 𝑣(𝜉𝜏, 𝑥), которая определена уже в области 𝜉 ∈ (0, 1), 𝑥 ∈ 𝐺.
Используя вложение 𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄1) ⊂ 𝐶(𝑄1), получим оценку

‖𝑣‖𝐿∞(𝑄1) ≤ 𝑐‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄1)

, (1.27)

где постоянная 𝑐 очевидным образом не зависит от 𝜏 . Перейдя от переменной 𝜉
в интегралах в правой части (1.27) к переменой 𝑡 = 𝜉𝜏 , легко можно убедиться в
том, что возникающая в правой части неравенства новая постоянная ограниче-
на постоянной не зависящей от параметра 𝜏 ∈ (0, 1]. Суммируя, можем сказать
из (1.24)-(1.26), что справедливы неравенства

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠≤ 𝑐0‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
(‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝐿∞(𝑄𝜏 )), (1.28)

причем если 𝑣 ∈ 𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄), то

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠≤ 𝑐1‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
‖𝑣‖𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄), (1.29)

а если 𝑣 ∈ �̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑄𝜏), то

< 𝑞𝑣 >𝑝
𝑠≤ 𝑐2‖𝑞‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
‖𝑣‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑄𝜏 )
. (1.30)

где постоянные 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, не зависит от 𝑞, 𝑣 и 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]. Оценим первое
слагаемое в (1.22). Имеем оценку

‖𝑞𝑣𝑡−𝑠‖𝑝𝐿𝑝(𝑄𝜏 )
≤ ‖𝑞𝑡−𝑠‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 )‖𝑣‖

𝑝
𝐿∞(𝑄𝜏 )

. (1.31)

Оценим третье слагаемое в правой части (1.22). Пусть, например, 2𝑠 < 1. В
случае 2𝑠 ≥ 1 рассуждения аналогичны в соответствии с определениями. Нам
достаточно оценить интеграл

𝐼 =

∫︁ 𝜏

0

∫︁
𝐺

∫︁
𝐺

|𝑞𝑣(𝑡, 𝑥1)− 𝑞(𝑡, 𝑥2)|𝑝

|𝑥1 − 𝑥2|𝑛+2𝑠𝑝
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑡. (1.32)

Как и ранее при выводе (1.197) имеем оценку

𝐼 ≤ 𝑐(‖𝑞‖𝑝𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 2𝑠
𝑝 (𝐺)) + ‖𝑞‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )

)(‖𝑣‖𝑝𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 2𝑠
𝑝 (𝐺)) + ‖𝑣‖𝑝𝐿∞(𝑄𝜏 )

). (1.33)

Из полученных оценок (1.27)-(1.31), (1.33) вытекает три первых неравенств в
утверждении леммы. Оставшиеся неравенства вытекают из полученных оценок.
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Рассмотрим задачу

𝑀0𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿0𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (1.34)

где 𝐿0𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

+ 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝐺 ∈ R𝑛 – ограни-
ченная область с границей Γ ∈ 𝐶2, 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖, 𝑎0 — ℎ× ℎ-матрицы-функции,

𝑅𝑢|𝑆 = 𝜙, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), (1.35)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢 и 𝛾𝑖, 𝜎 есть ℎ× ℎ матрицы.
Фиксируем 𝑝 ∈ (1,∞). Мы предполагаем, что

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄), 𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (1.36)

𝛾𝑖, 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0) (𝜀0 > 0); (1.37)

где 𝑞 > 𝑛+2 при 𝑝 ≤ 𝑛+2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛+2, 𝑟 > (𝑛+2)/2 при 𝑝 ≤ (𝑛+2)/2

и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛+ 2)/2.

Лемма 1.7. Пусть 𝐺 – ограниченная область с границей Γ класса 𝐶2. Рас-
смотрим дифференциальное выражение вида 𝑅𝑣 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛾𝑖𝑣𝑥𝑖

+ 𝜎𝑣, где 𝛾𝑖, 𝜎
удовлетворяют условиям (1.37) и оператор 𝑀0, коэффициенты которого удо-
влетворяют условиям (1.36). Тогда существуют постоянные 𝐶0, 𝐶1, не зави-
сящие от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] такие, что

‖𝑅𝑣‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜑)

≤ 𝐶0‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

, 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝, (1.38)

‖𝑀0𝑣‖𝐿𝑝(𝑄𝜑) ≤ 𝐶1‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

(1.39)

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑) таких, что 𝑣(𝑥, 0) = 0.

Доказательство леммы основано на теоремах о следах и теоремах вложения
(см., например, теорему 7.3 в [113] или теорему 5.1 в [114]) и теоремах о точеч-
ных мультипликаторах см., например, [116, теорема 3.3.2, c.198]). Используя
лемму 1.1 и продолжение коэффициентов с сохранением класса в область 𝑡 < 0

, мы сводим задачу к задаче об оценке выражения ‖𝑅𝑣‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆−1,𝜑)

через норму
‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−1,𝜑)
. Последняя оценка (и даже более общие оценки) получена, напри-

мер, в доказательстве теоремы 5.4 в [114]. Неравенство (1.39), где постоянная 𝐶1

будет зависеть от норм коэффициентов уравнения в соответствующих классах
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и не зависит от 𝜑, было получено, например, в доказательстве теоремы 2.1 в [4],
или в доказательстве теоремы 9.1 гл.4 в [6]. К сожалению, мы не нашли работ,
где оценки леммы 1.7 были бы сформулированы как отдельное утверждение.

Опишем условия на данные.
Мы также предполагаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆), (1.40)

где 𝑘0 = 1 − 1/2𝑝 в случае условия Дирихле и 𝑘0 = 1/2 − 1/2𝑝 в противном
случае, и выполнены условия согласования: в случае условий Дирихле 𝑢0(𝑥)|Γ =

𝑔(𝑥, 0) при 𝑝 > 3/2, в случае условий с косой производной 𝑅(𝑥, 0)𝑢0(𝑥)|Γ =

𝑔(𝑥, 0) при 𝑝 > 3.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.36), (1.37), (1.40) , и условия (23),
(24) в применении к задаче (1.34), (1.35), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑝 ̸= 3/2, 3). Тогда суще-
ствует единственное решение 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) задачи (1.34), (1.35). Справедлива
оценка

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐

[︀
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖

𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (Ω)

]︀
. (1.41)

Доказательство. Утверждение теоремы в случае ограниченных младших ко-
эффициентов вытекает из [6, теорема 10.4]. Однако, как известно (это отме-
чается и в [6]), их можно ослабить (см., например, условия на младшие коэф-
фициенты в [4, c.198]).

Как следствие теоремы 1.1, мы имеем следующее утверждение

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия (1.36), (1.37), (1.40), и условия (23),
(24) в применении к задаче (1.34), (1.35), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑝 ̸= 3/2, 3), 𝑢0 ≡ 0 и
𝜑 ∈ (0, 𝑇 ]. Тогда на промежутке (0, 𝜑) существует единственное решение 𝑢
задачи (1.34), (1.35) такое, что 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑). Решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

≤ 𝑐(‖𝜙‖
�̃�

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝜑)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜑)),

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑓, 𝜙.

Доказательство. Достаточно доказать, что постоянная 𝑐 не зависит от 𝜑. Про-

должим 𝜙 нулем при 𝑡 < 0 и пусть 𝜙 =

{︃
𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ (−∞, 𝜑)

𝜙(2𝜑− 𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ [𝜑, 𝑇 ]
. Очевидно,
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что 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆). Построим функцию 𝑓 = 𝑓 при 𝑡 ≤ 𝜑 и 𝑓 = 0 при 𝑡 > 𝜑.

Используя теорему 1.1, построим решение задачи (1.34)-(1.35) с функциями 𝜙,
𝑓 вместо 𝜙 и 𝑓 такое, что 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄). По теореме 1.1:

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

≤ ‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐(‖𝜙‖

𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄)).

Оценим правую часть. Имеет место следующее неравенство

‖𝜙‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆) ≤ ‖𝜙‖𝑊 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑆−1,𝛽)
≤

𝑐(‖𝜙‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆−1,𝜑)

+ ‖𝜙‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑,𝛽)

), 𝛽 = max(1 + 2𝜑, 𝑇 ).

Мы здесь использовали аддитивность пространств Соболева относительно раз-
биения области (см. замечание 3 пункта 4.4.1 в [1]) и определение соответству-
ющей нормы. Первое слагаемое в правой части в силу леммы 1.1 оценивается
через 𝑐2‖𝜙‖�̃� 𝑠,2𝑠

𝑝 (𝑆𝜑)
. После замены переменных в определении нормы мы сведем

оценку второго слагаемого также к лемме 1.1 и получим

‖𝜙‖𝑊 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑,𝛽)

≤ 𝑐3‖𝜙‖�̃� 𝑠,2𝑠
𝑝 (𝑆𝜑)

,

где 𝑐3 – постоянная не зависящая от 𝜑. Кроме того имеем, что ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) =

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜑). Отсюда и вытекает утверждение.

Замечание 1.1. Ясно, что если граница области состоит из нескольких ком-
понент связности, то вообще говоря, граничные условия на них могут отли-
чаться. Утверждение теорем 1.1, 1.2 останутся в силе. Однако, следует
иметь ввиду, что показатель 𝑘0, равно как и условия согласования будут ме-
няться в зависимости от соответствующей компоненты связности Γ. На-
пример, в работе [2, §4] это в явном виде принимается во внимание. В нашем
случае мы также будем иметь дело с несколькими компонентами связности
границы. В случаях 𝑝 = 3/2, 𝑝 = 3 утверждения теорем 1.1, 1.2 также спра-
ведливы, однако, условия согласования в этом случае записываются в довольно
сложном виде.

Нам понадобятся также формулировки теорем 1.2, 1.2 с немного изменен-
ными условиями на данные. Точнее мы заменим условие (1.37) на условие

𝛾𝑖, 𝜎 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0), 𝑝 > 𝑛+ 2. (1.42)
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Теорема 1.3. Пусть 𝑝 > 𝑛+2, 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и выполнены условия теоремы 1.1 или
теоремы 1.2 где условие (1.37) заменено на условие (1.42). Тогда справедливо
утверждение теоремы 1.1 или теоремы 1.2, соответственно.

Утверждение вытекает из теоремы 2.1 в [4].
Далее, мы сформулируем аналог теоремы 1.2 в случае цилиндрической про-

странственной области. Утверждение имеет почти тот же самый вид, но в этом
случае возникают дополнительные условия согласования данных и дополни-
тельные условия на коэффициенты. По существу, мы предполагаем, что опера-
тор имеет некоторый специальный вид. Основы теории параболических и эл-
липтических задач в областях с ребрами и угловыми точками были заложены
в работах Кондратьева В.А. и других авторов (см. результаты и библиографию
в [117]). Однако, несмотря на огромное количество работ по этой тематике, мы
не нашли подходящей ссылки, а условия согласования на данные по всей види-
мости являются новыми и совпадают с условиями, взятыми из теорем продол-
жения данных с границы области (см. теорему 7.3 в [113]). Мы рассматриваем
задачу

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓, 𝐿𝑢 = 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
+

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖
− 𝑎0𝑢, (1.43)

где 𝑥 ∈ 𝐺 = Ω × (0, 𝑙) ⊂ R𝑛, Ω — ограниченная область с границей класса 𝐶2,
𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖, 𝑎0 — ℎ × ℎ-матрицы-функции, причем 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑎𝑗𝑖(𝑡, 𝑥) при (𝑡, 𝑥) ∈
𝑄 = (0, 𝑇 )×𝐺 и всех 𝑖, 𝑗,

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙,𝑅𝑖𝑢(𝑥
′, 𝑟𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑥

′, 𝑡), 𝑖 = 0, 1, 𝑟0 = 0, 𝑟1 = 𝑙, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),

(1.44)
где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =

∑︀𝑛−1
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜈𝑖

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

+ 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢; 𝑅0𝑢 = 𝑢 или 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
,

𝑅1𝑢 = 𝑢 или 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛
. Фиксируем 𝑝 ∈ (1,∞) и предположим, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1.45)

𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.46)

где 𝑞 > 𝑛+2 при 𝑝 ≤ 𝑛+2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛+2, 𝑟 > (𝑛+2)/2 при 𝑝 ≤ (𝑛+2)/2

и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛 + 2)/2, 𝜀0 ∈ (0, 1/2) – положительный параметр (он может
быть как угодно мал).
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Лемма 1.8. Предположим, что выполнены условия (1.45), (1.46)
и 𝜎0 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0

𝜑) (𝜀0 > 0). Тогда существуют постоянные 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2,
не зависящие от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] такие, что

‖𝜎0𝑣‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
≤ 𝐶0‖𝑣‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑)
, 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝,

для всех 𝑣 ∈ �̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑),

‖𝑅𝑣‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜙

0 )
≤ 𝐶1‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
, ‖𝐿0𝑣‖𝐿𝑝(𝑄𝜑) ≤ 𝐶2‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
(1.47)

для всех 𝑣 ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑) таких, что 𝑣(𝑥, 0) = 0.

Доказательство первого неравенства основано на определении нормы, тео-
ремах о точечных мультипликаторах (см., например, [116, теорема 3.3.2, c.198]).
При получении второго неравенства используем те же теоремы и лемму 1.5.

Последняя оценка (1.47) (и даже более общие оценки) получена, например,
в доказательстве теоремы 5.4 в [114]. Она также вытекает из леммы 1.5.

Приведем несколько условий, гарантирующих параболичность задачи и вы-
полнение условия Лопатинского. Пусть 𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉) = 𝑎𝑛𝑛𝜉

2
𝑛 +

∑︀𝑛−1
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗

(𝜉 ∈ R𝑛).
Условие сильной эллиптичности (см. [6, определение 7, §8, Гл.7]): существует

постоянная 𝛿0 > 0 такая, что

𝑅𝑒 ⟨𝐴0(𝑡, 𝑥, 𝜉)𝜂, 𝜂⟩ ≥ 𝛿0|𝜉|2|𝜂|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, 𝜂 ∈ Rℎ. (1.48)

Условие нормальной сильной эллиптичности: выполнено условие (1.48) и cуще-
ствует постоянная 𝛿1 > 0 такая, что

𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)(𝜉𝑖𝑢+ 𝜂𝑖𝑣), 𝜉𝑗𝑢+ 𝜂𝑗𝑣⟩ ≥ 𝛿1|𝐼𝑚⟨ 𝑢, 𝑣⟩| ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (1.49)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ Cℎ, 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 таких что ⟨𝜉, 𝜂⟩ = 0, |𝜉| = |𝜂| = 1.
Условие Лежандра: существует постоянная 𝛿3 > 0 такая, что

𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

ℎ∑︁
𝑘,𝑟=1

𝑎𝑘,𝑟𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)𝜉
𝑘
𝑖 , 𝜉

𝑟

𝑗 ≥ 𝛿3
∑︁
𝑖,𝑘

|𝜉𝑘𝑖 |2, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 (1.50)

и всех симметричных матриц c элементами {𝜉𝑘𝑖 }. Здесь 𝑎𝑘,𝑟𝑖𝑗 – элементы матрицы
𝑎𝑖𝑗.
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Сильное условие Лежандра: существует постоянная 𝛿2 > 0 такая, что

𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜉𝑖, 𝜉𝑗⟩ ≥ 𝛿2

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|2, ∀𝜉𝑖 ∈ Cℎ, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄. (1.51)

Лемма 1.9. Справедливы следующие импликации: (1.51) ⇒ (1.50)⇒ (1.49) ⇒
(1.48). Условие параболичности и условие Лопатинского на 𝑆0 в случае наших
краевых условий вытекают из (1.49)

Все утверждения леммы могут быть найдены в пункте 2.5 §6.2 гл. 6 в [17])
(см. также пункт 4.3 работы [2]). В этом пункте при выполнении условия (1.49)
показано, что система(︀

𝜆𝐸 + 𝐴0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉
′ + 𝑖𝜈(𝑥0)𝜕𝑦𝑛)

)︀
𝑣(𝑧) = 0, 𝐵0(𝑥0, 𝑡0, 𝜉

′ + 𝑖𝜈𝜕𝑦𝑛)𝑣(0) = ℎ𝑗,

где 𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛−1), 𝑦𝑛 ∈ R+, имеет единственное решение из 𝐶
(︀
R+)︀ убыва-

ющее на бесконечности при всех 𝜉′ ∈ R𝑛−1, | arg 𝜆| ≤ 𝜋/2, и ℎ𝑗 ∈ C таких, что
|𝜉′|+ |𝜆| ≠ 0.

Далее, мы предполагаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺), 𝜙 ∈ 𝑊 2𝑘0,𝑘0

𝑝 (𝑆0),

𝜙0 ∈ 𝑊 2𝑘1,𝑘1
𝑝 (𝑄0), 𝜙1 ∈ 𝑊 2𝑘2,𝑘2

𝑝 (𝑄0), (1.52)

где 𝑘𝑖 = 𝑠1 в случае условия Дирихле на Γ0 (или на Ω0 = {(𝑡, 𝑥′, 0) : (𝑡, 𝑥′) ∈ 𝑄0},
или на Ω𝑚 = {(𝑡, 𝑥′, 𝑙) : (𝑡, 𝑥′) ∈ 𝑄0}, соответственно) и 𝑘𝑖 = 𝑠0 в противном
случае.

Нам необходимы условия согласования, гарантирующие существование
функции Φ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) удовлетворяющей условиям (1.44). Случаи 𝑝 = 3/2,
𝑝 = 3 являются критическими, если мы рассматриваем условия согласования
в точке 𝑡 = 0. Однако, как мы увидим, наиболее естественный случай 𝑝 = 2

также является критическим и в этом случае необходимы дополнительные ин-
тегральные условия согласования. Пусть Φ ∈ 𝑊 1,2

2 (𝑄) удовлетворяет условиям
(1.44) и, например, 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢. В силу теоремы 7.3 в [113], если 𝑝 > 2 и
Φ ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄), то должно быть выполнено условие 𝑅𝜙0|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 0); если же
𝑝 = 2, то это условие заменяется на интегральное условие согласования. В этом
случае 𝑅Φ|𝑆0 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

1/2
2 (Γ0)), 𝑅0Φ(𝑡, 𝑥

′, 0) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
3/2
2 (Ω)). Приведем
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полный набор условий согласования. Для функций 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑛) положим

𝑆𝛼,𝛽(𝜙) =

∫︁ 𝛽

𝛼

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡,

где 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝑇 . Пусть 𝑛(𝑥′) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑛−1) – единичная внутренняя
нормаль к 𝜕Ω в соответствующей точке 𝑥′. Считаем, что 𝛿 ∈ (0, 𝛿0), где 𝛿0 ∈
(0, 𝑙) – некоторая постоянная такая, что 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′) ∈ Ω для всех 𝑥′ ∈ 𝜕Ω и
𝜏 ≤ 𝛿0. Далее считаем параметр 𝛿0 фиксированным. Положим 𝐽𝛼,𝛽(𝜙, 𝜙0) =

𝑆𝛼,𝛽(𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝜏) − 𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝜙0(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))), 𝐽𝛼,𝛽(𝜙, 𝜙1) = 𝑆𝛼,𝛽(𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝑙 − 𝜏) −

𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑙)𝜙1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))), 𝐼𝛼,𝛽(𝜙, 𝜙0) = 𝑆𝛼,𝛽(𝜙𝜏(𝑡, 𝑥

′, 𝜏) + 𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐼𝛼,𝛽(𝜙, 𝜙1) = 𝑆𝛼,𝛽(𝜙𝜏(𝑡, 𝑥
′, 𝑙 − 𝜏) − 𝜙1(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′)). Здесь символ 𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)

(𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑙)) обозначает оператор 𝑅, все коэффициенты которого взяты в точке
𝑥𝑛 = 0 (𝑥𝑛 = 𝑙).

Условия согласования.
A) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝜙𝑖(𝑥

′, 𝑡)|𝜕Ω = 𝜙(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡); если 𝑝 > 2

и 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡)𝜙𝑖(𝑥
′, 𝑡)|𝜕Ω = 𝜙(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡); если 𝑝 > 2,

𝑅𝑖𝑢 = (−1)𝑖+1𝑢𝑥𝑛
(𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то (−1)𝑖+1𝜙𝑥𝑛

(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡) = 𝜙𝑖(𝑥
′, 𝑡)|𝜕Ω; если

𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1), то 𝑢0(𝑥′, 𝑟𝑖)|Ω = 𝜙𝑖(𝑥
′, 0) при 𝑝 > 3/2; если 𝑅𝑖𝑢 = (−1)𝑖+1𝑢𝑥𝑛

(𝑖 = 0, 1), то (−1)𝑖+1𝑢0𝑥𝑛
(𝑥′, 𝑟𝑖)|Ω = 𝜙𝑖(𝑥

′, 0) при 𝑝 > 3; если 𝑅𝑢 = 𝑢, то
𝑢0(𝑥)|Γ0

= 𝜙(0, 𝑥) при 𝑝 > 3/2; если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(0, 𝑥)𝑢0(𝑥)|Γ0
= 𝜙(0, 𝑥) при

𝑝 > 3; если 𝑝 = 2 и если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅0𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅1𝑢 = 𝑢, то существует
𝛿 ∈ (0, 𝛿0) такое, что 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0) <∞ или, соответственно, 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1) <∞; если
𝑝 = 2 и 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅𝑢 = 𝑢, то существует 𝛿 ∈ (0, 𝛿0)

такое, что 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или, соответственно, 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙1) < ∞. Все условия
согласования за исключением интегральных вытекают из стандартных теорем
о следах (см. лемму 3.4 и теорему 2.3 гл. 1 в [6] и лемму 2). Отметим, что для
данных, удовлетворяющих условиям (1.52) выполнение интегрального условия
согласования хотя бы для одного 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) влечет его выполнение для всех
таких 𝛿.

Лемма 1.10. Предположим, что выполнены условия (1.45), (1.52) и (1.46) в
случае 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и существует функция Φ ∈ 𝑊 1,2

2 (𝑄), удовлетворяющая усло-
виям (1.44). Тогда, если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅0𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅1𝑢 = 𝑢, то
существует 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) такое, что 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или, соответственно,
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𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1) <∞;
если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢 и 𝑅𝑢 = 𝑢, то существует 𝛿 ∈ (0, 𝛿0)

такое, что 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙0) <∞ или, соответственно, 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙1) <∞.

Доказательство. Сначала отметим, что вторая половина утверждения есть
непосредственное следствие теоремы 7.3 в [113]. Кроме того, его доказательство
вполне аналогично приведенному ниже для первой половины утверждения. По-
этому мы его опустим. Покажем первую половину утверждения. Рассмотрим,
например, выражение

𝑆0,𝑇 (𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝜙0(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))) =

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝜏)Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡 ≤ (1.53)

2

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡+

2

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

|(𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0))Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡 ≤

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑐1(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−

Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2) + 𝑐2𝜏
2𝜀0(

𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2)𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡

(используем условие, что все коэффициенты оператора 𝑅 удовлетворяют усло-
вию Гельдера по переменной 𝑥 с показателем 2𝜀0). Используя неравенство Хар-
ди по переменной 𝜏 для оценки последнего слагаемого (можно воспользоваться
леммой 1 пункта 3.2.6 в [1]) получим, что

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

𝜏 2𝜀0(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2)𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡 ≤

𝑐3‖Φ‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝐺)). (1.54)
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Оценим первое слагаемое под знаком интеграла. Имеем

Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0) =

∫︁ 𝜏

0

𝜕𝜉Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉) 𝑑𝜉 =∫︁ 𝜏

0

−
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗Φ𝑥𝑖𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉) + Φ𝑥𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉) 𝑑𝜉.

Отсюда вытекает неравенство

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 ≤

𝜏𝑐

∫︁ 𝜏

0

𝑛∑︁
𝑗=1

|Φ𝑥𝑖𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉)|2 𝑑𝜉.

Аналогично имеем

|Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 ≤ 𝜏𝑐

∫︁ 𝜏

0

∑︁𝑛

𝑗=1
|Φ𝑥𝑗

(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉)|2 𝑑𝜉.

Из последних двух неравенств получим

(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−

Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2) ≤ 𝑐𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑛∑︁
𝑗=1

|Φ𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉)|2+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

|Φ𝑥𝑖𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉)|2 𝑑𝜉. (1.55)

Обозначим подынтегральное выражение через 𝐽(𝑡, 𝑥′+(𝜏−𝜉)𝑛(𝑥′), 𝜉). Рассмот-
рим произвольную точку 𝑥′0 ∈ 𝜕Ω. Найдется ее окрестность 𝑈0 и система ко-
ординат 𝑦 полученная из исходной с помощью поворота и переноса начала ко-
ординат, такая, что 𝑈0 ∩ Ω = {𝑦 : 𝜔(𝑦′′) < 𝑦𝑛−1 < 𝜔(𝑦′′) + 𝛿, |𝑦′′| ≤ 𝑟0},
𝑈0∩𝜕Ω = {𝑦 : 𝑦𝑛−1 = 𝜔(𝑦′′), |𝑦′′| ≤ 𝑟0} (𝛿, 𝑟0 > 0, 𝑦′′ = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛−2)), причем
без ограничения общности можем считать, что ось 𝑦𝑛−1 направлена по нормали
к 𝜕Ω в точке 𝑥′0. В этом случае имеем, что в системе координат 𝑦 нормаль к 𝜕Ω
имеет координаты 𝑛𝑦′ =

1
1+|∇𝜔|2 (−𝜔𝑦1, . . . ,−𝜔𝑦𝑛−2

, 1) и 𝑛(𝑥′(𝑦′)) = 𝑥′0 + 𝐴𝑛𝑦′, где
𝐴 – ортогональная матрица. Поскольку 𝜕Ω можно накрыть конечным числом
множеств вида 𝑈0 ∩Ω, чтобы оценить интеграл (1.53), в силу (1.54) достаточно
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получить оценку для интегралов вида (используем неравенство (1.55) и пара-
метризацию 𝑥′ = 𝑥′0 + 𝐴𝑦′, 𝑦′ = (𝑦′′, 𝜔(𝑦′′)) поверхности 𝑈0 ∩ 𝜕Ω)

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝑈0∩𝜕Ω

𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−

Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2)𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡 =

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
|𝑦′′|<𝑟0

(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

|Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′(𝑦′), 𝜏)−

Φ𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′(𝑦′) + 𝜏𝑛(𝑥′(𝑦′)), 0)|2 + |Φ(𝑡, 𝑥′(𝑦′), 𝜏)− Φ(𝑡, 𝑥′(𝑦′)+

𝜏𝑛(𝑥′(𝑦′)), 0)|2)
√︁
1 + |∇𝑦′′𝜔(𝑦′′)|2𝑑𝑦′′

𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡 ≤

𝑐1

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
|𝑦′′|<𝑟0

𝜏∫︁
0

𝐽(𝑡, 𝑥′(𝑦′) + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′(𝑦′)), 𝜂)𝑑𝑦′′𝑑𝜂𝑑𝜏𝑑𝑡 =

𝑐1

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
|𝑦′′|<𝑟0

𝛿∫︁
𝜂

𝐽(𝑡, 𝑥′(𝑦′) + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′(𝑦′)), 𝜂)𝑑𝑦′′𝑑𝜏𝑑𝜂𝑑𝑡. (1.56)

Сделаем в первых двух внутренних интегралах замену переменных (𝑦′′, 𝜏) →
𝑧′ = 𝑥′(𝑦′) + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′(𝑦′)) = 𝑥′0 + 𝐴𝑦′, 𝑦′ = 𝑦′ + (𝜏 − 𝜂)𝑛𝑦′. Образ области
{𝑦′′ : |𝑦′′| < 𝑟0} × (0, 𝛿) при этом отображении 𝑧′ = 𝑧′(𝑦′′, 𝜏) будет содержаться
в Ω𝛿 = {𝑥′ ∈ Ω : 𝜌(𝑥′, 𝜕Ω ∩ 𝑈0) < 𝛿} (𝜌(𝑥,𝑀) – расстояние от 𝑥 до множества
𝑀) при каждом 𝜂 ∈ (0, 𝛿). Кроме того, якобиан преобразования 𝜕(𝑧1,...,𝑧𝑛−1)

𝜕(𝑦′′,𝜏) =

±𝜕(𝑦1,...,𝑦𝑛−1)
𝜕(𝑦′′,𝜏) строго отделен от нуля и отображение взаимно однозначно, если

параметр 𝛿 достаточно мал (это легко увидеть). Без ограничения общности
мы можем считать, что это условие выполнено. Тогда правая часть в (1.56)
оценивается сверху через

𝑐2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
Ω𝛿

𝐽(𝑡, 𝑧′, 𝜂)𝑑𝑧′𝑑𝜂𝑑𝑡 ≤ 𝑐3‖Φ‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω×(0,𝛿))).

Из этой оценки и оценки (1.54) вытекает неравенство

𝑆0,𝑇 (𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝜙0(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))) ≤ 𝑐4‖Φ‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω×(0,𝛿))) <∞,

если параметр 𝛿 достаточно мал, где постоянная 𝑐4 не зависит от функций
𝜙, 𝜙0,Φ. Совершенно те же рассуждения проводятся и в случае оценки инте-
грала 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1).
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Лемма 1.11. Пусть выполнено (1.45), (1.52), условие A) и (1.46) в случае
𝑅𝑢 ̸= 𝑢. Тогда найдется функция Φ ∈ 𝑊 2,1

𝑝 (𝑄), удовлетворяющая начальному
условию и второму и третьему граничному условию в (1.44) и такая, что в
случае 𝑝 = 2: если 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 то для некоторого
𝛿 ∈ (0, 𝛿0) соответственно

𝐽0,𝑇 (𝜙−𝑅Φ, 0) <∞, 𝐽0,𝑇 (𝜙−𝑅Φ, 0) <∞; (1.57)

если 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
и 𝑅𝑢 = 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

и 𝑅𝑢 = 𝑢, то для некоторого
𝛿 ∈ (0, 𝛿0) соответственно

𝐼0,𝑇 (𝜙− Φ, 0) <∞, или 𝐼0,𝑇 (𝜙− Φ, 0) <∞. (1.58)

Доказательство. Вначале построим функцию 𝑣0 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝑄) такую, что

𝑣0(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Достаточно, продолжить функция 𝑢0 c сохранением класса в
R𝑛 как функцию с компактным носителем (существование такого продолжения
вытекает из теоремы 4.2.3 в [1]) и затем воспользоваться теоремой 5.5 в [114],
взяв в качестве 𝑣0 решение задачи Коши 𝑣0𝑡 − ∆𝑣0 = 0, 𝑣0(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). В
силу лемм 1.3, 1.5, включения (1.52) сохраняются для новых функций 𝜙1 =

𝜙−𝑅𝑣0|𝑆0, 𝜙1
0 = 𝜙0−𝑅0𝑣0|Ω𝑇

0
, 𝜙1

1 = 𝜙1−𝑅1𝑣0|Ω𝑇
𝑚
. Далее, легко построить функ-

цию 𝑣0 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝑄) такую, что 𝑅𝑖𝑣

0(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡) = 𝜙1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡) (𝑖 = 0, 1), 𝑣0(𝑥, 0) = 0.
Построение может быть осуществлено следующим образом. Построим продол-
жение функций 𝜙1

𝑖 (𝑥
′, 𝑡) в некоторую область Ω0 такую, что Ω ⊂ Ω0 c сохранени-

ем класса. Продолжение обозначаем теми же символами. Поскольку 𝜕Ω ∈ 𝐶2,
мы можем, например, воспользоваться методом Хестенса (см., например, лемму
2.9.1 в [1], где этот метод описан в случае полупространства, в общем случае
используется разбиение единицы и локальное выпрямление границы (см. пункт
4.2.2 в [1])). Построим функцию 𝜓0(𝑥

′) ∈ 𝐶∞
0 (Ω0) такую, что 𝜓0 = 1 для 𝑥′ ∈ Ω

и область 𝐺0 такую, что 𝜕𝐺0 ∈ 𝐶2, {(𝑥′, 0) : 𝑥′ ∈ Ω0} ∪ {(𝑥′, 𝑙) : 𝑥′ ∈ Ω0} ⊂ 𝜕𝐺0,
𝐺 ⊂ 𝐺0. Определим также функцию 𝜓1(𝑥𝑛) ∈ 𝐶∞

0 (R) такую, что 𝜓1(𝑥𝑛) = 1 на
(0, 𝑙/3), 𝜓1(𝑥𝑛) = 0 при 𝑥𝑛 > 𝑙/2. Пусть, например, 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

.
Определим функции: 𝜙0 = 𝜙1

0𝜓0 при 𝑥′ ∈ Ω0, 𝑥𝑛 = 0 и 𝜙0 = 0 при
𝑥 ∈ 𝜕𝐺0 ∖ {(𝑥′, 0) : 𝑥′ ∈ Ω0} и 𝜙1 = 𝜙1

1𝜓0 при 𝑥′ ∈ Ω0, 𝑥𝑛 = 𝑙 и 𝜙1 = 0 при
𝑥 ∈ 𝜕𝐺0 ∖ {(𝑥′, 𝑙) : 𝑥′ ∈ Ω0}. Первая из полученных функций 𝜙0 принадлежит
𝑊 2𝑘1,𝑘1

𝑝 (𝜕𝐺0 × (0, 𝑇 )) (𝑘1 = 1 − 1/2𝑝), а вторая 𝜙1 классу 𝑊 2𝑘2,𝑘2
𝑝 (𝜕𝐺0 × (0, 𝑇 ))
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(𝑘2 = 1/2− 1/2𝑝). Следовательно, существуют функции 𝑣𝑖 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝐺0 × (0, 𝑇 ))

такие, что 𝑣1|𝜕𝐺0×(0,𝑇 ) = 𝜙0, 𝜕
𝜕𝑛𝑣2|𝜕𝐺0×(0,𝑇 ) = 𝜙1, где 𝑛 – единичная внешняя нор-

маль к 𝜕𝐺0, и 𝑣𝑖(𝑥, 0) = 0. В качестве таких функций можно взять решения
параболических задач: 𝑣𝑖𝑡 − ∆𝑣𝑖 = 0, 𝑣𝑖(𝑥, 0) = 0, 𝑣1|𝜕𝐺0×(0,𝑇 ) = 𝜙0 и, соответ-
ственно, 𝜕

𝜕𝑛𝑣2|𝜕𝐺0×(0,𝑇 ) = 𝜙1 (см. теорему 10.4 в [6]). Искомая функция 𝑣0 такая,
что 𝑣0 ∈ 𝑊 2,1

𝑝 (𝑄) и 𝑅𝑖𝑣
0(𝑥′, 𝑟𝑖, 𝑡) = 𝜙1

𝑖 (𝑥
′, 𝑡) (𝑖 = 0, 1) записывается в виде

𝑣0 = 𝑣1𝜓1 + 𝑣2(1 − 𝜓1), мы даже имеем, что 𝑣0 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝐺0 × (0, 𝑇 )). Совершен-

но аналогичные рассмотрения проводятся и для других возможных вариантов
операторов 𝑅0, 𝑅1. Функция Φ = 𝑣0 + 𝑣0 есть требуемая. Рассмотрим случай
𝑝 = 2 и покажем, что в этом случае выполнены условия (1.57)-(1.58). Пусть,
например, 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛

, 𝑅𝑢 = 𝑢 и 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙0) <∞, Φ – вышепостроенная функ-
ция, удовлетворяющая начальному условию и второму и третьему граничному
условию в (1.44). Имеем, что Φ𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 0) = −𝜙0(𝑡, 𝑥
′) и тогда∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜙𝜏(𝑡, 𝑥
′, 𝜏)− Φ𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡 ≤

2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜙𝜏(𝑡, 𝑥
′, 𝜏) + 𝜙0(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡+

2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|Φ𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− Φ𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡.

Последний интеграл оценивается через 𝑐‖Φ‖2
𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω×(0,𝛿)))
, доказательство

совпадает с вышеприведенным в предыдущей лемме. Отсюда и вытекает, что
𝐼0,𝑇 (𝜙−Φ, 0) <∞. Оставшиеся неравенства в утверждении леммы проверяются
по той же схеме.

Следствие 1.1. Пусть выполнены условия леммы 1.11 и Φ – функция постро-
енная в этой лемме. Тогда без ограничения общности можем считать, что
найдется постоянная 𝑐 > 0 такие, что справедлива оценка

‖Φ‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐

[︀
‖𝜙0‖𝑊 𝑘1,2𝑘1

𝑝 (𝑄0)
+ ‖𝜙1‖𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0)
+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝

𝑝 (𝐺)

]︀
. (1.59)
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Найдется постоянная 𝑐1 > 0 такие, что справедливы оценки

𝐽0,𝑇 (𝜙−𝑅Φ, 0) ≤ 𝑐1(‖Φ‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝐺)) + 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0)),

𝐽0,𝑇 (𝜙−𝑅Φ, 0) ≤ 𝑐1(‖Φ‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝐺)) + 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1)),

𝐼0,𝑇 (𝜙− Φ, 0) ≤ 𝑐1(‖Φ‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝐺)) + 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙0)),

𝐼0,𝑇 (𝜙− Φ, 0) ≤ 𝑐1(‖Φ‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝐺)) + 𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙1)).

Функция Φ определяется неоднозначно и вообще говоря постоянная 𝑐 в
(1.59) меняется в зависимости от способа ее построения. Однако, как легко уви-
деть из доказательства леммы 1.11, утверждение следствия будет иметь место,
при некотором фиксированном способа ее построения.

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия (1.45), A), (1.52), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑝 ̸=
3/2, 3). Если 𝑅𝑢 = 𝑢, то предположим, что выполнено условие (1.49), а если
𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то условия (1.49) и (1.46). Тогда существует единственное решение
𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) задачи (1.43), (1.44). Справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 2,1
𝑝 (𝑄) ≤

𝑐
[︀
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖

𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝜙0‖𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝜙1‖𝑊 𝑘2,2𝑘2
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺)

]︀
,

(1.60)

где в случае 𝑝 = 2, в зависимости от вида краевых условий, к правой части
добавляются одно или два выражения вида 𝑐1(𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0))

1/2, 𝑐1(𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1))
1/2,

𝑐1(𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙0))
1/2, 𝑐1(𝐼0,𝑇 (𝜙, 𝜙1))

1/2, где 𝑐1 – некоторая постоянная.

Доказательство. Рассмотрим, например, случай 𝑅𝑢 = 𝑢. Используя лемму
1.11, построим функцию Φ и сделаем замену 𝑢 = 𝑣 + Φ. Тогда функция 𝑣 есть
решение уравнения (1.43) с новой правой частью 𝑓 = 𝑓 −𝑀Φ ∈ 𝐿2(𝑄), т.е.

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝑎𝑛𝑛𝑣𝑥𝑛𝑥𝑛
−

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑥𝑖𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑣𝑥𝑖
+ 𝑎0𝑢 = 𝑓,

удовлетворяющая однородным начальным данным и краевым условиям

𝑣|𝑆0 = 𝜙 = 𝜙− Φ|𝑆0, 𝑅𝑖𝑣(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 0 (𝑖 = 0, 1), 𝑣|𝑡=0 = 0.

Сначала рассмотрим случай краевых условий 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
, 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

. В этом
случае при 𝑝 > 2 из условия A) вытекает, что 𝜙𝑥𝑛

|𝑥𝑛=0 = 0 и 𝜙𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙 = 0, а при
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𝑝 = 2 выполнены условия (1.58). В любом случае функция 𝜙 допускает четные
продолжения относительно плоскости 𝑥𝑛 = 0 и плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙 в области
𝑄−𝑙,0, 𝑄𝑙,2𝑙 соответственно с сохранением класса 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 . Продолжение (обозна-
чаем его тем же символом) принадлежит классу 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 ((0, 𝑇 )× 𝜕Ω× (−𝑙, 2𝑙)).
Для доказательства этого факта используем определение нормы и стандартные
свойства пространств Соболева. В частности, при 𝑝 ̸= 2, имеем неравенство

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

≤ 𝑐(‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(−𝑙,0))

+

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(0,𝑙))

+ ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(𝑙,2𝑙))

) ≤ 𝑐1‖𝜙‖𝑊 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0)

. (1.61)

Последнее неравенство вытекает из определения функции 𝜙, а предпоследнее
из свойства аддитивности пространства Соболева относительно разбиения об-
ласти (см. замечание 3 пункта 4.4.1 в [1] и библиографию приведенную в этом
замечании). Однако, показатель 𝑝 = 2 является критическим и последнее нера-
венство неверно. Запишем его аналог. Имеем (𝑘0 = 3/4)

‖𝜙‖2
𝑊

𝑘0,2𝑘0
2 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

=

‖𝜙‖2
𝐿2(0,𝑇 ;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

+ ‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

. (1.62)

Для последней нормы имеем

‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

= ‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(−𝑙,0);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

+

‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(0,𝑙);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

+ ‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(𝑙,2𝑙);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

≤

3‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω×(0,𝑙);𝑊

𝑘0
2 (0,𝑇 ))

.

В качестве нормы в пространстве 𝑊 2𝑘0
2 (𝜕Ω× (−𝑙, 2𝑙)) можем взять эквивалент-

ную норму, определяемую равенством

‖𝜙‖2
𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

= ‖𝜙‖2
𝐿2(𝜕Ω;𝑊

2𝑘0
2 (−𝑙,2𝑙))

+ ‖𝜙‖2
𝐿2(−𝑙,2𝑙;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

.

Для последнего слагаемого имеем

‖𝜙‖2
𝐿2(−𝑙,2𝑙;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

= ‖𝜙‖2
𝐿2(−𝑙,0;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

+ ‖𝜙‖2
𝐿2(0,𝑙;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

+

‖𝜙‖2
𝐿2(𝑙,2𝑙;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

≤ 3‖𝜙‖2
𝐿2(0,𝑙;𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω))

. (1.63)

56



Рассмотрим первое слагаемое. Исходя из определения имеем

‖𝜙‖2
𝑊

2𝑘0
2 (−𝑙,2𝑙))

= ‖𝜙‖2𝑊 1
2 (−𝑙,2𝑙))+ < 𝜙𝑥𝑛

>2
1/2,2,

< 𝜙𝑥𝑛
>2

1/2,2=

∫︁
(−𝑙,2𝑙)2

|𝜙𝑥𝑛
(𝜉)− 𝜙𝑥𝑛

(𝜂)|2

|𝜉 − 𝜂|2
𝑑𝜉𝑑𝜂.

Первая норма очевидным образом оценивается через 3‖𝜙‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
. Функцию 𝜓 =

𝜙𝑥𝑛
можно записать в виде суммы трех функций 𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3, где 𝜓2 = 𝜙𝑥𝑛

при 𝑥𝑛 ∈ (0, 𝑙) и 𝜓2 = 0 при 𝑥𝑛 ̸∈ (0, 𝑙), 𝜓1 = 𝜓2(−𝑥𝑛), 𝜓3 = 𝜓2(2𝑙 − 𝑥𝑛). Тогда
полунорма < 𝜙𝑥𝑛

>1/2,2 оценивается через

𝑐
3∑︁

𝑖=1

< 𝜓𝑖 >
2
1/2,2≤ 𝑐1‖𝜙𝑥𝑛

‖2
𝑊

1/2
2 (0,𝑙)

+ 𝑐2(

∫︁ 𝑙

0

|𝜙𝑥𝑛
|2 𝑑𝑥𝑛
𝑥𝑛

+

∫︁ 𝑙

0

|𝜙𝑥𝑛
|2 𝑑𝑥𝑛
𝑙 − 𝑥𝑛

).

Последнее неравенство вытекает непосредственно из определения полунормы.
Аналогичные оценки доказываются во многих работах (см., например, пред-
ложение 7.1 работы [118]). Утверждение о том, что продолжение функции 𝜙

c интервала (0, 𝑙) на все R нулем сохраняет класс 𝑊 1/2
2 тогда и только тогда,

когда
∫︀ 𝑙

0 |𝜙|
2 𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛
<∞ и

∫︀ 𝑙

0 |𝜙|
2 𝑑𝑥𝑛

𝑙−𝑥𝑛
<∞, которое мы фактически используем, из-

вестно (оно вытекает из определения и свойств пространств �̃�𝑠
𝑞,𝑝 в [1, 4.3.2] или

из предложения 5.11 в [113]). Интегрируя полученное неравенство и используя
(1.63), заключаем, что

‖𝜙‖2
𝑊

2𝑘0
2 (𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

≤ 𝑐3(‖𝜙‖2𝑊 2𝑘0
2 (𝜕Ω×(0,𝑙))

+ ‖ 𝜙𝑥𝑛√︀
𝜌(𝑥𝑛)

‖2𝐿2(𝜕Ω×(0,𝑙))), (1.64)

где 𝜌(𝑥𝑛) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥𝑛, 𝑙 − 𝑥𝑛). Используя (1.62)-(1.64), получим оценку

‖𝜙‖2
𝑊

𝑘0,2𝑘0
2 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

≤ 𝑐(‖𝜙‖2
𝑊

𝑘0,2𝑘0
2 ((0,𝑇 )×Γ0)

+ ‖ 𝜙𝑥𝑛√︀
𝜌(𝑥𝑛)

‖2𝐿2(𝑆0)),

Из этой оценки вытекает что неравенство (1.61) при 𝑝 = 2 заменяется на нера-
венство

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
2 ((0,𝑇 )×𝜕Ω×(−𝑙,2𝑙))

≤

𝑐(‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
2 (𝑆0)

+ (𝐼0,𝑇 (𝜙, 0))
1/2 + (𝐼0,𝑇 (𝜙, 0))1/2). (1.65)

Построим четную функцию 𝜓1(𝑥𝑛) ∈ 𝐶∞(R), такую что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜓1 ∈ (−2𝑙/3, 2𝑙/3),
𝜓1 = 1 при 𝑥𝑛 ∈ [0, 𝑙/2]. Определим также четную относительно точки 𝑥𝑛 =
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𝑙 функцию 𝜓2(𝑥𝑛) = 1 − 𝜓1(𝑥𝑛) для 𝑥𝑛 ∈ (0, 𝑙) и 𝜓2(𝑥𝑛) = 0 при 𝑥𝑛 < 0.
Построим также функции 𝛼𝑖(𝑥𝑛) ∈ 𝐶∞(R) такие, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝛼1 ⊂ (−2𝑙/3, 2𝑙/3),
𝑠𝑢𝑝𝑝𝛼2 ⊂ (𝑙/3, 5𝑙/3) и 𝛼1 = 1 на 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜓1, 𝛼2 = 1 на 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜓2. Строим области
𝐺1 и 𝐺2, такие что 𝐺1 ⊃ Ω × [0, 2𝑙/3], 𝐺1 ⊂ Ω × [0, 3𝑙/4), 𝐺2 ⊃ Ω × [𝑙/3, 𝑙],
𝐺2 ⊂ Ω × [𝑙/4, 𝑙], и части границы 𝜕𝐺1 и 𝜕𝐺2, лежащие в областях 𝑥𝑛 > 0 и
𝑥𝑛 < 𝑙 соответственно, принадлежат классу 𝐶2. Построим четные относительно
плоскостей 𝑥𝑛 = 0 и 𝑥𝑛 = 𝑙 продолжения областей 𝐺1 и 𝐺2. Обозначим их �̃�1

и �̃�2. Имеем что 𝜕�̃�1 ∈ 𝐶2 и 𝜕�̃�2 ∈ 𝐶2. Дана функция 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄). Построим
четное продолжение 𝑔 относительно плоскостей 𝑥𝑛 = 0 и 𝑥𝑛 = 𝑙. Таким образом:

𝑔(𝑥′, 𝑥𝑛, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔(𝑥′, 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑥𝑛 ∈ (0, 𝑙)

𝑔(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡), 𝑥𝑛 ∈ (−𝑙, 0)
𝑔(𝑥′, 2𝑙 − 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑥𝑛 ∈ (𝑙, 2𝑙)

.

Имеем: 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄−𝑙,2𝑙). Продолжим коэффициенты 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖(𝑖 ̸= 𝑛) четным обра-
зом, а 𝑎𝑛 нечетным образом, относительно плоскостей 𝑥𝑛 = 0 и 𝑥𝑛 = 𝑙 в область
𝑄−𝑙,2𝑙.
Рассмотрим задачи

𝑢𝑖𝑡 − 𝐿𝑢𝑖 = 𝑔𝛼𝑖, (𝑥, 𝑡) ∈ �̃�𝑖 = (0, 𝑇 )× �̃�𝑖, 𝑖 = 1, 2, (1.66)

𝑢𝑖|(0,𝑇 )×𝜕𝐺𝑖
= 𝑎𝑖 = 𝜓𝑖𝜙, 𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, 𝑖 = 1, 2. (1.67)

По построению 𝜕𝐺1, 𝜕𝐺2 ∈ 𝐶2. Тогда, ссылаясь на [6, теорема 10.4 гл. 7] или
на теорему 2.1 в [4], можем утверждать, что задачи (1.66)-(1.67) разрешимы и
справедлива оценка:

‖𝑢𝑖‖𝑊 2,1
𝑝 (�̃�𝑖)

≤ 𝑐(‖𝑔‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝑎𝑖‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 ((0,𝑇 )×𝜕𝐺𝑖)

), 𝑖 = 1, 2. (1.68)

У нас область 𝐺1 симметрична относительно плоскости 𝑥𝑛 = 0. Тогда ре-
шение 𝑢1 обладает свойством 𝑢1𝑥𝑛

|𝑥𝑛=0 = 0. Действительно, рассмотрим функ-
цию �̃�1(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥

′,−𝑥𝑛, 𝑡) для 𝑥 ∈ �̃�1, �̃�1|𝜕𝐺1×(0,𝑇 ) = 𝑎1(𝑥, 𝑡). И кроме то-
го, �̃�1𝑥𝑛

= −𝑢1𝑥𝑛
(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡), �̃�1𝑥𝑖

= 𝑢1𝑥𝑖
(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡), �̃�1𝑥𝑛𝑥𝑛

= 𝑢1𝑥𝑛𝑥𝑛
(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡),

�̃�1𝑥𝑖𝑥𝑗
= 𝑢1𝑥𝑖𝑥𝑗

(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡). Тогда функция �̃�1 в силу четности коэффициен-
тов также есть решение задачи (1.66)-(1.67). В силу единственности реше-
ний �̃�1 = 𝑢1. То есть 𝑢1 четная по 𝑥𝑛 и тогда 𝑢1(𝑥

′, 𝑥𝑛, 𝑡) = 𝑢1(𝑥
′,−𝑥𝑛, 𝑡),

𝑢1𝑥𝑛
(𝑥′, 𝑥𝑛, 𝑡) = −𝑢1𝑥𝑛

(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡) и 𝑢1𝑥𝑛
(𝑥′, 0, 𝑡) = 0. Аналогично имеем, что
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𝑢2𝑥𝑛
(𝑥′, 𝑙, 𝑡) = 0 и 𝑢2 четная функция по переменной 𝑥𝑛 относительно точки

𝑥𝑛 = 𝑙. Построим функцию 𝑣 = 𝑢1𝜓1 + 𝑢2𝜓2; имеем, что 𝑣|𝑆0 = 𝜙 𝑣|𝑡=0 = 0.

Ищем решение исходной задачи в виде 𝑣 = 𝑢1𝜓1+𝑢2𝜓2. Функция 𝑣 удовлетворя-
ет граничным условиям в𝑄: условию Дирихле на 𝜕Ω×(0, 𝑙) и условиям Неймана
на плоскостях 𝑥𝑛 = 0 и 𝑥𝑛 = 𝑙. Имеем 𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 𝑢1𝑡𝜓1 − 𝐿𝑢1𝜓1 − [𝐿, 𝜓1]𝑢1 +

𝑢2𝑡𝜓2 −𝐿𝑢2𝜓2 − [𝐿, 𝜓2]𝑢2 = 𝑔− [𝐿, 𝜓1]𝑢1 − [𝐿, 𝜓2]𝑢2, где [𝐿, 𝜓𝑖]𝑏 = 𝐿(𝜓𝑖𝑏)− 𝜓𝑖𝐿𝑏

(𝑣𝑖 = 𝑣|𝑄𝑖). Ищем функцию 𝑔 как решение уравнения

𝑔 = 𝑉 (𝑔) + 𝑓, 𝑉 (𝑔) = [𝐿, 𝜓1]𝑢1 + [𝐿, 𝜓2]𝑢2. (1.69)

Положим 𝑢1 = 𝑉1(𝑔), 𝑢2 = 𝑉2(𝑔), 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄). Имеем [𝐿, 𝜓𝑘]𝑢𝑘 = 𝐿(𝜓𝑘𝑢𝑘) −
𝜓𝑘𝐿𝑢𝑘 = 2𝑎𝑛𝑛𝜓𝑘𝑥𝑛

𝑢𝑘𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑘𝜓𝑘𝑥𝑛𝑥𝑛

− 𝑎𝑛𝜓𝑘𝑥𝑛
𝑢𝑘 (𝑘 = 1, 2). Пусть 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐿𝑝(𝑄).

Рассмотрим 𝑉 (𝑔1)− 𝑉 (𝑔2). Функции 𝑢𝑘(𝑔2)− 𝑢𝑘(𝑔1) = �̃�𝑘 есть решения задач

�̃�𝑘𝑡 − 𝐿�̃�𝑘 = 𝑔 = (𝑔1 − 𝑔2)𝛼𝑘, �̃�𝑘|(0,𝑇 )×𝜕𝐺𝑘
= 0, �̃�𝑘|𝑡=0 = 0. (1.70)

Фиксируем 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]. Как вытекает из доказанного (см. (1.68)) имеет место
оценка

‖�̃�𝑘‖𝑊 2,1
𝑝 (�̃�𝑘𝜏 )

≤ 𝑐‖𝑔1 − 𝑔2‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ), �̃�𝑘𝜏 = (0, 𝜏)× �̃�𝑘, (1.71)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜏 . Поясним доказательство этого факта. Возьмем
в (1.70) правую часть 𝑔𝜏 = 𝑔 для 𝑡 ∈ (0, 𝜏) и 𝑔𝜏 = 0 для 𝑡 > 𝜏 и решим задачу
(1.70) с правой частью 𝑔𝜏 , решение которой будет удовлетворять оценке (1.68),
т.е. оценке ‖�̃�𝑘‖𝑊 2,1

𝑝 (�̃�𝑘)
≤ 𝑐‖𝑔𝜏‖𝐿𝑝(�̃�𝑘)

= 𝑐‖𝑔‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ). Кроме того, это решение на
[0, 𝜏 ] совпадает с решением задачи (1.70) со старой правой частью. Отсюда и
вытекает оценка (1.71) с постоянной не зависящей от 𝜏 . Рассмотрим выражение
[𝐿, 𝜓𝑘](𝑢𝑘(𝑔1)− 𝑢𝑘(𝑔2)) = 𝐽𝑘. Имеем

‖𝐽𝑘‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 2‖𝑎𝑛𝑛𝜓𝑘𝑥𝑛
�̃�𝑘𝑥𝑛

‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) + ‖�̃�𝑘𝑎𝑛𝑛𝜓𝑘𝑥𝑛𝑥𝑛
‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) + ‖�̃�𝑘𝑎𝑛𝜓𝑘𝑥𝑛

‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ).

Из леммы 1.5 и оценки (1.71) вытекает, что найдутся постоянные 𝑐𝑖, 𝛽 > 0 не
зависящие от 𝜏 такие, что

‖𝐽𝑘‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐𝑘𝜏
𝛽‖𝑢𝑘‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑘𝜏 )
≤ 𝜏𝛽𝑐2𝑘‖𝑔1 − 𝑔2‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ).

Из полученных оценок вытекает, что

‖𝑉 (𝑔1)− 𝑉 (𝑔2)‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) ≤ 𝑐0𝜏
𝛽‖𝑔1 − 𝑔2‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ), (1.72)
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где постоянная 𝑐0 не зависит от 𝜏 ≤ 𝑇 . Выберем 𝜏0 > 0 такой, что 𝑐0𝜏𝛽0 = 𝑞 < 1,
тогда оператор 𝑉 будет сжимающим и уравнение (1.69) имеет единственное ре-
шение 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄𝜏). В этом случае функция 𝑣 есть решение исходной задачи
(1.43), (1.44) задачи на промежутке [0, 𝜏 ]. Далее продолжим решение. Рассуж-
дения аналогичны, например, тем которые были проведены в [114, §21]. Постро-

им функцию 𝑉1(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜏)

𝑣(𝑥, 2𝜏 − 𝑡), 𝑡 ∈ (𝜏, 2𝜏)

0, 𝑡 > 2𝜏

. Делаем замену: 𝑣 = 𝑉1 + 𝑉 .

Тогда исходная задача перепишется в виде

𝑉𝑡 − 𝐿𝑉 = 𝑓 − 𝐿0𝑉1, 𝑉 |𝑆0 = 𝜙− 𝑉1|𝑆0, 𝑉 |𝑡=0 = 0, 𝑉𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑘) = 0 (𝑘 = 1, 2).

Отметим, что 𝑉 ≡ 0 на [0, 𝜏 ]. Далее повторяем рассуждения на промежутке
[𝜏0, 2𝜏0] вместо [0, 𝜏0]. Без ограничения общности можно считать, что все посто-
янные 𝑐𝑖 в вышеприведенных оценках те же самые, поэтому интервал разреши-
мости задачи не изменится. Показав разрешимость на [𝜏0, 2𝜏0], далее переходим
на [2𝜏0, 3𝜏0] и т. д. Мы получили утверждение теоремы в частном случае, рас-
смотрев граничные операторы 𝑅𝑢 = 𝑢, 𝑅𝑖𝑢 = (−1)𝑖+1𝑢𝑥𝑛

. В оставшихся случаях
все рассуждения совершенно аналогичны, единственное отличие состоит в том,
что в случае условий Дирихле 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 1, 2) продолжение правой части 𝑔 и
функций 𝜙 через плоскости 𝑥𝑛 = 0 или 𝑥𝑛 = 𝑙 осуществляется нечетным обра-
зом и соответствующие решения 𝑢𝑘 будут нечетными функциями 𝑥𝑛. В случае
смешанных условий, например, 𝑅0𝑢 = 𝑢, 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

, одна из них будет нечетной
функцией а вторая четной функцией переменной 𝑥𝑛. Соответствующие вспомо-
гательные задачи (1.66), (1.67) имеют вид

𝑢𝑖𝑡 − 𝐿𝑢𝑖 = 𝑔𝛼𝑖, (𝑥, 𝑡) ∈ �̃�𝑖 = (0, 𝑇 )× �̃�𝑖, 𝑖 = 1, 2,

𝑅𝑢𝑖|(0,𝑇 )×𝜕𝐺𝑖
= 𝑎𝑖 = 𝜓𝑖𝜙, 𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, 𝑖 = 1, 2.

Оценка (1.60) для решений из утверждения теоремы вытекает из оценок (1.61),
(1.62), (1.68) и оценок для функции 𝑔 вытекающих из рассуждений второй поло-
вины доказательства. В частности, из оценки (1.72) и равенства (1.69) вытекает
оценка

‖𝑔‖𝐿𝑝(0,𝜏0) ≤
1

1− 𝑞
(‖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝜏0) + ‖𝑉 (0)‖𝐿𝑝(0,𝜏0)).
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Оценки для норм ‖𝑔‖𝐿𝑝((𝑖−1)𝜏0,𝑖𝜏0) и затем для соответствующих норм функций 𝑣
получаются последовательно. При получении оценки (1.60) используем оценки
(1.61), (1.65) и следствие 1.

Как следствие теоремы 1.4, мы имеем следующее утверждение

Теорема 1.5. Пусть выполнены условия (1.45), (1.52), (1.49) если 𝑅𝑢 = 𝑢 и
(1.49) и (1.46), если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 (𝑝 ̸= 3/2, 3), 𝑢0 ≡ 0 и 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ]. Пусть также
выполнено условие A), где интегральные условия при 𝑝 = 2 заменяются на
условия: если 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐽0,𝜑(𝜙, 𝜙0) <∞ или
𝐽0,𝜑(𝜙, 𝜙1) < ∞, соответственно; если 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛

и 𝑅𝑢 = 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝐼0,𝜑(𝜙, 𝜙0) < ∞ или 𝐼0,𝜑(𝜙, 𝜙1) < ∞, соответственно. Тогда на
промежутке (0, 𝜑) существует единственное решение 𝑢 задачи (1.43), (1.44)
такое, что 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑). Решение удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜑) + ‖𝜙‖
�̃�

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝜑

0 )
+ ‖𝜙0‖�̃� 𝑘1,2𝑘1

𝑝 (𝑄0
𝜑)
+ ‖𝜙1‖�̃� 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0
𝜑)
),

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑓, 𝜙 и в случае 𝑝 = 2, в
зависимости от вида краевых условий, к правой части добавляются одно
или два выражения вида 𝑐1(𝐽0,𝜑(𝜙, 𝜙0))

1/2, 𝑐1(𝐽0,𝜑(𝜙, 𝜙1))
1/2, 𝑐1(𝐼0,𝜑(𝜙, 𝜙0))

1/2,
𝑐1(𝐼

0,𝜑(𝜙, 𝜙1))
1/2, где 𝑐1 – некоторая постоянная не зависящая от 𝜑.

Доказательство. Пусть 𝑝 ̸= 2. Продолжим функции 𝜙, 𝜙0, 𝜙1 нулем при 𝑡 < 0

сохранив обозначения и пусть 𝜙 =

{︃
𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ (−∞, 𝜑)

𝜙(2𝜑− 𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ [𝜑, 𝑇 ]
. Аналогично опре-

делим 𝜙0, 𝜙1. Очевидно, что 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0), 𝜙0 ∈ 𝑊 𝑘1,2𝑘1

𝑝 (𝑄0
𝜑), 𝜙1 ∈ 𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0
𝜑).

Построим функцию 𝑓 = 𝑓 при 𝑡 ≤ 𝜑 и 𝑓 = 0 при 𝑡 > 𝜑. Используя теорему 1.4,
построим решение задачи (1.43)-(1.44) с функциями 𝜙, 𝜙0, 𝜙1, 𝑓 вместо 𝜙, 𝜙0, 𝜙1

и 𝑓 такое, что 𝑢 ∈ 𝑊 2,1
𝑝 (𝑄). По теореме 1.4:

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜙)

≤ ‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤

𝑐(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝜙0‖𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝜙1‖𝑊 𝑘2,2𝑘2
𝑝 (𝑄0)

).

Оценим правую часть. Имеет место следующее неравенство

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0)

≤ ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((−1,𝑇 )×Γ0)

≤

𝑐(‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((−1,𝜑)×Γ0)

+ ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((𝜑,𝑇 )×Γ0)

)
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Мы здесь использовали аддитивность пространств Соболева относительно раз-
биения области (см. замечание 3 пункта 4.4.1 в [1]) и определение соответству-
ющей нормы. Первое слагаемое в правой части в силу леммы 1.2 оценивается
через 𝑐2‖𝜙‖�̃� 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆𝜙
0 )
. После замены переменных в определении нормы мы све-

дем оценку второго слагаемого также к лемме 1.2 и получим

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((𝜑,𝑇 )×Γ0)

≤ 𝑐3‖𝜙‖�̃� 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝜙

0 )
,

где 𝑐3 – постоянная не зависящая от 𝜑. Аналогично получим оценки

‖𝜙0‖𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0)

≤ 𝑐4‖𝜙0‖�̃� 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0

𝜙)
, ‖𝜙1‖𝑊 𝑘1,2𝑘1

𝑝 (𝑄0
𝜑)
≤ 𝑐5‖𝜙1‖�̃� 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0
𝜙)
,

где постоянные 𝑐4, 𝑐5 также не зависят от 𝜑. Кроме того имеем, что ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) =

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜑). Отсюда и вытекает утверждение. В случае 𝑝 = 2 рассуждения по-
вторяются, только запись соответствующих неравенств становится более слож-
ной.

Как и в случае теорем 1.1, 1.2 мы можем немного изменить условия на
коэффициенты. Точнее мы заменим условие (1.46) на условие

𝜎 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑝 > 𝑛+ 2. (1.73)

Теорема 1.6. Пусть 𝑝 > 𝑛+2, 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 и выполнены условия теоремы 1.4 или
теоремы 1.5, где условие (1.46) заменено на условие (1.73). Тогда справедливо
утверждение теоремы 1.4 или соответственно теоремы 1.5.

Ввиду леммы 1.6, доказательство аналога теоремы 1.4 или теоремы 1.5 в
этом случае не изменится.

1.2 Регулярная разрешимость задачи сопряжения в случае 𝐺− ⊂
𝐺

Предполагаем, что число компонент связности границ Γ,Γ0 конечно и каж-
дая из них принадлежит классу 𝐶2. Пусть 𝑝 ∈ (1,∞). Приведем условия на
исходные данные. Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄±), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (1.74)
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где 𝑞 > 𝑛 + 2 при 𝑝 ≤ 𝑛 + 2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛 + 2, 𝑟 > (𝑛 + 2)/2 при
𝑝 ≤ (𝑛+2)/2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛+2)/2, и функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение
до непрерывных функций класса 𝐶(𝑄±).

Условие (1.74) означает, что функции 𝑎𝑖𝑗 могут допускать при переходе через
Γ0 разрывы первого рода. Обозначим через 𝑎±𝑖𝑗 предельные значения функций
𝑎𝑖𝑗|𝐺± на Γ0. Далее предположим, что

𝛾𝑖, 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆), 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝; (1.75)

𝑎±𝑖𝑗, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0) (𝑘 = 1, 2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 . . . , 𝑛) (1.76)

для некоторого 𝜀0 > 0.

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆), 𝑔± ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆0) (𝑠1 = 1− 1/𝑝). (1.77)

Условия согласования на внешней границе Γ имеют вид: при 𝑝 > 3/2 в
случае условия Дирихле и при 𝑝 > 3 в случае условия с косой производной,
выполнено равенство

𝜙(𝑥, 0) = 𝐵(𝑥, 0, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ. (1.78)

Пусть 𝑢±0 = 𝑢0|𝐺±. Условия согласования на Γ0 записываются в виде: если 𝑝 > 3,
то

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

− 𝛼1(𝑥, 0)𝑢
+
0 − 𝛼2(𝑥, 0)𝑢

−
0 |Γ0

= 𝑔+(𝑥, 0), (1.79)

𝜕𝑢−0
𝜕𝑁

− 𝛽1(𝑥, 0)𝑢
+
0 − 𝛽2(𝑥, 0)𝑢

−
0 |Γ0

= 𝑔−(𝑥, 0), (1.80)

Рассмотрим вспомогательные задачи

𝑀𝑢+ = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄+, 𝐵𝑢+|𝑆 = 𝜙,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔+, 𝑢+|𝑡=0 = 0; (1.81)

𝑀𝑢− = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−,
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔−, 𝑢−|𝑡=0 = 0, (1.82)

где исходные данные удовлетворяют условиям согласования (1.78)-(1.80).
Основной результат имеет следующий вид.

Теорема 1.7. Пусть выполнены условия (1.74)-(1.80), выполнено условие па-
раболичности (23) для оператора 𝐿 и для задач (1.81), (1.82) выполнены усло-
вия Лопатинского (24). Тогда существует единственное решение задачи (1.1)-
(1.4) такое, что 𝑢|𝑄± ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±).
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Доказательство. Вначале мы сведем задачу к задаче с нулевым начальным
условием. Построим функцию 𝑣0(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+) ∩ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−) такую, что

𝑣0(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Без ограничения общности можем считать, что справедлива
оценка

‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑣0‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝑐(‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

), (1.83)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝑢0. Чтобы определить такую функцию, мы вна-
чале построим продолжение 𝑈+

0 функции 𝑢+0 на все R𝑛 с сохранением класса
(используя, например, метод Хестенса или метод, описанный в пункте 4.2.3 в
[1]). Без ограничения общности, считаем, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑈+

0 ⊂ 𝐵𝑅 = {𝑥 : |𝑥| < 𝑅}
для некоторого 𝑅 > 0 и 𝑅 таково, что 𝐺+ ⊂ 𝐵𝑅. Далее построим функцию
𝑉 как решение задачи 𝑉𝑡 − ∆𝑉 = 0, 𝑉 |𝑡=0 = 𝑈+

0 , 𝑉 |𝜕𝐵𝑅×(0,𝑇 ) = 0. Имеем, что
𝑉 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝐵𝑅×(0, 𝑇 )) (см. теорему 10.4 в [6]). Возьмем 𝑣+0 = 𝑣0|𝐺+ = 𝑉 |𝐺+. Ана-
логично построим 𝑣−0 = 𝑣0|𝐺−. Операторы продолжения (см. [1, теорема 4.2.3]) и
оператор построения решения уравнения теплопроводности ограничены в соот-
ветствующих пространствах. Поэтому можем считать, что постоянная в (1.83)
не зависит от 𝑢0. Далее, мы сделаем замену 𝑢 = 𝑤 + 𝑣0. Придем к задаче

𝑀𝑤 = 𝑤𝑡 − 𝐿𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑡)−𝑀𝑣0 = 𝑓, (1.84)

𝐵𝑤|𝑆 = 𝜙−𝐵𝑣0|𝑆 = 𝜙, 𝑣|𝑡=0 = 0, (1.85)
𝜕𝑤+

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛼1(𝑥, 𝑡)𝑤

+(𝑥, 𝑡)− 𝛼2(𝑥, 𝑡)𝑤
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔+(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (1.86)

𝜕𝑤−

𝜕𝑁
(𝑥, 𝑡)− 𝛽1(𝑥, 𝑡)𝑤

+(𝑥, 𝑡)− 𝛽2(𝑥, 𝑡)𝑤
−(𝑥, 𝑡) = 𝑔−(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0, (1.87)

где 𝑔+(𝑥, 𝑡) = 𝑔+ − 𝜕𝑣+0
𝜕𝑁 (𝑥, 𝑡) + 𝛼1(𝑥, 𝑡)𝑣

+
0 (𝑥, 𝑡) + 𝛼2(𝑥, 𝑡)𝑣

−
0 (𝑥, 𝑡), 𝑔−(𝑥, 𝑡) =

𝑔− − 𝜕𝑣+0
𝜕𝑁 (𝑥, 𝑡) + 𝛽1(𝑥, 𝑡)𝑣

+
0 (𝑥, 𝑡) + 𝛽2(𝑥, 𝑡)𝑣

−
0 (𝑥, 𝑡). В силу (1.78)-(1.80) новые дан-

ные также удовлетворяют условиям согласования (1.78)-(1.80), в частности
𝑔±(𝑥, 0) = 0, если 𝑝 > 3. Тогда по теореме 1.1 заключаем, что задачи (1.81),
(1.82) с данными 𝑓, 𝜙, 𝑔+, 𝑔− вместо 𝑓, 𝜙, 𝑔+, 𝑔− имеют единственные решения
𝑢± ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±), причем справедлива оценка

‖𝑢+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) + ‖𝑢−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐
[︀
‖𝑔+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔−‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

]︀
.
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В силу леммы 1.7 и оценки (1.83) оценку можно переписать в виде

‖𝑢+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) + ‖𝑢−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐
[︀
‖𝑔+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔−‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

]︀
. (1.88)

Определим функцию 𝜗(𝑥, 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑢+(𝑥, 𝑡) 𝑥 ∈ 𝐺+, 𝑡 ≥ 0

𝑢−(𝑥, 𝑡) 𝑥 ∈ 𝐺−, 𝑡 ≥ 0,
после замены 𝑤 =

𝑣 + 𝜗 задача (1.84)-(1.87) сведется к задаче

𝑀𝑣 = 0, 𝐵𝑣|𝑆 = 0, 𝑣|𝑡=0 = 0, (1.89)

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− (𝛼1𝑣

+ + 𝛼2𝑣
−)
⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔+0 ,
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
− (𝛽1𝑣

+ + 𝛽2𝑣
−)
⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔−0 , (1.90)

где 𝑔+0 = 𝛼1𝑢
++𝛼2𝑢

−, 𝑔−0 = 𝛽1𝑢
++𝛽2𝑢

−. Рассмотрим вместо задачи (1.89)-(1.90)
задачу с параметром 𝜏 ∈ [0, 1], заменив условия (1.90) на условия

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝜏(𝛼1𝑣

+ + 𝛼2𝑣
−)
⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔+0 ,
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
− 𝜏(𝛽1𝑣

+ + 𝛽2𝑣
−)
⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝑔−0 . (1.91)

При 𝜏 = 0 задача (1.89), (1.90) имеет единственное решение в силу условий
теоремы. Определим оператор 𝑅 = (𝑅+, 𝑅−), сопоставляющий паре (𝑔+, 𝑔−)

решение (𝑣+, 𝑣−) задач (1.81), (1.82), с 𝑓 ≡ 0, 𝑢0 ≡ 0, 𝜙 ≡ 0. Таким образом,
(𝑣+, 𝑣−) = 𝑅(𝑔+, 𝑔−) = (𝑅+(𝑔+), 𝑅−(𝑔−)). Тогда задача (1.89), (1.91) эквива-
лентна системе

(𝑣+, 𝑣−) = 𝑅(𝑔+0 , 𝑔
−
0 ) + 𝜏𝑅(𝛼1𝑣

+ + 𝛼2𝑣
−, 𝛽1𝑣

+ + 𝛽2𝑣
−). (1.92)

Если (𝑣+, 𝑣−) ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+)×𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−), то 𝑣+ ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆0), 𝑣

− ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆0) (см.

[113, теорема 7.3]). Рассматриваем оператор 𝑅(𝑣+, 𝑣−) как оператор из 𝐻𝜑 =

{𝑣 = (𝑣+, 𝑣−) ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜑 ) × 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−

𝜑 ) : 𝐵𝑣+|𝑆𝜑
= 0, 𝑣±|𝑡=0 = 0} в 𝐻𝜑. В

качестве нормы в 𝐻𝜑 берем норму ‖𝑣‖𝐻𝜑
= ‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜑 )
+‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜑 )

. Получим
априорные оценки, равномерные по параметру 𝜏 ∈ [0, 1], которые гарантируют
в том числе ограниченность оператора 𝑅 : 𝐻𝜑 → 𝐻𝜑. Пусть вектор-функция
(𝑣+, 𝑣−) есть решение уравнения (1.92). В силу теоремы 1.2

‖𝑅(𝑣+, 𝑣−)‖𝐻𝜑
≤ 𝐶(‖𝛼1𝑣

+ + 𝛼2𝑣
−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
+ ‖𝛽1𝑣+ + 𝛽2𝑣

−‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
). (1.93)
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Поскольку 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ 𝐶𝛼,2𝛼(𝑆0) и 𝛼 > 𝑠0, то в соответствии с теоремой о точеч-
ных мультипликаторах [116, теорема 3.3.2, c.198] (можно также использовать
определение нормы), имеем

‖𝛼1𝑣
+ + 𝛼2𝑣

−‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
+ ‖𝛽1𝑣+ + 𝛽2𝑣

−‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
≤

𝐶(‖𝑣+‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
+ ‖𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
), (1.94)

где постоянная 𝐶 не зависит от 𝜑, а зависит от величин ‖𝛼𝑖‖𝐶𝛼/2,𝛼(𝑆0)
и

‖𝛽𝑖‖𝐶𝛼/2,𝛼(𝑆0)
, 𝑖 = 1, 2. Далее имеем, что

‖𝑣±‖𝑝
�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜑)

=

∫︁ 𝜑

0

|𝑣±|𝑝

𝑡𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣±(𝑡)− 𝑣±(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤ 𝜑(𝑠1−𝑠0)𝑝‖𝑣±‖𝑝

�̃�
𝑠1
𝑝 (0,𝜑)

.

(1.95)
Отсюда вытекает, что

‖𝑣±‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜑)) ≤ 𝜑1/2‖𝑣±‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�

𝑠1
𝑝 (0,𝜑)). (1.96)

По лемме 1.3 правая часть оценивается через 𝐶𝜑1/2‖𝑣±‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

. Таким образом,
имеем неравенство:

‖𝑣+‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜑)) + ‖𝑣−‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜑)) ≤ 𝐶𝜑1/2(‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜑 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜑 )
).

(1.97)
Оценим нормы ‖𝑣±‖

𝐿𝑝(0;𝜑;𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Γ0))

. Имеем, что

‖𝑣±‖
𝐿𝑝(0;𝜑;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Γ0))

≤ 𝑐1‖𝑣±‖𝐿𝑝(0;𝜑;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±)) ≤

𝑐2‖𝑣±‖1/2𝐿𝑝(𝑄
±
𝜑 )
‖𝑣±‖1/2

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜑 )
≤ 𝑐3𝜑

1/2‖𝑣±‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜑 )
. (1.98)

Здесь мы воспользовались теоремой о следах ([1, теорема 4.7, с.412] и соот-
ветствующей оценкой ‖𝑢‖

𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Γ0)

≤ 𝑐1‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±), интерполяционным неравен-
ством
‖𝑢‖𝑊 1

𝑝 (𝐺
±) ≤ 𝐶‖𝑢‖1/2𝐿𝑝(𝐺±)‖𝑢‖

1/2
𝑊 2

𝑝 (𝐺
±) и неравенством ‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝜑) ≤ 𝜑‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(0,𝜑)

(𝑢(0) = 0), вытекающим из формулы Ньютона-Лейбница. Здесь все постоян-
ные не зависят от 𝜑. Из неравенств (1.94), (1.96)-(1.98) вытекает оценка:

‖𝑅(𝑣+, 𝑣−)‖𝐻𝜑
≤ 𝐶𝜑1/2(‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜑 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜑 )
), (1.99)

где постоянная 𝐶 не зависит от 𝜑 ∈ (0;𝑇 ]. Таким образом, если 𝜑 ≤ 𝛾0, 𝐶𝛾
1/2
0 =

1/2, то из (1.92) и теоремы 1.2 вытекает неравенство

‖(𝑣+, 𝑣−)‖𝐻𝜑
≤ 2‖𝑅(𝑔+0 , 𝑔−0 )‖𝐻𝜑

≤ 2𝑐(‖𝑔+0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
+ ‖𝑔−0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑)
), (1.100)
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где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜑. Используя оценку (1.94), примененную к
функциям 𝑢+, 𝑢− и определение функций 𝑔±0 , имеем

‖𝑔+0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑)
+ ‖𝑔−0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑)
≤ 𝑐(‖𝑢+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
+ ‖𝑢−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
). (1.101)

Далее мы покажем, что найдется такой параметр 𝛾1 ≤ 𝛾0 такой, что из нера-
венства

‖(𝑣+, 𝑣−)‖𝐻𝜑
≤ 𝑐1 (1.102)

для решений уравнения (1.92) вытекает оценка

‖(𝑣+, 𝑣−)‖𝐻𝑚𝑖𝑛(𝜑+𝛾1,𝑇 )
≤ 𝑐2, (1.103)

где параметры 𝑐𝑖 зависят от норм данных и не зависят от 𝜏 ∈ [0, 1] и параметр
𝛾1 не зависит от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ). Возьмем параметр 𝛾1 ≤ 𝛾0 и предположим, что
справедлива оценка (1.102). Пусть 𝑣|𝐺± = 𝑣±, продолжим 𝑣 нулем при 𝑡 < 0.
Определим функцию 𝑣0(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) при 𝑡 ≤ 𝜑 и 𝑣0(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 2𝜑 − 𝑡) при
𝑡 ∈ (𝜑, 𝑇 ). Имеем, что 𝑣0 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±) и ‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 2‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
. Сделаем

замену: 𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1. Функция 𝑣1 есть решение задачи

𝑀𝑣1 = −𝐿𝑣0, 𝐵𝑣1|𝑆 = −𝐵𝑣0|𝑆,
𝜕𝑣+1
𝜕𝑁

= 𝜏(𝛼1𝑣
+
1 + 𝛼2𝑣

−
1 ) + 𝑔+0 ,

𝜕𝑣−1
𝜕𝑁

= 𝜏(𝛽1𝑣
+
1 + 𝛽2𝑣

−
1 ) + 𝑔−0 ((𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆0), (1.104)

где 𝑔+0 = (−𝜕𝑣+0
𝜕𝑁 + 𝜏(𝛼1𝑣

+
0 +𝛼2𝑣

−
0 ))|𝑆0

+ 𝑔+0 , 𝑔−0 = (−𝜕𝑣+0
𝜕𝑁 + 𝜏(𝛽1𝑣

+
0 +𝛽2𝑣

−
0 ))|𝑆0

+ 𝑔−0 .
По построению, 𝑣1 = 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝜑], 𝑥 ∈ 𝐺. По лемме 1.7 найдется постоянная
𝑐0 > 0 такая, что

‖𝐿𝑣0‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐0‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 2𝑐0‖𝑣0‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑)
≤ 2𝑐0𝑐1, (1.105)

где постоянная 𝑐0 зависит от норм коэффициентов уравнения в соответствую-
щих классах. В силу леммы 1.7, также имеем

‖𝐵𝑣0‖�̃� 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

≤ 𝑐‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 2𝑐𝑐1. (1.106)

Аналогично в силу леммы 1.3 имеем неравенство

‖𝑔+0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜑+𝛾1
)
+ ‖𝑔−0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
≤ 𝑐2‖𝑣0‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) ≤ 2𝑐2𝑐1. (1.107)
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Из теоремы 1.2, примененной к задаче (1.104), вытекает следующая оценка

‖𝑣1‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1

) ≤ 𝐶(‖𝐿𝑣0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝐵𝑣0‖�̃� 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝛼1𝑣
+
1 + 𝛼2𝑣

−
1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)

+ ‖𝛽1𝑣+1 + 𝛽2𝑣
−
1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
++‖𝑔+0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
+ ‖𝑔−0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
), (1.108)

где постоянная 𝐶 не зависит от 𝜑, 𝛾1. Из оценок (1.105)-(1.107) имеем неравен-
ство

‖𝑣1‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1

) ≤ 𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄)

+ 𝑐5(‖𝛼1𝑣
+
1 + 𝛼2𝑣

−
1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
+ ‖𝛽1𝑣+1 + 𝛽2𝑣

−
1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
), (1.109)

где постоянные 𝑐4, 𝑐5 не зависят от 𝜑, 𝜏 . В силу оценки (1.94) имеем

‖𝑣1‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1

) ≤ 𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) + 𝑐6(‖𝑣+1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
+ ‖𝑣−1 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜑+𝛾1

)
). (1.110)

Оценим последнее слагаемое. Рассмотрим выражение

𝐽 =

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣±1 |
𝑡𝑠0𝑝

𝑑𝑡+

𝜑+𝛾1∫︁
0

𝜑+𝛾1∫︁
0

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣±1 |
𝑡𝑠0𝑝

𝑑𝑡+

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

𝜑∫︁
0

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏+

+

𝜑∫︁
0

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 +

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏.

В силу того, что 𝑣1 = 0 при 𝑡 ≤ 𝜑, второй интеграл может быть оценен так:∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑

0

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑

0

|𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣±1 (𝜏)|𝑝
(︀ 1

(𝜏 − 𝜑)𝑠0𝑝
− 1

𝜏 𝑠0𝑝
)︀ 1

𝑠0𝑝
𝑑𝑡 ≤ 1

𝑠0𝑝

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝜏 − 𝜑|𝑠0𝑝
𝑑𝑡.

Аналогично:
∫︀ 𝜑

0

∫︀ 𝜑+𝛾1
𝜑

|𝑣±1 (𝑡)−𝑣±1 (𝜏)|𝑝
|𝑡−𝜏 |1+𝑠0𝑝

𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤ 1
𝑠0𝑝

∫︀ 𝜑+𝛾1
𝜑

|𝑣±1 (𝑡)|𝑝
|𝑡−𝜑|𝑠0𝑝 𝑑𝑡. Тогда для величины

𝐽 имеем оценку

𝐽 ≤ (1 +
2

𝑠0𝑝
)

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣±1 (𝑡)|𝑝

|𝑡− 𝜑|𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣±1 (𝑡)− 𝑣±1 (𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤

(1 +
2

𝑠0𝑝
)𝛾

𝑝/2
1 ‖𝑣±1 ‖

𝑝

�̃�
𝑠1
𝑝 (𝜑,𝜑+𝛾1)

.
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В силу леммы 1.3 (чтобы применить лемму, вначале делаем замену переменных
𝜉 = 𝑡− 𝜑, 𝜂 = 𝜏 − 𝜑) имеем оценку∫︁

Γ

𝐽 𝑑Γ ≤ 𝐶0‖𝑣±1 ‖
𝑝

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜑,𝜑+𝛾1
)
𝛾
1/2
1 , (1.111)

где 𝐶0 не зависит от 𝜑, 𝛾1. Как и ранее, в (1.98) имеем, что

‖𝑣±1 ‖𝐿𝑝(0,𝜑+𝛾1;𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Γ))

= ‖𝑣±1 ‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Γ))

≤ 𝐶0‖𝑣±1 ‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±)) ≤ 𝐶1‖𝑣±1 ‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜑,𝜑+𝛾1
)𝛾

1/2
1 .

Из оценок (1.110), (1.111) и последней оценки вытекает неравенство

‖𝑣1‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1

) ≤ 𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) + 𝑐8‖𝑣1‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1
)𝛾

1/2
1 , (1.112)

где постоянные 𝑐4, 𝑐8 не зависят от параметров 𝜑, 𝛾1, 𝜏 ∈ [0, 1]. Выберем 𝛾2 так,
чтобы 𝐶8𝛾

1/2
2 = 1/2, тогда при 𝛾1 ≤ 𝛾2 из предыдущего неравенства вытекает

оценка
‖𝑣1‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1
) ≤ 2𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) ≤ 4𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

, (1.113)

Тогда имеем из (1.88), (1.101), (1.100), (1.107), (1.113)

‖𝑣1 + 𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑+𝛾1

) ≤ 5𝑐4‖𝑣0‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜑)

≤ 𝑐
[︀
‖𝑔+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔−‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢+0 ‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢−0 ‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

], (1.114)

где постоянная 𝑐 зависит от норм коэффициентов и постоянных из теорем вло-
жения и не зависит от параметров 𝜏 ∈ [0, 1], 𝜑, 𝛾1. Возьмем 𝜑 = 𝛾0. Далее,
в силу доказанного, мы можем выписать оценку такого вида на [0, 𝛾0 + 2𝛾1],
[0, 𝛾0+3𝛾1] и т.д. За конечное число шагов мы достигнем конца промежутка 𝑇 .
Это позволяет утверждать, что на всем промежутке [0, 𝑇 ] справедлива оценка

‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄) ≤ 𝑐

[︀
‖𝑔+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔−‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

+ ‖𝑢+0 ‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢−0 ‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

] (1.115)

с некоторой постоянной 𝑐 не зависящей от 𝜏 ∈ [0, 1]. Далее мы сошлемся на ме-
тод продолжения по параметру (см. теорему 3.13 гл. 3 в [119]) согласно которому
уравнение (1.92) разрешимо для всех 𝜏 ∈ [0, 1]. Решение будет удовлетворять
оценке (1.115), из которой вытекает и единственность решений задачи.

69



Как и в предыдущем параграфе, мы можем немного переформулировать
утверждение теоремы 1.7. Введем условия

𝛾𝑖, 𝜎 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆), 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝; (1.116)

𝑎±𝑖𝑗, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0) (𝑘 = 1, 2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 . . . , 𝑛) (1.117)

Теорема 1.8. Пусть 𝑝 > 𝑛+2. Тогда при выполнении условий теоремы 1.7, где
любое из включений в условиях (1.75), (1.76) заменено на соответствующее
включение из (1.116) и (1.117), утверждение теоремы 1.7 имеет место.

1.3 Регулярная разрешимость задачи сопряжения в цилиндриче-
ской пространственной области

1.3.1 Основные результаты

Как мы уже отмечали, мы рассматриваем модельный случай 𝐺 = Ω ×
(0, 𝑙), (𝜕Ω ∈ 𝐶2). Опишем более точно постановку задачи и условия на данные.
Считаем, что оператор L имеет вид

𝐿𝑢 = 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
+

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
−

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖
− 𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑢.

Уравнение (1.1) перепишется в виде

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓. (1.118)

Уравнение (1.118) дополняется начальными и краевыми условиями:

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙, (1.119)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢;

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), 𝑅0𝑢(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 𝜙1, (1.120)

где 𝑅0𝑢 = 𝑢 или 𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
+𝜎0𝑢, соответственно 𝑅1𝑢 = 𝑢 или 𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

+𝜎1𝑢,
а также условиями сопряжения:

𝑅+
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝑔+𝑖 , (1.121)
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𝑅−
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (𝑡, 𝑥

′)𝑢|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 = 𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1.

(1.122)
Запишем условия на коэффициенты. Далее, считаем, что в условиях ниже
𝜀0 ∈ (0, 1/2) – некоторый фиксированный параметр (он может быть как угодно
малым). Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), (1.123)

где 𝑞 > 𝑛 + 2 при 𝑝 ≤ 𝑛 + 2 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 𝑛 + 2, 𝑟 > (𝑛 + 2)/2 при 𝑝 ≤
(𝑛+2)/2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > (𝑛+2)/2, и функции 𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑘 допускают продолжение до
непрерывных функций класса 𝐶(𝑄𝑘) (𝑘 = 1, . . . ,𝑚). Вообще говоря, функции
𝑎𝑖𝑗 могут допускать при переходе через плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙𝑘 разрывы первого
рода. Далее предположим, что

𝛼𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡), 𝛽𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0) (𝑘 = 1, 2; 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1). (1.124)

𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖), (1.125)

и 𝜎|𝑆𝑖
допускают продолжение до функции класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖).

𝜎0, 𝜎1 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0). (1.126)

𝑢0(𝑥) ∈ ∩𝑚
𝑖=1𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺𝑖), 𝜙 ∈ ∩𝑚

𝑖=1𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑖), (1.127)

где 𝑘0 = 1− 1/2𝑝, если 𝑅𝑢 = 𝑢 и 𝑘0 = 1/2− 1/2𝑝 в противном случае.

𝜙0 ∈ 𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0), 𝜙1 ∈ 𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0), (1.128)

где 𝑘1 = 1 − 1/2𝑝, если 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑘1 = 1/2 − 1/2𝑝 в противном случае, и,
аналогично, 𝑘2 = 1− 1/2𝑝, если 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑘2 = 1/2− 1/2𝑝 в противном случае.
Пусть также

𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0); 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1. (1.129)

Условия согласования при 𝑡 = 0 имеют вид:

𝑅(0, 𝑥)𝑢0|𝜕Ω = 𝜙(0, 𝑥),

𝑅0(0, 𝑥
′)𝑢0(𝑥

′, 0) = 𝜙0(0, 𝑥
′), 𝑅1(0, 𝑥

′)𝑢0(𝑥
′, 𝑙) = 𝜙1(0, 𝑥

′), (1.130)
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где каждое из равенств выполняется при 𝑝 > 3/2, если соответствующий опе-
ратор 𝑅,𝑅0 или 𝑅1 задает условие Дирихле, и при 𝑝 > 3 в противном случае;
при 𝑝 > 3 считаем, что

𝑔+𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0, (1.131)

𝑔−𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0. (1.132)

В случае 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 дополнительно потребуем, чтобы

𝑎𝑖𝑗|𝑆𝑘
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚) (1.133)

и 𝑎𝑖𝑗|𝑆𝑘
допускают продолжение до функций класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘).

Введем дополнительные обозначения:

𝐽+
𝑖 (𝜙, 𝑔

+
𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝛼1
𝑖𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 + 𝜏)−

𝛼2
𝑖𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐽−
𝑖 (𝜙, 𝑔

−
𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝛽1
𝑖 𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 − 𝜏)−

𝛽2
𝑖 𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝑔−𝑖 (𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

𝐽−
𝑚(𝜙, 𝜙1) = 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙1), 𝐽

+
0 (𝜙, 𝜙0) = 𝐽0,𝑇 (𝜙, 𝜙0),

𝐼+0 (𝜙, 𝜙0) = 𝑆0,𝑇 (−𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝜏) + 𝜎0𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝜏)− 𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐼−𝑚(𝜙, 𝜙1) = 𝑆0,𝑇 (𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙 − 𝜏) + 𝜎1𝜙(𝑡, 𝑥

′, 𝑙 − 𝜏)− 𝜙1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))).

Далее, мы будем предполагать, что:
B) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) (𝑟0 = 0, 𝑟1 =

𝑙); если 𝑝 > 2 и 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖);

если 𝑝 > 2, 𝑅𝑖𝑢 ̸= 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅𝑖𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑝 > 2

и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅+
𝑖 𝜙 = 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω и 𝑅−
𝑖 𝜙 = 𝑔−𝑖 (𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑝 = 2, 𝑅0𝑢 = 𝑢

и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, или 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐽+
0 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или 𝐽−

𝑚(𝜙, 𝜙1) < ∞,
соответственно; если 𝑝 = 2 и 𝑅𝑢 = 𝑢, то предположим, что 𝐽±

𝑖 (𝜙, 𝑔
±
𝑖 ) < ∞

(𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1) и если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 или 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐼+0 (𝜙, 𝜙0) < ∞ или
соответственно, 𝐼−𝑚(𝜙, 𝜙1) <∞ для некоторого 𝛿 ∈ (0,min𝑖(𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1)), 𝛿 < 𝛿0.

Теорема 1.9. Пусть 𝑝 ̸= 3/2, 𝑝 ̸= 3, выполнены условия (1.123)-(1.132), B) и
условие (1.49) если 𝑅𝑢 = 𝑢 и (1.49), (1.133) если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢. Тогда существует
единственное решение задачи (1.118)-(1.122) такое, что 𝑢|𝑄𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖).
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Доказательство. Вначале мы сведем задачу к задаче с однородными началь-
ным условием и граничным условием на 𝑆0. Построим функции 𝑣0𝑖 ∈ 𝑊 2,1

𝑝 (𝑄𝑖)

такие, что 𝑣0𝑖(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). Достаточно, продолжить функция 𝑢0 c сохранением
класса в R𝑛 как функцию с компактным носителем (существование такого про-
должения вытекает из теоремы 4.2.3 в [1]) и затем воспользоваться теоремой 5.5
в [114], взяв в качестве 𝑣0𝑖 решение задачи Коши 𝑣0𝑖𝑡−∆𝑣0𝑖 = 0, 𝑣0𝑖(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).
Введем функцию 𝜙1 = 𝜙−𝑅𝑣0𝑖 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆𝑖), имеем, что при соответствующих
𝑝 𝜙1(0, 𝑥) = 0. Продолжим функцию 𝜙1 из 𝑆𝑖 через плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖−1, 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖

на множество 𝑆𝑖 = 𝜕Ω× (2𝑙𝑖−1 − 𝑙𝑖, 2𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1) c сохранением класса с помощью
метода Хестенса. Строим область �̃�𝑖 ⊂ �̃�𝑖 = Ω× (2𝑙𝑖−1− 𝑙𝑖, 2𝑙𝑖− 𝑙𝑖−1) такую, что
�̃�𝑖 ⊃ Ω× (3𝑙𝑖−1/2− 𝑙𝑖/2, 3𝑙𝑖/2− 𝑙𝑖−1/2) и 𝜕�̃�𝑖 ∈ 𝐶2. Построим также продолже-
ние 𝑓𝑖 функции 𝑓 в область (0, 𝑇 )× �̃�𝑖, полагая 𝑓 ≡ 0 в �̃�𝑖 ∖𝐺𝑖. Далее возьмем
функцию 𝜓𝑖(𝑥𝑛) ∈ 𝐶∞

0 (3𝑙𝑖−1/2 − 𝑙𝑖/2, 3𝑙𝑖/2 − 𝑙𝑖−1/2) такую, что 𝜓𝑖(𝑥𝑛) = 1 при
𝑥𝑛 ∈ (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖). Коэффициенты оператора 𝑅 (если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢) продолжаем в об-
ласть �̃�𝑖 четным образом относительно плоскостей 𝑥𝑛 = 𝑙𝑗, 𝑗 = 𝑖 − 1, 𝑖, равно
как и коэффициенты оператора 𝐿. Ищем функцию 𝑉𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 ((0, 𝑇 ) × �̃�𝑖) как
решение задачи

𝑉𝑖𝑡 − 𝐿𝑉𝑖 = 𝑓𝑖 −𝑀𝑣0𝑖, 𝑅𝑉𝑖 = 𝜙1𝜓𝑖|(0,𝑇 )×𝜕�̃�𝑖
, 𝑉𝑖|𝑡=0 = 0. (1.134)

Функция 𝑉𝑖 существует, единственна и принадлежит требуемому классу (см.
теорему 10.4 в [6] и теорему 2.1 в [4]). Положим Φ(𝑡, 𝑥) = 𝑉𝑖(𝑡, 𝑥) + 𝑣0𝑖(𝑡, 𝑥)

при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚). По построению, Φ(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑅Φ|𝑆0 = 𝜙 и
более того 𝑀Φ = 𝑀𝑣0𝑖 +𝑀𝑉𝑖 = 𝑓 в 𝑄𝑖. Поскольку операторы продолжения
данных и оператор, сопоставляющий данным решение 𝑉𝑖 задачи (1.134) были
непрерывны в соответствующих классах, то найдется постоянная 𝑐 > 0 такая,
что

𝑚∑︁
𝑖=1

‖Φ‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖) ≤ 𝑐

𝑚∑︁
𝑖=1

(‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺𝑖)

+ ‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑖)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝑖)),

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝑢0, 𝜙. Сделаем замену 𝑢 = 𝑣 + Φ. Придем к
задаче

𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 0. (1.135)

𝑅𝑣|𝑆0 = 0, 𝑣(0, 𝑥) = 0 (𝑥 ∈ 𝐺), (1.136)
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𝑅0𝑣(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0 = 𝜙0 −𝑅0Φ(𝑡, 𝑥

′, 0);

𝑅1𝑣(𝑡, 𝑥
′, 𝑙) = 𝜙1 = 𝜙1(𝑡, 𝑥

′)−𝑅1Φ(𝑡, 𝑥
′, 𝑙), (1.137)

𝑅+
𝑖 𝑣 = (𝑣𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝑔+𝑖 = 𝑔+𝑖 −𝑅+
𝑖 Φ; (1.138)

𝑅−
𝑖 𝑣 = (𝑣𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 = 𝑔−𝑖 = 𝑔−𝑖 −𝑅−
𝑖 Φ. (1.139)

Проверим, что новые данные также удовлетворяют условиям согласования B),
(1.130)-(1.132). Условие (1.130) выполнено, поскольку новые функции 𝑢0, 𝜙 про-
сто нули и 𝜙0(0, 𝑥

′) = 𝜙0(0, 𝑥
′)−𝑅0Φ(0, 𝑥

′, 0) = 𝜙0(0, 𝑥
′)−𝑅0𝑢0(𝑥

′, 0) = 0 в силу
(1.130), аналогично 𝜙1(0, 𝑥

′) = 0 при соответствующих 𝑝. При 𝑝 > 3 в силу
(1.131), (1.132) имеем, что

𝑔+𝑖 (0, 𝑥
′) = 𝑔+𝑖 (0, 𝑥

′)−𝑅+
𝑖 𝑢0 = 0, 𝑔−𝑖 (0, 𝑥

′) = 𝑔−𝑖 (0, 𝑥
′)−𝑅−

𝑖 𝑢0 = 0.

В силу условия B), имеем: если 𝑅𝑖𝑣 = 𝑣 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑣 = 𝑣, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω =

𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω−Φ(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)|𝜕Ω = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω−𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) = 0 (𝑟0 = 0, 𝑟1 = 𝑙); если 𝑝 > 2

и 𝑅𝑖𝑣 = 𝑣 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑣 ̸= 𝑣, то 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω −
𝑅Φ(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)|𝜕Ω = 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω − 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) = 0; если 𝑝 > 2, 𝑅𝑖𝑣 ̸= 𝑣

(𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑣 = 𝑣, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω − 𝑅𝑖Φ(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 0. Проверим,

что: если 𝑝 = 2, 𝑅0𝑣 = 𝑣 и 𝑅𝑣 ̸= 𝑣, или 𝑅1𝑣 = 𝑣 и 𝑅𝑣 ̸= 𝑣, то 𝐽+
0 (0, 𝜙0) < ∞

или 𝐽−
𝑚(0, 𝜙1) < ∞, соответственно; если 𝑝 = 2 и 𝑅𝑣 = 𝑣, то 𝐽±

𝑖 (0, 𝑔
±
𝑖 ) < ∞

(𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1) для некоторого 𝛿 ∈ (0,min𝑖(𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1)), 𝛿 < 𝛿0, и если
𝑅0𝑣 ̸= 𝑣 или 𝑅1𝑣 ̸= 𝑣, то 𝐼+0 (0, 𝜙0) < ∞ или соответственно, 𝐼−𝑚(0, 𝜙1) < ∞ для
некоторого 𝛿 ∈ (0,min𝑖(𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1)), 𝛿 < 𝛿0.

Рассмотрим, например, случай 𝑅0𝑣 = 𝑣 и 𝑅𝑣 ̸= 𝑣. Проверим, что 𝐽+
0 (0, 𝜙0) <

∞. Имеем

𝐽+
0 (0, 𝜙0) =∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)(𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))− Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0))|2𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡 ≤

2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))− 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝜏)|2𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡+

2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝜏)Φ(𝑡, 𝑥′, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)Φ(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡.

(1.140)
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Первый интеграл здесь конечен в силу условия B). Второй интеграл оцени-
вался в доказательстве леммы 1.10 и он оценивается через 𝑐1‖Φ‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2

2 (𝐺
1))
.

Таким образом, условие 𝐽+
0 (0, 𝜙0) < ∞ выполнено. Доказательство остальных

условий согласования при 𝑝 = 2 проводится по той же схеме и мы их опустим.
Рассмотрим вспомогательные задачи

𝑣𝑖𝑡 − 𝐿𝑣𝑖 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑖. (1.141)

𝑅𝑣𝑖|𝑆𝑖
= 0, 𝑣𝑖(0, 𝑥) = 0 (𝑥 ∈ 𝐺𝑖), (1.142)

�̃�0𝑖𝑣𝑖 = 𝑔+𝑖−1, �̃�1𝑖𝑣𝑖 = 𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (1.143)

где �̃�0𝑖𝑣 = −𝑣𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙𝑖−1

за исключением случая 𝑖 = 1, в этом случае если𝑅0𝑣 = 𝑣,
то �̃�01𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=0, и �̃�1𝑖𝑣 = 𝑣𝑥𝑛

|𝑥𝑛=𝑙𝑖 за исключением случая 𝑙 = 𝑚, в этом случае
если 𝑅1𝑣 = 𝑣, то �̃�1𝑚𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=𝑙. Используя теорему 1.5, можем построить на
любом промежутке [0, 𝜑] ⊂ [0, 𝑇 ] решение этой задачи 𝑣𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜑), удовле-

творяющее оценке

‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
≤ 𝑐(‖𝑔+𝑖−1‖�̃� 𝑘1,2𝑘1

𝑝 (𝑄0
𝜑)
+ ‖𝑔−𝑖 ‖�̃� 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑄0
𝜑))

+ 𝐽𝑖(𝜑)), (1.144)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜑 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑔±𝑖 и 𝑘1 = 1/2−1/2𝑝 за исключением
случая 𝑖 = 1, в этом случае если 𝑅0𝑣 = 𝑣, то 𝑘1 = 1 − 1/2𝑝 и 𝑘2 = 1/2 − 1/2𝑝

за исключением случая 𝑖 = 𝑚, в этом случае если 𝑅1𝑣 = 𝑣, то 𝑘2 = 1 − 1/2𝑝.
Если 𝑝 ̸= 2, то 𝐽𝑖(𝜑) = 0. В случае 𝑝 = 2 и 𝑅𝑣 = 𝑣: если �̃�0𝑖𝑣 = −𝑣𝑥𝑛

|𝑥𝑛=𝑙𝑖−1
и

�̃�1𝑖𝑣 = 𝑣𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚), то

𝐽𝑖(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑔+𝑖−1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡+∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑔−𝑖 (𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡;

если �̃�01𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=0 и �̃�11𝑣 = 𝑣𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙1, то

𝐽1(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑔−1 (𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡;

если �̃�0𝑚𝑣 = −𝑣𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙𝑚−1

и �̃�1𝑚𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=𝑙, то

𝐽𝑚(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑔+𝑚−1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡.
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Если же 𝑝 = 2 и 𝑅𝑣 ̸= 𝑣, то: если 𝑖 = 1 и 𝑅0𝑣 = 𝑣 то

𝐽1(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝑔+0 (𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡;

если 𝑖 = 𝑚 и 𝑅1𝑣 = 𝑣, то

𝐽𝑚(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝑅(𝑡, 𝑥′, 0)𝑔−𝑚(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡;

если же ни одно из этих условий не выполнено, то 𝐽𝑖(𝜑) = 0. Определим опе-
ратор 𝑋, сопоставляющий вектору (𝑔+0 , 𝑔

−
1 , ..., 𝑔

+
𝑚−1, 𝑔

−
𝑚) = �⃗� вектор решений

�⃗� = (𝑣1, 𝑣1, ..., 𝑣𝑚) задач (1.141)-(1.143). Таким образом, �⃗� = 𝑋(�⃗�). Рассмотрим
семейство задач зависящих от параметра 𝜏 ∈ [0, 1].

𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 0, (1.145)

𝑅𝑣|𝑆0 = 0, 𝑣(0, 𝑥) = 0 (𝑥 ∈ 𝐺), (1.146)

𝑅+
0𝜏𝑣 = 𝜙0; 𝑅

−
𝑚𝜏𝑣 = 𝜙1, (1.147)

𝑅+
𝑖𝜏𝑣 = (𝑣𝑥𝑛

− 𝜏𝛼1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝜏𝛼2
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝑔+𝑖 ; (1.148)

𝑅−
𝑖𝜏𝑣 = (𝑣𝑥𝑛

− 𝜏𝛽1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝜏𝛽2
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 = 𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

(1.149)
где 𝑅+

0𝜏𝑣 = (−𝑣𝑥𝑛
+ 𝜏𝜎0𝑣)|𝑥𝑛=0 если 𝑅0𝑣 ̸= 𝑣, иначе 𝑅+

0𝜏𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=0 и 𝑅−
𝑚𝜏𝑣 =

(𝑣𝑥𝑛
+ 𝜏𝜎1𝑣)|𝑥𝑛=𝑙 если 𝑅1𝑣 ̸= 𝑣, иначе 𝑅−

𝑚𝜏𝑣 = 𝑣|𝑥𝑛=𝑙. При 𝜏 = 1 задача (1.145)-
(1.149) совпадает с задачей (1.135)-(1.139). При 𝜏 = 0 задача имеет единствен-
ное решение такое, что 𝑣|𝑄𝑖 = 𝑣𝑖, где 𝑣𝑖 – решение задачи (1.141)-(1.143) с
�⃗� = (𝜙0, 𝑔

−
1 , 𝑔

+
1 , . . . , 𝑔

−
𝑚−1, 𝑔

+
𝑚−1, 𝜙1). Тогда равенства (1.145)-(1.149) можно пе-

реписать в виде
�⃗� = 𝜏𝑋𝑇 �⃗� +𝑋�⃗�, (1.150)

где вектор 𝑇 �⃗� имеет координаты: (𝑇𝑣)1 = −𝜎0𝑣|𝑥𝑛=0, если 𝑅0𝑣 ̸= 𝑣 и (𝑇𝑣)1 = 0

в противном случае, (𝑇𝑣)2𝑚 = −𝜎1𝑣|𝑥𝑛=0, если 𝑅1𝑣 ̸= 𝑣 и (𝑇𝑣)2𝑚 = 0 в
противном случае, (𝑇𝑣)2𝑖 = 𝛽1

𝑖 (𝑥
′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 + 𝛽2

𝑖 (𝑥
′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 и (𝑇𝑣)2𝑖+1 =

𝛼1
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0+𝛼
2
𝑖 (𝑥

′, 𝑡)𝑣|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0, где 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1. Мы будем отождеств-
лять функцию 𝑣 с вектором �⃗�, 𝑖-я координата которого есть функция 𝑣|𝑄𝑖. Даль-
нейшее доказательство проведем в случае 𝑅0𝑣 ̸= 𝑣, 𝑅1𝑣 ̸= 𝑣, 𝑅𝑣 = 𝑣. В остав-
шихся случаях доказательство только упрощается. Оператор 𝑋𝑇 можно рас-
сматривать как ограниченное линейное отображение пространства 𝐻𝜑 функций
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�⃗� = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚) ∈
∏︀𝑚

𝑖=1𝑊
1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑), удовлетворяющих условиям (1.146), где
𝑣|𝑄𝑖 = 𝑣𝑖, в себя. В качестве нормы в 𝐻𝜑 берем норму ‖�⃗�‖𝐻𝜑

=
∑︀𝑚

𝑖=1 ‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
.

Получим априорные оценки, равномерные по параметру 𝜏 ∈ [0, 1], которые га-
рантируют в том числе ограниченность оператора 𝑋𝑇 : 𝐻𝜑 → 𝐻𝜑. По лемме
1.3, если 𝑣𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜑), то 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑘) ∈ �̃� 𝑠1,2𝑠1

𝑝 (𝑄0
𝜑) (𝑘 = 𝑖− 1, 𝑖) и справедлива

оценка ‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑘)‖�̃� 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑄0

𝜑)
≤ 𝑐1 ‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜑)
, где постоянная 𝑐1 не зави-

сит от 𝜑. Пусть �⃗� ∈ 𝐻𝜑 - решение уравнения (1.150). Оценим ‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑
В силу

оценок (1.144) имеем

‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑
=

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
≤

𝑐(‖𝜎0𝑣1(𝑡, 𝑥′, 0)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
+ ‖𝜎1𝑣𝑚(𝑡, 𝑥′, 𝑙)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑)
+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝛽1
𝑖 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖) + 𝛽2
𝑖 𝑣𝑖+1(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
+

‖𝛼1
𝑖 𝑣𝑖+1(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖) + 𝛼2
𝑖 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
) + 𝐼(𝜑)), (1.151)

где 𝐼(𝜑) = 0 при 𝑝 ̸= 2 и при 𝑝 = 2

𝐼2(𝜑) =

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜎0𝑣1(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡+∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝜎1𝑣𝑚(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 𝑙))|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

(

∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝛽1
𝑖 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 𝑙𝑖) + 𝛽2
𝑖 𝑣𝑖+1(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 𝑙𝑖)|2𝑑Γ
𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡+∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝛿

0

∫︁
𝜕Ω

|𝛼1
𝑖 𝑣𝑖+1(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 𝑙𝑖) + 𝛼2
𝑖 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 𝑙𝑖)|2𝑑Γ
𝑑𝜏

𝜏
𝑑𝑡.

Ссылаясь на лемму 1.8, можем переписать неравенство (1.151) в виде

‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑
=

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
≤ 𝑐1(‖𝑣1(𝑡, 𝑥′, 0)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑)
+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
+ ‖𝑣𝑖+1(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
)+

‖𝑣𝑚(𝑡, 𝑥′, 𝑙)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
+ 𝐼(𝜑)) = 𝑐1(𝐼1(𝜑) + 𝐼(𝜑)). (1.152)
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Далее имеем, что

‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝑝�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜑)

=

∫︁ 𝜑

0

|𝑣𝑖|𝑝

𝑡𝑠0𝑝
𝑑𝑡+∫︁ 𝜑

0

∫︁ 𝜑

0

|𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)− 𝑣𝑖(𝜉, 𝑥
′, 𝑙𝑖)||𝑝

|𝑡− 𝜉|1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤ 𝜑(𝑠1−𝑠0)𝑝‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝑝�̃� 𝑠1

𝑝 (0,𝜑)
.

Отсюда вытекает, что

‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜑)) ≤ 𝜑1/2‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠1
𝑝 (0,𝜑)).

По лемме 1.3 правая часть оценивается через 𝐶𝜑1/2‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
. Таким об-

разом, имеем неравенство:

‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜑)) ≤ 𝐶𝜑1/2‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜑)
, (1.153)

где постоянная 𝐶 не зависит от 𝜙. Рассмотрим нормы, входящие в (1.152).
Имеем в силу (1.153), что

‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝑝
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑)
=

‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝑝𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜑))

+ ‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖)‖𝑝
𝐿𝑝(0,𝜑;𝑊

2𝑠0
𝑝 (Ω))

≤

𝑐3𝜑
𝑝/2‖𝑣𝑖‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜑)
+ 𝑐4‖𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑝𝐿𝑝(0,𝜑;𝑊 1

𝑝 (𝐺
𝑖)) ≤ 𝑐5𝜑

𝑝/2‖𝑣𝑖‖𝑝𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝑖

𝜑)
. (1.154)

Здесь при оценке последнего слагаемого мы воспользовались теоремой о следах
([1, теорема 4.7, с. 412]) и соответствующей оценкой ‖𝑣𝑖‖𝑊 1−1/𝑝

𝑝 (Ω)
≤ 𝑐1‖𝑣𝑖‖𝑊 1

𝑝 (𝐺
𝑖),

интерполяционным неравенством ‖𝑣𝑖‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝑖) ≤ 𝐶‖𝑣𝑖‖1/2𝐿𝑝(𝐺𝑖)‖𝑣𝑖‖
1/2
𝑊 2

𝑝 (𝐺
𝑖) и неравен-

ством ‖𝑣𝑖‖𝐿𝑝(0,𝜑;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) ≤ 𝜑‖𝑣𝑖𝑡‖𝐿𝑝(0,𝜑;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) (𝑣𝑖(0, 𝑥) = 0), вытекающим из форму-
лы Ньютона–Лейбница. Здесь все постоянные не зависят от 𝜑. Окончательная
оценка для выражения 𝐼1 имеет вид

𝐼1(𝜑) ≤ 𝑐6𝜑
1/2‖�⃗�‖𝐻𝜑

, (1.155)

где постоянная 𝑐6 не зависит от 𝜑. Рассмотрим случай 𝑝 = 2 и оценим выраже-
ние 𝐼(𝜑). Каждое из слагаемых входящих в выражение 𝐼 оценивается одинако-
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во. Рассмотрим, например, первое слагаемое

𝐼0 =

𝜑∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

|𝜎0𝑣1(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡 ≤

𝑐1

𝑇∫︁
0

𝛿∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

|𝑣1(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2𝑑Γ𝑑𝜏
𝜏
𝑑𝑡

Используем рассуждения из леммы 1.10. Имеем неравенство

|𝑣1(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝑛(𝑥′), 0)|2 =

|
𝜏∫︁

0

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑣1𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′ + 𝜉𝑛(𝑥′), 𝜏 − 𝜉)𝑛𝑖 − 𝑣1𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + 𝜉𝑛(𝑥′), 𝜏 − 𝜉) 𝑑𝜉|2 =

|
∫︁ 𝜏

0

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑣1𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′), 𝜂)𝑛𝑖 − 𝑣1𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′), 𝜂) 𝑑𝜂|2 ≤

𝑐2𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑣1𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥′ + (𝜏 − 𝜂)𝑛(𝑥′), 𝜂|2 𝑑𝜂.

Как и при оценке правой части в неравенстве (1.56), получим

𝐼0 ≤ 𝑐2‖𝑣1(𝑡, 𝑥)‖2𝐿2(0,𝜑;𝑊 1
𝑝 (𝐺

1)), (1.156)

при условии, что параметр 𝛿 > 0 выбран также как и в лемме 1.10
(или взят меньшим). Далее как и ранее используем оценку ‖𝑣1‖𝑊 1

𝑝 (𝐺
1) ≤

𝐶‖𝑣1‖1/2𝐿𝑝(𝐺1)‖𝑣1‖
1/2
𝑊 2

𝑝 (𝐺
1) и неравенство ‖𝑣1‖𝐿𝑝(0,𝜑;𝐿𝑝(𝐺1)) ≤ 𝜑‖𝑣1𝑡‖𝐿𝑝(0,𝜑;𝐿𝑝(𝐺1))

(𝑣1(0, 𝑥) = 0), вытекающее из формулы Ньютона-Лейбница. Здесь все посто-
янные не зависят от 𝜑. Тогда будем иметь неравенство

𝐼0 ≤ 𝑐3𝜑‖𝑣1(𝑡, 𝑥)‖2𝑊 1,2
2 (𝑄1

𝜑)
. (1.157)

Остальные слагаемые в выражении 𝐼(𝜑) допускают аналогичные оценки. Таким
образом, используя (1.157) и его аналоги для функций 𝑣𝑖(𝑡, 𝑥), (1.155), придем
к неравенству ‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑

≤ 𝑐𝜑1/2‖�⃗�‖𝐻𝜑
, где постоянная 𝑐 не зависят от 𝜑. Таким

образом, если 𝜑 ≤ 𝛾0, 𝑐𝛾
1/2
0 = 1/2, то оператор 𝑋𝑇 является сжимающим для

любого 𝜏 ∈ [0, 1] и значит решение уравнения (1.150) удовлетворяет оценке
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‖�⃗�‖𝐻𝜑
≤ 2‖𝑋�⃗�‖𝐻𝜑

, ∀𝜑 ≤ 𝛾0. Далее мы покажем, что найдется такой параметр
𝛾1 ≤ 𝛾0 такой, что из неравенства

‖�⃗�‖𝐻𝜑
≤ 𝛼1 (1.158)

для решений уравнения (1.150) вытекает оценка ‖�⃗�‖𝐻𝑚𝑖𝑛(𝜑+𝛾1,𝑇 )
≤ 𝛼2, где па-

раметры 𝛼2 и 𝛾1 зависят от норм данных и не зависят от 𝜏 ∈ [0, 1] и 𝜑 ∈
(0, 𝑇 ). Возьмем параметр 𝛾1 ≤ 𝛾0 и предположим, что справедлива оценка
(1.158). Продолжим �⃗� нулем при 𝑡 < 0. Определим вектор-функцию �⃗�0(𝑡, 𝑥)

и соответствующую функцию 𝑣0 такую, что 𝑣0|𝑄𝑖 = 𝑣0𝑖 следующим образом:
�⃗�0(𝑡, 𝑥) = �⃗�(𝑡, 𝑥) при 𝑡 ≤ 𝜑 и �⃗�0(𝑥, 𝑡) = �⃗�(2𝜑 − 𝑡, 𝑥) при 𝑡 ∈ (𝜑, 𝑇 ). Имеем, что
�⃗�0 = (𝑣01, . . . , 𝑣

0
𝑚) ∈ 𝐻𝑇 и ‖�⃗�0‖𝐻𝑇

≤ 2‖�⃗�‖𝐻𝜑
. Определим вектор Ψ⃗ и соответству-

ющую функцию Ψ, которая есть решение задачи

𝑀Ψ = −𝑀𝑣0, 𝑅Ψ|𝑆0 = 0, Ψ(0, 𝑥) = 0, −Ψ𝑥𝑛

⃒⃒
𝑥𝑛=0

= 𝜙0 −𝑅+
0𝜏𝑣0;

Ψ𝑥𝑛

⃒⃒
𝑥𝑛=𝑙

= 𝜙1 −𝑅−
𝑚𝜏𝑣0, Ψ𝑥𝑛

⃒⃒
𝑥𝑛=𝑙𝑖−0

= 𝑔−𝑖 −𝑅−
𝑖𝜏𝑣0, Ψ𝑥𝑛

⃒⃒
𝑥𝑛=𝑙𝑖+0

= 𝑔+𝑖 −𝑅+
𝑖𝜏𝑣0.

Легко увидеть, что условия согласования для всех функций выполнены.
По теореме 1.4 существует единственное решение этой задачи из класса Ψ𝑖 ∈
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖) (𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚) и справедлива оценка ‖Ψ⃗‖𝐻𝑇
≤ 𝑐1, где без ограничения

общности можем считать, что постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜏 . Далее сделаем
замену �⃗� = �⃗�0+ Ψ⃗+ �⃗�, таким образом 𝑣 = 𝑣0+Ψ+𝜔. Функция 𝜔 есть решение
задачи

𝑀𝜔 = 0, 𝑅𝜔|𝑆0 = 0, 𝑅+
0𝜏𝜔 = −𝜏𝜎0Ψ|𝑥𝑛=0, 𝑅

−
𝑚𝜏𝜔𝑚 = −𝜏𝜎𝑚Ψ|𝑥𝑛=𝑙,

𝜔(0, 𝑥) = 0, 𝜔𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝜏(𝛽1

𝑖 𝜔|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 + 𝛽2
𝑖 𝜔|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0) + 𝜏Ψ−

𝑖 ,

𝜔𝑥𝑛
|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 = 𝜏(𝛼1

𝑖𝜔|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 + 𝛼2
𝑖𝜔|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0) + 𝜏Ψ+

𝑖 ,

где Ψ+
𝑖 = 𝛼1

𝑖Ψ|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 + 𝛼2
𝑖Ψ|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0, Ψ−

𝑖 = 𝛽1
𝑖Ψ|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 + 𝛽2

𝑖Ψ|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0. По постро-
ению, �⃗� = 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝜑], 𝑥 ∈ 𝐺. По лемме 1.5, 𝑀𝑣0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) и найдется
постоянная 𝑐0 > 0 такая, что

‖𝑀𝑣0‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐0‖�⃗�0‖𝐻𝑇
≤ 2𝑐0‖�⃗�0‖𝐻𝜑

≤ 2𝑐0𝑐1,

где постоянная 𝑐0 зависит от норм коэффициентов уравнения в соответствую-
щих классах. По построению

�⃗� = 𝜏𝑋𝑇 �⃗� + 𝜏𝑋𝑓, (1.159)
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где 𝑓 = (−𝜎0Ψ|𝑥𝑛=0,Ψ
−
1 ,Ψ

+
1 , . . . ,Ψ

+
𝑚−1,−𝜎𝑚Ψ|𝑥𝑛=𝑙). Мы имеем оценку (1.152),

которая с учетом оценок вида (1.156) в данном случае записывается в виде

‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑+𝛾1
≤ 𝑐1(‖𝜔1(𝑡, 𝑥

′, 0)‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑+𝛾1
)
+

‖𝜔𝑚(𝑡, 𝑥
′, 𝑙)‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑+𝛾1
)
+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑+𝛾1

)
+

‖𝜔𝑖+1(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑+𝛾1

)
)) + 𝑐2

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝐿2(0,𝜑+𝛾1;𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝑖)), (1.160)

где постоянные 𝑐1, 𝑐2 не зависят от 𝜑 и 𝛾1 > 0 – некоторая постоянная. Оценим
норму

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝑝

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜑+𝛾1
)
=

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝑝

𝐿𝑝(0,𝜑+𝛾1;𝑊
2𝑠0
𝑝 (Ω))

+ ‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝑝𝐿𝑝(Ω;𝑊

𝑠0
𝑝 (0,𝜑+𝛾1))

.

Для удобства положим 𝑣(𝑡) = 𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖), опуская несущественные аргументы.

Имеем

𝐽 =

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣|𝑝

𝑡𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

𝜑+𝛾1∫︁
0

𝜑+𝛾1∫︁
0

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣(𝑡)|𝑝

𝑡𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

𝜑∫︁
0

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏+

𝜑∫︁
0

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 +

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

𝜑+𝛾1∫︁
𝜑

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏.

В силу того, что 𝑣 = 0 при 𝑡 ≤ 𝜑, второй интеграл может быть оценен так:∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑

0

|𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 =∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣(𝜏)|𝑝
(︀ 1

(𝜏 − 𝜑)𝑠0𝑝
− 1

𝜏 𝑠0𝑝
)︀ 1

𝑠0𝑝
𝑑𝑡 ≤ 1

𝑠0𝑝

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

𝑣(𝑡𝜏)|𝑝

|𝜏 − 𝜑|𝑠0𝑝
𝑑𝑡.
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Аналогично:
∫︀ 𝜑

0

∫︀ 𝜑+𝛾1
𝜑

|𝑣(𝑡)−𝑣(𝜏)|𝑝
|𝑡−𝜏 |1+𝑠0𝑝

𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤ 1
𝑠0𝑝

∫︀ 𝜑+𝛾1
𝜑

|𝑣(𝑡)|𝑝
|𝑡−𝜑|𝑠0𝑝 𝑑𝑡. Тогда для величины 𝐽

имеем оценку

𝐽 ≤ (1 +
2

𝑠0𝑝
)

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣(𝑡)|𝑝

|𝑡− 𝜑|𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

∫︁ 𝜑+𝛾1

𝜑

|𝑣(𝑡)− 𝑣(𝜏)|𝑝

|𝑡− 𝜏 |1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤

(1 +
2

𝑠0𝑝
)𝛾

𝑝/2
1 ‖𝑣(𝑡)‖𝑝

�̃�
𝑠1
𝑝 (𝜑,𝜑+𝛾1)

.

В силу леммы 1.3 (чтобы применить лемму, вначале делаем замену переменных
𝜉 = 𝑡− 𝜑, 𝜂 = 𝜏 − 𝜑) имеем оценку∫︁

Ω

𝐽 𝑑Ω = ‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝑝𝐿𝑝(Ω;𝑊

𝑠0
𝑝 (0,𝜑+𝛾1))

≤ 𝐶0‖𝜔𝑖‖𝑝𝑊 1,2
𝑝 ((𝜑,𝜑+𝛾1)×𝐺𝑖)

𝛾
1/2
1 , (1.161)

где 𝐶0 не зависит от 𝜑, 𝛾1. Имеем

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝐿𝑝(0,𝜑+𝛾1;𝑊

2𝑠0
𝑝 (Ω))

=

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Ω))

≤ 𝑐1‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝑖)) ≤

𝑐2‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖1/2𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝑊 2
𝑝 (𝐺

𝑖))‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖1/2𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) ≤

𝑐3‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 ((𝜑,𝜑+𝛾1)×𝐺𝑖)𝛾

1/2
1 , (1.162)

Здесь как и при выводе оценки (1.154) мы воспользовались теоремой о следах
([1, теор. 4.7, с.412] и соответствующей оценкой ‖𝜔𝑖‖𝑊 1−1/𝑝

𝑝 (Ω)
≤ 𝑐1‖𝜔𝑖‖𝑊 1

𝑝 (𝐺
𝑖),

интерполяционным неравенством ‖𝜔𝑖‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝑖) ≤ 𝐶‖𝜔𝑖‖1/2𝐿𝑝(𝐺𝑖)‖𝜔𝑖‖1/2𝑊 2
𝑝 (𝐺

𝑖) и неравен-
ством ‖𝜔𝑖‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) ≤ 𝜑‖𝜔𝑖𝑡‖𝐿𝑝(𝜑,𝜑+𝛾1;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) (𝜔𝑖(𝜑, 𝑥) = 0), вытекающим из
формулы Ньютона-Лейбница. Здесь все постоянные не зависят от 𝜑. Из оценок
(1.161), (1.162) вытекает оценка

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑+𝛾1

)
≤ 𝑐5‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 ((𝜑,𝜑+𝛾1)×𝐺𝑖)𝛾
1/2
1 .

Аналогично получим

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖−1)‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝜑+𝛾1

)
≤ 𝑐6‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 ((𝜑,𝜑+𝛾1)×𝐺𝑖)𝛾
1/2
1 .

Как и при выводе (1.162) получаем оценку

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝐿2(0,𝜑+𝛾1;𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝑖)) ≤ 𝑐7‖𝜔𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 ((𝜑,𝜑+𝛾1)×𝐺𝑖)𝛾

1/2
1 .
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Последние три оценки и (1.160) влекут, что

‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑+𝛾1
≤ 𝑐8‖�⃗�‖𝐻𝜑+𝛾1

𝛾
1/2
1 ,

где постоянная 𝑐8 не зависит от 𝛾1, 𝜑. Из равенства (1.159) вытекает неравенство

‖𝜔‖𝐻𝜑+𝛾1
≤ ‖𝑋𝑇�⃗�‖𝐻𝜑+𝛾1

+ ‖𝑋𝑓‖𝐻𝑇
≤ 𝑐8‖�⃗�‖𝐻𝜑+𝛾1

𝛾
1/2
1 + ‖𝑋𝑓‖𝐻𝑇

.

Выберем 𝛾2 так, чтобы 𝐶8𝛾
1/2
2 = 1/2, тогда при 𝛾1 ≤ 𝛾2 из предыдущего нера-

венства вытекает оценка

‖𝜔‖𝐻𝜑+𝛾1
≤ 2‖𝑋𝑓‖𝐻𝑇

= 𝑐9. (1.163)

Постоянная 𝑐9 зависит от норм данных и постоянной 𝛼1. Возьмем 𝜑 = 𝛾0. Из
оценки (1.163) вытекает и соответствующая оценка для функции 𝑣 уже на про-
межутке [0, 𝛾0 + 𝛾1]. Повторяя рассуждения выпишем оценку для функции 𝑣

на [0, 𝛾0 + 2𝛾1], [0, 𝛾0 + 3𝛾1] и т.д. За конечное число шагов мы достигнем кон-
ца промежутка 𝑇 . Это позволяет утверждать, что на всем промежутке [0, 𝑇 ]

справедлива оценка

‖𝑣‖𝐻𝑇
≤ 𝑐

[︀𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝑖 )
+ ‖𝑔−𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0
𝑖 )
) + ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄)+

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝜙0‖𝑊 𝑘1,2𝑘1
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝜙1‖𝑊 𝑘2,2𝑘2
𝑝 (𝑄0)

+
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺𝑖)

]︀
(1.164)

с некоторой постоянной 𝑐 не зависящей от 𝜏 ∈ [0, 1]. Далее мы сошлемся на ме-
тод продолжения по параметру (см. теорему 3.13 гл. 3 в [119]) согласно которому
уравнение (1.150) разрешимо для всех 𝜏 ∈ [0, 1]. Решение будет удовлетворять
оценке (1.164), из которой вытекает и единственность решений задачи.

Как и ранее, мы можем немного переформулировать утверждение теоремы
1.9. Запишем условия

𝛼𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡), 𝛽𝑘
𝑖 (𝑥

′, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0) (𝑘 = 1, 2; 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1), (1.165)

𝜎 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑖), (1.166)

𝜎0, 𝜎1 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0). (1.167)

В случае 𝑅𝑢 ̸= 𝑢 дополнительно потребуем, чтобы

𝑎𝑖𝑗|𝑆𝑘
∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝑖) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚). (1.168)
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Теорема 1.10. Пусть 𝑝 > 𝑛+ 2. Тогда при выполнении условий теоремы 1.9,
где любое из включений в условиях (1.124)-(1.129), (1.133) заменено на соот-
ветствующее включение из (1.165)-(1.168), утверждение теоремы 1.9 имеет
место.

1.3.2 Возможные обобщения и уточнения результатов.

Первый результат, который мы приведем - уточнение теоремы 1.9 в слу-
чае 𝑛 = 1. Хотя конечно этот результат является следствием теоремы 1.9, ряд
условий согласования здесь может быть опущен и условия разрешимости фор-
мулируются немного по другому.

В нашем случае 𝐺 = (0, 𝑙), 𝐺𝑖 = (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝐿𝑢 = 𝑎(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥 −
𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑢. Мы рассматриваем параболическое уравнение вида

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓. (1.169)

Уравнение (1.169) дополняется начальными и краевыми условиями:

𝑅0𝑢|𝑥=0 = 𝜙0(𝑡), 𝑅1𝑢|𝑥=𝑙 = 𝜙1(𝑡), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), (1.170)

где 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢𝑥 + 𝜎𝑖(𝑡)𝑢; а также условиями сопряжения:

𝑅+
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥 − 𝛼1

𝑖 (𝑡)𝑢)|𝑥=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (𝑡)𝑢|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 = 𝑔+𝑖 (𝑡), (1.171)

𝑅−
𝑖 𝑢 = (𝑢𝑥 − 𝛽1

𝑖 (𝑡)𝑢)|𝑥=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (𝑡)𝑢|𝑥=𝑙𝑖+0 = 𝑔−𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1. (1.172)

Запишем условия на коэффициенты. В условиях ниже 𝜀0 > 0 – некоторый
фиксированный параметр (он может быть как угодно малым). Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑞(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑟(𝑄), 𝑎 ∈ 𝐶(𝑄𝑖) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) (1.173)

где 𝑞 > 3 при 𝑝 ≤ 3 и 𝑞 = 𝑝 при 𝑝 > 3, 𝑟 > 3/2 при 𝑝 ≤ 3/2 и 𝑟 = 𝑝 при 𝑝 > 3/2,
и функция 𝑎|𝑄𝑖 допускает продолжение до непрерывной строго положительной
функции класса 𝐶(𝑄𝑖) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚). Далее предположим, что

𝛼𝑘
𝑖 (𝑡), 𝛽

𝑘
𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0([0, 𝑇 ]) (𝑘 = 1, 2; 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1),

𝜎0, 𝜎1 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0([0, 𝑇 ]). (1.174)
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𝑢0(𝑥) ∈ ∩𝑚
𝑖=1𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺𝑖), 𝜙0 ∈ 𝑊 𝑘1

𝑝 (0, 𝑇 ), 𝜙1 ∈ 𝑊 𝑘2
𝑝 (0, 𝑇 ), (1.175)

где 𝑘1 = 1 − 1/2𝑝, если 𝑅0𝑢 = 𝑢 и 𝑘1 = 1/2 − 1/2𝑝 в противном случае, и,
аналогично, 𝑘2 = 1− 1/2𝑝, если 𝑅1𝑢 = 𝑢 и 𝑘2 = 1/2− 1/2𝑝 в противном случае.
Пусть также

𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0
𝑝 (0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚− 1. (1.176)

Условия согласования при 𝑡 = 0 имеют вид:

𝑅0𝑢0(0) = 𝜙0(0), 𝑅1𝑢0(𝑙) = 𝜙1(0), (1.177)

где каждое из равенств выполняется при 𝑝 > 3/2, если соответствующий опе-
ратор 𝑅0 или 𝑅1 задает условие Дирихле, и при 𝑝 > 3 в противном случае;
при 𝑝 > 3 считаем, что

𝑔+𝑖 (0) = (𝑢0𝑥𝑛
− 𝛼1

𝑖 (0)𝑢0)|𝑥=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (0)𝑢0|𝑥=𝑙𝑖−0, (1.178)

𝑔−𝑖 (0) = (𝑢0𝑥𝑛
− 𝛽1

𝑖 (0)𝑢0)|𝑥=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (0)𝑢0|𝑥=𝑙𝑖+0. (1.179)

Теорема 1.9 может быть сформулирована в следующем виде.

Теорема 1.11. Пусть 𝑝 ̸= 3/2, 𝑝 ̸= 3, выполнены условия (1.173)-(1.179). Тогда
существует единственное решение задачи (1.169)-(1.172) такое, что 𝑢|𝑄𝑖 ∈
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖).

Далее, мы приведем некоторые следствия из основных результатов, которые
могут быть интересны сами по себе. Первое возможное обобщение результатов
относится к виду граничных условий на 𝑆0, имеющих вид 𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙(𝑡, 𝑥), где
𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =

∑︀𝑛−1
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗

𝜈𝑖+𝜎𝑢. Вообще говоря, все результаты сохраняют
свою силу, если мы заменим граничные условия такого типа условием

𝑃0𝑢|𝑆0 = 𝜙0(𝑡, 𝑥), (𝐼 − 𝑃0)(
𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢) = 𝜙1(𝑡, 𝑥), (1.180)

где 𝑃0 – ортопроектор в Cℎ, т.е. для различных компонент вектора 𝑢 могут за-
даваться различные условия на 𝑆0, 𝐼 – тождественный оператор. В этом случае
все условия на коэффициенты остаются прежними, однако изменится вид усло-
вий согласования. Мы рассмотрим только самый простой случай, когда имеет
место равенство

[𝑃0, 𝜎𝑖] = 𝑃0𝜎𝑖 − 𝜎𝑖𝑃0 ≡ 0 (𝑖 = 0, 1), [𝑃0, 𝛼
𝑘
𝑖 ] ≡ 0, [𝑃0, 𝛽

𝑘
𝑖 ] ≡ 0. (1.181)
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Введем обозначения

𝐽+
𝑖 (𝜙

0, 𝑔+𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙
0
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 + 𝜏)−

𝛼1
𝑖𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝛼2
𝑖𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝑃0𝑔
+
𝑖 (𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐽−
𝑖 (𝜙

0, 𝑔−𝑖 ) = 𝑆0,𝑇 (𝜙
0
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 − 𝜏)−

𝛽1
𝑖 𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 − 𝜏)− 𝛽2
𝑖 𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 + 𝜏)− 𝑃0𝑔
−
𝑖 (𝑡, 𝑥

′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐽−
𝑚(𝜙

1, 𝜙1) = 𝑆0,𝑇 (𝜙
1(𝑡, 𝑥′, 𝑙 − 𝜏)− (𝐼 − 𝑃0)𝑅(𝑡, 𝑥

′, 𝑙)𝜙1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐼+0 (𝜙
0, 𝜙0) = 𝑆0,𝑇 (−𝜙0

𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝜏) + 𝜎0𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− 𝑃0𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))),

𝐽+
0 (𝜙

1, 𝜙0) = 𝑆0,𝑇 (𝜙
1(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− (𝐼 − 𝑃0)𝑅(𝑡, 𝑥

′, 0)𝜙0(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′)),

𝐼−𝑚(𝜙
0, 𝜙1) = 𝑆0,𝑇 (𝜙

0
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝜏) + 𝜎1𝜙

0(𝑡, 𝑥′, 𝜏)− 𝑃0𝜙1(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝑛(𝑥′))).

Далее, мы будем предполагать, что:
C) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1), то 𝑃0𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω = 𝜙0(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) (𝑟0 = 0, 𝑟1 = 𝑙);
если 𝑝 > 2 и 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1), то (𝐼 − 𝑃0)𝑅(𝑡, 𝑥

′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙1(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖);

если 𝑝 > 2, 𝑅𝑖𝑢 ̸= 𝑢 (𝑖 = 0, 1), то 𝑅𝑖𝜙
0(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) = 𝑃0𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑝 > 2, то
𝑅+

𝑖 𝜙
0 = 𝑃0𝑔

+
𝑖 и 𝑅−

𝑖 𝜙
0 = 𝑃0𝑔

−
𝑖 (𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1); при 𝑝 = 2, если 𝑅0𝑢 = 𝑢 или

𝑅1𝑢 = 𝑢, то 𝐽+
0 (𝜙

1, 𝜙0) < ∞ или 𝐽−
𝑚(𝜙

1, 𝜙1) < ∞, соответственно; 𝐽±
𝑖 (𝜙

0, 𝑔±𝑖 ) <

∞ (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1) и если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 или 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢, то 𝐼+0 (𝜙
0, 𝜙0) < ∞

или соответственно, 𝐼−𝑚(𝜙0, 𝜙1) < ∞. При 𝑝 = 2 все условия должны быть
выполнены для некоторого 𝛿 ∈ (0,min𝑖(𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1)), 𝛿 < 𝛿0.

Условия согласования при 𝑡 = 0 имеют вид:

(𝐼 − 𝑃0)𝑅(0, 𝑥)𝑢0|𝜕Ω = 𝜙1(0, 𝑥), 𝑃0𝑢0|𝜕Ω = 𝜙0(0, 𝑥),

𝑅0(0, 𝑥
′)𝑢0(𝑥

′, 0) = 𝜙0(0, 𝑥
′), 𝑅1(0, 𝑥

′)𝑢0(𝑥
′, 𝑙) = 𝜙1(0, 𝑥

′), (1.182)

где каждое из равенств должно выполняться при 𝑝 > 3/2, если соответствую-
щий оператор 𝑅,𝑅0 или 𝑅1 задает условие Дирихле, и при 𝑝 > 3 в противном
случае;
при 𝑝 > 3 считаем, что

𝑔+𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛼1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0 − 𝛼2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0, (1.183)

𝑔−𝑖 (0, 𝑥
′) = (𝑢0𝑥𝑛

− 𝛽1
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0)|𝑥𝑛=𝑙𝑖−0 − 𝛽2
𝑖 (0, 𝑥

′)𝑢0|𝑥𝑛=𝑙𝑖+0. (1.184)

Также предположим, что

𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑖 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄𝑖) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑠0 = 1/2− 1/2𝑝) (1.185)
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и 𝑎𝑖𝑗|𝑄𝑖 допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄𝑖) (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛).

Основной результат имеет следующий вид.

Теорема 1.12. Пусть 𝑝 ̸= 3/2, 𝑝 ̸= 3, выполнены условия (1.123), (1.124)-
(1.129), (1.181)-(1.185), (1.49) и условие C). Тогда существует единственное
решение задачи (1.118),(1.120)-(1.122), (1.180) такое, что 𝑢|𝑄𝑖 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖).

Доказательство проводится по той же схеме. Отметим, что условие Лопа-
тинского на боковой поверхности 𝑆0 выполнено и для смешанных условий вида
(1.180) (см. утверждение 6.2.13 гл. 6 в [17]).

Замечание 1.2. Вообще говоря граница области Ω может состоять из
нескольких компонент связности. В этом случае на различных компонентах
связности множества 𝑆0 могут задаваться условия разного вида, скажем на
одной компоненте условия Дирихле а на другой условия Неймана. Теорема 1.9
и в этом случае также остается справедливой. Изменится только форму-
лировка условий согласования, на каждой компоненте связности они будут
своими.

Замечание 1.3. Возникает вопрос о том можно ли брать в качестве опе-
ратора 𝐿 оператор общего вида 𝐿𝑢 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗

−
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖
− 𝑎0𝑢 та-

кой, что, например, выполнено условие (1.49)? Результаты сохранят свою
силу (рассматривается задача в той же постановке), если нормы коэффици-
ентов {𝑎𝑖𝑛}𝑛−1

𝑖=1 в пространстве 𝐶(𝑄) достаточно малы. Теорема 1.9 также
может быть доказана при выполнении условия 𝑎𝑗𝑛(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑖) = 𝑎𝑛𝑗(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖) = 0

для 𝑥′ ∈ 𝜕Ω, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1 и 𝑖 = 0, 1, 2 . . . ,𝑚. Доказательство проводится
по схеме близкой к той, что была использована в теореме 1.4.

1.4 Регулярная разрешимость задач сопряжения в эллиптиче-
ском случае

В этом параграфе мы приведем некоторые следствие из полученных вы-
ше результатов в применении к эллиптическому случаю, но немного упростим
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постановку. В более общей ситуации результаты также остаются справедли-
выми. Задача состоит в нахождении решения уравнения (1.6), удовлетворяю-
щего условиям (1.7)-(1.8). Пусть {𝑏𝑖}𝑟𝑖=1 некоторый набор точек, лежащих на
Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺− и 𝐵𝛿(𝑏𝑖) – шар радиуса 𝛿 с центром в точке 𝑏𝑖. Как и ра-
нее Γ = 𝜕𝐺. Параметр 𝛿 > 0 назовем допустимым, если 𝐵𝛿(𝑏𝑖) ∩ 𝜕𝐺 = ∅,
𝐵𝛿(𝑏𝑖)∩𝐵𝛿(𝑏𝑗)) = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗. Далее во всех условиях на данные считаем такой
параметр фиксированным.

Введём обозначения: 𝐺𝛿 = ∪𝑖𝐵𝛿(𝑏𝑖), Γ𝛿 = 𝐺𝛿 ∩ Γ0. Рассматривая задачу
(1.6)-(1.8), мы предполагаем, что

Γ,Γ0 ∈ 𝐶2, Γ𝛿 ∈ 𝐶3, (1.186)

где 𝛿 допустимый параметр такой, что 𝛿 < 𝛿𝐺−, и для любой координатной
окрестности 𝑈𝑖 = {𝑦 : |𝑦′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′) < 𝛿1} точки 𝑏𝑖 имеем, что
𝑈𝑖 ⊂ 𝐺. Чтобы достичь последнего, мы всегда можем уменьшить параметр 𝛿.
Условие 𝛿1 > (𝑀 + 1)𝛿 гарантирует вложение 𝐵𝛿(𝑏𝑖) ⊂ 𝑈𝑖.

Оператор 𝐿 считается эллиптическим, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0

выполнено неравенство∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1
𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝐺.

Рассмотрим вспомогательные задачи сопряжения

𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, 𝐵𝑢|Γ = 𝑔, (1.187)

𝐵+𝑢 =
𝜕𝑢+

𝜕𝑁
− 𝛽(𝑢+ − 𝑢−) = 𝑔+,

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁
+ 𝑔−, 𝑥 ∈ Γ0. (1.188)

Опишем условия на данные, гарантирующие разрешимость задачи (1.187),
(1.188). Считаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝐺±) ( 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), (1.189)

функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶(𝐺±) и

𝜎 ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ), 𝑎±𝑖𝑗|Γ0
∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ0), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ),

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.190)
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где 𝑎±𝑖𝑗(𝑡, 𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), параметр 𝜀0 ∈ (0, 12) произволен (он

может быть как угодно мал) и последнее включение в (1.190) считается выпол-
ненным, только если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢 в (1.7);

𝑎𝑖 ∈ 𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), (1.191)

где 𝐺±
𝛿 = 𝐺𝛿 ∩ 𝐺±. Сразу отметим, что при 𝑝 > 𝑛 утверждения приведенных

ниже в этом параграфе теорем останется справедливым если мы заменим одно
или несколько включений в (1.190) на соответствующие включения

𝜎 ∈ 𝑊 1−1/𝑝
𝑝 (Γ), 𝑎±𝑖𝑗|Γ0

∈ 𝑊 1−1/𝑝
𝑝 (Γ), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝑊 1−1/𝑝

𝑝 (Γ), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.192)

где последнее включение требуется только если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢 в (1.7). Построим
функции 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖(𝑥) = 1 в 𝐵𝛿/2(𝑏𝑖) и 𝜙𝑖(𝑥) = 0 в
R𝑛 ∖𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖), положим 𝜙(𝑥) =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝜙𝑖(𝑥). Мы используем выпрямление грани-

цы 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛−𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′, где 𝑦 – локальная система координат в точке 𝑏𝑖. При
выполнении условия (1.186) преобразование 𝑥 = 𝑥(𝑦(𝑧)) = 𝑥𝑖(𝑧) и обратное к
нему принадлежат классу 𝐶3. Для удобства всюду ниже считаем, что на Γ0 ось
𝑦𝑛 локальной системы координат в каждой точке направлена вне области 𝐺−.
Пусть 𝑈 ′ = {𝑧 : |𝑧′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑧𝑛 < 𝛿1}, 𝑈+(−) = {𝑧 ∈ 𝑈 ′ : 𝑧𝑛 > 0(𝑧𝑛 < 0)} и
𝐵′

𝛿 = {𝑧′ : |𝑧′| < 𝛿}. Мы считаем, что

𝑔± ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0), 𝑔 ∈ 𝑊 2𝑘0

𝑝 (Γ). (1.193)

где 𝑘0 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘0 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле. Пусть

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), 𝛽 ∈ 𝐶2𝑠0+2𝜀0(Γ0), (1.194)

𝛽 ∈ 𝐶2𝑠1+2𝜀0(Γ𝛿). (1.195)

При 𝑝 > 𝑛 вместо (1.194), (1.195) достаточно потребовать выполнения усло-
вий

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), 𝛽 ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0), (1.196)

𝛽 ∈ 𝑊 2−1/𝑝
𝑝 (Γ𝛿). (1.197)

В координатной окрестности 𝑈𝑖 точки 𝑏𝑖 ∈ Γ0, выпрямим границу и перей-
дем к системе координат 𝑧 = (𝑧′, 𝑧𝑛). Мы также предполагаем, что для каждого
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𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟

∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑥
𝑖(𝑧)) ∈ 𝐿𝑝(𝑈

′),

∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝑊 2𝑠0

𝑝 (𝐵′
𝛿),

∇𝑧′𝑎
±
𝑘𝑙(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝐵′
𝛿), (𝑘, 𝑙 = 1, 2 . . . , 𝑛, 𝜀0 > 0). (1.198)

Отметим, что условие (1.198) не зависит от введённой локальной системы ко-
ординат 𝑦 и системы координат 𝑧. Например, третье включение эквивалент-
но тому что, для любого гладкого касательного к Γ0 векторного поля 𝑙(𝑥),
𝜕𝜙𝑖𝑔

+(𝑥)
𝜕𝑙 ∈ 𝑊 2𝑠0

𝑝 (𝐵′
𝛿). Каждая из производных 𝜕

𝜕𝑧𝑗
(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1) в пере-

менных 𝑥 может быть записана как производная по направлению некоторого
касательного к Γ0 векторного поля, которые в каждой точке образуют базис в
касательной плоскости к Γ0. Условие (1.198) может быть переформулировано
и в исходной системе координат 𝑥, однако гораздо проще записать его в виде
(1.198).

Следующий результат фактически есть следствие теоремы 1.7, где мы до-
казали эту теорему в параболическом случае.

Теорема 1.13. Пусть выполнены условия (1.189)–(1.190), (1.193)-(1.194) и
Γ,Γ0 ∈ 𝐶2. Тогда найдется параметр 𝜆0 > 0 такой, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 существу-
ет единственное решение задачи (1.187)-(1.188) такое, что 𝑢|𝐺± ∈ 𝑊 2

𝑝 (𝐺
±),

причем справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)+‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)+|𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝐶0(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)+‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0

+ ‖𝑔−‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔‖

𝑊
2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ)),

где постоянная 𝐶0 не зависит от 𝜆.

Доказательство. Получим априорную оценку для решений. Положим 𝑣 =

𝑒𝜆𝑡𝑢(𝑥), где 𝑢 решение задачи (1.187), (1.188). Эта функция есть решение задачи

𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 𝑓(𝑥)𝑒𝜆𝑡, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0, 𝑇 )×𝐺, 𝑇 > 0,

𝐵𝑣|𝑆 = 𝑔𝑒𝜆𝑡 (𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )), 𝑣|𝑡=0 = 𝑢(𝑥),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
(𝑥)− 𝛽(𝑣+ − 𝑣−)(𝑥) = 𝑔+(𝑥)𝑒𝜆𝑡,

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
(𝑥) =

𝜕𝑣−

𝜕𝑁
(𝑥) + 𝑔−(𝑥)𝑒𝜆𝑡,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆0 = (0, 𝑇 )× Γ0,
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Решение этой задачи существует, единственно и решение удовлетворяет оценке
(см. теорему 1.7)

‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)) + ‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)) ≤ 𝐶1(‖𝑓𝑒𝜆𝑡‖𝐿𝑝(𝑄)+

‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 ((0,𝑇 )×Γ0)

+ ‖𝑔𝑒𝜆𝑡‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 ((0,𝑇 )×Γ)

+

‖𝑔−𝑒𝜆𝑡‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 ((0,𝑇 )×Γ0)

+ ‖𝑢‖
𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢‖
𝑊

2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

),

где 𝐶1 – некоторая постоянная не зависящая от данных. Рассмотрим, например,
норму

‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 ((0,𝑇 )×Γ0)

= (‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖𝑝
𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊

2𝑠0
𝑝 ((0,𝑇 )×Γ0)

+ ‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖𝑝
𝐿𝑝(Γ0;𝑊

𝑠0
𝑝 (0,𝑇 ))

)1/𝑝,

где каждое норма в правой и левой части распадается в произведение норм
по переменным 𝑡, 𝑥. Фиксируем 𝜆0 > 0 и пусть 𝜆 ≥ 𝜆0. Например, имеем
неравенство

‖𝑒𝜆𝑡‖𝑊 𝑠0
𝑝 (0,𝑇 ) ≤ 𝑐‖𝑒𝜆𝑡‖𝑠0𝑊 1

𝑝 (0,𝑇 )
‖𝑒𝜆𝑡‖1−𝑠0

𝐿𝑝(0,𝑇 )
≤ 𝑐1|𝜆|𝑠0𝐶(𝑇, 𝜆),

𝐶(𝑇, 𝜆) = ((𝑒𝑝𝜆𝑇 − 1)/𝑝𝜆)1/𝑝,

откуда вытекает, что

(‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖𝑝
𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0))

+ ‖𝑔+𝑒𝜆𝑡‖𝑝
𝐿𝑝(Γ0;𝑊

𝑠0
𝑝 (0,𝑇 ))

)1/𝑝

≤ 𝐶(𝑇, 𝜆)𝑐2(‖𝑔+‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0),

где постоянная 𝑐2 не зависит от 𝜆. Аналогичные рассуждения могут быть за-
писаны и для остальных интегралов. Таким образом, используя определение
нормы и структуру решения 𝑣 получим неравенство

𝐶(𝑇, 𝜆)(|𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺)+‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)+‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)) ≤ 𝐶2𝐶(𝑇, 𝜆)(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)+‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔‖

𝑊
2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ)) + 𝐶1(‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)),

Делим обе части неравенства на 𝐶(𝑇, 𝜆). Увеличивая постоянную 𝜆0 если необ-
ходимо мы можем считать, что 𝐶1/𝐶(𝑇, 𝜆) ≤ 1/2 при 𝜆 ≥ 𝜆0. Тогда будет
справедливо неравенство

|𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) ≤ 𝐶3(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔‖

𝑊
2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ)),
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где постоянная 𝐶3 не зависит от 𝜆. Эта априорная оценка как и в доказательстве
теоремы 1.7 и метод продолжения по параметру в соответствии со схемой изло-
женной в этой теореме гарантирует разрешимость задачи в требуемом классе
и соответствующую оценку для решений из утверждения теоремы.

Оценку из утверждения теоремы можно улучшить в следующем смысле.
Построим функцию 𝜙0𝑖 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такую, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙0𝑖 ⊂ 𝐵𝛿(𝑏𝑖).

Лемма 1.12. Пусть выполнены условия теоремы 1.13 и 𝜆 ≥ 𝜆0 > 0. Тогда
справедлива оценка

‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)+‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)+|𝜆|‖𝜙0𝑖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝐶0(‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)+‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + |𝜆|−1/2+𝜀0𝐽),

𝐽 = ‖𝑔‖
𝑊

2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ) + ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0,

где постоянная 𝐶0 не зависит от 𝜆 и 𝜀0 ∈ (0, 1/15𝑝) как угодно малая посто-
янная.

Доказательство. Утверждение доказывается довольно просто. Функция 𝑣 =

𝜙0𝑖𝑢 есть решение задачи

−𝐿𝑣 = 𝜙0𝑖𝑓 + [𝜙0𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝑓, 𝐵+𝑣
⃒⃒
𝑆
= 𝜙0𝑖𝑔

+ − [𝜙0𝑖, 𝐵
+]𝑢, 𝐵𝑣|Γ = 0,

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
+ 𝜙0𝑖𝑁(𝑣

+ − 𝑣−) + 𝑔−𝜙1𝑖,

где [𝜙0𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝜙0𝑖𝐿𝑢 − 𝐿(𝜙0𝑖𝑢) = −2
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝑥𝑘
𝜙0𝑖𝑥𝑙

−
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝜙0𝑖𝑥𝑙𝑥𝑘
−∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘𝜙0𝑖𝑥𝑘
𝑢 и [𝜙𝑖, 𝐵

+]𝑢 = −
∑︀𝑛

𝑘,𝑙=1 𝑎
+
𝑘𝑙𝜈𝑘𝜙0𝑖𝑥𝑙

𝑢+. Применяя оценку из теоремы
1.13 к функции 𝑣, получим

‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐1(‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0+

‖𝑢+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
+

‖𝑢−(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢−(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
+

‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

+∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) + ‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

−∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))). (1.199)
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Последнее слагаемое оценивается через

‖𝑢‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) ≤ 𝑐2‖𝑢‖1/2𝑊 2
𝑝 (𝐺

±∩(𝐵𝛿2
(𝑏𝑖)))

‖𝑢‖1/2𝐿𝑝(𝐺±∩(𝐵𝛿2
(𝑏𝑖)))

≤

𝑐2|𝜆|−1/2(‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) + |𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))) ≤ 𝑐2|𝜆|−1/2𝐽.

Аналогично (используем еще теоремы о следах)

‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
≤

𝑐3|𝜆|−1/2+𝜀0(‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) + |𝜆|‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))) ≤ 𝑐4|𝜆|−1/2+𝜀0𝐽,

где 𝜀0 ∈ (0, 1/2) как угодно малая постоянная. Действительно, первое слагаемое
в предыдущей сумме оценивается через

‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
≤ 𝑐5‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1

𝑝 (𝐺
±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) ≤ 𝑐6|𝜆|−1/2𝐽,

а второе через (𝜃 = 1/2𝑝+ 2𝜀0)

|𝜆|𝑠0‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
≤ 𝑐6|𝜆|𝑠0‖𝑢±(𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1/𝑝+𝜀0

𝑝 (𝑈±)
≤

𝑐7|𝜆|𝑠0‖𝑢‖𝜃𝑊 2
𝑝 (𝐺

±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))
‖𝑢‖1−𝜃

𝐿𝑝(𝐺±∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))
≤ 𝑐8|𝜆|−1/2+𝜀0𝐽.

Подставляя полученные выше оценки в (1.199), получим неравенство

‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝜙0𝑖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

𝐶2(‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0+

‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + 𝑐6|𝜆|−1/2+𝜀0𝐽.

Теорема 1.14. Пусть выполнены условия (1.186), (1.189)–(1.198). Тогда реше-
ние полученное в теореме 1.13 обладает тем свойством, что ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥

𝑖(𝑧)) ∈
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𝑊 2
𝑝 (𝑈

±), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, и справедлива оценка

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′))

≤ 𝐶1(|𝜆|𝜀0
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0+

‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + ‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)) +
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑈 ′)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

[‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐺)+

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
−(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

−‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
] + |𝜆|−1/2+3𝜀0𝐽),

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜆 ≥ 𝜆0 и 𝑓, 𝑔, 𝑔+, 𝜙0𝑖 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝛿), 𝜙0𝑖(𝑥) = 1

на 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑖, и 𝜀0 ∈ (0, 1/15𝑝) как угодно малая постоянная.

Доказательство. Доказательство использует метод конечных разностей и
оценку из леммы 1.12. Считаем для удобства, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙0𝑖 = 1 на 𝐵3𝛿/4. Ис-
пользование метода конечных разностей производится по схеме изложенной в
доказательстве теоремы 4, п. 3, §2, гл.4 в [120]. Поэтому мы остановимся только
на основных моментах. Возьмем точку 𝑏𝑖 ∈ Γ0. Умножая уравнение на 𝜙𝑖, для
𝑣 = 𝜙𝑖𝑢, имеем:

−𝐿𝑣 = 𝜙𝑖𝑓 + [𝜙𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝑓, 𝐵+𝑣
⃒⃒
𝑆
= 𝜙𝑖𝑔

+ − [𝜙𝑖, 𝐵
+]𝑢,

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
(𝑥0) =

𝜕𝑣−

𝜕𝑁
(𝑥0) + 𝜙𝑖𝑁(𝑣

+ − 𝑣−) + 𝑔−𝜙𝑖,

где [𝜙𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝜙𝑖𝐿𝑢 − 𝐿(𝜙𝑖𝑢) = −2
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝑥𝑘
𝜙𝑖𝑥𝑙

−
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝜙𝑖𝑥𝑙𝑥𝑘
−∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘𝜙𝑖𝑥𝑘
𝑢

и [𝜙𝑖, 𝐵
+]𝑢 = −

∑︀𝑛
𝑘,𝑙=1 𝑎

+
𝑘𝑙𝜈𝑘𝜙𝑖𝑥𝑙

𝑢+. Запишем 𝐿 в локальной системе координат 𝑦
и обозначим полученные коэффициенты через �̃�𝑖𝑗, �̃�𝑖. Выпрямим границу пре-
образованием 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′. Получим задачу

�̃�𝑣 = 𝑓,

�̃�+𝑣
⃒⃒
𝑧𝑛=0

= 𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))− [𝜙𝑖, 𝐵

+]𝑢+(𝑥𝑖(𝑧′, 0)) = 𝑔+(𝑧′),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
+ 𝜙𝑖𝑁(𝑣

+ − 𝑣−) + 𝑔−𝜙𝑖, 𝜙𝑖𝑁 =
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑁
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где �̃�, �̃�+ – операторы 𝐿,𝐵+, записанные в системе координат 𝑧. Обозна-
чим коэффициенты �̃� через 𝑐𝑘𝑙, 𝑐𝑘, оператор �̃�+ запишется в виде �̃�+𝑣 =∑︀𝑛

𝑘=1 𝑏𝑘(𝑧
′)𝑣𝑧𝑘 − 𝛽(𝑧′)(𝑣+ − 𝑣−). Пусть ∆𝑗𝑣(𝑧) = (𝑣(𝑧 + 𝑒𝑗𝜂) − 𝑣(𝑧))/𝜂 (𝑒𝑗 –

𝑗-й координатный вектор), где |𝜂| < 𝛿/8 и 𝑗 ≤ 𝑛 − 1. Тогда функция 𝑤 = ∆𝑗𝑣

есть решение задачи

�̃�(𝑧,𝐷)𝑤 = [�̃�,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑓 = 𝑓0,

�̃�+𝑤|𝑧𝑛=0 = [�̃�+,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑔
+ = 𝑔+0 ,

𝜕𝑤+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑤−

𝜕𝑁
+∆𝑗(𝜙𝑖𝑁(𝑣

+ − 𝑣−)) + ∆𝑗𝑔
−𝜙𝑖 + [

𝜕

𝜕𝑁
,∆𝑗](𝑤

+ − 𝑤−), (1.200)

где [�̃�,∆𝑗]𝑣 = −
∑︀𝑛

𝑘,𝑙=1∆𝑗𝑐𝑘𝑙(𝑧)𝑣𝑧𝑘𝑧𝑙(𝑧 + 𝑒𝑗𝜂)−
∑︀𝑛

𝑘=1∆𝑗𝑐𝑘(𝑧)𝑣𝑧𝑘(𝑧 + 𝑒𝑗𝜂)−
∆𝑗𝑐0(𝑧)𝑣(𝑧 + 𝑒𝑗𝜂), [�̃�+,∆𝑗]𝑣 = −

∑︀𝑛
𝑘=1∆𝑗𝑏𝑘𝑣𝑧𝑙(𝑧

′ + 𝑒′𝑗𝜂, 0) + ∆𝑗𝛽(𝑣
+ − 𝑣−)(𝑧′ +

𝑒′𝑗𝜂, 0), где 𝑒′𝑗 - 𝑗-й координатный вектор в R𝑛−1. Вернемся к переменным 𝑥

и продолжим все функции в (1.200) нулем вне 𝑈𝑗 ∩ 𝐺. Тогда функция 𝑤 ∈
𝑊 2

𝑝 (𝐺
+) ∩𝑊 2

𝑝 (𝐺
−) есть решение задачи (1.187)-(1.188) с некоторыми новыми

правыми частями в граничном условии и уравнении, т.е.

𝐿𝑤 = 𝑓0
(︀
𝑥 ∈ 𝐺

)︀
, 𝐵𝑤

⃒⃒
Γ
= 0, 𝐵+𝑤 = 𝑔+0 ,

𝜕𝑤+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑤−

𝜕𝑁
+ 𝑔−.

По теореме 1.13, имеем оценку

‖𝑤‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑤‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑤‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

𝑐0(‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+0 ‖�̃� 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑔+0 ‖𝐿𝑝(Γ0) + ‖𝑔−‖
�̃�

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑔−‖𝐿𝑝(Γ0)).

Наша следующая цель показать, что правая часть ограничена равномерно по
параметру 𝜂. Это делается стандартным образом с использованием представ-
лений

∆𝑗𝑓 =

∫︁ 1

0

𝑓𝑧𝑗(𝑧 + 𝑒𝑗𝜏𝜂) 𝑑𝜏.

Окончательное неравенство имеет вид

‖∆𝑗𝑣(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) + ‖∆𝑗𝑣(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆|‖∆𝑗𝑣‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐1(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑈 ′)+

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

+‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
|𝜆|𝑠0 + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

−‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
|𝜆|𝑠0

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ ‖𝑢+‖

𝑊
1+2𝑠0
𝑝 (𝐵′

3𝛿/4)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢+‖𝑊 1

𝑝 (𝐵
′
3𝛿/4)

+ ‖𝑢−‖
𝑊

1+2𝑠0
𝑝 (𝐵′

3𝛿/4)
+

|𝜆|𝑠0‖𝑢−‖𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
3𝛿/4)

+ ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+∩𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖)) + ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−∩𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖))) = 𝐽2,
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где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜂. Используя лемму 1.12 получим оценку

‖𝜙0𝑖𝑢(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) + ‖𝜙0𝑖𝑢(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆|‖𝜙0𝑖𝑢‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐2(‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0+‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0+‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)+|𝜆|−1/2+2𝜀0𝐽),

Далее из теорем вложения мы можем записать неравенство

‖𝑢+‖
𝑊

1+2𝑠0
𝑝 (𝐵′

3𝛿/4)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢+‖𝑊 1

𝑝 (𝐵
′
3𝛿/4)

+ ‖𝑢−‖
𝑊

1+2𝑠0
𝑝 (𝐵′

3𝛿/4)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑢−‖𝑊 1

𝑝 (𝐵
′
3𝛿/4)

‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+∩𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖)) + ‖𝑢‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−∩𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖)) ≤ 𝑐3|𝜆|𝜀0(‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
2 (𝐺

+∩𝐵𝛿(𝑏𝑖))

+ ‖𝜙0𝑖𝑢‖𝑊 2
2 (𝐺

−∩𝐵𝛿(𝑏𝑖)) + |𝜆|‖𝜙0𝑖𝑢‖𝐿𝑝(𝐵𝛿(𝑏𝑖))).

Из двух последних неравенств вытекает, что величина 𝐽2 допускает оценку

𝐽2 ≤ 𝑐4(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑈 ′) + ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

+‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
|𝜆|𝑠0+

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
|𝜆|𝑠0+‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔

−‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+𝑐5|𝜆|𝜀0(‖𝜙0𝑖𝑔

+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+‖𝜙0𝑖𝑔
−‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + ‖𝜙0𝑖𝑔
−‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + ‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)) + 𝑐6|𝜆|−1/2+3𝜀0𝐽),

В силу произвольности 𝑗 и известных свойств конечных разностей (см. [8, гл.
1, лемма 4.6] и теорему 4 п.4, §3, гл. 3 в [121]), заключаем, что для всех 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛 − 1 существуют обобщенные производные 𝑣𝑧𝑗 ∈ 𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) ∩𝑊 2
𝑝 (𝑈

−).
В силу произвольности параметров 𝑖, 𝑗 справедлива оценка из утверждения
теоремы.
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ГЛАВА 2

Обратные задачи об определения коэффициентов теплообмена

Полученные в первой главе результаты здесь используются при исследо-
вании вопросов корректности обратных задач об определения коэффициентов
теплообмена, входящих в условие сопряжения. Мы также рассматриваем 3 слу-
чая. В первом случае рассматриваем параболические уравнения вида

𝑀𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.1)

где 𝐿𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

+ 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝐺 ⊂ R𝑛 – ограни-
ченная область с границей Γ. Считаем, что область 𝐺 разделена на два от-
крытые множества 𝐺+ и 𝐺−, 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− = 𝐺,𝐺+ ∩ 𝐺− = ∅, положим
Γ0 = 𝜕𝐺+∩𝜕𝐺−, 𝑆0 = Γ0×(0, 𝑇 ). Здесь множество 𝐺− может быть и многосвяз-
ным, соответственно пусть Γ𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0) компоненты связности множества
Γ0 и 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 )× Γ𝑖.

Уравнение (2.1) дополняется начально-краевыми условиями:

𝐵𝑢|𝑆 = 𝑔 (𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), (2.2)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑛𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥, 𝑡)𝑢 и условиями сопряжения

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
−𝛽𝑖(𝑢+ − 𝑢−)

⃒⃒
𝑆𝑖
= 𝑔+𝑖 ,

𝜕𝑢+

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁

⃒⃒
𝑆𝑖
, 𝑖 ≤ 𝑟0 (2.3)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑡, 𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎
±
𝑖𝑗(𝑡, 𝑥0)𝑢

±
𝑥𝑖
𝜈𝑗,

𝑢±𝑥0
= lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

𝑢𝑥𝑖
(𝑡, 𝑥), 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑎±𝑖𝑗 =

lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) и 𝑛, 𝜈 - внешние единичные нормали к Γ, 𝜕𝐺−, соот-

ветственно. К условиям сопряжения мы добавляем условия переопределения
вида

𝑢+(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (2.4)

где 𝑏𝑖 ∈ Γ0, {𝑏𝑖} – некоторый набор точек. Обратная задача состоит в нахож-
дении решения уравнения (2.1), удовлетворяющего условиям (2.2)-(2.4) и неиз-
вестных функций 𝛽𝑖 вида 𝛽𝑖 =

∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝛼𝑖𝑗(𝑡)Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), где функции Φ𝑖𝑗 заданы, а
функции 𝛼𝑖𝑗 считаются неизвестными.
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Во втором случае, как и в предыдущей главе рассматривается цилиндри-
ческая пространственная область 𝐺 = Ω × (0, 𝑙) (Ω ⊂ R𝑛−1, 𝜕Ω ∈ 𝐶2). Берем
в качестве оператора 𝐿 оператор вида 𝐿𝑢 = 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛

+
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢. Положим Γ0 = 𝜕Ω× (0, 𝑙), 𝑆0 = (0, 𝑇 )× Γ0. Пусть

𝑙𝑖 – некоторый набор чисел такой, что 0 = 𝑙0 < 𝑙1 < 𝑙2 < . . . < 𝑙𝑚 = 𝑙. Положим
𝐺𝑖 = Ω× (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝐺+ = ∪𝑖𝐺

2𝑖 и 𝐺− = ∪𝑖𝐺
2𝑖−1.

Уравнение (2.1) дополняется начальными и краевыми условиями:

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙, (2.5)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢;

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), 𝑅0𝑢(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 𝜙1, (2.6)

где𝑅0𝑢 = 𝑢 или𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
+𝜎0𝑢, соответственно,𝑅1𝑢 = 𝑢 или𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

+𝜎1𝑢,
а также условиями сопряжения:

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

− 𝛽𝑖(𝑢
+
𝑖 − 𝑢−𝑖 ) = 𝑔+𝑖 ,

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−𝑖
𝜕𝑁

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, (2.7)

где 𝜕𝑢±
𝑖

𝜕𝑁 (𝑡, 𝑥′) = lim𝑥𝑛→𝑙𝑖±0 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑛), 𝑢

±
𝑖 = lim𝑥𝑛→𝑙𝑖±0 𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑥𝑛). Пусть
𝑥𝑖𝑗 = (𝑥′𝑖𝑗, 𝑙𝑗) ∈ Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺− (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗,) –
некоторый набор точек. К условиям сопряжения мы добавляем условия пере-
определения вида

𝑢(𝑡, 𝑥′𝑖𝑗, 𝑥𝑛)|𝑥𝑛=𝑙𝑗+0 = 𝜓𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑗,

𝑢(𝑡, 𝑥′𝑖𝑗, 𝑥𝑛)|𝑥𝑛=𝑙𝑗−0 = 𝜓𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 =𝑀𝑗 + 1, . . . , 𝑁𝑗. (2.8)

Обратная задача состоит в нахождении решения уравнения (2.1), удовле-
творяющего условиям (2.5)-(2.8) и неизвестных функций 𝛽𝑖 вида 𝛽𝑗 =∑︀𝑁𝑗

𝑖=1 𝛼𝑖𝑗(𝑡)Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), где функции Φ𝑖𝑗 заданы, а функции 𝛼𝑖𝑗 считаются неиз-
вестными.

Наконец в третьем случае мы рассматриваем модельную эллиптическую за-
дачу, где рассматривается эллиптическое уравнение вида

−𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝐿𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑎0(𝑥)𝑢− 𝜆𝑢, (2.9)
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где 𝑥 ∈ 𝐺 ⊂ R𝑛 – ограниченная область с границей Γ и 𝜆 ∈ R. Считаем, что
область 𝐺 разделена на две области 𝐺+ и 𝐺− такие, что 𝐺− ⊂ 𝐺, 𝐺+ ∪ 𝐺− =

𝐺,𝐺+ ∩ 𝐺− = ∅. Положим Γ0 = 𝜕𝐺+ ∩ 𝜕𝐺−. Для простоты здесь считаем,
что Γ0 состоит из одной компоненты связности. Уравнение (2.9) дополняется
краевыми условиями:

𝐵𝑢|Γ = 𝑔, (2.10)

где 𝐵𝑢 = 𝑢 или 𝐵𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑛𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜎(𝑥)𝑢 и условиями сопряжения

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0)− 𝛽(𝑢+ − 𝑢−)(𝑥0) = 𝑔+(𝑥0),

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
(𝑥0) =

𝜕𝑢−

𝜕𝑁
(𝑥0), 𝑥0 ∈ Γ0, (2.11)

где 𝜕𝑢±

𝜕𝑁 (𝑥0) = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝜈𝑗, 𝑢± = lim𝑥∈𝐺±, 𝑥→𝑥0∈Γ0
𝑢(𝑥) и

𝑛, 𝜈 - внешние единичные нормали к Γ, 𝜕𝐺−, соответственно. В этом случае мы
предполагаем, что коэффициент 𝛽 в (2.11) представим в виде 𝛽 =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛽𝑗Φ𝑗(𝑥),

где функции Φ𝑗 заданы, а постоянные 𝛽𝑗 считаются неизвестными. Рассматри-
ваемая задача состоит в нахождении решения задачи (2.9)-(2.11) и неизвестных
постоянных 𝛽𝑗 таких, что

𝑢+(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (2.12)

2.1 Вспомогательные утверждения и определения

Далее, мы считаем, что параметр 𝑝 > 𝑛+ 2 зафиксирован. Параметр 𝛿 > 0

назовем допустимым, если 𝐵𝛿(𝑏𝑖) ∩ Γ = ∅, 𝐵𝛿(𝑏𝑖) ∩ 𝐵𝛿(𝑏𝑗) = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑟. Введём обозначения: 𝑄𝜏 = (0, 𝜏)×𝐺, 𝐺𝛿 = ∪𝑖𝐵𝛿(𝑏𝑖), 𝑆0
𝜏 = (0, 𝜏)×Γ0,

𝑄± = (0, 𝑇 )×𝐺±, 𝑄±
𝜏 = (0, 𝜏)×𝐺±, 𝑆𝜏 = (0, 𝜏)×Γ, Γ𝛿 = 𝐺𝛿∩Γ0. Рассматривая

задачу (2.1)—(2.4), мы предполагаем, что

Γ,Γ0 ∈ 𝐶2, Γ𝛿 ∈ 𝐶3, (2.13)

где 𝛿 допустимый параметр такой, что 𝛿 < 𝛿Γ0
, и для любой координатной

окрестности 𝑈𝑖 = {𝑦 : |𝑦′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′) < 𝛿1} точки 𝑏𝑖 имеем, что
𝑈𝑖 ⊂ 𝐺. Чтобы достичь последнего, мы всегда можем уменьшить параметр 𝛿.
Условие 𝛿1 > (𝑀 +1)𝛿 гарантирует вложение 𝐵𝛿(𝑏𝑖) ⊂ 𝑈𝑖. Далее мы фиксируем
такой параметр 𝛿 (он может быть выбран как угодно малым, если необходимо).
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Оператор 𝐿 считается эллиптическим, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0

выполнено неравенство∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.

Рассмотрим вспомогательные задачи сопряжения, где 𝑢± = 𝑢|𝐺±,

𝑀𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝐵𝑢|𝑆 = 𝑔, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, (2.14)

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+

𝜕𝑁
− 𝛽𝑖(𝑢

+ − 𝑢−) = 𝑔+𝑖 ,
𝜕𝑢+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑢−

𝜕𝑁
+ 𝑔−𝑖 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆𝑖, 𝑖 ≤ 𝑟0. (2.15)

Считаем, что выполнены условия

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄±) ( 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆); (2.16)

функции 𝑎𝑖𝑗|𝐺± допускают продолжение до непрерывных функций класса
𝐶(𝑄±) и

𝑎±𝑖𝑗|Γ0
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆0), 𝑎𝑖𝑗|Γ ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (2.17)

где 𝜀0 ∈ (0, 12) и последнее включение выполнено, если 𝐵𝑢 ̸= 𝑢;

𝑎𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 ≥ 0), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛).

(2.18)
Построим функции 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖(𝑥) = 1 в 𝐵𝛿/2(𝑏𝑖) и 𝜙𝑖(𝑥) = 0

в R𝑛 ∖𝐵3𝛿/4(𝑏𝑖), положим 𝜙(𝑥) =
∑︀𝑟

𝑖=1 𝜙𝑖(𝑥).
Мы используем выпрямление границы 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛−𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′, где 𝑦 – локаль-

ная система координат в точке 𝑏𝑖. При выполнении условия [87] преобразование
𝑥 = 𝑥(𝑦(𝑧)) = 𝑥𝑖(𝑧) и обратное к нему принадлежат классу 𝐶3. Для удобства
всюду ниже считаем, что на Γ0 ось 𝑦𝑛 локальной системы координат в каждой
точке направлена вне области 𝐺−. Пусть 𝑈 ′ = {𝑧 : |𝑧′| < 𝛿,−𝛿1 < 𝑧𝑛 < 𝛿1},
𝑈+(−) = {𝑧 ∈ 𝑈 ′ : 𝑧𝑛 > 0(𝑧𝑛 < 0)} и 𝐵′

𝛿 = {𝑧′ : |𝑧′| < 𝛿}. Положим
𝑄𝜏

0 = (0, 𝜏) × 𝑈 ′, 𝑄0 = (0, 𝑇 ) × 𝑈 ′ 𝑄±
0 (𝜏) = (0, 𝜏) × 𝑈± и 𝑆𝜏

01 = (0, 𝜏) × 𝐵′
𝛿,

𝑆01 = (0, 𝑇 )×𝐵′
𝛿.

Мы считаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊
2− 2

𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝑖), 𝑔(0, 𝑥) = 𝐵(0, 𝑥, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ, 𝑔 ∈ 𝑊 𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆).

(2.19)
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где 𝑘0 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘0 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟0. Пусть 𝑢±0 = 𝑢0|𝐺±. Условия согласования на Γ0 записы-
ваются в виде:

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

= 𝛽𝑖(𝑢
+
0 − 𝑢−0 ) + 𝑔+𝑖 (0, 𝑥),

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0
𝜕𝑁

+ 𝑔−𝑖 (0, 𝑥), 𝑥 ∈ Γ𝑖, 𝑖 ≤ 𝑟0. (2.20)

Пусть
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), (2.21)

𝛽𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, (2.22)

𝛽𝑖 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊
2−1/𝑝
𝑝 (𝐺𝛿 ∩ Γ𝑖)) ∩ 𝑊 1

𝑝 (𝐺𝛿 ∩ Γ𝑖;𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝑇 )). (2.23)

Пусть 𝑈𝑖 – координатная окрестность точки 𝑏𝑖 ∈ Γ0, выпрямим границу и пе-
рейдем к системе координат 𝑧 = (𝑧′, 𝑧𝑛). Тогда мы также предполагаем, что для
каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟0,

∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧)) ∈ 𝐿𝑝(𝑄0), ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢

±
0 (𝑥

𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈±) (𝑖 ≤ 𝑟),

∇𝑧′𝜙𝑘𝑔
+
𝑗 (𝑡, 𝑥

𝑘(𝑧′, 0)) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆01) (𝑘 ∈ 𝑁𝑗 = {𝑘 : 𝑥𝑘 ∈ Γ𝑗}),

∇𝑧′𝑎
±
𝑘𝑙(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆01), (𝑘, 𝑙 = 1, 2 . . . , 𝑛, 𝜀0 > 0). (2.24)

Отметим, что условие (2.24) не зависит от введённой локальной системы коор-
динат 𝑦 и системы координат 𝑧.

Следующий результат есть следствие теоремы 1.8.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (2.16)–(2.17), (2.19)–(2.22) и Γ,Γ0 ∈
𝐶2. Тогда существует единственное решение задачи (2.14)-(2.15) такое, что
𝑢|𝑄± ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±), причем справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶0(‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) +

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔−𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

).

Если 𝑢0 ≡ 0, то для любого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ] существует единственное решение
𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 ) ∩𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 ) задачи (2.14)-(2.15), удовлетворяющее оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 𝐶1(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 )+
𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔−𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖𝑔‖

�̃�
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝜏 )

), (2.25)
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где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜏 .

Доказательство. Вначале считаем, что 𝜏 = 𝑇 . Утверждение о разрешимости
задачи (2.14), (2.15) из класса 𝑢 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±) вытекает из теоремы 1.8. Наша
задача – частный случай задачи, рассмотренной в этой теореме. Утверждение
теоремы в случае произвольного 𝜏 проводится по схеме, изложенной в доказа-
тельстве теоремы 1.2 и поэтому мы его опустим.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (2.13), (2.16)–(2.24). Тогда на про-
межутке (0, 𝜏) существует единственное решение задачи (2.14)-(2.15), где
𝑔−𝑖 = 0 для всех 𝑖, такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏 ), причем ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢

±(𝑥𝑖(𝑧)) ∈
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
0 (𝜏)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Если 𝑢0 ≡ 0, то решение удовлетворяет оценке

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏))

) ≤

𝐶1(

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

𝑖 )
+ ‖𝑔‖

�̃�
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝜏 )

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 )+

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏
0)
+

𝑟0∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈𝑁𝑗

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+
𝑗 (𝑡, 𝑥

𝑖(𝑧′, 0))‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
), (2.26)

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑓, 𝑔, 𝑢0, 𝑔+𝑗 .

Доказательство. Доказательства основываются на известных результатах о
свойствах конечных разностей (см. лемму 4.6 гл. 2 в [6] и теорему 4, п. 4, §3, гл.
3 в [120]). Рассуждения совпадают с теми которые приведены в доказательстве
теоремы 4, п. 3, §2, гл. 4 в [120]. Поэтому мы приведем только набросок доказа-
тельства. Возьмем точку 𝑏𝑖 ∈ Γ𝑚 (𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑟0). Умножая уравнение на 𝜙𝑖,
для 𝑣 = 𝜙𝑖𝑢, имеем:

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 𝜙𝑖𝑓 + [𝜙𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝑓, 𝑣
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙𝑖𝑢0(𝑥), 𝐵
+
𝑚𝑣 = 𝜙𝑖𝑔

+
𝑚 − [𝜙𝑖, 𝐵

+
𝑚]𝑢,

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑣−

𝜕𝑁
=

𝑛∑︁
𝑘,𝑙=1

(𝑎+𝑘𝑙𝑢
+ − 𝑎−𝑘𝑙𝑢

−)𝜙𝑖𝑥𝑙
𝜈𝑘, ((𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆𝑚),

где [𝜙𝑖, 𝐿]𝑢 = 𝜙𝑖𝐿𝑢 − 𝐿(𝜙𝑖𝑢) = −2
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝑥𝑘
𝜙𝑖𝑥𝑙

−
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝜙𝑖𝑥𝑙𝑥𝑘
−∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘𝜙𝑖𝑥𝑘
𝑢 и [𝜙𝑖, 𝐵

+
𝑚]𝑢 = −

∑︀𝑛
𝑘,𝑙=1 𝑎

+
𝑘𝑙𝜈𝑘𝜙𝑖𝑥𝑙

𝑢+. Далее, мы временно опустим
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индекс𝑚 в обозначении оператора 𝐵+
𝑚 и функций 𝑔+𝑚 и 𝛽𝑚. Запишем 𝐿 в локаль-

ной системе координат 𝑦 и обозначим полученные коэффициенты через �̃�𝑖𝑗, �̃�𝑖.
Выпрямим границу преобразованием 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝛾(𝑦′), 𝑧′ = 𝑦′. Получим задачу

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − �̃�𝑣 = 𝑓, 𝑣
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑣0(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑥
𝑖(𝑧))𝑢0(𝑥(𝑧)),

�̃�+𝑣
⃒⃒
𝑧𝑛=0

= 𝜙𝑖𝑔
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0))− [𝜙𝑖, 𝐵

+]𝑢+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)) = 𝑔+(𝑡, 𝑧′),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑣−

𝜕𝑁
= 𝑔−(𝑡, 𝑧′),

где �̃�, �̃�+ – операторы 𝐿,𝐵+, записанные в системе координат 𝑧, 𝑔−(𝑡, 𝑧′) =

𝜙𝑖𝑔
−
𝑚 +

∑︀𝑛
𝑘,𝑙=1(𝑎

+
𝑘𝑙𝑢

+ − 𝑎−𝑘𝑙𝑢
−)𝜙𝑖𝑥𝑙

𝜈𝑘|𝑥=𝑥𝑖(𝑧′,0), Обозначим коэффициенты �̃� через
𝑐𝑘𝑙, 𝑐𝑘, оператор �̃�+ = запишется в виде �̃�+𝑣 = 𝜕𝑣+

𝜕𝑁 − 𝛽(𝑡, 𝑧′)(𝑣+ − 𝑣−), 𝜕𝑣±

𝜕𝑁 =∑︀𝑛
𝑘=1 𝑏

±
𝑘 (𝑡, 𝑧

′)𝑣±𝑧𝑘 . Уравнение рассматривается в соответствующей окрестности
𝑈 ′. Пусть ∆𝑗𝑣(𝑧) = (𝑣(𝑧 + 𝑒𝑗𝜂) − 𝑣(𝑧))/𝜂 (𝑒𝑗 – 𝑗-й координатный вектор), где
|𝜂| < 𝛿/8 и 𝑗 ≤ 𝑛− 1. Тогда функция 𝑤 = ∆𝑗𝑣 есть решение задачи

𝑤𝑡 − �̃�(𝑡, 𝑧,𝐷)𝑤 = −[�̃�,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑓 = 𝑓0, �̃�
+𝑤|𝑧𝑛=0 = [�̃�+,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑔

+ = 𝑔+0 ,

𝜕𝑤+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑤−

𝜕𝑁
= ∆𝑗𝑔

−(𝑡, 𝑧′) +𝑀0𝑣 = 𝑔−0 , 𝑤|𝑡=0 = ∆𝑗𝑣0 = �̃�01, (2.27)

где [�̃�,∆𝑗]𝑣 = −
∑︀𝑛

𝑘,𝑙=1∆𝑗𝑐𝑘𝑙(𝑡, 𝑧)𝑣𝑧𝑘𝑧𝑙(𝑡, 𝑧+𝑒𝑗𝜂)−
∑︀𝑛

𝑘=1∆𝑗𝑐𝑘(𝑡, 𝑧)𝑣𝑧𝑘(𝑡, 𝑧+𝑒𝑗𝜂)−
∆𝑗𝑐0(𝑡, 𝑧)𝑣(𝑡, 𝑧 + 𝑒𝑗𝜂), [�̃�±,∆𝑗]𝑣 = −

∑︀𝑛
𝑘=1∆𝑗𝑏𝑘𝑣

±
𝑧𝑙
(𝑡, 𝑧′ + 𝑒𝑗𝜂, 0) + ∆𝑗𝛽(𝑣

+ −
𝑣−)(𝑡, 𝑧′+𝑒𝑗𝜂, 0),𝑀0𝑣 = −

∑︀𝑛
𝑘=1∆𝑗𝑏

+
𝑘 𝑣

+
𝑧𝑙
(𝑡, 𝑧′+𝑒𝑗𝜂, 0)+

∑︀𝑛
𝑘=1∆𝑗𝑏

−
𝑘 𝑣

−
𝑧𝑙
(𝑡, 𝑧′+𝑒𝑗𝜂, 0).

Вернемся к переменным 𝑥 и продолжим все функции в (2.27) нулем вне 𝑈𝑖∩𝐺.
Тогда функция 𝑤 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+) ∩𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−) есть решение задачи (2.14)-(2.15) с

некоторыми новыми правыми частями в граничном условии и уравнении, т.е.

𝑀𝑤 = 𝑤𝑡 − 𝐿𝑤 = 𝑓0
(︀
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄

)︀
, 𝑤

⃒⃒
𝑡=0

= �̃�01, 𝐵𝑤
⃒⃒
𝑆
= 0, 𝐵+

𝑙 𝑤 = 𝑔+0 ,

𝜕𝑤+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑤−

𝜕𝑁
= 𝑔−0 ,

где последние два равенства выполняются при всех 𝑙 ≤ 𝑟0 и (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆𝑙, причем
функции 𝑔±0 отличны от нуля только при 𝑙 = 𝑚. По теореме 2.1, имеем оценку

‖𝑤‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑤‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶0(‖�̃�01‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖�̃�01‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+

‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) + ‖𝑔+0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔−0 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

).
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Наша следующая цель показать, что правая часть ограничена равномерно по
параметру 𝜂. Рассмотрим, например, первую норму в правой части. С одной
стороны замена 𝑥 = 𝑥𝑖(𝑧) принадлежит классу 𝐶3 и 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑖(𝑥

𝑖(𝑧)) ⊂ {𝑧 ∈ 𝑈 ′ :

|𝑧′| ≤ 3𝛿/4}, а |𝜂| < 𝛿/8, поэтому имеем, что

‖�̃�01‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±)

≤ 𝑐1‖∆𝑗𝜙𝑖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈±)

, (2.28)

где постоянная 𝑐1 не зависит от величины 𝜂. С другой стороны имеем представ-
ление

�̃�01 = ∆𝑗𝑣0 =

∫︁ 1

0

𝑣0𝑧𝑗(𝑧 + 𝑒𝑗𝜏𝜂) 𝑑𝜏.

Используя неравенство Минковского, получим

‖∆𝑗𝑣0‖
𝑊

2− 2
𝑝

𝑝 (𝑈±)
≤

1∫︁
0

‖𝑣0𝑧𝑗(𝑧 + 𝑒𝑗𝜏𝜂)‖
𝑊

2− 2
𝑝

𝑝 (𝑈±)
𝑑𝜏 ≤ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢0(𝑥(𝑧))‖

𝑊
2− 2

𝑝
𝑝 (𝑈±)

.

(2.29)
Аналогично получаем и оценку

‖𝑔±0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

≤ 𝑐(‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
).

(2.30)
Оценка получается с использованием определения функций 𝑔±0 . Например, для
𝑔+0 имеем

𝑔+0 (𝑡, 𝑧
′) = ∆𝑗𝑔

+−
𝑛∑︁

𝑘=1

∆𝑗𝑏𝑘(𝑡, 𝑧
′)𝑣+𝑧𝑘(𝑡, 𝑧

′+𝑒𝑗𝜂, 0)+∆𝑗𝛽(𝑡, 𝑧
′)(𝑣+−𝑣−)(𝑡, 𝑧′+𝑒𝑗𝜂, 0),

𝑔+(𝑡, 𝑧′) = 𝜙𝑖𝑔
+(𝑡, 𝑥(𝑧′, 0))−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝜙𝑖𝑧𝑘𝑢
+(𝑡, 𝑥(𝑧′, 0)).

При оценивании нормы этой функции мы используем представления

∆𝑗𝑔
+ =

∫︁ 1

0

𝑔+𝑧𝑗(𝑡, 𝑧
′ + 𝜏𝜂𝑒′𝑗) 𝑑𝜏, ∆𝑗𝑏𝑘(𝑡, 𝑧

′) =

∫︁ 1

0

𝑏𝑘𝑧𝑗(𝑡, 𝑧
′ + 𝜏𝜂𝑒′𝑗) 𝑑𝜏,

∆𝑗𝛽(𝑡, 𝑧
′) =

∫︁ 1

0

𝛽𝑧𝑗(𝑡, 𝑧
′ + 𝜏𝜂𝑒′𝑗) 𝑑𝜏

(𝑒′𝑗 - 𝑗-й координатный вектор в R𝑛−1), наши условия на коэффициенты, леммы
1.3, 1.6 (см. также [6, гл. 2, лемма 3.4] и [113, лемма 7.2] ), в соответствии с
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которой включение 𝑢 ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜏

01) влечет, что 𝑢𝑧𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01), и справедлива
соответствующая оценка. Оценка для нормы ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) имеет вид

‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐(‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑈 ′), (2.31)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜂. Теперь оценки (2.28)–(2.31) гарантируют оцен-
ку

‖𝑤‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑤‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶5(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈+)

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈−)

+

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝑈 ′)) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
+ ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−)),

где постоянная 𝐶5 не зависит от 𝜂. В частности, используя (2.25) имеем нера-
венство

‖∆𝑗𝑣(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑈+) + ‖∆𝑗𝑣(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑈−) ≤ 𝐶6(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈+)

+

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈−)

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝑈 ′)) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
+

‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖𝑔+‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖𝑔‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆)

) = 𝐽2,

где постоянная 𝐶6 не зависит от 𝜂. В силу произвольности 𝑗 и известных
свойств конечных разностей (см. в [8, гл. 1, лемма 4.6]), заключаем, что
для всех 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 существуют обобщенные производные 𝑣𝑧𝑗 ∈
𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝑇 )) ∩ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝑇 )) и справедливо неравенство ‖𝑣𝑧𝑗(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝑇 ))

+

‖𝑣𝑧𝑗(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−

0 (𝑇 ))
≤ 𝐽2. В силу произвольности параметров 𝑚, 𝑗 справедлива

оценка (2.26) при 𝜏 = 𝑇 . Оценка (2.26) на произвольном малом промежут-
ке времени (0, 𝜏) вытекает из доказанной и доказательство вполне аналогично
приведенному в теореме 1.2.

Замечание 2.1. Поскольку граница Γ области может состоять из несколь-
ких компонент связности, то вообще говоря, мы можем брать различные
граничные условия на каждой из них. Утверждение теоремы останется спра-
ведливым.

Рассмотрим случай цилиндрической области 𝐺. Параметр 𝛿 > 0 назовем
допустимым, если 𝐵𝛿(𝑥𝑖𝑗) ∩ 𝜕𝐺 = ∅ для всех 𝑖, 𝑗, 𝐵𝛿(𝑥𝑖𝑗) ∩ 𝐵𝛿(𝑥𝑖1𝑗1) = ∅, если
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𝑥𝑖𝑗 ̸= 𝑥𝑖1𝑗1 для 𝑖 ̸= 𝑗. Далее во всех условиях на данные считаем такой параметр
𝛿 фиксированным.

Введём обозначения: 𝑄0 = (0, 𝑇 )×Ω, 𝑄0
𝜑 = (0, 𝜑)×Ω, 𝑆𝜑

0 = (0, 𝜑)×Γ0, Γ0 =

𝜕Ω× (0, 𝑙), 𝑆0 = (0, 𝑇 )×Γ0, 𝐺𝛿 = ∪𝑖,𝑗𝐵𝛿(𝑥𝑖𝑗), 𝐺𝑖 = Ω× (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖), 𝑄𝑖 = (0, 𝑇 )×𝐺𝑖,
𝑄𝑖

𝜑 = (0, 𝜑) × 𝐺𝑖, 𝑄± = (0, 𝑇 ) × 𝐺±, 𝑄±
𝜏 = (0, 𝜏) × 𝐺±, Γ𝑖 = 𝜕Ω × (𝑙𝑖−1, 𝑙𝑖),

𝑆𝜑
𝑖 = (0, 𝜑) × Γ𝑖, 𝑆𝑖 = (0, 𝑇 ) × Γ𝑖, где 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, Γ𝑖 = {𝑥 : 𝑥′ ∈ Ω, 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖},
𝑆𝑖 = (0, 𝑇 )× Γ𝑖.

Ниже мы всюду считаем что 𝑝 > 𝑛 + 2, поскольку именно это условие ис-
пользуется при доказательстве основного результата.

Оператор 𝐿 считается эллиптическим, т.е. для некоторой постоянной 𝛿0 > 0

выполнено неравенство

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛿0|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ R𝑛, ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.

Для удобства запиcи, для функций определенных в 𝑄 и имеющих разрывы
первого рода на плоскостях 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖 положим 𝑣(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 ± 0) = lim𝑥𝑛→𝑙𝑖±0 𝑣(𝑡, 𝑥).
Рассмотрим вспомогательные задачи сопряжения

𝑀𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, (2.32)

𝐵+
𝑖 𝑢 =

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

− 𝛽𝑖(𝑢
+
𝑖 − 𝑢−𝑖 ) = 𝑔+𝑖 ,

𝜕𝑢+𝑖
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−𝑖
𝜕𝑁

+ 𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, (2.33)

где 𝜕𝑢±
𝑖

𝜕𝑁 (𝑥0) = 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖 ± 0), 𝑢±𝑖 = 𝑢(𝑥′, 𝑙𝑖 ± 0);

𝑅𝑢|𝑆0 = 𝜙, (2.34)

где 𝑅𝑢 = 𝑢 или 𝑅𝑢 =
∑︀𝑛−1

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑗
𝜈𝑖 + 𝜎𝑢;

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐺), 𝑅0𝑢(𝑡, 𝑥
′, 0) = 𝜙0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 𝜙1, (2.35)

где𝑅0𝑢 = 𝑢 или𝑅0𝑢 = −𝑢𝑥𝑛
+𝜎0𝑢, соответственно,𝑅1𝑢 = 𝑢 или𝑅1𝑢 = 𝑢𝑥𝑛

+𝜎1𝑢.
Мы предполагаем, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑎0 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, (2.36)

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑄𝑘), 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 𝑎𝑛𝑗 = 𝑎𝑗𝑛 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, (2.37)
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𝑎𝑖𝑗|𝑆0
∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘), 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑘), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

(2.38)
𝜎𝑗 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0) (𝑗 = 0, 1), (2.39)

где 𝜀0 ∈ (0, 1/2) – положительный параметр (он может быть как угод-
но мал) и включения 𝑎𝑖𝑗|𝑆0

, 𝜎 ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖) означают, что 𝑎𝑖𝑗|𝑆0
, 𝜎 ∈

𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖) и эти функции допускают непрерывное продолжение на 𝑆𝑖

класса 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑆𝑖). При переходе через плоскости 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖 оно вообще гово-
ря имеют разрывы первого рода.

Фиксируем допустимый параметр 𝛿. Дополнительно предположим, что

𝑎𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±
𝛿 )) (𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛), 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

∞(𝐺±
𝛿 )),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (2.40)

Построим функции 𝜙𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) такие, что 𝜙𝑖𝑗(𝑥) = 1 в 𝐵𝛿/2(𝑥𝑖𝑗) и 𝜙𝑖(𝑥) =

0 в R𝑛∖𝐵3𝛿/4(𝑥𝑖𝑗), положим 𝜓(𝑥) =
∑︀

𝑖,𝑗 𝜙𝑖𝑗(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚−
1). Считаем, что

𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊
2− 2

𝑝
𝑝 (𝐺±), 𝑔±𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0), (2.41)

𝜙(0, 𝑥) = 𝑅(𝑥, 0, 𝜕𝑥)𝑢0|Γ, 𝜙0(0, 𝑥
′) = 𝑅0𝑢0(𝑥

′, 0),

𝜙1(0, 𝑥
′) = 𝑅1𝑢0(𝑥

′, 𝑙), 𝜙𝑖 ∈ 𝑊 𝑘𝑖,2𝑘𝑖
𝑝 (𝑄0) (𝑖 = 0, 1), 𝜙 ∈ 𝑊 𝑘2,2𝑘2

𝑝 (𝑆𝑖). (2.42)

где 𝑘𝑖 = 𝑠0 в случае условий третьей краевой задачи и 𝑘𝑖 = 𝑠1 в случае условий
Дирихле, 𝑖 = 0, 1, 2. Условия согласования при 𝑡 = 0 записываются в виде:

𝐵+
𝑖 𝑢0 =

𝜕𝑢+0𝑖
𝜕𝑁

−𝛽𝑖(𝑢+0𝑖−𝑢−0𝑖) = 𝑔+𝑖 (0, 𝑥
′),

𝜕𝑢+0𝑖
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0𝑖
𝜕𝑁

+𝑔−𝑖 (0, 𝑥
′), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚−1.

(2.43)
Пусть также

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑄), 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖 ± 0) ∈ 𝐶𝑠0+𝜀0,2𝑠0+2𝜀0(𝑄0), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, (2.44)

𝛽𝑖 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1, (2.45)

𝛽𝑖 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊
2−1/𝑝
𝑝 (𝐺𝛿 ∩ Γ𝑖)) ∩𝑊 1

𝑝 (𝐺𝛿 ∩ Γ𝑖;𝑊 1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝑇 )), (2.46)

∇𝑥′𝜓𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝑄), ∇𝑥′𝜓𝑢0(𝑥) ∈ 𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±), ∇𝑥′𝜓𝑔±𝑖 (𝑡, 𝑥

′) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0),

∇𝑥′𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑖 ± 0) ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 ((0, 𝑇 )× (𝐵𝛿(𝑥𝑗𝑖) ∩ Γ𝑖)), (2.47)
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где 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑖. Нам понадобятся дополнительные условия
согласования

А) если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖) (𝑟0 =

0, 𝑟1 = 𝑙); если 𝑅𝑖𝑢 = 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, то 𝑅(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖)𝜙𝑖(𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω = 𝜙(𝑡, 𝑥′, 𝑟𝑖);

если 𝑅𝑖𝑢 ̸= 𝑢 (𝑖 = 0, 1) и 𝑅𝑢 = 𝑢, то 𝑅𝑖𝜙(𝑡, 𝑥
′, 𝑟𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡, 𝑥

′)|𝜕Ω; если 𝑅𝑢 = 𝑢, то
𝐵+

𝑖 𝜙 = 𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥
′)|𝜕Ω и 𝜕𝜙+

𝑖

𝜕𝑁 =
𝜕𝜙−

𝑖

𝜕𝑁 +𝑔−𝑖 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚−1,, где 𝜕𝜙±
𝑖

𝜕𝑁 = 𝑎𝑛𝑛𝜙𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑖±

0).
Приведем вспомогательный результат (см. теорему 1.10).

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия A), (2.36), (2.37), (2.38) в том случае
если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, (2.39) при 𝑗 = 0 если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 и при 𝑗 = 1 если 𝑅1𝑢 ̸= 𝑢, (2.41)-
(2.45). Тогда существует единственное решение задачи (2.32)-(2.35) такое,
что 𝑢|𝑄± ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±), причем справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶0(‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄)

+
𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝑔−𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

) +
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜙‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑖)

+
1∑︁

𝑖=0

‖𝜙𝑖‖�̃� 𝑘𝑖,2𝑘𝑖
𝑝 (𝑆0)

).

(2.48)

Если 𝑢0 ≡ 0, то для любого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ] существует единственное решение
𝑢|𝑄±

𝜏
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏 ) задачи (2.32)-(2.35), удовлетворяющее оценке

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 𝐶1(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝑔+𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜏 )
+

‖𝑔−𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜏 )
) + ‖𝜙‖

�̃�
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

1∑︁
𝑖=0

‖𝜙𝑖‖�̃� 𝑘𝑖,2𝑘𝑖
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
), (2.49)

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜏 .

Доказательство теоремы. Утверждение вытекает из теоремы 1.6.

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3 и дополнительно усло-
вия (2.40), (2.46), (2.47). Тогда на промежутке (0, 𝜏) существует единствен-
ное решение 𝑢 задачи (2.32)-(2.35), где 𝑔−𝑖 = 0 для всех 𝑖, такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏
∈

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏 ), причем ∇𝑥′𝜙𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏 ). Если 𝑢0 ≡ 0, то решение удовлетво-
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ряет оценке

‖∇𝑥′𝜙𝑢(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑢(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
) ≤ 𝐶1(‖𝜙‖�̃� 𝑘0,2𝑘0

𝑝 (𝑆0
𝜏 )
+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 )+

‖∇𝑥′𝜙𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝜏 ) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

(‖𝑔+𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑔+𝑖 (𝑡, 𝑥

′)‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝜏 )
), (2.50)

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ] и 𝑓, 𝜙, 𝑢0, 𝑔+𝑗 .

Доказательство. Доказательство полностью аналогично доказательству
теоремы 2.2. Мы приводим только основные этап доказательства, поскольку
метод доказательства уже многократно описан в литературе (см. теорему 4,
п. 4, §3, гл. 3 в [120] и теорему 4, п. 3, §2, гл. 4 в [120]). Покажем дополнительную
гладкость решений в 𝑄. Умножая уравнение на 𝜓, для 𝑣 = 𝜓𝑢, имеем:

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 𝜓𝑓 + [𝜓,𝐿]𝑢 = 𝑓, 𝑣
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓𝑢0(𝑥) = 𝑣0,

𝐵+
𝑠 𝑣 = 𝜓𝑔+𝑠 − [𝜓,𝐵+

𝑠 ]𝑢 = 𝑔+𝑠 , 𝑅𝑣|𝑆0 = 0, 𝑅0𝑣(𝑡, 𝑥
′, 0) = 0, 𝑅1𝑣(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 0,

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑣−

𝜕𝑁
= (𝑎+𝑛𝑛𝑢

+ − 𝑎−𝑛𝑛𝑢
−)𝜓𝑖𝑥𝑛

, (2.51)

где 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, [𝜓,𝐿]𝑢 = 𝜓𝐿𝑢 − 𝐿(𝜓𝑢) = −
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝜓𝑥𝑘𝑥𝑙
−

2
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑢𝑥𝑘
𝜓𝑥𝑙

−
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘𝜓𝑥𝑘
𝑢

и [𝜓,𝐵+
𝑠 ]𝑢 = −𝜓𝑥𝑛

(𝑎𝑛𝑛𝑢)(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑠 + 0). Пусть ∆𝑗𝑣(𝑥) = (𝑣(𝑥 + 𝑒𝑗𝜂) − 𝑣(𝑥))/𝜂 (𝑒𝑗

– 𝑗-й координатный вектор), где |𝜂| < 𝛿/8 и 𝑗 ≤ 𝑛− 1. Тогда выполнено

𝑤𝑡 − 𝐿(𝑡, 𝑥,𝐷)𝑤 = −[𝐿,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑓 = 𝑓0,

𝐵+
𝑠 𝑤 = [𝐵+

𝑠 ,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑔
+
𝑠 = 𝑤+

𝑠 , 𝑤|𝑡=0 = ∆𝑗𝑣0 = 𝑤0,
𝜕𝑤+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑤−

𝜕𝑁
=

∆𝑗((𝑎
+
𝑛𝑛𝑢

+−𝑎−𝑛𝑛𝑢−)𝜓𝑖𝑥𝑛
)−∆𝑗𝑎

+
𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)𝑣

+
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥+𝑒𝑗𝜂)+∆𝑗𝑎

−
𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)𝑣

−
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥+𝑒𝑗𝜂) = 𝑤−

𝑠 ,

(2.52)

где [𝐿,∆𝑗]𝑣 = −
∑︀𝑛

𝑘,𝑙=1∆𝑗𝑎𝑘𝑙(𝑡, 𝑥)𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
(𝑡, 𝑥+𝑒𝑗𝜂)−

∑︀𝑛
𝑘=1∆𝑗𝑎𝑘(𝑡, 𝑥)𝑣𝑥𝑘

(𝑡, 𝑥+𝑒𝑗𝜂)−
∆𝑗𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑡, 𝑥 + 𝑒𝑗𝜂), [𝐵+

𝑠 ,∆𝑗]𝑣 = −∆𝑗𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑠 + 0)𝑣𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + 𝑒𝑗𝜂, 𝑙𝑠 + 0) +

∆𝑗𝛽𝑠(𝑣
+
𝑠 −𝑣−𝑠 )(𝑡, 𝑥′+𝑒𝑗𝜂). Эти равенства получаются, если мы применим опера-

тор ∆𝑗 в (2.51). Преобразования осуществляются следующим образом. Имеем

𝜂∆𝑗(𝑎𝑘𝑙𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
) = 𝑎𝑘𝑙𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙

(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂)− 𝑎𝑘𝑙𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
(𝑡, 𝑥) =

(𝑎𝑘𝑙(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂)−𝑎𝑘𝑙(𝑡, 𝑥))𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂)+𝑎𝑘𝑙(𝑡, 𝑥)(𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙

(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂)− 𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
(𝑡, 𝑥)).
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Аналогичные равенства имеют место для любого коэффициента 𝑎𝑘, 𝑎0. Таким
образом,

∆𝑗𝐿𝑣 = 𝐿∆𝑗𝑣 +
𝑛∑︁

𝑘,𝑙=1

∆𝑗𝑎𝑘𝑙(𝑡, 𝑥)𝑣𝑥𝑘𝑥𝑙
(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂)+

𝑛∑︁
𝑘=1

∆𝑗𝑎𝑘(𝑡, 𝑥)𝑣𝑥𝑘
(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂) + ∆𝑗𝑎0(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑡, 𝑥+ 𝑒𝑗𝜂).

Продолжим все функции в (2.52) нулем вне множества 𝐺𝛿. Тогда функция
𝑤 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) есть решение задачи (2.32)-(2.35) с некоторыми новыми правы-
ми частями в граничном условии и уравнении, т.е.

𝑀𝑤 = 𝑤𝑡 − 𝐿𝑤 = 𝑓0
(︀
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄

)︀
, 𝑤

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑤0, 𝐵+
𝑙 𝑤 = 𝑤+

𝑙 (𝑙 ≤ 𝑚− 1),

𝑅𝑤
⃒⃒
𝑆0 = 0,

𝜕𝑤+

𝜕𝑁
− 𝜕𝑤−

𝜕𝑁
= 𝑤−

𝑠 , 𝑅0𝑤(𝑡, 𝑥
′, 0) = 0, 𝑅1𝑤(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 0. (2.53)

Далее нам нужны некоторые оценки. Они более или менее очевидны. Мы ис-
пользуем леммы 4.10, 4.11 гл.2 в [6] о свойствах конечных разностей и теоремы о
точечных мультипликаторах (см., например, [116, теорема 3.3.2, c.198]), а также
наши условия на коэффициенты и теоремы о следах. Имеем, что

‖𝑤0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±)

≤ 𝑐1‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±)

, (2.54)

где постоянная 𝑐1 не зависит от величины 𝜂. Покажем это неравенство. По
определению,

‖𝑢‖𝑝𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) =

∑︁
|𝛽|≤[𝑠]

‖𝐷𝛽𝑢‖𝑝𝐿𝑝(𝐺) +
∑︁
|𝛽|=[𝑠]

∫︁
𝐺

∫︁
𝐺

|𝐷𝛽𝑢(𝑥)−𝐷𝛽𝑢(𝑦)|𝑝

|𝑥− 𝑦|𝑛+{𝑠}𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦.

В нашем случае [𝑠] = 1, {𝑠} = 1 − 2/𝑝, а в качестве 𝐺 берем множества 𝐺±.
Оценим, например, первое слагаемое. Имеем (𝑢 = 𝑤0 = ∆𝑗𝑣0 с 𝑣0 = 𝜙𝑢0(𝑡, 𝑥))∑︁

|𝛽|≤[𝑠]

‖𝐷𝛽𝑤0‖𝑝𝐿𝑝(𝐺±) =
𝑛∑︁

𝑘=1

‖𝑤0𝑥𝑘
‖𝑝𝐿𝑝(𝐺±) + ‖𝑤0‖𝑝𝐿𝑝(𝐺±).

Имеем представление

∆𝑗𝑣0𝑥𝑘
=

1

𝜂

∫︁ 𝑥𝑗+𝜂

𝑥𝑗

𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝜉, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝜉 =∫︁ 1

0

𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 + 𝜏𝜂, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝜏 =

∫︁ 1

0

𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥+ 𝑒𝑗𝜏𝜂) 𝑑𝜏.
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Тогда, используя неравенство Минковского, получим

‖∆𝑗𝑣0𝑥𝑘
‖𝐿𝑝(𝐺±) ≤

∫︁ 1

0

‖𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥+ 𝑒𝑗𝜏𝜂)‖𝐿𝑝(𝐺±) 𝑑𝜏.

Если мы сделаем замену 𝑥𝑗+𝜏𝜂 = 𝜉, и воспользуемся тем фактом, что 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑣0 ⊂
𝐺3𝛿/4, то увидим, что последнее слагаемое оценивается через (подынтегральное
выражение не зависит от 𝜏 ) ‖𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗

(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐺±). Таким образом,

‖∆𝑗𝑣0𝑥𝑘
‖𝐿𝑝(𝐺±) ≤ ‖𝑣0‖𝑊 2

𝑝 (𝐺
±) = ‖𝜓𝑢0(𝑥)‖𝑊 2

𝑝 (𝐺
±) ≤ 𝑐‖𝜓𝑢0(𝑥)‖𝑊 2

𝑝 (𝐺
±). (2.55)

Рассмотрим второе слагаемое в норме

𝐽 =
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐺±

∫︁
𝐺±

|𝑤𝑥𝑘
(𝑥1)− 𝑤𝑥𝑘

(𝑥2)|𝑝

|𝑥1 − 𝑥2|𝑛+𝑠0𝑝
𝑑𝑥1𝑑𝑥2, 𝑠0 = 1− 2/𝑝.

Аналогично имеем

∆𝑗𝑣0𝑥𝑘
(𝑥1)−∆𝑗𝑥0𝑥𝑘

(𝑥2) =

∫︁ 1

0

(𝑣𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥1 + 𝜏𝜂𝑒𝑗)− 𝑣𝑥𝑘𝑥𝑗

(𝑥2 + 𝜏𝜂𝑒𝑗)) 𝑑𝜏.

Используя неравенство Минковского снова получим, что(︁∫︁
𝐺±

∫︁
𝐺±

|𝑤𝑥𝑘
(𝑥1)− 𝑤𝑥𝑘

(𝑥2)|𝑝

|𝑥1 − 𝑥2|𝑛+𝑠0𝑝
𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︁1/𝑝

≤∫︁ 1

0

(︁∫︁
𝐺±

∫︁
𝐺±

|𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗
(𝑥1 + 𝜏𝜂𝑒𝑗)− 𝑣0𝑥𝑘𝑥𝑗

(𝑥2 + 𝜏𝜂𝑒𝑗)|𝑝

|𝑥1 − 𝑥2|𝑛+𝑠0𝑝
𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︁1/𝑝

𝑑𝜏. (2.56)

Но |𝑥1 − 𝑥2| = |(𝑥1 + 𝜏𝜂𝑒𝑗) − (𝑥2 + 𝜏𝜂𝑒𝑗)|. Как и ранее тогда получим, что
последний интеграл оценивается через

𝑐‖∇𝑥′𝑣0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±)

= 𝑐‖∇𝑥′𝜓𝑢0(𝑥)‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺±)

. (2.57)

Аналогично получим неравенство

‖𝑤0‖𝐿𝑝(𝐺±) ≤ 𝑐‖𝜓𝑢0(𝑥)‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±). (2.58)

Из неравенств (2.55)-(2.58) вытекает неравенство (2.54). Используя также тео-
ремы вложения, условия на коэффициенты и лемму 3.4 гл. 2 в [6], имеем

‖𝑤+
𝑙 ‖𝑊 1/2−1/2𝑝,1−1/𝑝

𝑝 (𝑄0)
≤ 𝑐(‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−) + ‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑙 (𝑡, 𝑥

′)‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

,

(2.59)
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где опять постоянная 𝑐 не зависит от 𝜂. Приведем подробное доказательство.
Запишем определение функции 𝑤+

𝑙 . Имеем

𝑤+
𝑠 = [𝐵+

𝑠 ,∆𝑗]𝑣 +∆𝑗𝑔
+
𝑠 , 𝑔

+
𝑠 = 𝜓𝑔+𝑠 (𝑡, 𝑥

′)− 𝜓𝑥𝑛
(𝑎𝑛𝑛𝑢)(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑠 + 0),

[𝐵+
𝑠 ,∆𝑗]𝑣 = −∆𝑗𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥

′, 𝑙𝑠+0)𝑣𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′+𝑒𝑗𝜂, 𝑙𝑠+0)+∆𝑗𝛽𝑠(𝑣

+
𝑠 −𝑣−𝑠 )(𝑡, 𝑥′+𝑒𝑗𝜂).

Оценим второе слагаемое. Имеем

∆𝑗𝑔
+
𝑠 =

∫︁ 1

0

𝑔+𝑠𝑥𝑗(𝑡, 𝑥
′ + 𝜏𝜂𝑒𝑗) 𝑑𝜏.

Как и ранее, используем неравенство Минковского. Имеем

‖∆𝑗𝑔
+
𝑠 (𝑡, 𝑥

′))‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

≤
∫︁ 1

0

‖𝑔+𝑠𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥+ 𝜏𝜂𝑒𝑗)‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0)
𝑑𝜏

≤ ‖𝑔+𝑠𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

≤ 𝑐1‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑠 (𝑡, 𝑥
′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+𝑐2‖𝜓0𝑢
+
𝑠 (𝑡, 𝑥

′)‖
𝑊

𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑄0)

≤

𝑐3‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑠 (𝑡, 𝑥
′))‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+ 𝑐4(‖𝜓0𝑢(𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝜓0𝑢(𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−)), (2.60)

где 𝜓0 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) – произвольная функция такая, что 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜓0 ⊂ 𝐺𝛿, 𝜓𝑠(𝑥) = 1

для 𝑥 ∈ 𝐺7𝛿/8. Здесь мы использовали лемму 3.4 гл. 2 в [6] и лемму 7.2 в [113],
в соответствии с первой из них имеет место вложение 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄) ⊂ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆) и

соответствующая оценка а в соответствии со второй включение 𝑢 ∈ 𝑊 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑄0)

влечет, что 𝑢𝑥𝑗
∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑄0) и справедлива соответствующая оценка.
Оценим первое слагаемое в определении функции 𝑤+

𝑠 :

𝐽 = −∆𝑗𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑠 + 0)𝑣𝑥𝑛

(𝑡, 𝑥′ + 𝑒𝑗𝜂, 𝑙𝑠 + 0) + ∆𝑗𝛽𝑠(𝑣
+
𝑠 − 𝑣−𝑠 )(𝑡, 𝑥

′ + 𝑒𝑗𝜂).

Как и ранее, имеем представления

∆𝑗𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥
′, 𝑙𝑠 + 0)) =

∫︁ 1

0

𝑎𝑛𝑛𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝜂𝑒𝑗, 𝑙𝑠 + 0) 𝑑𝜏, ∆𝑗𝛽𝑠(𝑡, 𝑥

′)

=

∫︁ 1

0

𝛽𝑠𝑥𝑗
(𝑡, 𝑥′ + 𝜏𝜂𝑒𝑗) 𝑑𝜏.

Отсюда, если мы используем (2.47), (2.46) и лемму 1.6, то получим оценку

‖𝐽‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

≤ 𝑐(‖𝑣+𝑠 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝑣−𝑠 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝑣𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′, 𝑙𝑠 + 0)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

.

Однако, в силу теорем вложения (см. лемму 3.4 гл. 2 в [6]), правая часть здесь
оценится через

𝑐1(‖𝑣+(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+)+‖𝑣−(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−)) ≤ 𝑐2(‖𝑢+(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+)+‖𝑢−(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−)).
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Отметим, что все постоянные не зависят от 𝜂. Используя эту оценку и суммируя
полученные оценки (2.60), получим оценку (2.59). Аналогично оцениваем нормы
‖𝑤−

𝑙 ‖𝑊 1/2−1/2𝑝,1−1/𝑝
𝑝 (𝑄0)

. Осталось показать, что норма ‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) также оценивается
постоянной, не зависящей от параметра 𝜂. Используя рассуждения аналогичные
вышеприведенным и условия на коэффициенты имеем оценку

‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 𝑐(‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) + ‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐺+)+

‖∇𝑥′𝜓𝑖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

−))), (2.61)

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜂. Ссылаясь на теорему 2.3, имеем оценку

‖𝑤‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑤‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶0(‖𝑤0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖𝑤0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+

‖𝑓0‖𝐿𝑝(𝑄) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

‖𝑤+
𝑖 ‖�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
). (2.62)

Теперь оценки (2.54), (2.59), (2.61) гарантируют оценку

‖𝑤‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑤‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−) ≤ 𝐶5(‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+

‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺+)) + ‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺−)) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0)

+

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+) + ‖𝑢‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−)), (2.63)

где постоянная 𝐶5 не зависит от 𝜂. В частности, используя (2.49) имеем нера-
венство

‖∆𝑗𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝐺+) + ‖∆𝑗𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝐺−)

≤ 𝐶6(‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺+))+

‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑇 ;𝐿𝑝(𝐺−)) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑖 ‖𝑊 1/2−1/2𝑝,1−1/𝑝
𝑝 (𝑄0)

+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+

‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 1/2−1/2𝑝,1−1/𝑝
𝑝 (𝑄0)

+
𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑔‖
𝑊

𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑖)

), (2.64)

где постоянная 𝐶6 не зависит от 𝜂. В силу произвольности 𝑗 и известных
свойств конечных разностей (см. лемму 4.11 в [6]), заключаем, что для всех
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 существуют обобщенные производные 𝑣𝑧𝑗 ∈ 𝑊 1,2

𝑝 ((0, 𝑇 ) ×
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𝐺+)∩𝑊 1,2
𝑝 ((0, 𝑇 )×𝐺−) и справедлива оценка из утверждения теоремы. Утвер-

ждение теоремы об оценке на произвольном малом промежутке времени (0, 𝜏)

вполне аналогично приведенным в доказательстве теоремы 1.2 (см. также тео-
рему 2.3)).

Замечание 2.2. Ясно, что если граница 𝜕Ω области состоит из нескольких
компонент связности, то вообще говоря, граничные условия на них могут
отличаться. Утверждение теорем 2.3, 2.4 останутся в силе. Однако, следу-
ет иметь ввиду, что показатель 𝑘0, равно как и условия согласования будут
меняться в зависимости от соответствующей компоненты связности 𝜕Ω.
Например, в работе [2, §4] это в явном виде принимается во внимание. В на-
шем случае мы также будем также подразумевать, что случаи нескольких
компонент связности границы Γ возможны.

2.2 Обратные задачи об определения коэффициентов теплообме-
на в случае 𝐺− ⊂ 𝐺

Приведем условия на данные. Считаем, что функции Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) при всех до-
пустимых 𝑖, 𝑗 обладают свойствами

Φ𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑖), Φ𝑖𝑗 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑖)) ∩𝑊 1

𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑖;𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝑇 )).

(2.65)
Пусть Φ𝑘(𝑡) - матрица с элементами 𝜑𝑘𝑖𝑗 = Φ𝑘𝑗(𝑡, 𝑏𝑖) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘, 𝑖 ∈
𝑁𝑘 = {𝑗 : 𝑏𝑗 ∈ Γ𝑘}. Считаем, что число номеров во множестве 𝑁𝑘 рав-
но 𝑚𝑘 и таким образом матрица Φ𝑘 квадратная. В силу теорем вложения
Φ𝑘𝑗(𝑡, 𝑏𝑖) ∈ 𝐶1/2−(𝑛+2)/2𝑝([0, 𝑇 ]). Дополнительные условия на данные имеют вид

𝑢+0 (𝑏𝑖) ̸= 𝑢−0 (𝑏𝑖) (𝑖 ∈ 𝑁𝑘), 𝜓𝑖 ∈ 𝑊 𝑠1
𝑝 (0, 𝑇 ) (𝑖 ≤ 𝑟),

|𝑑𝑒𝑡Φ𝑘| ≥ 𝛿1 > 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],∀𝑘 = 1, . . . , 𝑟0. (2.66)

𝑢+0 (𝑏𝑖) = 𝜓𝑖(0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑢−0 (𝑏𝑖) = 𝜓𝑖(0) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), (2.67)

где 𝛿1 – некоторая положительная постоянная. Однако это не все условия, га-
рантирующие разрешимость задачи. Рассмотрим равенство (2.3) в точке (0, 𝑏𝑗).
Имеем

𝐵+
𝑘 𝑢0 =

𝜕𝑢+0 (𝑏𝑗)

𝜕𝑁
− 𝛽𝑘(0, 𝑏𝑗)(𝑢

+
0 (𝑏𝑗)− 𝑢−0 (𝑏𝑗)) = 𝑔+𝑘 (0, 𝑏𝑗), (2.68)
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где 𝛽𝑘(0, 𝑏𝑗) =
∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼𝑘𝑖(0)Φ𝑘𝑖(0, 𝑏𝑗). Положим 𝛼𝑘𝑖(0) = 𝛼𝑘
𝑖 . Отсюда имеем си-

стему

Φ𝑘(0)�⃗�𝑘 = 𝐹𝑘, 𝐹𝑘𝑗 = (
𝜕𝑢+0 (𝑏𝑗)

𝜕𝑁
− 𝑔+(0, 𝑏𝑗))/(𝑢

+
0 (𝑏𝑗)− 𝑢−0 (𝑏𝑗)), 𝑗 ∈ 𝑁𝑘,

�⃗�𝑘 = (𝛼𝑘
1, . . . , 𝛼

𝑘
𝑚𝑘
), 𝐹𝑘 = (𝐹𝑘1, . . . , 𝐹𝑘𝑚𝑘

),

которая в силу (2.66) имеет единственное решение �⃗�𝑘. Положим
𝛽0𝑘 =

∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼
𝑘
𝑖Φ𝑘𝑖(𝑡, 𝑥), 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 − 𝛽0𝑘. Естественным образом должно быть

выполнено условие

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

= 𝛽0𝑖(0, 𝑥)(𝑢
+
0 − 𝑢−0 ) + 𝑔+𝑖 (0, 𝑥),

𝜕𝑢+0
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0
𝜕𝑁

, 𝑥 ∈ Γ𝑖, (2.69)

которое является еще одним условием согласования. Считая, что условия тео-
рем 2.1, 2.2 выполнены, построим решение задачи сопряжения (2.14), (2.15), где
возьмем функции 𝛽0𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟0) вместо 𝛽𝑘. Отметим, что в силу условия
(2.65) и леммы 1.6,

𝛽0𝑘 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑘), 𝛽0𝑘 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑘)) ∩𝑊 1

𝑝 (Γ𝛿 ∩ Γ𝑘);𝑊
𝑠0
𝑝 (0, 𝑇 )),

и таким образом, условия теорем 2.1, 2.2 будут выполнены. Обозначим по-
лученное решение через 𝑤0. Отметим, что условия (2.66), (2.67) и принад-
лежность функции 𝑤0 некоторому пространству Гельдера 𝑤0 ∈ 𝐶𝛼/2,𝛼(𝑄±)

(𝛼 ≤ 2 − (𝑛 + 2)/𝑝) гарантируют существование постоянных 𝜏 0 > 0, 𝛿2 > 0

таких, что

|𝜓𝑗(𝑡)− 𝑤−
0 (𝑡, 𝑏𝑗)| ≥ 𝛿2 > 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟1),

|𝜓𝑗(𝑡)− 𝑤+
0 (𝑡, 𝑏𝑗)| ≥ 𝛿2 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝜏 0], (𝑗 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟). (2.70)

Функция 𝑣 = 𝑢− 𝑤0 есть решение задачи

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 0, ((𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 )), 𝐵𝑣|𝑆 = 0, 𝑣|𝑡=0 = 0, (2.71)

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
−𝛽0𝑖(𝑣

+− 𝑣−) = 𝛼𝑖(𝑣
+− 𝑣−)+𝛼𝑖(𝑤

+
0 −𝑤−

0 ),
𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆𝑖, 𝑖 ≤ 𝑟0,

(2.72)

𝑣+(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡)− 𝑤+
0 (𝑡, 𝑏𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1),

𝑣−(𝑏𝑖, 𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡) = 𝜓𝑖(𝑡)− 𝑤−
0 (𝑡, 𝑏𝑖) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟). (2.73)

Сформулируем основной результат.
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Теорема 2.5. Пусть выполнены условия (2.13), (2.16)–(2.19), (2.21), (2.24),
(2.65)–(2.67), (2.69). Тогда на некотором промежутке [0, 𝜏0] существует един-
ственное решение задачи (2.1)-(2.4) такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏0
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏0
), 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∈

𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏0) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑖), причем ∇𝑧′𝜙𝑖𝑢

±(𝑥𝑖(𝑧)) ∈
𝑊 1,2

𝑝 ((0, 𝜏)× 𝑈±), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 (𝑢± = 𝑢|𝑄±).

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для вспомогательной за-
дачи (2.71)-(2.73).

Чтобы избежать громоздких записей, мы приведем доказательство в случае
когда Γ0 состоит из одной компоненты связности. В общем случае получае-
мая система уравнений для нахождения функций 𝛼𝑖𝑗 распадается на 𝑟0 систем,
каждую из которых можно рассмотреть отдельно. Поэтому рассмотрение об-
щего случая лишь усложнит записи. В этом случае у нас останется одна по-
верхность Γ0 (𝑆0), вместо наборов функций 𝛽0𝑖, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥) используем функции
𝛽0 =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼0𝑖Φ𝑖(𝑡, 𝑥) (вектор �⃗�0 = (𝛼01, . . . , 𝛼0𝑟) есть решение системы

Φ(0)�⃗�0 = 𝐹 , 𝐹𝑗 = (
𝜕𝑢+0 (𝑏𝑗)

𝜕𝑁
− 𝑔+(0, 𝑏𝑗))/(𝑢

+
0 (𝑏𝑗)− 𝑢−0 (𝑏𝑗)), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟),

𝛽 =
∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖(𝑡)Φ𝑖(𝑡, 𝑥) (функции Φ𝑖 удовлетворяют условиям (2.65)), 𝛼 = 𝛽−𝛽0,
соответственно. Матрица Φ(𝑡) имеет элементы 𝜑𝑖𝑗 = Φ𝑗(𝑡, 𝑏𝑖). Равенство (2.72)
запишется в виде
𝜕𝑣+

𝜕𝑁
−𝛽0(𝑣+−𝑣−) = 𝛼(𝑣+−𝑣−)+𝛼(𝑤+

0 −𝑤−
0 ),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆0. (2.74)

Таким образом, мы рассматриваем задачу (2.71), (2.73), (2.74).
Фиксируем 𝑅0 > 0 (эту величину мы определим позже) и предположим, что

�⃗� = (𝛽1 − 𝛽01, . . . , 𝛽𝑟 − 𝛽0𝑟) ∈ 𝐵𝑅0
= {�⃗� ∈ �̃� 𝑠0

𝑝 (0, 𝜏) : ‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑅0}. Фикси-

руя �⃗� ∈ 𝐵𝑅0
и решая задачу (2.71), (2.74), мы тем самым построим отображе-

ние �⃗� → 𝑣(�⃗�). Функция 𝑣 обладает свойствами, указанными в формулировках
теорем 2.1, 2.2. Мы сведем вопрос разрешимости задачи (2.71), (2.73), (2.74) к
вопросу разрешимости приведенного ниже операторного уравнения относитель-
но вектора �⃗�, разрешимость которого устанавливается при помощи теоремы о
неподвижной точке. Кроме отображения �⃗� → 𝑣(�⃗�), нам понадобится еще одно
отображение. Пусть 𝑣 – решение задачи (2.71), (2.74). Фиксируя 𝑘 и умножая
уравнение (2.71) на 𝜙𝑘, имеем

𝑀𝑤 = 𝑤𝑡 − 𝐿𝑤 = [𝜙𝑘, 𝐿]𝑣 = 𝑓0𝑘, 𝑤 = 𝜙𝑘𝑣, 𝑤
⃒⃒
𝑡=0

= 0, (2.75)
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где [𝜙𝑘, 𝐿]𝑣 = 𝜙𝑘𝐿𝑣 − 𝐿(𝜙𝑘𝑣) = −2
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑥𝑖
𝜙𝑘𝑥𝑗

−
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝜙𝑘𝑥𝑖𝑥𝑖
−∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝜙𝑘𝑥𝑖
𝑣. Сделав замену переменных 𝑥 = 𝑥𝑘(𝑧), перепишем (2.75) в виде

𝑤±
𝑘𝑡−𝑏

±
𝑛𝑛(𝑡, 𝑧)𝑤

±
𝑘𝑧𝑛𝑧𝑛

=
∑︁

𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏±𝑖𝑗𝑤
±
𝑘𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏±𝑖 𝑤
±
𝑘𝑧𝑖

+𝑏±0 𝑤
±
𝑘 +𝑓0𝑘 = 𝑓𝑘(𝑡, 𝑧), 𝑧 ∈ 𝑈±,

(2.76)
где 𝑤±

𝑘 = 𝜙𝑘𝑣(𝑡, 𝑥
𝑘(𝑧))|𝑈±. Отметим, что 𝑏±𝑛𝑛 > 0 для всех 𝑡, 𝑧 в силу эл-

липтичности оператора 𝐿. В силу свойств решения 𝑣, указанных в теоремах
2.1, 2.2 и условий на коэффициенты, имеем что, для всех 𝑘, 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝑝(𝑄

𝜏
0),

∇𝑧′𝑓𝑘(𝑡, 𝑧) ∈ 𝐿𝑝(𝑄
𝜏
0) и более того 𝑓𝑘(𝑡, 𝑧) ∈ 𝐶𝑑0(𝐵′

𝛿;𝐿𝑝((0, 𝜏) × (−𝛿1, 𝛿1))) с
𝑑0 < 1 − (𝑛 − 1)/𝑝 (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)-(3.12) в [3])), после
может быть изменения на множестве меры ноль. Рассмотрим уравнения

𝜔𝑖𝑡(𝑡, 𝑧𝑛)− 𝑏+𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 = 𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑧𝑛 ∈ (0, 𝛿1), (2.77)

𝜔𝑖𝑡(𝑡, 𝑧𝑛)− 𝑏−𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 = 𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛) (𝑖 = 𝑟1+1, . . . , 𝑟), 𝑧𝑛 ∈ (−𝛿1, 0). (2.78)

Дополним уравнения (2.77), (2.78) начальными и краевыми условиями

𝜔𝑖(0, 𝑧𝑛) = 0, 𝜔𝑖|𝑧𝑛=0 = 𝜓𝑖(𝑡), 𝜔𝑖|𝑧𝑛=𝛿1 = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1. (2.79)

𝜔𝑖(0, 𝑧𝑛) = 0, 𝜔𝑖|𝑧𝑛=0 = 𝜓𝑖(𝑡), 𝜔𝑖|𝑧𝑛=−𝛿1 = 0, 𝑖 > 𝑟1. (2.80)

Пусть 𝑣(�⃗�) – решение задачи (2.71), (2.74), построим функции 𝜔𝑖 как решение
задачи (2.77), (2.79) (или (2.78), (2.80) соответственно). В случае, если 𝑣(�⃗�)

есть решение задачи (2.71), (2.74), то 𝜔𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) = 𝑤+
𝑖 (𝑡, 𝑥

𝑖(0, 𝑧𝑛)) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и
𝜔𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) = 𝑤−

𝑖 (𝑡, 𝑥
𝑖(0, 𝑧𝑛)) при 𝑖 > 𝑟1. Перепишем равенства (2.74) в окрестности

𝑈𝑖 в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑡, 𝑧
′)𝑣+𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑡, 𝑧′, 0)) = (𝛽0(𝑣
+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑣+ − 𝑣−)+

𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧′, 0)),

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑡, 𝑧
′)𝑣+𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑡, 𝑧′, 0)) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏−𝑗 (𝑡, 𝑧
′)𝑣−𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑡, 𝑧′, 0)). (2.81)
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Полагая 𝑧′ = 0, можем переписать эти равенства в виде
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑡, 0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑡, 𝑏𝑖) = (𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))(𝑡, 𝑏𝑖),

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (𝑡, 𝑧
′)𝑣−𝑧𝑗(𝑡, 𝑏𝑖) = (𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))(𝑡, 𝑏𝑖). (2.82)

Если функции 𝑣, �⃗� есть решение обратной задачи, то легко увидеть, что
𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) = 𝑣+𝑧𝑛(𝑡, 𝑏𝑖) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и 𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) = 𝑣−𝑧𝑛(𝑡, 𝑏𝑖) при 𝑖 > 𝑟1. Полагая
𝑧′ = 0 и используя (2.73), мы придем к равенствам

𝑏+𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑡, 0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑡, 𝑏𝑖) = 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖)+

𝛼(𝜓𝑖(𝑡)− 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑏𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1, (2.83)

𝑏−𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (𝑡, 0)𝑣
−
𝑧𝑗
(𝑡, 𝑏𝑖) = 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖)+

𝛼(𝑣+(𝑡, 𝑏𝑖)− 𝜓𝑖(𝑡)) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑏𝑖), 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟, (2.84)

которые также можно переписать в виде

𝛼(𝑡, 𝑥𝑖(0)) = (𝑏+𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑡, 0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑡, 𝑏𝑖)− 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖)+

𝛼𝑣−(𝑡, 𝑏𝑖))/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑏𝑖)) = 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1 (2.85)

𝛼(𝑡, 𝑥𝑖(0)) = (𝑏−𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0) +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (𝑡, 0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑡, 𝑏𝑖)− 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖)−

𝛼𝑣+(𝑡, 𝑏𝑖))/(−𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑏𝑖)) = 𝐹𝑖, 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟. (2.86)

Здесь функция 𝑣 строится как решение задачи (2.71), (2.74) а функции 𝜔𝑖 как
решение задач (2.77), (2.79) (или (2.78), (2.80) соответственно). Отметим, что
в силу (2.70) знаменатели в равенствах (2.85), (2.86) строго отделены от нуля
(при 𝜏 ≤ 𝜏 0). Это и есть искомая система уравнений для нахождения координат
вектора �⃗�. Она также может быть переписана в виде

�⃗� = Φ−1𝐹 (�⃗�) = 𝑅(�⃗�), (2.87)

118



где координаты вектора 𝐹 определены равенствами (2.85), (2.86). Отметим, что
лемма 1.6 гарантирует оценку

‖Φ−1𝐹‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐‖𝐹‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏). (2.88)

Покажем, что оператор 𝑅(�⃗�) является сжимающим в некотором шаре 𝐵𝑅0
и

переводит его в себя. Возьмем �⃗� = 0. Тогда в силе единственности решений
задачи сопряжения (2.71), (2.74) 𝑣 = 𝑣(�⃗�) = 0, в этом случае вектор 𝐹 (0)

запишется в виде

𝐹𝑖(0) = 𝑏+𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
𝑖(0))), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1,

𝐹𝑖(0) = 𝑏−𝑛 (𝑡, 0)𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)/(−𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
𝑖(0))), 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟.

Положим 𝑅0 = 2‖Φ−1𝐹 (0)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝑇 ). Если у нас есть два вектора �⃗�𝑖 ∈ 𝐵𝑅0

,
𝑖 = 1, 2, то неравенство (2.88) влечет

‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝐹𝑖(�⃗�1)− 𝐹𝑖(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.89)

Проверим выполнение условий теоремы о неподвижной точке. Вначале получим
оценки для решений 𝑣(�⃗�). В силу леммы 1.6 𝛼 ∈ �̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0
𝜏 ), ∇𝑧′𝛼(𝑡, 𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈
�̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝜏
01) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) и имеем оценки

‖𝛼‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
≤ 𝑐0

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝛼𝑖‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)‖Φ𝑖‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
≤ ‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐1𝑅0, (2.90)

‖∇𝑧′𝛼‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
≤ 𝑐0

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝛼𝑖‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)‖∇𝑧′Φ𝑖‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆01)
≤ 𝑐2‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2𝑅0.

(2.91)
где постоянная 𝑐0 не зависит от 𝜏 . Отметим, что включение ∇𝑧′Φ𝑖(𝑡, 𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈
𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆01) вытекает из последних двух включений в (2.65). Из теоремы 2.1
имеем оценку

‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 𝐶0‖𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 −𝑤−

0 )‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
= 𝐽0, (2.92)

где постоянная 𝐶0 не зависит от 𝜏 . В силу леммы 1.6, получим, что

𝐽0 ≤ 𝑐2‖𝛼‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
(‖𝑣+ − 𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖𝑤+

0 − 𝑤−
0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
). (2.93)

119



Имеем
‖𝑣+ − 𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
≤ ‖𝑣+‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
. (2.94)

В норму ‖𝑣±‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
входят два слагаемых ‖𝑣±‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) и

‖𝑣±‖
𝐿𝑝(0,𝜏 ;�̃�

2𝑠0
𝑝 (Γ0))

. Можем оценить первое через

‖𝑣+‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏))+‖𝑣−‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤ 𝑐𝜏 1/2(‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
). (2.95)

Действительно, ‖𝑣±‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝜏 1/2‖𝑣±‖�̃� 𝑠1

𝑝 (0,𝜏). Тогда (лемма 1.3)
‖𝑣±‖𝐿𝑝(Γ0;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤ 𝐶𝜏 1/2‖𝑣±‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏 )
. Отсюда и вытекает неравенство (2.95).

Оценим второе слагаемое. Имеем, что

‖𝑣±‖
𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Γ0))

≤ 𝑐1‖𝑣±‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

±)) ≤

𝑐2‖𝑣±‖1/2𝐿𝑝(𝑄
±
𝜏 )
‖𝑣±‖1/2

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏 )
≤ 𝑐3𝜏

1/2‖𝑣±‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏 )
. (2.96)

Здесь мы воспользовались теоремой о следах (см. [1, теорема 4.7, с.412]) и соот-
ветствующей оценкой ‖𝑣±‖

𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Γ0)

≤ 𝑐1‖𝑣±‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±), интерполяционным нера-

венством ‖𝑣±‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±) ≤ 𝐶‖𝑣±‖1/2𝐿𝑝(𝐺±)‖𝑣
±‖1/2𝑊 2

𝑝 (𝐺
±) и неравенством ‖𝑣±‖𝐿𝑝(0,𝜑) ≤

𝜑‖𝑣±𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝜑), вытекающим из формулы Ньютона-Лейбница. Отметим, что те же
рассуждения имеются в доказательстве теоремы 1.7 (см. неравенства (1.98)-
(1.100)). Неравенства (2.95), (2.96) гарантирую оценку

‖𝑣+‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
≤ 𝐶𝜏 1/2(‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
). (2.97)

Здесь постоянная 𝐶 не зависят от 𝜏 . Неравенства (2.92)-(2.94), (2.97) гаранти-
руют оценку

‖𝑣+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 𝑐4𝑅0𝜏
1/2(‖𝑣+‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
)+

𝑐5𝑅0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

. (2.98)

Выбрав 𝜏1 ≤ 𝜏 0 такое, что 𝑐4𝑅0𝜏
1/2
1 ≤ 1/2, из (2.98) получим при 𝜏 ≤ 𝜏1, что

‖𝑣+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖𝑣−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 2𝑐6𝑅0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

= 𝑐7𝑅0. (2.99)

Здесь все постоянные не зависят от 𝜏 . Из этого неравенства и (2.92)-(2.94),
(2.97), (2.99) вытекает неравенство

‖𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
≤ 𝑐(𝑅0). (2.100)
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Сейчас мы запишем оценки из теоремы 2.2. Как вытекает из этой теоремы,
имеет место оценка

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

) ≤

𝐶1(‖𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝛼(𝑣
+ − 𝑣−)+

𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
),

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ]. Повторяя предыдущие рассуждения,
используемые при выводе (2.98), и оценку (2.99), придем к неравенству вида

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

) ≤

𝑐6𝜏
1/2

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏))

)+

𝑐7(
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆01)

+ ‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

),

где постоянные 𝑐𝑖 не зависят от 𝜏 и зависят от величины 𝑅0. Выберем 𝜏2 ≤ 𝜏1

такое, что 𝑐6𝜏
1/2
2 ≤ 1/2. Тогда при 𝜏 ≤ 𝜏2 будет выполнено неравенство

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

) ≤

𝑐8(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆01)

). (2.101)

Пусть �⃗�𝑖 = (𝛼𝑖1, 𝛼𝑖2, . . . , 𝛼𝑖𝑟) ∈ 𝐵𝑅0
(𝑖 = 1, 2) и 𝑣𝑖 – соответствующие решения

задачи (2.71)-(2.72), где функция 𝛼 заменяется на соответствующие функции
𝛼𝑗 =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑗𝑖Φ𝑖 (𝑗 = 1, 2). Тогда разности 𝑣1−𝑣2 = �̃�, �̃� = 𝛼1−𝛼2 есть решение

задачи
𝑀�̃� = �̃�𝑡 − 𝐿�̃� = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ),

𝐵�̃�|𝑆 = 0, �̃�|𝑡=0 = 0, для (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆0 :
𝜕�̃�+

𝜕𝑁
=
𝜕�̃�−

𝜕𝑁
,

𝜕�̃�+

𝜕𝑁
−𝛽0(�̃�

+− �̃�−) =
(𝛼1 + 𝛼2)

2
(�̃�+− �̃�−)+

�̃�

2
(𝑣+1 + 𝑣+2 − 𝑣−1 − 𝑣−2 )+ �̃�(𝑤

+
0 −𝑤−

0 ).
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Теперь мы повторим рассуждения использованные при получении оценок
(2.99), (2.101), но применительно к этой задаче вместо задачи (2.71), (2.72).
Точно также получим, что, при 𝜏 ≤ 𝜏1, справедливо неравенство

‖�̃�+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖�̃�−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )

≤ 𝑐6(𝑅0)‖�̃�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏), (2.102)

где 𝑐6 не зависит от 𝜏 . Аналогично при 𝜏 ≤ 𝜏2 имеем оценку

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏))

) ≤

𝑐9(‖�̃�‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑧′�̃�(𝑥
𝑖(𝑧′, 0))‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
). (2.103)

Аналог оценок (2.90), (2.91) в нашем случае дает неравенство

‖�̃�‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑧′�̃�(𝑥
𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
≤ 𝑐‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0(0,𝜏). (2.104)

Тогда неравенства (2.102), (2.103) могут быть переписаны в виде

‖�̃�+‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
+ ‖�̃�−‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
+

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+

‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏))

) ≤ 𝑐10‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.105)

Пусть 𝑤𝑗
𝑖 (𝑗 = 1, 2) решения задач (2.77), (2.79) и (2.78), (2.80) c новыми пра-

выми частями, где вместо 𝑣 стоят функции 𝑣𝑗. Пусть 𝑤0 = 𝜙𝑖�̃�. Тогда разности
𝑘𝑖 = 𝑤1

𝑖 − 𝑤2
𝑖 есть решения задач

𝑘𝑖𝑡 − 𝑏+𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)𝑘𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 =
∑︁

𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏+𝑖𝑗𝜔
0
𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏+𝑖 𝜔
0
𝑧𝑖
+ 𝑏+0 𝜔

0 + [𝜙𝑖, 𝐿]�̃�|𝑧′=0 = 𝑓𝑖|𝑧′=0,

(2.106)
𝑘𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=0 = 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=𝛿1 = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1. (2.107)

𝑘𝑖𝑡 − 𝑏−𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)𝑘𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 =
∑︁

𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏−𝑖𝑗𝜔
0
𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏−𝑖 𝜔
0
𝑧𝑖
+ 𝑏−0 𝜔

0 + [𝜙𝑖, 𝐿]�̃�|𝑧′=0 = 𝑓𝑖|𝑧′=0,

(2.108)
𝑘𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=0 = 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=−𝛿1 = 0, 𝑖 > 𝑟1. (2.109)
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Из известных свойств параболических задач (см., например, [6, т. 9.1 §9 гл. 4])
имеем оценку

𝑟1∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(0,𝛿1))

+
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1+1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(−𝛿1,0))

≤

𝑟1∑︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1)) +
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1+1

‖𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(−𝛿1,0)). (2.110)

Приведем оценку для правой части. Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟1. Имеем

‖𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1))) ≤ 𝑐1‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑧′, 𝑧𝑛)‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1))) = 𝐽,

𝑠 > (𝑛− 1)/𝑝,

в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)-(3.12) в [3]).
Далее используем неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяци-
онных теорем (см. следствие 4.3 и соотношение (3.7) в [3]).

𝐽 ≤ 𝑐1‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑧)‖𝜃𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1)))

‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑧)‖1−𝜃
𝑊−1

𝑝 (𝐵′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1)))

, 2𝜃 − 1 = 𝑠.

(2.111)

Исходя из определения 𝑓𝑖 и условий (2.18) на коэффициенты, имеем

‖𝑓𝑖‖𝑊−1
𝑝 (𝐵′

𝛿;𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1)))
≤ 𝑐‖�̃�‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1

𝑝 (𝑈
+)) ≤ 𝑐1𝜏

1/2‖�̃�‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏 )
, (2.112)

где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜏 . Последняя оценка получается если мы при-
меним интерполяционное неравенство

‖�̃�‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1
𝑝 (𝑈

+)) ≤ 𝑐‖�̃�‖1/2𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 2
𝑝 (

+))‖�̃�‖
1/2
𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝑈+))

и оценку ‖�̃�‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝑈+)) ≤ 𝜏‖�̃�𝑡‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝑈+), вытекающую из формулы
Ньютона-Лейбница, а затем оценим полученные нормы через норму в𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 ).

Также в силу условий (2.18) (используем еще вложение 𝑊 1
𝑝 (𝑈

+) ⊂ 𝐿∞(𝑈+))

‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝜏)×(0,𝛿1))) ≤ 𝑐(‖�̃�‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

). (2.113)

Оценки (2.111)-(2.113) влекут, что

‖𝑓𝑖(𝑡, 0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(−𝛿1,𝛿1))) ≤ 𝑐2𝜏
(1−𝜃)/2(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+

‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑡, 𝑧)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−

0 (𝜏))
+ ‖�̃�‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+ ‖�̃�‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏 )
), (2.114)
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где 𝑐2 – постоянная, не зависящая от 𝜏 . Очевидно, что точно такая оценка имеет
место и при 𝑖 > 𝑟1. Используя оценки (2.110), (2.114), получим

𝑟1∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(0,𝛿1))

+
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(−𝛿1,0))

≤ 𝑐2𝜏
1−𝜃
2 (‖�̃�‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
𝜏 )
+

‖�̃�‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−

𝜏 )
+

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑡, 𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏))

)).

В частности, отсюда и из (2.105) и леммы 1.3 вытекает неравенство

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐4𝜏

(1−𝜃)/2‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.115)

Мы получили необходимые оценки. Оценим теперь норму ‖𝑅(�⃗�1) −
𝑅(�⃗�2)‖𝑊 𝑠0

𝑝 (0,𝜏), считая что 𝜏 ≤ 𝜏2. В силу (2.89), достаточно оценить норму
‖𝐹1 − 𝐹2‖𝑊 𝑠0

𝑝 (0,𝜏). Приведем покоординатные оценки. Рассмотрим первое слага-
емое в координате 𝐹𝑖(�⃗�1) − 𝐹𝑖(�⃗�2). Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟1. Оно записывается
в виде

𝐽1 = 𝑏+𝑛 (𝜔
1
𝑖𝑧𝑛

− 𝜔2
𝑖𝑧𝑛
)/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+

0 − 𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

𝑖(0))) (2.116)

где 𝑏+𝑛 =
√︀

1 + |∇𝛾|2
∑︀𝑛

𝑘,𝑙=1 �̃�𝑘,𝑙(𝑦
𝑖(𝑧))𝜈𝑘𝜈𝑙|𝑧𝑛=0 (�̃�𝑘,𝑙 – старшие коэффициенты

𝐿, записанного в локальной системе координат 𝑦 в области 𝐺+). Здесь 𝜈𝑘 =

−𝛾𝑧𝑘(𝑧′)/
√︀

1 + |∇𝛾|2 при 𝑘 < 𝑛 и 𝜈𝑛 = 1/
√︀

1 + |∇𝛾|2. В силу условий (2.17),
леммы 1.6 и неравенства (2.110) имеем

‖𝐽1‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐1‖𝜔1

𝑖𝑧𝑛
− 𝜔2

𝑖𝑧𝑛
‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2𝜏
𝑑2‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠

𝑝 (0,𝜏)
, (2.117)

где все постоянные не зависят от 𝜏 и 𝑑2 = (1−𝜃)/2 - положительная постоянная.
Рассмотрим второе слагаемое

𝐽2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑏+𝑖 (𝑡, 0)�̃�
+
𝑧𝑖
(𝑡, 𝑥𝑖(0))−𝛽0(�̃�+−�̃�−)(𝑡, 𝑥𝑖(0)))/(𝜓𝑖(𝑡)+(𝑤+

0 −𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

𝑖(0))).

В силу леммы 1.6 и условий на коэффициенты (2.17) имеем

‖𝐽2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖�̃�+(𝑡, 𝑥𝑖(0))‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) + ‖�̃�−(𝑡, 𝑥𝑖(0))‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏)+

‖∇𝑧′(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏)).
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Каждое из слагаемых, входящих в эту сумму, оценивается одинаково. Отметим,
что условие 𝑣 ∈ �̃� 𝑠1,2𝑠1

𝑝 (𝑆𝜏
01) влечет, что ∇𝑧′𝑣 ∈ �̃� 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝜏
01) и справедлива

оценка (см. [113, лемма 7.2]) ‖∇𝑧′𝑣‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
+ ‖𝑣‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

01)
≤ 𝑐‖𝑣‖

�̃�
𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜏

01)

для всех 𝑣 ∈ �̃� 𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜏

01), где с помощью замены переменных легко убедиться,
что постоянная 𝑐 не зависит от 𝜏 . В частности, отсюда вытекает оценка

‖𝑣‖𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤ 𝑐‖𝑣‖

�̃�
𝑠1,2𝑠1
𝑝 (𝑆𝜏

01)
. (2.118)

Рассмотрим, например, последнее слагаемое в оценке для ‖𝐽2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). Имеем

(см. например, [113, теорема 5.10])

‖∇𝑧′(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖𝑊 𝑠

𝑝 (𝐵
′
𝛿;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)),

при 𝑠 > (𝑛 − 1)/𝑝 (возьмем 𝑠 ∈ (𝑛 − 1)/𝑝, 1)). Далее, используя интерполяци-
онное неравенство (см. следствие 4.3 и соотношение (3.7) в [3]), (2.118) и лемму
1.3, получим

‖∇𝑧′(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖𝑊 𝑠

𝑝 (𝐵
′
𝛿;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤

𝑐3‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖𝜃

𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏))

‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖1−𝜃

𝑊−1
𝑝 (𝐵′

𝛿;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏))

≤

𝑐4‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))‖𝜃

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

0 (𝜏))
‖𝜙𝑖(�̃�

+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖1−𝜃
𝐿𝑝(𝐵′

𝛿;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏))

≤

𝑐5‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))‖𝜃

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

0 (𝜏))
𝜏 (1−𝜃)/2‖𝜙𝑖(�̃�

+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧′, 0)))‖1−𝜃
𝐿𝑝(𝐵′

𝛿;�̃�
𝑠1
𝑝 (0,𝜏))

.

Ссылаясь на лемму 1.3 и используя (2.105), получим оценку (𝑑3 = (1− 𝜃)/2)

‖∇𝑧′(�̃�
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐6𝜏
𝑑3‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏).

Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые в ‖𝐽2‖, и можно сказать, что

‖𝐽2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐7𝜏

𝑑4‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.119)

для некоторого 𝑑4 > 0 и не зависящей от 𝜏 постоянной 𝑐7. Оценка последней
разности

𝐽3 = (𝛼1𝑣−1 (𝑡, 𝑥
𝑖(0)))− 𝛼2𝑣−2 (𝑡, 𝑥

𝑖(0)))/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
𝑖(0)))

получается аналогично, и мы имеем, что найдутся постоянные 𝑑5 > 0 и 𝑐8 такие,
что

‖𝐽3‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐8𝜏

𝑑5‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.120)
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Окончательная оценка, как вытекает из (2.114), (2.116), (2.120), имеет вид

‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐10𝜏

𝑑6‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏),

где показатель 𝑑6 минимальный из полученных в доказательстве, и постоянная
𝑐10 не зависит от 𝜏 . Возьмем в качестве 𝜏0 число со свойством 𝜏0 ≤ 𝜏2, 𝑐10𝜏 𝑑60 ≤
1/2. В этом случае оператор 𝑅 переводит шар 𝐵𝑅0

в себя и является в нем
сжимающим. Следовательно уравнение (2.111) имеет решение �⃗� ∈ �̃� 𝑠0

𝑝 (0, 𝜏0).
Используя найденное решение �⃗�, найдем решение 𝑣 задачи сопряжения (2.71),
(2.72).

Покажем, что у нас выполнены условия переопределения (2.73). Вычитая
равенства (2.82) из соответствующих равенств (2.83), (2.84), получим

𝑏+𝑛 (𝑡, 0)(𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)− 𝑣+𝑧𝑛(𝑡, 𝑏𝑖)) = 𝛼(𝜓𝑖(𝑡)− 𝑣+)(𝑡, 𝑏𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1, (2.121)

𝑏−𝑛 (𝑡, 0)(𝜔𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)− 𝑣−𝑧𝑛(𝑡, 𝑏𝑖)) = 𝛼(−𝜓𝑖(𝑡) + 𝑣−)(𝑡, 𝑏𝑖), 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟, (2.122)

Напомним, что 𝑣(�⃗�) есть решение задачи (2.71), (2.74) и тогда 𝑤+
𝑖 (𝑡, 0) =

𝑣+𝑖 (𝑡, 𝑏𝑖) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и 𝑤−
𝑖 (𝑡, 0) = 𝑣−𝑖 (𝑡, 𝑏𝑖) при 𝑖 > 𝑟1. Функции 𝑤+

𝑖 (𝑡, 𝑧) (𝑖 ≤ 𝑟1)

и 𝑤−
𝑖 (𝑡, 𝑧) (𝑖 > 𝑟1) удовлетворяют уравнению (2.76). Возьмем в этом уравнении

𝑧′ = 0 и вычтем его из равенства (2.77) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и из (2.78) при 𝑖 > 𝑟1.
Получим равенства

(𝑤𝑖𝑡(𝑡, 𝑧𝑛)−𝜔+
𝑖𝑡 (𝑡, 0, 𝑧𝑛))−𝑏+𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)(𝑤𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛−𝜔+

𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛
(𝑡, 0, 𝑧𝑛)) = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1, (2.123)

(𝑤𝑖𝑡(𝑡, 𝑧𝑛)−𝜔−
𝑖𝑡 (𝑡, 0, 𝑧𝑛))−𝑏−𝑛𝑛(𝑡, 0, 𝑧𝑛)(𝑤𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛−𝜔−

𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛
(𝑡, 0, 𝑧𝑛))) = 0, 𝑖 > 𝑟1. (2.124)

Функции 𝑤𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) − 𝜔+
𝑖 (𝑡, 0, 𝑧𝑛) при 𝑖 = 1, . . . , 𝑟1 и 𝑤𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) − 𝜔−

𝑖 (𝑡, 0, 𝑧𝑛) при
𝑟 > 𝑟1 при удовлетворяет уравнениям (2.123), (2.124), однородному начальному
условию и в силу (2.121), (2.122) граничным условиям

𝑏+𝑛 (𝑡, 0)(𝑤𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)− 𝜔+
𝑖𝑧𝑛
(𝑡, 0)) = 𝛼(𝑤𝑖(𝑡, 0)− 𝜔+

𝑖 (𝑡, 0)), 𝑤𝑖(𝑡, 𝛿1)− 𝜔+
𝑖 (𝑡, 0, 𝛿1) = 0,

𝑏−𝑛 (𝑡, 0)(𝑤𝑖𝑧𝑛(𝑡, 0)−𝜔−
𝑖𝑧𝑛
(𝑡, 0)) = 𝛼(𝜔−

𝑖 (𝑡, 0)−𝑤𝑖(𝑡, 0)), 𝑤𝑖(𝑡,−𝛿1)−𝜔+
𝑖 (𝑡, 0,−𝛿1) = 0,

где в первом равенстве 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1 и во втором 𝑖 = 𝑟1+1, . . . , 𝑟. В силу един-
ственности решений смешанной начально-краевой задачи 𝑤𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) = 𝜔+

𝑖 (𝑡, 0, 𝑧𝑛)

при 𝑖 = 1, . . . , 𝑟1 и 𝑤𝑖(𝑡, 𝑧𝑛) = 𝜔−
𝑖 (𝑡, 0, 𝑧𝑛) при 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟. Следовательно,
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выполнены равенства (2.73). Поскольку локально по времени задача сводит-
ся к уравнению со сжимающим оператором, то утверждение о единственности
решений здесь очевидно.

Как видно из доказательства теоремы 2.5, параметр 𝜏0, на котором решение
существует определяется величиной

𝑅𝑇 = 𝐽𝑇 (𝑢0, 𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔
+
1 , . . . , 𝑔

+
𝑟0
) = ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝

𝑝 (𝐺+)
+ ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝

𝑝 (𝐺−)
+

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈+)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝑈−)

)+

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) +

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝑇

01)
+ ‖𝑔‖

𝑊
𝑘0,2𝑘0
𝑝 (𝑆𝑇 )

+

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑥′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝑇
0 )
+

𝑟0∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑖∈𝑁𝑗

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+
𝑗 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆𝑇
01)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

‖𝜓𝑖‖𝑊 𝑠1
𝑝 (0,𝑇 )

и не определяется самим видом (или гладкостью) данных. Напомним, что 𝑆𝑇 =

𝑆, 𝑄𝑇 = 𝑄, 𝑆𝑇
01 = 𝑆01. Таким образом, 𝜏0 = 𝜏0(𝑅𝑇 ). В связи с этим справедливо

следующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть дана постоянная 𝑅 > 0. Тогда найдется 𝜏0 = 𝜏0(𝑅) >

0 такое, что решение задачи (2.1)-(2.4) с данными удовлетворяющими услови-
ям теоремы 2.5 и условию 𝐽𝑇 (𝑢0, 𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔

+
1 , . . . , 𝑔

+
𝑟0
) ≤ 𝑅. существует

на [0, 𝜏0], единственно и для любых двух таких наборов данных 𝑓 𝑖, 𝑢𝑖0, 𝑔
+
𝑖𝑗 , 𝑔

𝑖, 𝜓𝑖
𝑗

(𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟0) справедлива оценка устойчивости

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏0)
+ ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏0)

+

𝑟0∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

‖𝛼1
𝑖𝑗 − 𝛼2

𝑖𝑗‖𝑊 𝑠0
𝑝 (0,𝜏0)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
+(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄+
0 (𝜏0))

+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑢
−(𝑡, 𝑥𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
0 (𝜏0))

) ≤

𝑐𝐽𝜏0(𝑢
1
0 − 𝑢20, 𝑔

1 − 𝑔2, 𝑓 1 − 𝑓 2, 𝜓1
1 − 𝜓2

1, . . . , 𝜓
1
𝑟 − 𝜓2

𝑟 , 𝑔
+
11 − 𝑔+21, . . . , 𝑔

+
1𝑟0

− 𝑔+2𝑟0),

где 𝛼𝑘
𝑖𝑗, 𝑢𝑘 (𝑘 = 1, 2) соответствующие решения задачи (2.1)-(2.4) и 𝑐 – неко-

торая постоянная, также зависящая от 𝑅.

Оценка устойчивости частично получена в доказательстве предыдущей тео-
ремы. Однако, ее подробное доказательство требует значительного количества
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дополнительных рассуждений. Чтобы не усложнять изложение, мы не приво-
дим его в полном виде.

Замечание 2.3. Вообще говоря граница Γ области также может состоять
из нескольких компонент связности, в этом случае мы можем брать раз-
личные граничные условия на каждой из них. Утверждения теорем 2.1, 2.2,
2.5 останутся справедливыми при выполнении соответствующих условий на
коэффициенты граничных операторов.

2.3 Обратные задачи об определения коэффициентов теплообме-
на в случае цилиндрической области G

Пусть 𝑝 ∈ (𝑛 + 2,∞). Приведем условия на исходные данные. Ряд этих
условий мы уже сформулировали в предыдущем пункте. Пусть 𝐵′

𝛿(𝑥
′
𝑖𝑗) = {𝑥′ :

|𝑥′ − 𝑥′𝑖𝑗| < 𝛿}, 𝑈𝑁𝑗

𝑖=1𝐵
′
𝛿(𝑥

′
𝑖𝑗) = Ω𝛿𝑗. Здесь параметр 𝛿 > 0 выбираем достаточно

малым, чтобы было выполнено условие: 𝐵𝛿(𝑥𝑖𝑗) ∩ 𝐵𝛿(𝑥𝑖1𝑗1) = ∅ при 𝑥𝑖𝑗 ̸= 𝑥𝑖1𝑗1,
𝐵′

𝛿(𝑥
′
𝑖𝑗) ∩ 𝜕Ω = ∅ при всех 𝑥′𝑖𝑗.

Считаем, что функции Φ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥
′) при всех допустимых 𝑖, 𝑗 обладают свой-

ствами

Φ𝑖𝑗 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0) ∩𝐻2,1/2

𝑇 (Ω𝛿𝑗),

𝐻2,1/2
𝜏 (Ω𝛿𝑗) = 𝐿𝑝(0, 𝜏 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Ω𝛿𝑗)) ∩𝑊 1

𝑝 (Ω𝛿𝑗;𝑊
1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏)). (2.125)

Пусть Φ𝑘(𝑡) - матрица с элементами 𝜑𝑘𝑖𝑗 = Φ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑘) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑘). В силу

теорем вложения Φ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑘) ∈ 𝐶1/2−(𝑛+2)/2𝑝([0, 𝑇 ]). Дополнительные условия на

данные имеют вид

𝑢+0 (𝑥𝑖𝑗) ̸= 𝑢−0 (𝑥𝑖𝑗), 𝜓𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝑊 𝑠1
𝑝 (0, 𝑇 ), (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑗),

|𝑑𝑒𝑡Φ𝑘| ≥ 𝛿1 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],∀𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1. (2.126)

𝑢+0 (𝑥𝑖𝑗) = 𝜓𝑖𝑗(0) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑗),

𝑢−0 (𝑥𝑖𝑗) = 𝜓𝑖𝑗(0) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 =𝑀𝑗 + 1, . . . , 𝑁𝑗), (2.127)

где 𝛿1 – некоторая положительная постоянная. Однако это не все данные га-
рантирующие разрешимость задачи. Рассмотрим равенство (2.7) в точке (0, 𝑥𝑖𝑗).
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Имеем

𝐵+
𝑘 𝑢0 =

𝜕𝑢+0𝑗(𝑥
′
𝑖𝑗)

𝜕𝑁
− 𝛽𝑘(0, 𝑥

′
𝑖𝑗)(𝑢

+
0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)− 𝑢−0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)) = 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′
𝑖𝑗), (2.128)

где 𝜕𝑢+
0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗)

𝜕𝑁 = 𝜕𝑢0(𝑥)
𝜕𝑁 (𝑥′𝑖𝑗, 𝑙𝑗 ± 0). 𝑢±0𝑗(𝑥

′
𝑖𝑗) = 𝑢0(𝑥

′
𝑖𝑗, 𝑙𝑗 ± 0), 𝛽𝑘(0, 𝑥

′
𝑗𝑘) =∑︀𝑁𝑘

𝑖=1 𝛼𝑖𝑘(0)Φ𝑖𝑘(0, 𝑥
′
𝑗𝑘). Положим 𝛼𝑖𝑘(0) = 𝛼𝑘

𝑖 . Отсюда имеем систему

Φ𝑘(0)�⃗�𝑘 = 𝐹𝑘, 𝐹𝑘𝑗 = (
𝜕𝑢+0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)

𝜕𝑁
− 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′
𝑗𝑘))/(𝑢

+
0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)− 𝑢−0𝑗(𝑥

′
𝑗𝑘)),

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑖; 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

�⃗�𝑘 = (𝛼𝑘
1, . . . , 𝛼

𝑘
𝑚𝑘
), 𝐹𝑘 = (𝐹𝑘1, . . . , 𝐹𝑘𝑚𝑘

),

которая в силу условия (2.126) имеет единственное решение �⃗�𝑘. Положим
𝛽0𝑘 =

∑︀𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼
𝑘
𝑖Φ𝑖𝑘(𝑡, 𝑥), 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 − 𝛽0𝑘. Условия согласования на Γ0 имеют вид

𝜕𝑢+0𝑗
𝜕𝑁

= 𝛽0𝑗(0, 𝑥
′)(𝑢+0𝑗 − 𝑢−0𝑗) + 𝑔+𝑗 (0, 𝑥

′),
𝜕𝑢+0𝑗
𝜕𝑁

=
𝜕𝑢−0𝑗
𝜕𝑁

, (𝑡, 𝑥) ∈ Γ𝑗. (2.129)

Считая, что условия теорем 2.3, 2.4 выполнены построим решение задачи
сопряжения (2.32), (2.33), где возьмем функции 𝛽0𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1) вместо
𝛽𝑘. Отметим, что в силу условия (2.125) и леммы 1.6,

𝛽0𝑘 ∈ 𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0), 𝛽0𝑘 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑊

2−1/𝑝
𝑝 (Ω𝛿𝑘)) ∩𝑊 1

𝑝 (Ω𝛿𝑘;𝑊
𝑠0
𝑝 (0, 𝑇 )),

и таким образом, условия теорем 2.3, 2.4 будут выполнены. Обозначим получен-
ное решение через 𝑤0. Оно обладает всеми свойствами гладкости указанными
в формулировках этих теорем. Отметим, что условия (2.126), (2.127) и при-
надлежность функции 𝑤0 некоторому пространству Гельдера 𝑤0 ∈ 𝐶𝛼/2,𝛼(𝑄±)

(𝛼 ≤ 2 − (𝑛 + 2)/𝑝) гарантируют существование постоянных 𝜏 0 > 0, 𝛿2 > 0

таких, что

|𝜓𝑖𝑗(𝑡)− 𝑤−
0𝑗(𝑡, 𝑥

′
𝑖𝑗)| ≥ 𝛿2 > 0 (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑗),

|𝜓𝑖𝑗(𝑡)−𝑤+
0𝑗(𝑡, 𝑥

′
𝑖𝑗)| ≥ 𝛿2 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝜏 0], (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚−1; 𝑖 =𝑀𝑗+1, . . . , 𝑁𝑗).

(2.130)

Сделаем замену 𝑢 = 𝑣+𝑤0 в (2.1),(2.5)-(2.8). Функция 𝑣 есть решение обратной
задачи

𝑀𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝐿𝑣 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = 𝐺× (0, 𝑇 ), (2.131)
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𝑅𝑣|𝑆0 = 0, 𝑣|𝑆 = 0, 𝑅0𝑣(𝑡, 𝑥
′, 0) = 0, 𝑅1𝑢(𝑡, 𝑥

′, 𝑙) = 0, 𝑣|𝑡=0 = 0, (2.132)

𝜕𝑣+𝑖
𝜕𝑁

− 𝛽0𝑖(𝑣
+
𝑖 − 𝑣−𝑖 ) = 𝛼𝑖(𝑣

+
𝑖 − 𝑣−𝑖 ) + 𝛼𝑖(𝑤

+
0𝑖 − 𝑤−

0𝑖),

𝜕𝑣+𝑖
𝜕𝑁

=
𝜕𝑣−𝑖
𝜕𝑁

, (𝑡, 𝑥′) ∈ 𝑄0, (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1), (2.133)

𝑣+𝑗 (𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑗) = 𝜙𝑖𝑗(𝑡) = 𝜓𝑖𝑗(𝑡)− 𝑤+

0𝑗(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑗) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀𝑗),

𝑣−𝑗 (𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑗) = 𝜙𝑖𝑗(𝑡) = 𝜓𝑖𝑗(𝑡)−𝑤−

0𝑗(𝑡, 𝑥
′
𝑖𝑗) (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚−1; 𝑖 =𝑀𝑗+1, . . . , 𝑁𝑗).

(2.134)

Сформулируем основной результат.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия A), (2.36), (2.37), (2.38) в том случае
если 𝑅𝑢 ̸= 𝑢, (2.39) при 𝑗 = 0 или (и) при 𝑗 = 1 если 𝑅0𝑢 ̸= 𝑢 или (и)
𝑅1𝑢 ̸= 𝑢, (2.40)–(2.42), (2.44), (2.47), (2.125)-(2.127), (2.129). Тогда на некотором
промежутке [0, 𝜏0] существует единственное решение задачи (2.1), (2.5)-(2.8)
такое, что 𝑢|𝑄±

𝜏0
∈ 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄±
𝜏0
), 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝑊

1/2−1/2𝑝
𝑝 (0, 𝜏0) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1, 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑁𝑖), причем ∇𝑥′𝜙𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 1,2
𝑝 (𝑄±

𝜏0
).

Доказательство. Чтобы установить утверждение, достаточно доказать разре-
шимость вспомогательной задачи (2.131)-(2.134). Чтобы избежать громоздких
записей, мы приведем доказательство в случае когда 𝑚 = 2, т.е. мы имеем
только одну поверхность Γ1 = {𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑥𝑛 = 𝑙1 ∈ (0, 𝑙)}. В общем случае полу-
чаемая система уравнений для нахождения функций 𝛼𝑖𝑗 распадается на 𝑚− 1

систему, каждую из которых можно рассмотреть отдельно. Поэтому рассмотре-
ние общего случая лишь усложнит записи. В этом случае у нас останется одна
поверхность Γ1 (𝑆1), положим 𝑟 = 𝑁1, будем иметь набор точек 𝑥𝑖 = (𝑥′𝑖, 𝑙1)

(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟), вместо наборов функций 𝛽0𝑖, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥
′) используем функции

𝛽0 =
∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼0𝑖Φ𝑖(𝑡, 𝑥
′) (вектор �⃗�0 = (𝛼01, . . . , 𝛼0𝑟) есть решение системы

Φ(0)�⃗�0 = 𝐹 , 𝐹𝑗 = (
𝜕𝑢+0 (𝑥

′
𝑗)

𝜕𝑁
− 𝑔+(0, 𝑥′𝑗))/(𝑢

+
0 (𝑥

′
𝑗)− 𝑢−0 (𝑥

′
𝑗)), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟,

𝛽 =
∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖(𝑡)Φ𝑖(𝑡, 𝑥
′) (функции Φ𝑖 удовлетворяют условиям (2.125) 𝛼 = 𝛽−𝛽0,

соответственно. Матрица Φ(𝑡) имеет элементы 𝜑𝑖𝑗 = Φ𝑗(𝑡, 𝑥
′
𝑖). Равенство (2.133)

запишется в виде

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
−𝛽0(𝑣+−𝑣−) = 𝛼(𝑣+−𝑣−)+𝛼(𝑤+

0 −𝑤−
0 ),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆1. (2.135)
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Соответственно, равенство (2.134) запишем в виде

𝑣+(𝑡, 𝑥′𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡)− 𝑤+
0 (𝑡, 𝑥

′
𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀),

𝑣−(𝑡, 𝑥′𝑖) = 𝜙𝑖(𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡)− 𝑤−
0 (𝑡, 𝑥

′
𝑖) (𝑖 =𝑀 + 1, . . . , 𝑟), (2.136)

где 𝑣±(𝑡, 𝑥′𝑖) = lim𝑥𝑛→𝑙1±0 𝑣(𝑡, 𝑥
′
𝑖, 𝑥𝑛).

Таким образом, мы рассматриваем задачу (2.131) - (2.132), (2.135), (2.136).
Построим интегральное уравнение для нахождения вектор-функции �⃗�. Фик-

сируя функцию 𝛼 и применяя теорему 2.3 к задаче (2.131)-(2.133) мы построим
отображение �⃗� → 𝑣(�⃗�). Возьмем точку 𝑦′𝑖 ∈ Ω и функцию 𝜙𝑖 (𝑖 ≤ 𝑟). Умножая
уравнение (2.131) на 𝜙𝑖 имеем

𝑀𝑤 = 𝑤𝑡 − 𝐿𝑤 = [𝜙𝑖, 𝐿]𝑣 = 𝑓0, 𝑤 = 𝜙𝑖𝑣, 𝑤
⃒⃒
𝑡=0

= 0. (2.137)

где [𝜙𝑖, 𝐿]𝑣 = 𝜙𝑖𝐿𝑣 − 𝐿(𝜙𝑖𝑣) = −2
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑣𝑥𝑘
𝜙𝑖𝑥𝑙

−
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1 𝑎𝑙𝑘𝑣𝜙𝑖𝑥𝑘𝑥𝑙
−∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘𝜙𝑖𝑥𝑘
𝑣. Равенства (2.137) можно переписать в виде

𝑤𝑡 − 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)𝑤𝑥𝑛𝑥𝑛
=

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑤𝑥𝑖𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑤𝑥𝑖
+ 𝑎0𝑤 + 𝑓0 = 𝑓1. (2.138)

Отметим, что 𝑎𝑛𝑛 > 0 для всех 𝑡, 𝑥. Имеем, что 𝑓1,∇𝑥′𝑓1 ∈ 𝐿𝑝(𝑄𝜏). В силу
теорем вложения, 𝑓1(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑛) ∈ 𝐶𝛼(Ω;𝐿𝑝((0, 𝜏) × (0, 𝑙))) с 𝛼 ≤ 1 − (𝑛 − 1)/𝑝,
после может быть изменения на множестве меры ноль (см. соотношения (3.1)-
(3.3), (3.5), (3.6), следствие 4.3 в [3] и включение (5.7′) в [113]). Рассмотрим
уравнения

𝑤𝑖𝑡(𝑡, 𝑥𝑛)− 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛)𝑤𝑖𝑥𝑛𝑥𝑛

= 𝑓1(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0) (2.139)

𝑤𝑖𝑡(𝑡, 𝑥𝑛)− 𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛)𝑤𝑖𝑥𝑛𝑥𝑛

= 𝑓1(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛) (𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟) (2.140)

Дополним уравнения (2.139), (2.140) начальными и краевыми условиями

𝑤𝑖(0, 𝑥𝑛) = 0, 𝑤𝑖|𝑥𝑛=𝑎+0 = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑤𝑖|𝑥𝑛=𝑎+𝛿 = 0, 𝑖 ≤ 𝑟0. (2.141)

𝑤𝑖(0, 𝑥𝑛) = 0, 𝑤𝑖|𝑥𝑛=𝑎−0 = 𝜓𝑖(𝑡), 𝑤𝑖|𝑥𝑛=𝑎−𝛿 = 0, 𝑖 > 𝑟0. (2.142)

Решение 𝑤𝑖 задачи (2.139), (2.141) (или (2.140), (2.142) соответственно) суще-
ствует и единственно [6]. В случае если 𝑣, �⃗� есть решение задачи (2.131)-(2.134)
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имеем, что 𝑤𝑖(𝑡, 𝑥𝑛) = 𝜙𝑖𝑣(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛). Перепишем условие сопряжения (2.133) в

виде

𝑎+𝑛𝑛𝑣
+
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥′)−𝛽0(𝑣+−𝑣−)(𝑡, 𝑥′) = 𝛼(𝑣+−𝑣−)(𝑡, 𝑥′)+𝛼(𝑤+

0 −𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

′), (2.143)

Рассмотрим это условие в точке (𝑡, 𝑦′𝑖) и используя (2.134), получим

𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑣

+
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑦′𝑖)− 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖) =

𝛼(𝑣+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖)) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, (2.144)

𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑣

−
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑦′𝑖)− 𝛽0(𝑣

+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖) =

𝛼(𝑣+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖)) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)), 𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟, (2.145)

Искомая система для нахождения координат вектора �⃗� имеет вид

𝛼(𝑡, 𝑦′𝑖) = (𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)− 𝛽0(𝑣
+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖)+

𝛼𝑣−(𝑡, 𝑦′𝑖))/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)) = 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, (2.146)

𝛼(𝑡, 𝑦′𝑖) = (𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)− 𝛽0(𝑣
+ − 𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖)−

𝛼𝑣+(𝑡, 𝑦′𝑖))/(−𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)) = 𝐹𝑖, 𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟 (2.147)

Отметим, что в силу (2.130) знаменатели в этих равенствах строго отделены
от нуля на промежутке [0, 𝜏 0]. Здесь 𝑣 – решение задачи сопряжения (2.131)-
(2.133), а функции 𝜔𝑖 решения задач (2.139), (2.141) и (2.139), (2.142), соответ-
ственно. Она также может быть переписана в виде

�⃗� = Φ−1𝐹 (�⃗�) = 𝑅(�⃗�), (2.148)

где координаты вектора 𝐹 определены равенствами (2.146), (2.147). Отметим,
что лемма 1.6 гарантирует оценку

‖Φ−1𝐹‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐‖𝐹‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏). (2.149)

Покажем, что оператор 𝑅(�⃗�) является сжимающим в некотором шаре 𝐵𝑅0
=

{�⃗� ∈ �̃� 𝑠0
𝑝 (0, 𝜏) : ‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑅0} и переводит его в себя. Возьмем �⃗� = 0. Тогда
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в силе единственности решений задачи сопряжения (2.131)-(2.133) 𝑣 = 𝑣(�⃗�) = 0,
в этом случае вектор 𝐹 (0) запишется в виде

𝐹𝑖(0) = 𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝜔𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0,

𝐹𝑖(0) = 𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝜔𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)/(−𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)), 𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟,

где 𝜔𝑖 решения задач (2.139), (2.141) или (2.140), (2.142) соответственно, где пра-
вые части в (2.139) и (2.140) равны нулю. Положим 𝑅0 = 2‖Φ−1𝐹 (0)‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏0).
Получим оценки, считая, что �⃗� ∈ 𝐵𝑅0

и 𝜏 ≤ 𝜏 0. Из теоремы 2.3 вытекает оценка

‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )

≤ 𝑐0(‖𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+

‖∇𝑥′𝜙(𝛼(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛼(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))(𝑡, 𝑥
′))‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
), (2.150)

где постоянная 𝑐0 не зависит от 𝜏 . Воспользовавшись леммой 1.6, получим, что
первое слагаемое 𝐽0 в правой части здесь оценивается через

𝐽0 ≤ 𝑐1‖𝛼‖�̃� 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
(‖𝑣+ − 𝑣−‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖𝑤+

0 − 𝑤−
0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
). (2.151)

Второе слагаемое 𝐽1 оценивается через

𝐽1 ≤ 𝑐2(‖∇𝑥′𝛼‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

0𝛿)
(‖(𝑣+ − 𝑣−)‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖(𝑤+

0 − 𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

′)‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

)+

‖𝛼‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
(‖∇𝑥′𝜙(𝑣+ − 𝑣−)‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙(𝑤+

0 − 𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

′)‖
𝑊

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

).

(2.152)

В силу леммы 1.6 имеем оценку

‖𝛼‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝛼‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆𝜏

0𝛿)
≤

𝑐3

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝛼𝑖‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)(‖Φ𝑖‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
+ ‖∇𝑥′Φ𝑖‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0𝛿)
) ≤ 𝑐4‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏), (2.153)

где постоянная 𝑐4 равно как и постоянные 𝑐0 − 𝑐3 не зависит от 𝜏 . Далее, у нас
имеет место оценка

‖(𝑣+ − 𝑣−)‖
�̃�

𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙(𝑣+ − 𝑣−)‖

�̃�
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0

𝜏 )
≤

𝑐5𝜏
1/2(‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
),

(2.154)
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которая была получена в доказательстве теоремы 1.7 (см. неравенства (1.98)-
(1.100)). Приведем краткое доказательство. Оценим первое слагаемое в (2.154).
Второе оценивается точно также. Имеем

‖𝑣±‖𝑝
�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)

=

∫︁ 𝜏

0

|𝑣±|𝑝

𝑡𝑠0𝑝
𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

|𝑣±(𝑡)− 𝑣±(𝜉)|𝑝

|𝑡− 𝜉|1+𝑠0𝑝
𝑑𝑡𝑑𝜏 ≤ 𝜏 (𝑠1−𝑠0)𝑝‖𝑣±‖𝑝

�̃�
𝑠1
𝑝 (0,𝜏)

.

(2.155)
Отсюда вытекает, что

‖𝑣±‖𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤ 𝜏 1/2‖𝑣±‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠1
𝑝 (0,𝜏)). (2.156)

По лемме 1.3 правая часть оценивается через 𝐶𝜏 1/2(‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏

1)
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
2)
).

Таким образом, имеем неравенство:

‖𝑣+‖𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) + ‖𝑣−‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤ 𝐶𝜏 1/2(‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
2)
). (2.157)

Оценим нормы ‖𝑣±‖
𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Ω))

. Например, для функции 𝑣+ имеем, что

‖𝑣+‖
𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Ω))

≤ 𝑐6‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺

𝜏
2))

≤

𝑐7‖𝑣‖1/2𝐿𝑝(𝑄𝜏
2)
‖𝑣‖1/2

𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏

2)
≤ 𝑐8𝜏

1/2‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏

2)
. (2.158)

Здесь мы воспользовались теоремой о следах ([1, теорема 4.7, с.412] и соответ-
ствующей оценкой ‖𝑣+‖

𝑊
1−1/𝑝
𝑝 (Ω)

≤ 𝑐1‖𝑣+‖𝑊 1
𝑝 (𝐺2), интерполяционным неравен-

ством
‖𝑣+‖𝑊 1

𝑝 (𝐺2) ≤ 𝐶‖𝑣+‖1/2𝐿𝑝(𝐺2)
‖𝑣+‖1/2𝑊 2

𝑝 (𝐺2)
и неравенством ‖𝑣+‖𝐿𝑝(0,𝜏) ≤ 𝜏‖𝑣+𝑡 ‖𝐿𝑝(0,𝜏)

(𝑣(0, 𝑥) = 0), вытекающим из формулы Ньютона-Лейбница. Здесь все постоян-
ные не зависят от 𝜏 . Аналогично для функции 𝑣− имеем

‖𝑣−‖
𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊

1−1/𝑝
𝑝 (Ω))

≤ 𝑐9𝜏
1/2‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
. (2.159)

Таким образом, справедливо неравенство (2.154). Из (2.150)-(2.154) вытекает
неравенство

‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
≤

𝑐10𝜏
1/2‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏)(‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+

‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄2

𝜏 )
) + 𝑐10‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏)(‖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+

‖∇𝑥′𝜙(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

), (2.160)
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Выбрав 𝜏1 такое, что 𝑐10𝑅0𝜏
1/2
1 = 1/2, из (2.160) получим, что при 𝜏 ≤ 𝜏2 =

𝑚𝑖𝑛(𝜏1, 𝜏
0) имеет место неравенство

‖𝑣‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝑣‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝑣(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
≤

2𝑐10‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)(‖(𝑤

+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖∇𝑥′𝜙(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑥
′)‖

𝑊
𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

),

(2.161)

Пусть �⃗�𝑖 = (𝛼𝑖1, 𝛼𝑖2, . . . , 𝛼𝑖𝑟) ∈ 𝐵𝑅0
(𝑖 = 1, 2) и 𝑣𝑖 – соответствующие реше-

ния задачи (2.131), (2.133), c функциями 𝛼𝑖 =
∑︀𝑟

𝑗=1 𝛼𝑖𝑗Φ𝑗 (𝑖 = 1, 2) вместо 𝛼.
Имеет место оценка (2.161), где в правой части стоят соответствующие нормы
‖�⃗�𝑖‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏). Тогда разности 𝑣1 − 𝑣2 = 𝜔, 𝛾 = 𝛼1 − 𝛼2 есть решение задачи

𝑀𝑣 = 𝜔𝑡 − 𝐿𝜔 = 0, 𝐵𝜔|𝑆 = 0, 𝜔|𝑡=0 = 0,
𝜕𝜔+

𝜕𝑁
=
𝜕𝜔−

𝜕𝑁
, (2.162)

𝜕𝜔+

𝜕𝑁
−𝛽0(𝜔+−𝜔−) =

(𝛼1 + 𝛼2)

2
(𝜔+−𝜔−)+

𝛾

2
(𝑣+1 +𝑣

+
2 −𝑣−1 −𝑣−2 )+𝛾(𝑤+

0 −𝑤−
0 ).

(2.163)

Пусть �⃗� = �⃗�1 − �⃗�2. Задача (2.162), (2.163) имеет тот же вид, что и задача
(2.131), (2.133), поэтому при 𝜏 ≤ 𝜏2 имеет место та же оценка (2.161), которая
запишется в виде

‖𝜔‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
≤

2𝑐10‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)(‖

1

2
(𝑣+1 + 𝑣+2 − 𝑣−1 − 𝑣−2 ) + 𝑤+

0 − 𝑤−
0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
+

‖∇𝑥′𝜙(
1

2
(𝑣+1 + 𝑣+2 − 𝑣−1 − 𝑣−2 ) + 𝑤+

0 − 𝑤−
0 )‖𝑊 𝑠0,2𝑠0

𝑝 (𝑆0)
). (2.164)

Из оценок (2.154) записанных для функций 𝑣1, 𝑣2 и (2.164) вытекает неравенство

‖𝜔‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄1

𝜏 )
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄1
𝜏 )
+ ‖∇𝑥′𝜙𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄2
𝜏 )
≤

𝑐11‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏)(‖𝑤

+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

+ ‖∇𝑥′𝜙(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑆0)

), (2.165)

где постоянная 𝑐11 не зависит от 𝜏 . Пусть 𝑤𝑗
𝑖 (𝑗 = 1, 2) решения задач (2.139),

(2.141) и (2.139), (2.142) c новыми правыми частями, где вместо 𝑣 стоят функции
𝑣𝑖, и 𝑤0 = 𝜙𝑖𝜔. Тогда разности 𝑘𝑖 = 𝑤1

𝑖 − 𝑤2
𝑖 есть решения задач

𝑘𝑖𝑡−𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑦′𝑖, 𝑥𝑛)𝑘𝑖𝑥𝑛𝑥𝑛
=

𝑛−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜔
0
𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝜔
0
𝑧𝑖
+𝑎0𝜔

0+[𝜙𝑖, 𝐿]𝜔|𝑥′=𝑦′𝑖
= 𝑓𝑖(𝑡, 𝑦

′
𝑖, 𝑥𝑛),

(2.166)
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𝑘𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑘𝑖|𝑥𝑛=𝑎 = 0, 𝑘𝑖|𝑥𝑛=𝑎+𝛿 = 0 (𝑖 ≤ 𝑟0), (2.167)

𝑘𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑘𝑖|𝑥𝑛=𝑎 = 0, 𝑘𝑖|𝑥𝑛=𝑎−𝛿 = 0 (𝑖 > 𝑟0). (2.168)

Из известных свойств параболических задач (см., например, [6]) имеем оценку

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) +

𝑟∑︁
𝑖=𝑟0+1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(𝑎−𝛿,𝑎)) ≤

𝑐13(

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) +
𝑟∑︁

𝑖=𝑟0+1

‖𝑓𝑖‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎−𝛿,𝑎))). (2.169)

Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟0. Имеем

‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑦′𝑖, 𝑥𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) ≤ 𝑐14‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝑊 𝑠
𝑝 (Ω;𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿))) = 𝐽, 𝑠 > (𝑛− 1)/𝑝,

(2.170)
в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)-(3.12) в [3]).
Далее используем неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяци-
онных теорем (см. следствие 4.3 и соотношение (3.7) в [3]).

𝐽 ≤ 𝑐15‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)‖𝜃𝑊 1
𝑝 (Ω;𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)))‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)‖1−𝜃

𝑊−1
𝑝 (Ω;𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)))

, 2𝜃 − 1 = 𝑠.

(2.171)
Ввиду замечания 5.3 (c) в [3] норма в последнем пространстве может быть
определена как

‖𝑓𝑖‖𝑊−1
𝑝 (Ω;𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿))) = sup

𝜙∈
∘
W 1

𝑞(Ω;𝐿𝑞((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)))

|(𝑓𝑖, 𝜙)|, 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1,

где скобки обозначают продолжение скалярного произведения в 𝐿2 до отно-
шения двойственности между соответствующими пространствами. Исходя из
определения 𝑓𝑖 и условий на коэффициенты имеем

‖𝑓𝑖‖𝑊−1
𝑝 (Ω;𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿))) ≤ 𝑐16(‖𝜔‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1

𝑝 (𝐺1)) + ‖𝜔‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺2))) ≤

𝑐17𝜏
1/2(‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
2)
), (2.172)

где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜏 . Последняя оценка получается если мы при-
меним интерполяционное неравенство

‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 1
𝑝 (𝐺𝑖)) ≤ 𝑐18‖𝑣‖1/2𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝑊 2

𝑝 (𝐺𝑖))
‖𝑣‖1/2𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝐺𝑖))
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и оценку ‖𝑣‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝐺𝑖)) ≤ 𝜏‖𝑣𝑡‖𝐿𝑝(0,𝜏 ;𝐿𝑝(𝐺𝑖)), вытекающую из формулы Ньютона-
Лейбница, а затем оценим полученные нормы через норму в 𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝑖
𝜏). Оценки

(2.171), (2.172) влекут, что

‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) ≤ 𝑐19𝜏
(1−𝜃)/2(‖∇𝑥′𝜙𝑖𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
+

‖∇𝑥′𝜙𝑖𝜔(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄𝜏

2)
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
2)
)𝜃(‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
1)
+ ‖𝜔‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
2)
)1−𝜃.

(2.173)

где 𝑐19 – постоянная не зависящая от 𝜏 . Как вытекает из неравенства (2.165),
неравенство (2.173) можно переписать в виде

‖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) ≤ 𝑐20𝜏
(1−𝜃)/2‖�⃗�‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏), 𝑖 ≤ 𝑟0. (2.174)

Очевидно, что такая же оценка имеет место и в случае 𝑖 > 𝑟0. Из (2.169), (2.174)
вытекает неравенство

𝑟0∑︁
𝑖=1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(𝑎,𝑎+𝛿)) +

𝑟∑︁
𝑖=𝑟0+1

‖𝑘𝑖‖𝑊 1,2
𝑝 ((0,𝜏)×(𝑎−𝛿,𝑎)) ≤ 𝑐21𝜏

(1−𝜃)/2‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏).

В частности, отсюда вытекает оценка
𝑟∑︁

𝑖=1

‖𝑘𝑖𝑧𝑛(𝑡, 𝑎)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐22𝜏

(1−𝜃)/2‖�⃗�‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.175)

Оценим ‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). Из (2.149) вытекает оценка

‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐23

𝑟∑︁
𝑖=1

‖𝐹𝑖(�⃗�1)− 𝐹𝑖(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.176)

Рассмотрим первое слагаемое в координате 𝐹𝑖(�⃗�1) − 𝐹𝑖(�⃗�2). Пусть, например,
𝑖 ≤ 𝑟0. Оно записывается в виде

𝐽1 = 𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)(𝜔

1
𝑖𝑥𝑛

− 𝜔2
𝑖𝑥𝑛

)(𝑡, 𝑎)/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)).

В силу леммы 1.6 и неравенства (2.175) имеем

‖𝐽1‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐24‖𝜔1

𝑖𝑧𝑛
− 𝜔2

𝑖𝑧𝑛
‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐2𝜏
𝛽1‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠

𝑝 (0,𝜏)
, (2.177)

где все постоянные не зависят от 𝜏 и 𝛽1 - положительная постоянная. Рассмот-
рим второе слагаемое

𝐽2 = −𝛽0(𝑤+ − 𝑤−)(𝑡, 𝑦′𝑖)/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)).
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В силу леммы 1.6 имеем

‖𝐽2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐25

𝑟∑︁
𝑖=1

‖(𝜔+ − 𝜔−)(𝑡, 𝑦′𝑖)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏).

Справедливы очевидные оценки (лемма 1.3, (2.165) и теоремы вложения (см.
[3]))

‖𝑤±(𝑡, 𝑦′𝑖)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐1‖𝜙𝑤±(𝑡, 𝑥′)‖𝑊 1

𝑝 (Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) ≤

𝑐26(‖∇𝑥′𝜙𝑤±(𝑡, 𝑥′)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�
𝑠0
𝑝 (0,𝜏)) + ‖𝜙𝑤±(𝑡, 𝑥′)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠0
𝑝 (0,𝜏))) ≤

𝑐27𝜏
1/2(‖∇𝑥′𝜙𝑤±(𝑡, 𝑥′)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠1
𝑝 (0,𝜏)) + ‖𝜙𝑤±(𝑡, 𝑥′)‖𝐿𝑝(Ω;�̃�

𝑠1
𝑝 (0,𝜏))) ≤

𝑐28𝜏
1/2(‖∇𝑥′𝜙𝑤(𝑡, 𝑥)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
𝑘)
+ ‖𝜙𝑤(𝑡, 𝑥′)‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄𝜏
𝑘)
) ≤ 𝑐29𝜏

1/2‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏),

где 𝑖 > 𝑟0 и 𝑘 = 1 в случае функции 𝜔+ и 𝑘 = 2 и 𝑖 ≤ 𝑟0 в случае функции 𝜔−.
Таким образом, справедлива оценка

‖𝐽2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐30𝜏

1/2‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.178)

для некоторой не зависящей от 𝜏 постоянной 𝑐24. Оценка последней разности

𝐽3 = (𝛼1𝑣
−
1 (𝑡, 𝑥𝑖)− 𝛼2𝑣

−
2 (𝑡, 𝑥𝑖))/(𝜓𝑖(𝑡) + (𝑤+

0 − 𝑤−
0 )(𝑡, 𝑥

𝑖(0)))

получается аналогично и имеем, что найдутся постоянные 𝛽3 > 0 и 𝑐8 такие,
что

‖𝐽3‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐31𝜏

𝛽3‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏). (2.179)

Окончательная оценка, как вытекает из (2.177), (2.178), (2.179) имеет вид

‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐31𝜏

𝛽0‖�⃗�1 − �⃗�2‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏), (2.180)

где показатель 𝛽0 минимальный из полученных в доказательстве и постоян-
ная 𝑐31 не зависит от 𝜏 . Возьмем в качестве 𝜏0 число со свойством 𝜏0 ≤ 𝜏2,
𝑐31𝜏

𝛽0

0 ≤ 1/2. В этом случае оператор 𝑅 переводит шар 𝐵𝑅0
в себя и яв-

ляется в нем сжимающим. Следовательно уравнение (2.148) имеет решение
�⃗� ∈ �̃� 𝑠0

𝑝 (0, 𝜏0). Найдем решение задачи сопряжения 𝑣. Покажем что мы на-
шли решение нашей обратной задачи. Достаточно показать, что у нас выпол-
нены условия переопределения (2.134). Мы имеем равенства (2.144), (2.145) и
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равенства (2.146), (2.147), откуда вытекает, что

𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)−𝛽0(𝑣+−𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖) = 𝛼(𝜓𝑖(𝑡)−𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖))+𝛼(𝑤+
0 −𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)),

(2.181)

при 𝑖 ≤ 𝑟0 и при 𝑖 > 𝑟0 имеем

𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)−𝛽0(𝑣+−𝑣−)(𝑡, 𝑦′𝑖) = 𝛼(𝑣+(𝑡, 𝑦′𝑖)−𝜓𝑖(𝑡))+𝛼(𝑤
+
0 −𝑤−

0 )(𝑡, 𝑦
′
𝑖)).

(2.182)

Вычитая (2.144) и (2.181), соответственно, (2.145) и (2.182), получим

𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)(𝑣

+
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑦′𝑖)− 𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)) = 𝛼(𝑣+ − 𝜓𝑖(𝑡)) = 𝛼(𝑣+(𝑡, 𝑦′𝑖)− 𝑤(𝑡, 𝑎)),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, (2.183)

𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)(𝑣

−
𝑥𝑛
(𝑡, 𝑦′𝑖)−𝑤𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎)) = 𝛼(𝜓𝑖(𝑡)−𝑣−) = 𝛼(𝑤(𝑡, 𝑎)−𝑣−), 𝑖 = 𝑟0+1, . . . ,𝑀,

(2.184)
Функция 𝑤0𝑖 = 𝜙𝑖𝑣 удовлетворяет уравнению (2.138). Возьмем в этом уравнении
𝑥′ = 𝑦′𝑖 и вычтем его из равенства (2.139) при 𝑖 ≤ 𝑟0 и из (2.140) при 𝑖 > 𝑟0.
Получим равенство

(𝑤𝑖𝑡(𝑡, 𝑥𝑛)−𝑤0𝑖𝑡(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑥𝑛)))−𝑎𝑛𝑛(𝑡, 𝑦

′
𝑖, 𝑥𝑛)(𝑤𝑖𝑥𝑛𝑥𝑛

−𝑤0𝑖𝑥𝑛𝑥𝑛
(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑛)) = 0, (2.185)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟. Функции �̃�𝑖 = 𝑤𝑖(𝑡, 𝑥𝑛)− 𝑤0𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑛) удовлетворяет уравне-
нию (2.185), начальному условию �̃�𝑖

⃒⃒
𝑡=0

= 0 и в силу (2.183), (2.184) граничным
условиям

𝑎+𝑛𝑛(𝑡, 𝑥𝑖)�̃�𝑖𝑥𝑛
(𝑡, 𝑎) = −𝛼�̃�𝑖(𝑡, 𝑎), �̃�𝑖(𝑡, 𝑎+ 𝛿) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟0, (2.186)

𝑎−𝑛𝑛(𝑡, 𝑦
′
𝑖)�̃�𝑖𝑥𝑛

(𝑡, 𝑎) = 𝛼�̃�𝑖(𝑡, 𝑎), �̃�𝑖(𝑡, 𝑎− 𝛿) = 0, 𝑖 = 𝑟0 + 1, . . . , 𝑟. (2.187)

В силу единственности решений смешанной начально-краевой задачи
𝑤𝑖(𝑡, 𝑥𝑛) = 𝑤0𝑖(𝑡, 𝑦

′
𝑖, 𝑥𝑛). Следовательно, выполнены равенства 𝑤0𝑖(𝑡, 𝑦

′
𝑖, 𝑎+ 0) =

𝜓𝑖 для всех 𝑖 ≤ 𝑟0 и 𝑤0𝑖(𝑡, 𝑦
′
𝑖, 𝑎 − 0) = 𝜓𝑖 для всех 𝑖 > 𝑟0. Поскольку локаль-

но по времени задача сводится к уравнению со сжимающим оператором, то
утверждение о единственности решений здесь очевидно.
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Как видно из доказательства теоремы 2.6, параметр 𝜏0, на котором решение
существует определяется величиной

𝑅𝑇 = 𝐽𝑇 (𝑢0, 𝑔, 𝑓, {𝜓𝑖𝑗}
𝑚−1,𝑁𝑗

𝑗,𝑖=1 , 𝑔+1 , . . . , 𝑔
+
𝑚−1) = ‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝

𝑝 (𝐺+)
+

‖𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺+)

+ ‖∇𝑥′𝜓𝑢0‖𝑊 2−2/𝑝
𝑝 (𝐺−)

+ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝑇 )+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

‖𝑔+𝑖 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝑇 )
+

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝜙‖
𝑊

𝑘2,2𝑘2
𝑝 (𝑆𝑇

𝑖 )
+

1∑︁
𝑖=0

‖𝜙𝑖‖𝑊 𝑘𝑖,2𝑘𝑖
𝑝 (𝑄0

𝑇 )
+

𝑚−1∑︁
𝑗=1

‖∇𝑥′𝜓𝑓‖𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) +
𝑚−1∑︁
𝑗=1

‖∇𝑥′𝜓𝑔+𝑗 ‖𝑊 𝑠0,2𝑠0
𝑝 (𝑄0

𝑇 )
+

𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑁𝑗∑︁
𝑖=1

‖𝜓𝑖𝑗‖𝑊 𝑠1
𝑝 (0,𝑇 )

и не определяется самим видом (или гладкостью) данных. Напомним, что 𝑆𝑇
𝑖 =

𝑆𝑖,, 𝑄𝑇 = 𝑄, 𝑄0
𝑇 = 𝑄0. Таким образом, 𝜏0 = 𝜏0(𝑅𝑇 ). В связи с этим справедливо

следующее утверждение.

Следствие 2.2. Пусть дана постоянная 𝑅 > 0. Тогда найдется 𝜏0 = 𝜏0(𝑅) >

0 такое, что решение задачи (2.1), (2.5)-(2.8) с данными удовлетворяющи-
ми условиям теоремы 2.6 и условию 𝐽𝑇 (𝑢0, 𝑔, 𝑓, {𝜓𝑖𝑗}

𝑚−1,𝑁𝑗

𝑗,𝑖=1 , 𝑔+1 , . . . , 𝑔
+
𝑚−1) ≤ 𝑅.

существует на [0, 𝜏0], единственно и для любых двух таких наборов данных
𝑢𝑘0, 𝑔

𝑘, 𝑓𝑘, 𝜓𝑘
𝑖𝑙, 𝑔

+
𝑘𝑙, (𝑘 = 1, 2, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑙) справедлива

оценка устойчивости

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+

𝜏0)
+ ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑊 1,2

𝑝 (𝑄−
𝜏0)

+ ‖∇𝑥′𝜓(𝑢1 − 𝑢2)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄+𝜏0

)+

|∇𝑥′𝜓(𝑢1 − 𝑢2)‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑄−

𝜏0)
+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝑗=1

‖𝛼1
𝑗𝑖 − 𝛼2

𝑗𝑖‖𝑊 𝑠0
𝑝 (0,𝜏0)

≤

𝑐𝐽(𝑢10 − 𝑢20, 𝑔
1 − 𝑔2, 𝑓 1 − 𝑓 2, {𝜓1

𝑖𝑗 − 𝜓2
𝑖𝑗}

𝑚−1,𝑁𝑗

𝑗,𝑖=1 , 𝑔+11 − 𝑔+21, . . . , 𝑔
+
1𝑚−1 − 𝑔+2𝑚−1),

где 𝛼𝑘
𝑖𝑗, 𝑢𝑘 (𝑘 = 1, 2) соответствующие решения задачи (2.1), (2.5)-(2.8) и 𝑐 –

некоторая постоянная, также зависящая от 𝑅.

Оценка устойчивости частично получена в доказательстве предыдущей тео-
ремы. Однако, ее подробное доказательство требует значительного количества
дополнительных рассуждений. Чтобы не усложнять изложение, мы не приво-
дим его в полном виде.
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2.4 Обратные задачи об определения коэффициентов теплообме-
на в случае 𝐺− ⊂ 𝐺 для эллиптического случая

Приведем условия на данные. Считаем, что функции Φ𝑗(𝑥) при всех допу-
стимых 𝑗 обладают свойствами

Φ𝑗 ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0) ∩𝑊 2−1/𝑝

𝑝 (Γ𝛿)). (2.188)

Пусть Φ - матрица с элементами 𝜑𝑖𝑗 = Φ𝑗(𝑏𝑖) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟). В силу теорем
вложения Φ𝑗(𝑥) ∈ 𝐶𝛼0(Γ0) с 𝛼0 = 1−𝑛/𝑝 (см. теоремы вложения в [1]). Считая,
что условия теорем 1.13, 1.14 выполнены, построим решение задачи сопряжения
(1.187), (1.188), где возьмем 𝛽 = 0, 𝑔− = 0. Обозначим полученное решение
через 𝑤0. Функция 𝑣 = 𝑢− 𝑤0 есть решение задачи

𝐿𝑣 = 0, (𝑥 ∈ 𝐺), 𝐵𝑣|Γ = 0, (2.189)

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
− 𝛽(𝑣+ − 𝑣−) = 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 ),

𝜕𝑣+

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣−

𝜕𝑁
(𝑥 ∈ Γ0), (2.190)

𝑣+(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝑤+
0 (𝑏𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1),

𝑣−(𝑏𝑖) = 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝑤−
0 (𝑏𝑖) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟). (2.191)

Дополнительные условия на данные имеют вид

𝜓𝑖 ̸= 0 (𝑖 ≤ 𝑟), |𝑑𝑒𝑡Φ| > 0. (2.192)

Введем множество данных

𝑆𝑅 = {(𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔
+) : ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔‖
𝑊

2𝑘0
𝑝 (Γ)

+
𝑟∑︁

𝑗=1

‖∇𝑧′𝜙𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵𝛿′)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓(𝑥
𝑖(𝑧)‖𝐿𝑝(𝑈 ′) +

𝑟∑︁
𝑗=1

|𝜓𝑗| ≤ 𝑅}.

Сформулируем основной результат.

Теорема 2.7. Пусть выполнены условия (1.186), (1.189)–(1.193), (1.198),
(2.188), (2.192) и (𝑔, 𝑓, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑟, 𝑔

+) ∈ 𝑆𝑅. Тогда найдется параметр 𝜆0 > 0,
зависящий от числа 𝑅, такой, что такой что при 𝜆 ≥ 𝜆0 существу-
ет решение (𝑢, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟) задачи (2.9)-(2.12) такое, что 𝑢|𝐺± ∈ 𝑊 2

𝑝 (𝐺
±),

∇𝑧′𝜙𝑖𝑢(𝑥
𝑖(𝑧)) ∈ 𝑊 2

𝑝 (𝑈
+) ∩𝑊 2

𝑝 (𝑈
−), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 и решения с данными из мно-

жества 𝑆𝑅 определяются единственным образом.
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Доказательство. Достаточно доказать утверждение для вспомогательной за-
дачи (2.189)-(2.191). Фиксируем 𝑅0 > 0 (эту величину мы определим позже) и
предположим, что �⃗� = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑟) ∈ 𝐵𝑅0

= {�⃗� : |�⃗�| ≤ 𝑅0}. Выберем пара-
метр 𝜆0 ≥ 0 такой, что утверждения теорем 1.13, 1.14 справедливы при 𝜆 ≥ 𝜆0.
Фиксируя �⃗� ∈ 𝐵𝑅0

и решая задачу (2.189), (2.190), мы тем самым построим
отображение �⃗� → 𝑣(�⃗�). Функция 𝑣 обладает свойствами, указанными в фор-
мулировках теорем 1.13, 1.14. Мы сведем вопрос разрешимости задачи (2.189)-
(2.191) к вопросу разрешимости приведенного ниже операторного уравнения
относительно вектора �⃗�, разрешимость которого устанавливается при помощи
теоремы о неподвижной точке. Кроме отображения �⃗� → 𝑣(�⃗�), нам понадобится
еще одно отображение. Пусть 𝑣 – решение задачи (2.189), (2.190). Фиксируя 𝑘
и умножая уравнение (2.191) на 𝜙𝑘, имеем

−𝐿𝑤 = [𝜙𝑘, 𝐿]𝑣 = 𝑓0𝑘, 𝑤 = 𝜙𝑘𝑣, (2.193)

где [𝜙𝑘, 𝐿]𝑣 = 𝜙𝑘𝐿𝑣 − 𝐿(𝜙𝑘𝑣) = −2
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑥𝑖
𝜙𝑘𝑥𝑗

−
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝜙𝑘𝑥𝑖𝑥𝑖
−∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝜙𝑘𝑥𝑖
𝑣. Сделав замену переменных 𝑥 = 𝑥𝑘(𝑧), перепишем (2.193) в ви-

де

−𝑏±𝑛𝑛(𝑧)𝑤±
𝑘𝑧𝑛𝑧𝑛

+𝜆𝑤±
𝑘 =

∑︁
𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏±𝑖𝑗𝑤
±
𝑘𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏±𝑖 𝑤
±
𝑘𝑧𝑖

+ 𝑏±0 𝑤
±
𝑘 + 𝑓0𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑈±,

(2.194)
где 𝑤±

𝑘 = 𝜙𝑘𝑣(𝑥
𝑘(𝑧))|𝑈±. Отметим, что 𝑏±𝑛𝑛 > 0 для всех 𝑧 в силу эллиптичности

оператора 𝐿. Рассмотрим уравнения

−𝑏+𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 + 𝜆𝜔𝑖 = 𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛) (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1), 𝑧𝑛 ∈ (0, 𝛿1), (2.195)

−𝑏−𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 + 𝜆𝜔𝑖 = 𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛) (𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟), 𝑧𝑛 ∈ (−𝛿1, 0). (2.196)

Дополним уравнения (2.195), (2.196) начальными и краевыми условиями

𝜔𝑖|𝑧𝑛=0 = 𝜓𝑖, 𝜔𝑖|𝑧𝑛=𝛿1 = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1. (2.197)

𝜔𝑖|𝑧𝑛=0 = 𝜓𝑖, 𝜔𝑖|𝑧𝑛=−𝛿1 = 0, 𝑖 > 𝑟1. (2.198)

Пусть 𝑣(�⃗�) – решение задачи (2.189), (2.190), построим функции 𝜔𝑖 как решение
задачи (2.195), (2.197) (или (2.196), (2.198) соответственно). В случае, если 𝑣(�⃗�)
есть решение задачи (2.189)-(2.190), то 𝜔𝑖(𝑧𝑛) = 𝑤+

𝑖 (𝑥
𝑖(0, 𝑧𝑛)) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и
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𝜔𝑖(𝑧𝑛) = 𝑤−
𝑖 (𝑥

𝑖(0, 𝑧𝑛)) при 𝑖 > 𝑟1. Перепишем равенства (2.192) в окрестности
𝑈𝑖 в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑧
′)𝑣+𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) = (𝛽(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 ))(𝑥
𝑖(𝑧′, 0)),

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (𝑧
′)𝑣+𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏−𝑗 (𝑧
′)𝑣−𝑧𝑗(𝑥

𝑖(𝑧′, 0))). (2.199)

Эти равенства при 𝑧′ = 0 можно переписать в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (0)𝑣
+
𝑖𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) = 𝛽(𝑣+ − 𝑣−)(𝑥𝑖(0)) + 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 )(𝑥

𝑖(0)), 𝑖 ≤ 𝑟1, (2.200)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (0)𝑣
−
𝑖𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) = 𝛽(𝑣+ − 𝑣−)(𝑥𝑖(0)) + 𝛽(𝑤+

0 −𝑤−
0 )(𝑥

𝑖(0)), 𝑖 > 𝑟1, (2.201)

Отметим, что 𝑣±𝑖𝑧𝑗(𝑏𝑖) = 𝑤±
𝑖𝑧𝑗
(0) и 𝑣±𝑖 (𝑏𝑖) = 𝑤±

𝑖 (0), поскольку 𝜙𝑖 обращается в
1 в некоторой окрестности точки 𝑥𝑖(0) = 𝑏𝑖. Если функции 𝑣, �⃗� есть решение
обратной задачи, то легко увидеть, что 𝜔𝑖𝑧𝑛(0) = 𝑣+𝑧𝑛(𝑥

𝑖(0)) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и 𝜔𝑖𝑧𝑛(0) =

𝑣−𝑧𝑛(𝑥
𝑖(0)) при 𝑖 > 𝑟1. Используя (2.200), (2.201) и условия переопределения, мы

придем к равенствам

𝑏+𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0)+
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) = 𝛽(𝜓𝑖−𝑣−)(𝑥𝑖(0))+𝛽(𝑤+

0 −𝑤−
0 )(𝑥

𝑖(0)), 𝑖 ≤ 𝑟1,

(2.202)

𝑏−𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0)+
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (0)𝑣
−
𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) = 𝛽(𝑣+−𝜓𝑖)(𝑥

𝑖(0))+𝛽(𝑤+
0 −𝑤−

0 )(𝑥
𝑖(0)), 𝑖 > 𝑟1,

(2.203)

которые также можно переписать в виде

𝛽(𝑥𝑖(0)) = (𝑏+𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0) +
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) + 𝛽𝑣−(𝑥𝑖(0))+

𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑥
𝑖(0)))/𝜓𝑖 = 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1 (2.204)
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𝛽(𝑥𝑖(0)) = (−𝑏−𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0)−
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏−𝑗 (0)𝑣
+
𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) + 𝛽𝑣+(𝑥𝑖(0))+

𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(𝑥
𝑖(0)))/𝜓𝑖 = 𝐹𝑖, 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟. (2.205)

Здесь функция 𝑣 строится как решение задачи (2.189), (2.190) а функции 𝜔𝑖

как решение задач задачи (2.195), (2.197) (или (2.196), (2.198) соответственно).
Отметим, что в силу (2.192) знаменатели в равенствах (2.204), (2.205) отделены
от нуля. Это и есть искомая система уравнений для нахождения координат
вектора �⃗�. Она также может быть переписана в виде

�⃗� = Φ−1𝐹 (�⃗�) = 𝑅(�⃗�), (2.206)

где координаты вектора 𝐹 определены равенствами (2.204), (2.205). Отметим,
что условие (2.192) гарантирует оценку

|Φ−1𝐹 | ≤ 𝑐|𝐹 |. (2.207)

Покажем, что оператор 𝑅(�⃗�) является сжимающим в некотором шаре 𝐵𝑅0
и

переводит его в себя. Возьмем �⃗� = 0. Тогда в силе единственности решений
задачи сопряжения (2.189), (2.190) 𝑣 = 𝑣(�⃗�) = 0, в этом случае вектор 𝐹 (0)

запишется в виде

𝐹𝑖(0) = 𝑏+𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0)/𝜓𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟1.

𝐹𝑖(0) = −𝑏−𝑛 (0)𝜔𝑖𝑧𝑛(0)/𝜓𝑖, 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟,

где функции 𝜔𝑖 решения задач задачи (2.195), (2.197) (или (2.196), (2.198) соот-
ветственно) где в правой части равенств (2.195), (2.196) стоят нули. Положим
𝑅0 = 2|Φ−1𝐹 (0)|. Нетрудно оценить величину 𝑅0. Вообще говоря она зависит
от параметра 𝜆. Имеет место неравенство

‖𝜔𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛿)

+ |𝜆|‖𝜔𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛿) ≤ 𝑐|𝜓𝑖||𝜆|1−1/𝑝,

где постоянная 𝑐 не зависит от 𝜆 ≥ 0. Оценка является стандартной. Для задач
сопряжения она получена в теореме 1.13. Для общих эллиптических задач она
также имеет место (см., например, [? ]). Отсюда имеем неравенство

|𝜔𝑖𝑧𝑛(0)| ≤ 𝑐‖𝜔𝑖‖𝑊 1+1/𝑝+𝜀1
𝑝 (0,𝛿)

≤ 𝜆−𝑠0+𝜀0(‖𝜔𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛿)

+ |𝜆|‖𝜔𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛿)) ≤ 𝑐1𝜆
𝑠0+𝜀1

(2.208)
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и, таким образом, 𝑅0 ≤ 𝑐1𝜆
𝑠0+𝜀1, где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜆, а постоянная

𝜀1 как угодно мала. Эта оценка будет использована ниже. Если у нас есть два
вектора �⃗�𝑖 ∈ 𝐵𝑅0

, 𝑖 = 1, 2, то неравенство (2.207) влечет

|𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)| ≤ 𝑐
𝑟∑︁

𝑖=1

|𝐹𝑖(�⃗�1)− 𝐹𝑖(�⃗�2)|. (2.209)

Проверим выполнение условий теоремы о неподвижной точке. Вначале получим
оценки для решений 𝑣(�⃗�). Из теоремы 1.13 имеем оценку

‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐0(‖𝛽(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝛽(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 = 𝑐0𝐽0, (2.210)

где постоянная 𝑐0 не зависит от 𝜆. В силу леммы 1.4, получим, что

𝐽0 ≤ 𝑐1‖𝛽‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

(‖𝑣+ − 𝑣−‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

|𝜆|𝑠0(‖𝑣+ − 𝑣−‖𝐿𝑝(Γ0) + ‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0))). (2.211)

Из теорем вложения имеем

‖𝑣±‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

≤ 𝑐2‖𝑣‖𝑊 1
𝑝 (𝐺

±) ≤ 𝑐2|𝜆|−1/2(‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

±) + |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺)). (2.212)

Кроме того, имеем

|𝜆|𝑠0‖𝑣±‖𝐿𝑝(Γ0) ≤ 𝑐3‖𝑣‖𝑊 1/𝑝+𝜀0
𝑝 (𝐺±)

|𝜆|𝑠0 ≤ 𝑐4|𝜆|−1/2+𝜀0/2(‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

±) + |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺)),

(2.213)
где 𝜀0 ∈ (0, 1/2) как угодно малая положительная постоянная. Неравенства
(2.210)-(2.213) гарантируют оценку

‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)+‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)+|𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝑐5‖𝛽‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

|𝜆|−1/2+𝜀0/2(‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+)+‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−)

+ |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺)) + 𝑐6‖𝛽‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0)).

(2.214)

Выбрав 𝜆1 ≥ 𝜆0 такое, что 𝑐5𝑅0𝜆
−1/2+𝜀0
1 ≤ 1/2 (см. (2.208)), из (2.214) получим

при 𝜆 ≥ 𝜆1, что

‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑣‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑣‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

2𝑐6‖𝛽‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0)). (2.215)
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Сейчас мы запишем оценки из теоремы 1.14. Как вытекает из этой теоремы,
имеет место оценка

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)+‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 1,2
𝑝 (𝑈−)+|𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) ≤

𝑐7(‖𝛽(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝛽(𝑣+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(Γ0))+

𝑐8(
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝛽(𝑣
+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 ))‖𝑊 2𝑠0

𝑝 (𝐵′
𝛿)
+

|𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝛽(𝑣
+ − 𝑣−) + 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 ))‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
)),

где постоянная 𝐶1 не зависит от 𝜆 ≥ 𝜆0. Повторяя предыдущие рассуждения,
используемые при выводе (2.214) и используя оценку (2.215), придем к нера-
венству вида

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)+‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−)+|𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) ≤

𝑐8𝜆
−1/2+𝜀0/2(

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−)+

|𝜆||∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) + 𝑐9(

𝑟∑︁
𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(Γ0) + (‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0)),

где постоянные 𝑐𝑖 не зависят от 𝜆 и зависят от величины 𝑅0. Выберем 𝜆2 ≥ 𝜆1

такое, что 𝑐8𝜆
−1/2+𝜀0
2 /2 ≤ 1/2. Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆2 будет выполнено неравенство

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)+‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−)+|𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑣(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) ≤

2𝑐9(
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ ‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤

+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
)+

(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0)). (2.216)

Оценим норму правой части. По теореме 1.13

‖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑤0‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

𝑐10(‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 + ‖𝑔‖

𝑊
2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ)) = 𝐶0𝐽.
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В частности, отсюда вытекает оценка

‖𝑤±
0 ‖𝑊 2𝑠0

𝑝 (Γ0)
+ |𝜆|𝑠0‖𝑤±

0 ‖𝐿𝑝(Γ0) ≤

𝑐1|𝜆|−1/2+𝜀0(‖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝑤0‖𝐿𝑝(𝐺)) ≤ 𝐶1 + 𝐶2|𝜆|𝑠0+𝜀0, (2.217)

где 𝐶𝑖 – постоянные не зависящие от 𝜆. Далее мы используем лемму 1.12. Возь-
мем 𝜙0𝑖 ∈ 𝐶∞

0 (𝐵𝛿(𝑏𝑖)) такую что 𝜙0𝑖 = 1 на 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑖.

‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

𝐶0(‖𝜙0𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝜙0𝑖𝑔
+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|

𝑠0 + |𝜆|−1/2+3𝜀0𝐽),

𝐽 = ‖𝑔‖
𝑊

2𝑘0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑘0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ) + ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺) + ‖𝑔+‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ ‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0.

Из этого неравенства вытекает оценка

‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝐿𝑝(𝐺) ≤ 𝐶3 + 𝐶4|𝜆|𝑠0+3𝜀0, (2.218)

где 𝜀0 как угодно малая положительная постоянная. Далее используя теорему
1.14 получим неравенство

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)+‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−)+|𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′))

≤ 𝑐3(‖𝑔+‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+‖𝑔+‖𝐿𝑝(Γ0)|𝜆|
𝑠0 +‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺))+𝑐4(‖𝑔‖𝑊 2𝑘0

𝑝 (Γ)
+ |𝜆|𝑠0+3𝜀0‖𝑔‖𝐿𝑝(Γ))+

𝑐5(
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑓‖𝐿𝑝(𝑈 ′) +
𝑟∑︁

𝑖=1

[‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+

|𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑔
+(𝑥𝑖(𝑧′, 0))‖𝐿𝑝(𝐵′

𝛿)
]),

где 𝑐𝑖 постоянные, не зависящие от параметра 𝜆 ≥ 𝜆1. Как и ранее имеем нера-
венство

𝑟∑︁
𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥
𝑖(𝑧))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (Γ)

+ |𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝐺)+

|𝜆|‖∇𝑧′𝜙𝑖𝑤0(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) ≤ 𝐶5 + 𝐶6|𝜆|𝑠0+3𝜀0. (2.219)

В силу (2.188) 𝛽 ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0), ∇𝑧′𝛽(𝑥

𝑖(𝑧′, 0)) ∈ 𝑊 2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) и имеем
оценки

‖𝛽‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

≤ 𝑐0

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝛽𝑖|‖Φ𝑖‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

≤ |�⃗�|𝑐1 ≤ 𝑐1𝑅0, (2.220)
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‖∇𝑧′𝛽(𝑥
𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
≤ 𝑐0

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝛽𝑖|‖∇𝑧′Φ𝑖‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
≤ 𝑐2|�⃗�| ≤ 𝑐2𝑅0. (2.221)

Пусть �⃗�𝑖 = (𝛽𝑖1, 𝛽𝑖2, . . . , 𝛽𝑖𝑟) ∈ 𝐵𝑅0
(𝑖 = 1, 2) и 𝑣𝑖 – соответствующие решения

задачи (2.189)-(2.190), где функция 𝛽 заменяется на соответствующие функции
𝛽𝑗 =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛽𝑗𝑖Φ𝑖 (𝑗 = 1, 2). Тогда разности 𝑣1−𝑣2 = �̃�, 𝛽 = 𝛽1−𝛽2 есть решение

задачи
−𝐿�̃� = 0, 𝑥 ∈ 𝐺,

𝐵�̃�|Γ = 0, для 𝑥 ∈ Γ0 :
𝜕�̃�+

𝜕𝑁
=
𝜕�̃�−

𝜕𝑁
,

𝜕�̃�+

𝜕𝑁
=

(𝛽1 + 𝛽2)

2
(�̃�+ − �̃�−) +

𝛽

2
(𝑣+1 + 𝑣+2 − 𝑣−1 − 𝑣−2 ) + 𝛽(𝑤+

0 − 𝑤−
0 ).

Теперь мы повторим рассуждения использованные при получении оценок
(2.214), (2.216), но применительно к этой задаче вместо задачи (2.189), (2.190).
Точно также, используя оценку (2.214), получим что при 𝜆 ≥ 𝜆3 ≥ 𝜆2 (для
некоторого 𝜆3) справедливо неравенство

‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

+) + ‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝐺

−) + |𝜆|‖�̃�‖𝐿𝑝(𝐺) ≤

2𝑐6|�⃗�1 − �⃗�2|(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(Γ0)). (2.222)

где 𝑐6 не зависит от 𝜆. Аналогично при 𝜆 ≥ 𝜆4 ≥ 𝜆3 имеем оценку
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑥
𝑖(𝑧))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑥

𝑖(𝑧))‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆||�̃�(𝑥𝑖(𝑧))‖𝐿𝑝(𝑈 ′)) ≤

𝑐10|�⃗�1 − �⃗�2|(
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤

+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
+

(‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
)), (2.223)

Аналог оценок (2.220), (2.221) в нашем случае дает неравенство

‖𝛽‖
𝑊

2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+
𝑟∑︁

𝑖=1

‖∇𝑧′𝛽(𝑥
𝑖(𝑧′, 0))‖

𝑊
2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
≤ 𝑐|�⃗�1 − �⃗�2|. (2.224)

Пусть 𝑤𝑗
𝑖 (𝑗 = 1, 2) решения задач (2.195), (2.197) и ((2.196), (2.198) c новы-

ми правыми частями, где вместо 𝑣 стоят функции 𝑣𝑗. Пусть 𝑤0 = 𝜙𝑖�̃�. Тогда
разности 𝑘𝑖 = 𝑤1

𝑖 − 𝑤2
𝑖 есть решения задач

−𝑏+𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)𝑘𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 + 𝜆𝑘𝑖 =
∑︁

𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏+𝑖𝑗𝜔
0
𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏+𝑖 𝜔
0
𝑧𝑖
+ 𝑏+0 𝜔

0 + [𝜙𝑖, 𝐿]�̃�|𝑧′=0 = 𝑓𝑖|𝑧′=0,

(2.225)
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𝑘𝑖|𝑧𝑛=0 = 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=𝛿1 = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1. (2.226)

−𝑏−𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)𝑘𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 + 𝜆𝑘𝑖 =
∑︁

𝑖+𝑗<2𝑛

𝑏−𝑖𝑗𝜔
0
𝑧𝑖𝑧𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏−𝑖 𝜔
0
𝑧𝑖
+ 𝑏−0 𝜔

0 + [𝜙𝑖, 𝐿]�̃�|𝑧′=0 = 𝑓𝑖|𝑧′=0,

(2.227)
𝑘𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=0 = 0, 𝑘𝑖|𝑧𝑛=−𝛿1 = 0, 𝑖 > 𝑟1. (2.228)

Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений имеем оценку
𝑟1∑︁
𝑖=1

(‖𝑘𝑖‖𝑊 2
𝑝 ((0,𝛿1))

+ |𝜆|‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛿1)) +
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1+1

(‖𝑘𝑖‖𝑊 2
𝑝 ((−𝛿1,0)) + |𝜆|‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(−𝛿1,0)) ≤

𝑟1∑︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((0,𝛿1)) +
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1+1

‖𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝((−𝛿1,0)). (2.229)

Приведем оценку для правой части. Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟1. Имеем

‖𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝(0,𝛿1) ≤ 𝑐1‖𝑓𝑖(𝑧′, 𝑧𝑛)‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝛿1))) = 𝐽, 𝑠 = (𝑛 − 1)/𝑝 + 𝜀0,

в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)-(3.12) в [3]).
Далее используем неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяци-
онных теорем (см. [1]).

𝐽 ≤ 𝑐1‖𝑓𝑖(𝑧)‖𝜃𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝛿1)))

‖𝑓𝑖(𝑧)‖1−𝜃
𝑊−1

𝑝 (𝐵′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝛿1)))

, 2𝜃 − 1 = 𝑠. (2.230)

Исходя из определения 𝑓𝑖 и условий (1.189), (1.191) на коэффициенты, имеем

‖𝑓𝑖‖𝑊−1
𝑝 (𝐵′

𝛿;𝐿𝑝((0,𝛿1)))
≤ 𝑐‖�̃�‖𝑊 1

𝑝 (𝑈
+)) ≤ 𝑐1𝜆

−1/2(‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) + |𝜆|‖�̃�‖𝐿𝑝(𝐺+)), (2.231)

где постоянная 𝑐1 не зависит от 𝜏 . Последняя оценка получается если мы ис-
пользуем интерполяционное неравенство

‖�̃�‖𝑊 1
𝑝 (𝑈

+) ≤ 𝑐‖�̃�‖1/2𝑊 2
𝑝 (𝑈

+)‖�̃�‖
1/2
𝐿𝑝(𝑈+).

Также в силу условий (1.191) (используем еще вложение 𝑊 1
𝑝 (𝑈

+) ⊂ 𝐿∞(𝑈+))

‖𝑓𝑖(𝑧)‖𝑊 1
𝑝 (𝐵

′
𝛿;𝐿𝑝((0,𝛿1))) ≤ 𝑐(‖�̃�‖𝑊 2

𝑝 (𝐺
+) + ‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑧)‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)). (2.232)

Оценки (2.221)-(2.222) влекут, что

‖𝑓𝑖(0, 𝑧𝑛)‖𝐿𝑝(0,𝛿1) ≤ 𝑐2𝜆
(𝜃−1)/2(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑧)‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)+

‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + ‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) + ‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆|‖�̃�‖𝐿𝑝(𝐺+)), (2.233)
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где 𝑐2 – постоянная, не зависящая от 𝜏 . Очевидно, что точно такая оценка имеет
место и при 𝑖 > 𝑟1. Используя оценки (2.228), (2.232), получим

𝑟1∑︁
𝑖=1

(‖𝑘𝑖‖𝑊 2
𝑝 ((0,𝛿1))

+ |𝜆|‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛿1)) +
𝑟∑︁

𝑖=𝑟1+1

(‖𝑘𝑖‖𝑊 2
𝑝 ((−𝛿1,0)) + |𝜆|‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(−𝛿1,0))

≤ 𝑐3𝜆
(𝜃−1)/2(‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑧)‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+(𝜏))+

‖∇𝑧′𝜙𝑖�̃�(𝑧)‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + ‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

+) + ‖�̃�‖𝑊 2
𝑝 (𝑈

−) + |𝜆|‖�̃�‖𝐿𝑝(𝐺+)), (2.234)

В частности, отсюда и из (2.222), (2.223), (2.234) вытекает неравенство

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝑘𝑖𝑧𝑛(0)| ≤ 𝑐𝜆−1/2+1/2𝑝+𝜀0/2(‖𝑘𝑖‖𝑊 2
𝑝 (0,𝛿)

+ |𝜆|‖𝑘𝑖‖𝐿𝑝(0,𝛿)) ≤

𝑐1𝜆
𝛾𝐶0(𝜆)|�⃗�1 − �⃗�2|, 𝛾 = −3/4 + (𝑛+ 1)/4𝑝+ 3𝜀0/4, (2.235)

где в отличие от других постоянных, постоянная 𝐶0(𝜆) зависит от 𝜆

𝐶0(𝜆) =
𝑟∑︁

𝑖=1

(‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤
+
0 − 𝑤−

0 )‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (𝐵′

𝛿)
+ |𝜆|𝑠0‖∇𝑧′𝜙𝑖(𝑤

+
0 − 𝑤−

0 )‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
)+

‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝑊 2𝑠0
𝑝 (Γ0)

+ |𝜆|𝑠0‖𝑤+
0 − 𝑤−

0 ‖𝐿𝑝(𝐵′
𝛿)
.

Однако мы имеем что в силу (2.217), (2.219), что

𝐶0(𝜆) ≤ 𝑐5 + 𝑐6|𝜆|𝑠0+3𝜀0. (2.236)

Тогда неравенство (2.235) может быть переписано в виде

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝑘𝑖𝑧𝑛(0)| ≤ 𝐶|𝜆|15𝜀0/4−1/4+(𝑛−1)/4𝑝. (2.237)

где постоянная 𝐶 не зависит от 𝜆. Мы получили необходимые оценки. Оценим
теперь норму |𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)|, считая что 𝜆 ≥ 𝜆4. В силу (2.209), оценим норму
|𝐹1 − 𝐹2|. Приведем покоординатные оценки. Рассмотрим первое слагаемое в
координате 𝐹𝑖(�⃗�1)− 𝐹𝑖(�⃗�2). Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟1. Оно записывается в виде

𝐽1 = 𝑏+𝑛 (𝜔
1
𝑖𝑧𝑛
(0)− 𝜔2

𝑖𝑧𝑛
(0))/𝜓𝑖, (2.238)

где 𝑏+𝑛 =
√︀
1 + |∇𝛾|2

∑︀𝑛
𝑘,𝑙=1 �̃�𝑘,𝑙(𝑦

𝑖(𝑧))𝜈𝑘𝜈𝑙|𝑧𝑛=0 (�̃�𝑘,𝑙 – старшие коэффициенты 𝐿,
записанного в локальной системе координат 𝑦). Здесь 𝜈𝑘 = −𝛾𝑧𝑘(𝑧′)/

√︀
1 + |∇𝛾|2
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при 𝑘 < 𝑛 и 𝜈𝑛 = 1/
√︀

1 + |∇𝛾|2. В силу условий на коэффициенты 2 и неравен-
ства (2.234) имеем

|𝐽1| ≤ 𝑐|𝜔1
𝑖𝑧𝑛
(0)− 𝜔2

𝑖𝑧𝑛
(0)| ≤ 𝑐2𝐶0(𝜆)𝜆

𝛾|�⃗�1 − �⃗�2|, (2.239)

где все постоянные не зависят 𝜆 за исключением 𝐶0(𝜆)𝜏 . Рассмотрим второе
слагаемое. Пусть, например, 𝑖 ≤ 𝑟1.

𝐽2 = (
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑏+𝑗 (0)�̃�
+
𝑧𝑗
(𝑥𝑖(0)) + 𝛽�̃�−(𝑥𝑖(0)))/𝜓𝑖.

В силу условий на коэффициенты имеем

|𝐽2| ≤ 𝑐3

𝑟∑︁
𝑖=1

(|�̃�+(𝑥𝑖(0))|+ |�̃�−(𝑥𝑖(0))|+ |∇𝑧′(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0.

Каждое из слагаемых, входящих в эту сумму, оценивается одинаково. Рассмот-
рим, например, последнее слагаемое в оценке для |𝐽2|. Имеем (см. например,
[1])

|∇𝑧′(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0| ≤ 𝑐4‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�

+(𝑥𝑖(𝑧)))‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝑈

+), 𝑠 = 𝑛/𝑝+ 𝜀0

Далее, используя интерполяционное неравенство и теоремы о следах (см. [1]),
получим

|∇𝑧′(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0| ≤ 𝑐2‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�

+(𝑥𝑖(𝑧)))‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝑈

+) ≤

𝑐3‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))‖𝜃𝑊 2

𝑝 (𝑈
+)‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�

+(𝑥𝑖(𝑧)))‖1−𝜃
𝐿𝑝(𝑈+) ≤

𝑐4|𝜆|𝜃−1(‖∇𝑧′𝜙𝑖(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))‖𝑊 2

𝑝 (𝑈
+) + |𝜆|‖𝜙𝑖(�̃�

+(𝑥𝑖(𝑧)))‖𝐿𝑝(𝑈+), 𝜃 = 𝑛/2𝑝+ 𝜀0/2.

Используя (2.222), (2.223) и (2.236) получим оценку

‖∇𝑧′(�̃�
+(𝑥𝑖(𝑧)))|𝑧=0‖�̃� 𝑠0

𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐6𝜆
−1/2+(𝑛−1)/2𝑝+7𝜀0/2|�⃗�1 − �⃗�2|.

Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые в |𝐽2|, и можно сказать, что

|𝐽2| ≤ 𝑐7𝜆
−1/2+(𝑛−1)/2𝑝+7𝜀0/2|�⃗�1 − �⃗�2| (2.240)

для некоторой не зависящей от 𝜆 постоянной 𝑐7. Оценим 𝐽3 = 𝛽(𝑤+
0 − 𝑤−

0 )(0).
Используя (47), имеем, что (𝑠 = 𝑛/𝑝+ 𝜀0)

|𝐽3| ≤ |𝛽(0)|(‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝑈

+) + ‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝑊 𝑠
𝑝 (𝑈

−)) ≤ 𝑐7‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝜃𝑊 2
𝑝 (𝑈

+)‖𝜙0𝑖𝑤0‖1−𝜃
𝐿0(𝑈+)+

‖𝜙0𝑖𝑤0‖𝜃𝑊 2
𝑝 (𝑈

−)‖𝜙0𝑖𝑤0‖1−𝜃
𝐿0(𝑈−) ≤ 𝑐|𝜆|𝜃−1+𝑠0+3𝜀0|�⃗�1 − �⃗�2|. (2.241)
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Таким образом,
|𝐽3| ≤ 𝑐8|𝜆|−1/2+(𝑛−1)/2𝑝+7𝜀0/2|�⃗�1 − �⃗�2|. (2.242)

Окончательная оценка, как вытекает из (2.239), (2.240), (2.242), имеет вид

‖𝑅(�⃗�1)−𝑅(�⃗�2)‖�̃� 𝑠0
𝑝 (0,𝜏) ≤ 𝑐10 𝜆

𝛾0|�⃗�1 − �⃗�2|, (2.243)

причем в силу условия 𝑝 > 𝑛, число 𝛾0 (минимальное из постоянных в (2.237),
(2.240), (2.241)) отрицательно, если параметр 𝜀0 достаточно мал. Условие 𝜀0 <
1/15𝑝 это гарантирует. Возьмем в качестве 𝜆5 число со свойством 𝜆5 ≥ 𝜆4,
𝑐10𝜆

𝛾0
5 ≤ 1/2. В этом случае при 𝜆 ≥ 𝜆5 оператор 𝑅 переводит шар 𝐵𝑅0

в себя и
является в нем сжимающим. Следовательно уравнение (2.206) имеет решение �⃗�.
Используя найденное решение �⃗�, найдем решение 𝑣 задачи сопряжения (2.189)-
(2.191).

Покажем, что у нас выполнены условия переопределения (2.191). Взяв ра-
венства (2.200), (2.201) и вычитая их из соответствующих равенств (2.202),
(2.203), получим

𝑏+𝑛 (0)(𝜔𝑖𝑧𝑛(0)− 𝑤+
𝑖𝑧𝑛
(0)) = 𝛼(𝜓𝑖 − 𝑤+(0)), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1, (2.244)

𝑏−𝑛 (0)(𝜔𝑖𝑧𝑛(0)− 𝑤−
𝑖𝑧𝑛
(0)) = 𝛼(−𝜓𝑖 + 𝑤−(0)), 𝑖 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑟, (2.245)

Функции 𝑤±
𝑖 (𝑧) удовлетворяют уравнению (2.194). Возьмем в этом уравнении

𝑧′ = 0 и вычтем его из равенства (2.195) при 𝑖 ≤ 𝑟1 и из (2.196) при 𝑖 > 𝑟1. Мы
получим, что

−𝑏+𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)(𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 − 𝑤+
𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛

(0, 𝑧𝑛)) + 𝜆(𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛 − 𝑤+
𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛

(0, 𝑧𝑛)) = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1, (2.246)

−𝑏−𝑛𝑛(0, 𝑧𝑛)(𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛−𝑤−
𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛

(0, 𝑧𝑛)))+𝜆(𝜔𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛−𝑤−
𝑖𝑧𝑛𝑧𝑛

(0, 𝑧𝑛)) = 0, 𝑖 ≤ 𝑟1,= 0, 𝑖 > 𝑟1.

(2.247)
Используя граничные условия (2.202), (2.203) и (2.244) получим

𝑏+𝑛 (0)(𝑤𝑖𝑧𝑛(0)− 𝜔+
𝑖𝑧𝑛
(0)) = 𝛽(𝑤𝑖(0)− 𝜔+

𝑖 (0)), 𝑤𝑖(𝛿1)− 𝜔+
𝑖 (0, 𝛿1) = 0,

𝑏−𝑛 (0)(𝑤𝑖𝑧𝑛(0)− 𝜔−
𝑖𝑧𝑛
(0)) = 𝛽(𝜔−

𝑖 (0, 𝑧𝑛)− 𝑤𝑖(0)), 𝑤𝑖(−𝛿1)− 𝜔+
𝑖 (0,−𝛿1) = 0,

где в первом равенстве 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟1 и во втором 𝑖 = 𝑟1+1, . . . , 𝑟. Увеличивая
параметр 𝜆, если необходимо, можем считать, что решения полученных смешан-
ных начально-краевых задач единственно и тогда 𝑤𝑖(𝑧𝑛) = 𝜔+

𝑖 (0, 𝑧𝑛) = 𝜓𝑖 при
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𝑖 = 1, . . . , 𝑟1 и 𝑤𝑖(𝑧𝑛) = 𝜔−
𝑖 (0, 𝑧𝑛) = 𝜓𝑖 при 𝑖 = 𝑟1+1, . . . , 𝑟. Последнее утвержде-

ние теоремы, о том что, если данные принадлежат класссу 𝑆𝑅 и совпадают, то
и решения совпадают, вытекает из единственности решений уравнения (2.206),
имеющей место при 𝜆 ≥ 𝐶(𝑅), где 𝐶(𝑅) – некоторая постоянная, зависящая от
𝑅.

Замечание 2.4. Вообще говоря граница Γ области может состоять из
нескольких компонент связности, в этом случае мы можем брать различ-
ные граничные условия на каждой из них. Утверждения теорем 1.13, 1.14,
2.7 останутся справедливыми. В случае если граница Γ0 состоит из несколь-
ких компонент связности Γ0 = ∪Γ𝑖, на каждой из которых задано условие
сопряжения вида (1.188) и ищутся соответствующие функции 𝛽𝑖 входящие
в условие сопряжения того же вида, что и в теореме 2.7, то утверждение
теоремы 2.7 также остается справедливым при выполнении соответствую-
щих условий на данные.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе был исследованы вопросы регулярной разрешимости в простран-
ствах Соболева задач сопряжения с условиями сопряжения типа неидеального
контакта, а также вопросы корректности обратных задач по определению ко-
эффициента теплообмена на границе раздела сред, входящего в условие сопря-
жения.

Основные результаты можно описать следующим образом.
1. Исследованы вопросы регулярной разрешимости (теоремы существования

и единственности и оценки устойчивости решений) задачи сопряжения с
условиями сопряжения типа неидеального контакта для параболических
систем уравнений в классах Соболева.

2. Исследованы вопросы регулярной разрешимости (теоремы существования
и единственности и оценки устойчивости решений) задачи сопряжения с
условиями сопряжения типа неидеального контакта для эллиптического
уравнения второго порядка в классах Соболева.

3. Доказана корректность в классах конечной гладкости обратной задачи
определения коэффициента теплообмена на границе раздела сред, входя-
щего в условие сопряжения типа неидеального контакта, получены теоре-
мы существования и единственности решений и оценки устойчивости.

4. Доказана корректность в пространствах Соболева стационарных обрат-
ных задач определения коэффициента теплообмена на границе раздела
сред, входящего в условие сопряжения типа неидеального контакта, по-
лучена теоремы существования и единственности решений задачи.

Результаты работы развивают теорию задач сопряжения с условиями типа
неидеального контакта для параболических и эллиптических уравнений и си-
стем, а также теорию обратных задач об определении коэффициентов тепло-
передачи на границе разделов сред по точечным данным переопределения для
параболических и эллиптических уравнений и систем, указываются новые под-
ходы к их решению, результаты могут быть использованы в дальнейшем при
изучении обратных задач для математических моделей, описываемых парабо-
лическими и эллиптическими уравнениями и системами, в частности моделей
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экологии, фильтрации, динамики популяции, фазовых полей, моделей, описы-
вающих процессы механической дисперсии и молекулярной диффузии и ряда
других. Предложенные подходы конструктивны и могут быть использованы
при построении новых численных алгоритмов решения обратных задач тепло-
массопереноса.
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