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Введение

К задачам со свободной границей относится большой круг класси-
ческих задач о движении идеальной жидкости с частично заданными
границами. В работе речь будет идти только о плоских задачах, поскольку
в двумерном случае разработано много различных методов исследования.
Следует отметить, что существуют работы, в которых исследуются
трёхмерные задачи со свободной границей (см., например, [1–3]). Однако
многие методы, используемые в двумерных задачах, не подходят для
изучения трёхмерных задач. Эти задачи требуют дополнительного
исследования.

Задачи со свободными границами часто исследуются в предположении,
что жидкость несжимаемая, а течение потенциально. В результате
такого подхода потенциал скорости подчиняется уравнению Лапласа в
области течения, что позволяет воспользоваться теорией аналитических
функций комплексного переменного, в частности, техникой конформных
отображений. Неизвестная часть границы определяется с помощью
заданных на ней краевых условий. Первое условие заключается в том,
что эта граница свободна от напряжений (динамическое условие), а второе —
в том, что вектор поля скорости жидкости направлен по касательной к ней
(кинематическое условие). Второе условие означает, что свободная граница
является линией тока, то есть на ней справедливо уравнение Бернулли.

Задачи со свободными границами представляют большой раздел
гидродинамики и входят в классические учебники (см. [4–8]). Реше-
ние многих задач по этой тематике можно найти в монографиях
Л. Н. Сретенского [3], В. Н. Монахова [9], Д. В. Маклакова [10], Дж. Лайт-
хилла [11] и Дж. Уизема [12]. Там же содержится обширная библиография
по этому вопросу.

В научной литературе существует большое количество численных и
механических исследований плоских поверхностных гравитационных волн в
однородной несжимаемой жидкости, вызванных различными возмущениями.
Для нас особый интерес представляют работы об установившемся потоке с
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источником или стоком в канале жидкости конечной глубины и бесконечной
длины [13–24]. Дж.-М. Ванден-Броек и Дж. Келлер в работе [13] исследовали
задачи со свободной границей со стоком, погруженным в жидкость и на
дне, имеющем уклон в обе стороны от точки стока. Г. Хокинг в своих
работах занимался исследованием задач с точечным источником и точечным
стоком на плоском горизонтальном дне [14–16]. Также в этих работах он
рассматривал случаи, когда сток находится в вершине наклонного дна
или в потоке над плоским горизонтальным дном. Случаи наклонного дна
и потока бесконечной глубины рассматривались и в других работах (см.,
например, [25;26]).

Поток жидкости в задачах со свободными границами обычно харак-
теризуется числом Фруда:

Fr =
𝑉√
𝑔ℎ
,

где 𝑉 — характерная скорость жидкости, 𝑔 — ускорение свободного паде-
ния, а ℎ — характерная длина. В данной диссертационной работе будет
предполагаться, что на бесконечности скорость жидкости стремится к
равномерному потоку скорости 𝑉 и высоты ℎ, которые будут взяты в
качестве характерных величин.

Можно выделить два основных свойства установившегося течения
со стоком в канале жидкости глубины ℎ и бесконечной длины. Первое
свойство состоит в том, что при достаточно больших значениях числа Фруда
не существует волн, уходящих на бесконечность. Свойство монотонности
свободной поверхности было установлено численно уже в первых статьях
на эту тему (см., например, [13; 14; 17; 18]). Такое поведение свободной
границы можно объяснить следующим образом. Скорость распространения
возмущений (волн) по поверхности жидкости в линейной задаче равна
√
𝑔ℎ. Волны на поверхности генерируются стоком. При достаточно больших

числах Фруда скорость волны меньше, чем направленная к стоку скорость
потока, поэтому волна «затягивается» в сток и исчезает с поверхности
(см. [14; 16; 27]). В общем случае, волны возникают в течениях с малым
числом Фруда, то есть в так называемом докритическом случае (см.,
например, [13]). Как отмечено в работах [20;22;27;28], в случае источника
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волны присутствуют всегда.
Второе, не столь очевидное, свойство течения заключается в том, что

на свободной границе над стоком образуется касп. Этот факт также был
обнаружен численно в уже упомянутых работах [13; 14; 17; 18]. Следует
заметить, что при малых числах Фруда над стоком образуется критическая
точка, в которой скорость жидкости равна нулю. Наличие критической
точки является типичным для задачи со стоком на дне, которое имеет уклон
в обе стороны от точки стока (см. [25] и также [13–15;26]).

Математические исследования задач со свободными границами
проводились во многих работах. Первые точные результаты о существовании
волн установившегося вида были получены А. И. Некрасовым [29;30]. Им
был применён метод Леви-Чивита [31]. Этот метод заключается в том, что
сначала область течения конформно отображается на верхний единичный
полукруг, причём свободная граница переходит на полуокружность, а затем
определяется течение в полукруге. Далее, функция скорости представляется
в виде комплексной экспоненты, вещественная часть степени которой
отвечает за величину скорости, а мнимая — за направление. После подста-
новки этой функции в уравнение Бернулли и его дифференцирования
получается уравнение, которое теперь называется уравнением Некрасова [29;
30]. Впоследствии близкие результаты при других предположениях были
получены Т. Леви-Чивита [32;33] и Д. Я. Стройком [34;35]. Следует отме-
тить, что А. И. Некрасов и его последователи изучали гладкие решения
этого уравнения, однако есть случай, когда на свободной поверхности
образуется излом, что соответствует так называемым волнам Стокса
предельной амплитуды [36–42]. Некоторые результаты, полученные в
этих работах [41; 42], оказались востребованы в данной диссертационной
работе. Обширную библиографию по этому вопросу можно найти в книге
Л. Н. Сретенского [3].

Существенным вкладом в исследование волновых движений явилась
книга Л. В. Овсянникова и его соавторов [43]. На примере плоской задачи о
волнах в однослойной жидкости Л. В. Овсянниковым изложено обоснование
теории мелкой воды (в малом по времени) в классах аналитических
функций [44]. Н. И. Макаренко был проведён предельный переход из трёх-
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мерной модели неустановившейся волны к уравнениям двухслойной мелкой
воды, что существенно расширило классы задач, в которых применима
эта теория (см. [45]). Кроме того, Н. И. Макаренко и его соавторы зани-
мались доказательством разрешимости задач со свободными границами
в течении стратифицированной жидкости [46–48]. Решение задачи о
волнах, вызванных движением круглого цилиндра над горизонтальным
дном, было получено в работах [49; 50]. В уже упомянутой ранее книге
В. И. Налимовым была рассмотрена приближенная модель теории неуста-
новившихся течений [51]. Им также была доказана разрешимость задачи
об обтекании финитного препятствия на горизонтальном дне в случае
докритического течения и установлено, что на бесконечности происходит
волнообразование [52]. Кроме того, он занимался исследованием задачи о
вытекающем из-под горизонтального щита течении идеальной несжимаемой
жидкости [53;54].

Следует также упомянуть и другие близкие по тематике исследования
работы. Задачи об уединённой волне изучались во многих работах
(см., например, [12; 55–59]). Доказательство существования уединённой
волны было дано М. А. Лаврентьевым [55] и К. О. Фридрихсом
и Д. Г. Хайерсом [56] с применением методов теории конформных
преобразований. Неединственность решения этой задачи была доказана
П. И. Плотниковым [59]. Разрешимость задачи со свободной границей тече-
ния жидкости над неровным дном в сверхкритическом случае была получена
Р. Жербе с помощью топологических методов [60]. В. Н. Монахов занимался
исследованием задач со свободными границами для эллиптических систем
уравнений. В его монографии [9] рассмотрены различные вопросы по
этой теме, в частности, установлена разрешимость задачи об истечении
жидкости из-под полигонального щита. В работах Е. В. Семенко [61–63]
задача о стационарном течении невязкой несжимаемой жидкости над
узким препятствием и задача о гидравлическом скачке исследуются с
применением преобразования Фурье, что позволяет получить аналитическое
представление решения задачи. О. М. Киселевым в работе [64] доказано
существование сверхкритического течения в канале с полигональным
неровным дном.
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Диссертационная работа посвящена математическому исследованию
задачи со свободной границей, в которой течение жидкости вызвано
расположенным на дне сингулярным стоком. Следует отметить, что задачи
с сингулярностями в потоке идеальной жидкости уже рассматривались. В
частности, в книге М. Л. Милн-Томсона [4] построено решение задачи
о точечном стоке в идеальной жидкости в полосе с заданными непро-
ницаемыми прямыми границами. Плоская задача об источнике в потоке
идеальной жидкости со свободной границей исследовалась в монографии
Д. В. Маклакова [10]. Также в этой работе доказано существование волн
на свободной поверхности при обтекании точечного вихря. Задача о сверх-
критическом обтекании вихря также исследовалась в работе А. М. Тер-
Киркорова [65]. Задача об обтекании вихря потоком жидкости бесконечной
глубины рассматривалась в работе О. М. Киселева и В. А. Лазарева [66].
Несмотря на то, что математические исследования задач со свободными
границами проводились во многих работах, задача со свободной границей и
точечным стоком в потоке никем ранее не рассматривалась.

Общий метод исследования задачи примерно соответствует работам
А. И. Некрасова [29; 30], Г. Кеди и Дж. Норбери [42] и состоит в том,
что с помощью метода Леви-Чивита получено уравнение типа Некрасова,
которое точно описывает свободную границу. Следует отметить, что
уравнение Некрасова включает в себя две неизвестные функции, поэтому оно
дополняется одной из формул обращения Гильберта [67;68]. Таким образом,
получается система интегро-дифференциальных уравнений, которая после
некоторых преобразований переписывается в виде нелинейного операторного
уравнения в гильбертовом пространстве. Существенной особенностью
задачи с сингулярным стоком является то, что полученное уравнение типа
Некрасова не является однородным, то есть у него нет решения, тож-
дественно равного нулю. Поэтому нет возможности искать достаточно
малые решения этого уравнения. В этом и состоит отличие задачи со
стоком от работ по волнам на поверхности потока тяжёлой идеальной
жидкости (работы без особенностей, процитированные выше). Стоит ещё
отметить, что возможен вывод различных форм уравнения типа Некрасова.
Они эквивалентны, однако требуют различных подходов к исследованию.
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Не все эти варианты оказались удачными. Был выбран тот, который дал
возможность доказать разрешимость задачи.

Разрешимость исходной задачи при определённых условиях экви-
валентна разрешимости в гильбертовом пространстве уравнения, упомя-
нутого выше. Эти условия продиктованы корректностью преобразований,
производимых при выводе уравнения. В частности, свободная граница не
должна опрокидываться. В работе показывается, что эти условия выпол-
няются, если число Фруда не является слишком малым.

Рассмотрены три варианта задачи: случай с плоским горизонтальным
дном; случай со стоком во впадине на дне канала; случай, когда сток
находится в вершине выступа на дне. В случае плоского горизонтального
дна разрешимость задачи в гильбертовом пространстве устанавливается с
помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке, а затем с помощью
принципа сжимающих отображений доказывается его единственность.
Следует отметить, что ограничение снизу на число Фруда, которое
гарантирует существование решения, значительно ниже, чем то, которое
получено для его единственности. Доказано, что свободная поверхность
является аналитической всюду кроме точки каспа. Вблизи точки каспа
получена асимптотика свободной границы.

В случае задач с неровным дном не удалось получить столь полные
результаты. Разрешимость задачи доказана с ограничениями на высоту
выступа и на глубину ямки. Дело в том, что в этих случаях задача ещё
больше усложняется и включает нелинейное интегральное уравнение типа
Вольтерра первого рода. Тем не менее, используемые ограничения носят
конкретный характер, а не просто доказано, что задача разрешима в случае
дна, достаточно мало отличающегося от плоского.

Цели и задачи исследования. Основной целью работы является
доказательство разрешимости задачи со свободной границей о течении
идеальной несжимаемой жидкости, вызванном сингулярным стоком на дне,
а также исследование свойств решения и формы свободной границы.

Методы исследования. Исследование проводилось с использованием
теории функций комплексной переменной, анализа Фурье и теории
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дифференциальных уравнений.

Основные положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся
следующие результаты:
— Выведена математическая постановка двумерной стационарной задачи со
свободной границей потока идеальной несжимаемой жидкости с точечным
стоком на дне для трёх видов дна: плоское горизонтальное, с треугольной
впадиной и с треугольным выступом. Задача приведена к общему виду и
записана эквивалентная формулировка в виде операторного уравнения в
гильбертовом пространстве с некоторыми параметрами (число Фруда и
геометрические характеристики выступа). Установлены некоторые свойства
для входящего в уравнение оператора, а также выведены априорные оценки
решения.
— Исследована задача со свободной границей и точечным стоком на
плоском горизонтальном дне. Доказана однозначная разрешимость задачи,
когда число Фруда превышает некоторое конкретное значение. Установлено,
что на свободной границе в точке над стоком образуется касп. Проведено
доказательство аналитичности свободной границы всюду кроме точки каспа.
Исследована асимптотика свободной границы вблизи точки каспа, а также
доказано, что не происходит её опрокидывание.
— Проведено исследование задачи со свободной границей и точечным
стоком во впадине на дне. Доказана разрешимость задачи «в малом», а
именно при выполнении некоторого условия на параметры задачи. Показано,
что при этих условиях не происходит опрокидывания свободной границы.
— Исследована задача со свободной границей и точечным стоком в вершине
треугольного выступа на дне. Доказана разрешимость задачи «в малом»,
то есть при некотором условии на параметры задачи. Установлено, что при
достаточно больших значениях числа Фруда не происходит опрокидывание
свободной границы.

Личный вклад автора. Автор диссертационной работы принимал
активное участие в получении результатов, отражённых в совместных
публикациях на равноправной основе: постановке задачи, доказательстве
теорем, обсуждении полученных результатов, а также оформлении
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результатов в виде публикаций. Результаты, представленные в третьей
и четвёртой главах, получены автором самостоятельно и опубликованы без
соавторов.

Научная новизна. Выработан общий подход к решению задачи со
свободной границей с точечным стоком на дне. Доказана однозначная
разрешимость задачи со свободной границей с сингулярным стоком в
случае плоского дна, а также доказана разрешимость задачи, когда
сток находится во впадине или в вершине треугольного выступа на дне.
Все основные результаты диссертации являются новыми, подтверждены
полными доказательствами и представляют научный интерес.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная работа
имеет теоретический характер. Полученные результаты могут служить
основой для дальнейших математических и численных исследований задач
со свободными границами о потоке идеальной несжимаемой жидкости,
инициированном стоком на дне, а также связанных с ними неоднородных
операторных уравнений.

Обоснованность и достоверность результатов. Достоверность
результатов, полученных в диссертационной работе, основана на строгости
математических доказательств.

Апробация работы. Представленные в диссертации результаты докла-
дывались и обсуждались на 9 научных конференциях:
— Всероссийская конференция “Нелинейные волны: теория и новые
приложения”, посвящённая 70-летию со дня рождения чл.-корр. РАН
В.М. Тешукова, 29 февраля–2 марта 2016, г. Новосибирск;
— 54-ая международная научная студенческая конференция (МНСК), 16–
20 апреля 2016, г. Новосибирск;
— Russian-French Workshop “Mathematical Hydrodynamics”, August 22–27,
2016, Novosibirsk;
— XI всероссийская конференция молодых ученых “Проблемы механики:
теория, эксперимент и новые технологии”, 20—23 марта, 2017, Кемеровская
обл., пос. Шерегеш;
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— Международная конференция по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам, 6–11 июля, 2018, г. Суздаль;
— Международная школа-конференция “Соболевские чтения”, посвя-
щённая 110-летию со дня рождения Сергея Львовича Соболева 10–16
декабря 2018, г. Новосибирск;
— Международная конференция “Математика в приложениях” в честь 90-
летия Сергея Константиновича Годунова, 4–10 августа 2019, г. Новосибирск;
— IX Международная конференция по математическому моделированию,
посвящённая 75-летию Владимира Николаевича Врагова, 27 июля–01
августа 2020, г. Якутск;
— IX Международная конференция, посвящённая 120-летию со дня
рождения академика Михаила Алексеевича Лаврентьева “Лаврентьевские
чтения по математике, механике и физике”, 7–11 сентября 2020,
г. Новосибирск.

Результаты диссертации сообщались и обсуждались на научных
семинарах под руководством чл.-корр. РАН Плотникова П. И. и д.ф.-м.н.
Старовойтова В. Н. (ИГиЛ СО РАН); чл.-корр. РАН Пухначёва В. В. и
д.ф.-м.н. Ерманюка Е. В. (ИГиЛ СО РАН); д.ф.-м.н. Ткачёва Д. Л. (ИМ
СО РАН); на конкурсе научных работ молодых учёных ИГиЛ СО РАН.

Кроме того, некоторые результаты диссертации были представлены в
виде серии докладов “Free surface of an ideal fluid flow with a singular sink”
на семинаре факультета математики и прикладной математики в Критском
университете, г. Ираклион, Греция, с 01 октября 2019 по 29 ноября 2019г.

Публикации. Результаты по теме диссертационной работы прошли
процедуру рецензирования и опубликованы в международных и российских
журналах [69–72].

Структура работы. Диссертационная работа состоит из введения,
четырёх глав, заключения, списка литературы, содержащего 76 наиме-
нований работ, и приложения. Главы разделены на параграфы, параграфы —
на пункты. Полный объём диссертации составляет 114 страниц и содержит
10 рисунков. Нумерация формул и рисунков в диссертации двойная: первое
число — номер главы, в которой приводится формула или рисунок, второе
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число — порядковый номер формулы или рисунка в пределах главы.

Краткое содержание диссертации. В диссертационной работе
рассмотрена задача со свободной границей о течении идеальной
несжимаемой жидкости, ограниченной непроницаемым дном снизу и
свободной поверхностью сверху. Течение вызвано расположенным на дне
точечным стоком, заданной интенсивности. В работе рассматривается три
случая задачи, отличающиеся формой дна: плоское горизонтальное, с
треугольной впадиной и с треугольным выступом.

В первой главе параграф 1.1 посвящён математической формулировке
задачи в физической плоскости. Вводится параметр, характеризирующий
угол наклона сторон треугольной впадины (выступа). Плоское дно
соответствует нулевому значению этого параметра. В параграфе 1.2
задача переписывается в комплексной форме и область течения жидкости
конформно отображается на верхний единичный полукруг. Далее, ведётся
исследование течения в полукруге. В параграфе 1.3 представлена
полная математическая формулировка задачи в новых переменных, а
также показано, как вернуться назад к физическим переменным. В
параграфе 1.4 получена эквивалентная формулировка задачи в виде
операторного уравнения в гильбертовом пространстве. Доказаны некоторые
вспомогательные утверждения и оценки.

Во второй главе проведено исследование разрешимости задачи со
свободной границей и точечным стоком на плоском горизонтальном дне. В
параграфе 2.1 с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке доказано
существование решения задачи для чисел Фруда, превышающих некоторое
конкретное значение. Далее, с помощью принципа сжимающих отображений
доказана единственность решения уравнения для несколько бóльших чисел
Фруда. В параграфе 2.2 с помощью теоремы Х. Леви доказано, что свободная
граница является аналитической всюду, кроме точки над стоком, где она
имеет касп. Чтобы показать, что конформное отображение является взаимно
однозначным и существует решение исходной задачи, было установлено
при каких значениях числа Фруда не происходит опрокидывания свободной
границы. Кроме того, в этом параграфе исследована асимптотика свободной
границы при приближении к точке над стоком.
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В третьей главе задача со свободной границей рассматривается в
случае, когда сток находится в треугольной впадине на дне. Сначала, в
параграфе 3.1, с помощью принципа сжимающих отображений доказывается
разрешимость вспомогательной задачи со срезкой, а затем, в параграфе 3.2,
показывается, что при определённых условиях от срезки можно отказаться.
В параграфе 3.3 доказывается зависимость решения операторного уравнения
от параметров, характеризующих геометрию треугольной впадины, и
существование решения исходной задачи.

В четвёртой главе задача со свободной границей рассматривается
в случае, когда точечный сток находится в вершине треугольного
выступа на дне. Метод доказательства, используемый в этой главе,
отличается от предыдущей главы. В параграфе 4.1 с помощью принципа
сжимающих отображений доказано, что существует единственное решение
этого операторного уравнения при некотором условии на число Фруда.
В параграфе 4.2 показано, что решение непрерывно зависит от
параметра, характеризующего треугольный выступ, и доказано, что при
определённых значениях исходных параметров существует решение задачи.
В параграфе 4.3 проведено исследование формы свободной границы.
Установлено, что не происходит опрокидывания свободной границы при
заданных числах Фруда.
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Глава 1. Формулировка задачи в общем виде

В данной работе исследуется двумерная задача об установившемся
течении идеальной несжимаемой жидкости, ограниченном свободной
поверхностью сверху и непроницаемым дном снизу. Течение вызвано
расположенным на дне точечным стоком интенсивности 𝑚 > 0. Будут
рассмотрены различные варианты задачи, отличающиеся друг от друга
только формой дна. Для удобства в этой главе мы запишем общую
формулировку этих случаев.

1.1 Постановка задачи

Для описания постановки задачи будем использовать прямоугольную
декартову систему координат (𝑥, 𝑦) ∈ R2 с началом 𝑂 в точке стока. Пусть
𝐷 ⊂ R2 — область течения жидкости, ограниченная сверху свободной
границей 𝛤 и дном 𝛤0 снизу (см. рис. 1.1). Предполагается, что течение
симметрично относительно оси 𝑂𝑦.
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Рисунок 1.1 — Картина течения в физической плоскости.

Дно 𝛤0 имеет следующий вид: на промежутках (𝐵,𝐸−) и (𝐸+, 𝐴)

дно горизонтальное, где 𝐴 и 𝐵 — бесконечно удалённые точки; отрезки
[𝐸−, 𝑂] и [𝑂,𝐸+] образуют симметричный наклон, 𝐸− = (−ℓ cos 𝛽 𝜋

2 , ℓ sin 𝛽
𝜋
2 )
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и 𝐸+ = (ℓ cos 𝛽 𝜋
2 , ℓ sin 𝛽

𝜋
2 ), 𝛽 ∈ (−1, 1) — параметр угла наклона, ℓ — длина

отрезков [𝐸−, 𝑂] и [𝑂,𝐸+].
В зависимости от параметра 𝛽 ∈ (−1, 1) будут рассматриваться три

случая задачи: при 𝛽 = 0 дно является горизонтальной прямой (см. рис 1.2а),
при 𝛽 > 0 на дне образуется треугольная впадина, в нижней точке которой
находится сток (см. рис 1.2б), а при 𝛽 < 0 сток расположен в вершине
треугольного выступа (см. рис 1.2в).

а)

 

б) в)

Рисунок 1.2 — Картина течений рассматриваемых в работе задач.
а) при 𝛽 = 0; б) при 𝛽 > 0; в) при 𝛽 < 0.

На жидкость действует сила тяжести 𝜚 𝑔, где 𝜚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — плотность
жидкости, 𝑔 = (0,−𝑔), 𝑔 — величина ускорения свободного падения.
Требуется определить поле скорости жидкости 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦), а также форму
свободной границы 𝛤 . Поле скорости 𝑣 удовлетворяет в 𝐷 стационарным
уравнениям Эйлера идеальной несжимаемой жидкости:

𝑣𝑥𝜕𝑥𝑣 + 𝑣𝑦𝜕𝑦𝑣 = −1

𝜚
∇𝑝+ 𝑔, (1.1)

𝜕𝑥𝑣𝑥 + 𝜕𝑦𝑣𝑦 = 0, (1.2)

где 𝑝 — давление. Эти уравнения необходимо дополнить краевыми
условиями, которые описаны ниже.

Во всех точках дна 𝛤0 кроме точки 𝑂 выполняется условие непро-
текания. Это означает, что скорость является касательной к границе:

𝑣𝑦 = 0 на (𝐵,𝐸−) ∪ (𝐸+, 𝐴), (1.3a)

𝑣𝑥 sin
𝜋

2
𝛽 + 𝑣𝑦 cos

𝜋

2
𝛽 = 0 на (𝐸−, 𝑂), (1.3b)

−𝑣𝑥 sin
𝜋

2
𝛽 + 𝑣𝑦 cos

𝜋

2
𝛽 = 0 на (𝑂,𝐸+). (1.3c)

В точке 𝑂 находится сток интенсивности 𝑚, поэтому поле скорости
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при приближении к этой точке имеет следующую асимптотику (см. [73,
гл. III,§ 2]): (︁

𝑣(𝑥, 𝑦) +
𝑚

2𝜋

𝑟

|𝑟|2
)︁
→ 0 при |𝑟| → 0, (1.4)

где 𝑟 = (𝑥, 𝑦).
Поскольку верхняя граница 𝛤 является неизвестной, на ней ставится

не одно, а два условия. Первое условие — кинематическое:

𝑣 · 𝑛 = 0 на 𝛤, (1.5)

где 𝑛 — вектор нормали к 𝛤 . Второе условие на 𝛤 — динамическое. Оно
состоит в том, что давление на 𝛤 постоянно и совпадает с атмосферным.
Поскольку в уравнения Эйлера входит только градиент давления, давление
определяется с точностью до произвольной постоянной. Поэтому будем
считать, что

𝑝 = 0 на 𝛤. (1.6)

Нам осталось определить поведение жидкости в бесконечно удалённых
точках 𝐴 и 𝐵 (см. рис. 1.1). Будем предполагать, что на бесконечности
течение жидкости стремится к равномерному потоку глубины ℎ и
постоянной скорости 𝑉 > 0:

𝑣(𝑥, 𝑦) → (∓𝑉, 0) при 𝑥→ ±∞. (1.7)

Значение постоянной 𝑉 не может быть произвольным. В силу
несжимаемости жидкости, эта постоянная должна быть связана с
интенсивностью стока следующим соотношением:

2𝑉 ℎ =
(1− 𝛽)

2
𝑚. (1.8)

В правой части стоит коэффициент (1−𝛽)/2, поскольку только часть стока
(с углом 𝜋(1− 𝛽)) отводит жидкость из области 𝐷.

Кроме того, будет предполагаться, что поле скорости является
потенциальным. Это значит, что существует называемая потенциалом
скорости скалярная функция 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦), такая что 𝑣 = ∇𝜙, то есть
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𝑣𝑥 = 𝜕𝑥𝜙 и 𝑣𝑦 = 𝜕𝑦𝜙. Это предположение является довольно сущест-
венным упрощением задачи. Обычно оно оправдывается следующими
соображениями. Если при рассмотрении нестационарной задачи в началь-
ный момент жидкость покоилась, то её завихренность (ротор поля скорости)
в этот момент должна равняться нулю. В двумерном случае завихренность
сохраняется вдоль траекторий частиц жидкости, поэтому она будет равна
нулю в 𝐷 и во все последующие моменты времени. Из односвязности
области𝐷 поле скорости будет потенциальным. Если предположить, что при
неограниченном возрастании времени течение становится установившимся,
то оно будет решением стационарной задачи. При этом его потенциальность
сохранится. Конечно, стабилизация решения совсем не является очевидным
фактом и требует строго обоснования. Мы, однако, этого делать не будем и
просто постулируем потенциальность скорости.

1.2 Преобразование задачи

1.2.1 Комплексная формулировка задачи

Уравнение потенциального течения в области 𝐷

В силу уравнения неразрывности (1.2) потенциал скорости является
гармонической в 𝐷 функцией:

Δ𝜙 = 0 в 𝐷. (1.9)

Кроме того, из уравнения неразрывности (1.2) следует, что существует
скалярная функция 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦), такая что 𝑣𝑥 = 𝜕𝑦𝜓 и 𝑣𝑦 = −𝜕𝑥𝜓. Эта
функция постоянна вдоль линии тока и называется функцией тока. Она



19

тоже является гармонической в 𝐷:

Δ𝜓 = 0 в 𝐷. (1.10)

Следует отметить, что функция тока и потенциал скорости определяются с
точностью до произвольных постоянных.

Если 𝜙 и 𝜓 уже известны, то можно вычислить поле скорости.
После этого давление можно найти из уравнения (1.1). Давление, однако,
нас не интересует, и мы не будем его определять. Поэтому достаточно
ограничиться решением уравнения (1.9) или (1.10) с соответствующим
образом переписанными краевыми условиями. Здесь мы столкнемся с
небольшой трудностью, связанной с тем, что условие (1.6) включает в
себя давление и его необходимо записать в другом виде.

Краевые условия на 𝛤0 и 𝛤

Из краевых условий (1.3) и (1.5) следует, что каждая из границ 𝛤0 и
𝛤 состоит из двух линий тока. Введём обозначения:

𝛤+
0 = 𝛤0 ∩ {𝑟 ∈ R2 | 𝑥 > 0}, 𝛤−

0 = 𝛤0 ∩ {𝑟 ∈ R2 | 𝑥 < 0},
𝛤+ = 𝛤 ∩ {𝑟 ∈ R2 | 𝑥 > 0}, 𝛤− = 𝛤 ∩ {𝑟 ∈ R2 | 𝑥 < 0}.

Таким образом, функция 𝜓 постоянна на 𝛤+
0 , 𝛤

−
0 , 𝛤

+ и 𝛤−. Поскольку задача
симметрична относительно оси 𝑂𝑦, вектор скорости на интервале (𝑂,𝐶)

этой оси направлен вертикально (вниз). Следовательно, этот интервал тоже
является линией тока. Функция 𝜓 определена с точностью до константы,
поэтому без ограничения общности мы можем положить, что она обращается
в нуль в точке 𝐶. Из непрерывности функции тока всюду за исключением
точки 𝑂 мы получим, что

𝜓|𝛤 = 𝜓|(𝑂,𝐶) = 0. (1.11)
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Рассмотрим линии тока 𝛤+
0 и 𝛤−

0 . Разность значений функции тока в
двух точках области совпадает с расходом потока жидкости через кривую,
соединяющую эти точки. Поэтому

𝜓|𝛤+
0
= 𝑉 ℎ, 𝜓|𝛤−

0
= −𝑉 ℎ. (1.12)

Нам осталось переписать условие (1.6) в форме, не включающей
давление. Для этого воспользуемся принципом Бернулли. Поскольку 𝛤+

и 𝛤− являются линиями тока, величина 1
2 |𝑣|

2 + 𝑝/𝜚+ 𝑔𝑦 сохраняет на 𝛤
постоянное значение. В силу того, что 𝑝 = 0 на 𝛤 , получим следующее
соотношение:

1

2
|𝑣(𝑥, 𝑦)|2 + 𝑔𝑦 = 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤. (1.13)

Постоянную 𝐾 можно определить, устремив в этом равенстве 𝑥 к ±∞:

𝐾 =
1

2
𝑉 2 + 𝑔

(︀
ℎ+ ℓ sin 𝛽

𝜋

2

)︀
.

Безразмерная постановка задачи

Перепишем задачу в безразмерной форме. Для этого введём число
Фруда

Fr =
𝑉√
𝑔ℎ

.

Величина 𝑉 не является исходным параметром задачи, поэтому, используя
соотношение (1.8), мы получим, что

Fr2 = (1− 𝛽)2
𝑚2

16𝑔ℎ3
.

Для краткости введём новое обозначение:

𝛼 =
Fr2

2
. (1.14)
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Взяв ℎ и 𝑉 в качестве характерных величин и оставив для
безразмерных величин прежние обозначения, мы получим (1.9), (1.10)
и (1.11). При этом для безразмерной скорости мы получим те же самые
выражения: 𝑣𝑥 = 𝜕𝑥𝜙 = 𝜕𝑦𝜓, 𝑣𝑦 = 𝜕𝑦𝜙 = −𝜕𝑥𝜓, где 𝑥, 𝑦, 𝜙 и 𝜓 —
безразмерные величины.

Условия (1.12) и (1.13) перепишутся следующим образом:

𝜓|𝛤+
0
= 1, 𝜓|𝛤−

0
= −1, (1.15)

𝛼 |𝑣(𝑥, 𝑦)|2 + 𝑦 = 𝛼 +
(︁
1 +

ℓ

ℎ
sin 𝛽

𝜋

2

)︁
при (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤. (1.16)

Наконец, (1.4) и (1.7) примут такой вид:(︁
𝑣(𝑥, 𝑦) +

2

(1− 𝛽)𝜋

𝑟

|𝑟|2
)︁
→ 0 при |𝑟| → 0, (1.17)

𝑣(𝑥, 𝑦) → (∓1, 0) при 𝑥→ ±∞.

Заметим, что 𝑦 → 1 + ℓ
ℎ sin 𝛽 𝜋

2 при 𝑥→ ±∞, если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤 .

Комплексная формулировка задачи

В силу двумерности поставленной задачи удобно воспользоваться
комплексными переменными. Заметим, что функции 𝜙 и 𝜓 удовлетворяют
системе уравнений Коши–Римана. Поэтому комплексный потенциал 𝑤 =

𝜙 + 𝑖𝜓 является в 𝐷 аналитической функцией комплексной переменной
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. Комплексная скорость 𝑣 = 𝑣𝑥 − 𝑖𝑣𝑦 является производной
комплексного потенциала по 𝑧: 𝑣 = 𝑑𝑤/𝑑𝑧. Принцип Бернулли (1.16) в
комплексной формулировке примет следующий вид:

𝛼 |𝑣(𝑧)|2 + Im 𝑧 = 𝛼 +
(︁
1 +

ℓ

ℎ
sin 𝛽

𝜋

2

)︁
при 𝑧 ∈ 𝛤. (1.18)
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Условие (1.17) перепишется так:(︁
𝑣(𝑧) +

2

(1− 𝛽)𝜋

1

𝑧

)︁
→ 0 при 𝑧 → 0. (1.19)

Комплексная формулировка остальных краевых условий на 𝛤0 и 𝛤 не
вызывает затруднений.

1.2.2 Задача в полукруге 𝐷*

Конформное отображение области 𝐷 на полукруг 𝐷*

С помощью конформного отображения переведём область 𝐷 в еди-
ничный верхний полукруг 𝐷* с центром в нуле плоскости комплексного
переменного 𝑡 (см. рис. 1.3). Обозначим это отображение через 𝐹 . Поскольку
область 𝐷 является неизвестной, мы на данном этапе не можем определить
и отображение 𝐹 . Однако для каждой области 𝐷 указанного вида такое
отображение существует и определено единственным образом. Это следует
из классической теоремы о конформных отображениях А.1 (см. в прил. А).
Доказательство этой теоремы приведено, например, в [73, гл. II, § 3].

Отображение 𝐹 определяется однозначно по трём точкам на границе,
поэтому будем задавать его таким образом, чтобы точка 𝑂 переходила в
точку 𝑂*(𝑡 = 0), точка 𝐶 — в точку 𝐶*(𝑡 = 𝑖), бесконечно удалённые точки
𝐴 и 𝐵 — в точки 𝐴*(𝑡 = 1) и 𝐵*(𝑡 = −1) соответственно. Мы задаём четыре
точки, а не три, поскольку задача симметрична относительно оси 𝑂𝑦.

Нижняя граница 𝛤0 при отображении 𝐹 переходит в горизонтальный
диаметр 𝛤 *

0 = [𝐵*, 𝐴*], а свободная граница 𝛤 переходит в полуокружность

𝛤 * =
{︀
𝑧 ∈ C | 𝑧 = 𝐺

(︀
𝑒𝑖𝜎

)︀
, 𝜎 ∈ [0, 𝜋]

}︀
. (1.20)

Обозначим через 𝐸*
+(𝑡 = 𝑠0) и 𝐸*

−(𝑡 = −𝑠0) образы точек 𝐸+ и 𝐸−
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t

O
Рисунок 1.3 — Схема течения в единичном полукруге 𝐷*.

соответственно, где 𝑠0 — положительное вещественное число из интервала
(0, 1). Значение 𝑠0, вообще говоря, не известно и должно быть определено в
процессе решения задачи.

Течение в полукруге 𝐷*

Обозначим через 𝐺 обратное к 𝐹 отображение. Тогда функция
𝑤*(𝑡) = 𝑤

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
является комплексным потенциалом течения в области 𝐷*

и на границах 𝛤 * и 𝛤 *
0 будут выполняться условия непротекания. В точке

𝑂* плоскости 𝑡 по-прежнему будет точечный сток, а в точках 𝐴* и 𝐵* —
одинаковые точечные источники (см. рис. 1.3).

Справедливо и обратное утверждение. Если 𝑤* есть комплексный
потенциал течения в 𝐷*, причём в точках 𝐴* и 𝐵* находятся два одинаковых
точечных источника, а в точке 𝑂* — точечный сток, то функция 𝑤(𝑧) =
𝑤*(︀𝐹 (𝑧))︀ является комплексным потенциалом течения в области 𝐷.

Для вычисления комплексного потенциала 𝑤* = 𝜙* + 𝑖𝜓* отобразим
полукруг 𝐷* на верхнюю полуплоскость с помощью функции Жуковского:

𝑇 = −1

2

(︁
𝑡+

1

𝑡

)︁
= −𝑡

2 + 1

2𝑡
.

Точка 𝑂* перейдёт в бесконечно удалённую точку, точки 𝐴*, 𝐵* и 𝐶* — в



24

точки 𝑇 = −1, 𝑇 = 1 и 𝑇 = 0 соответственно. Вся граница области 𝐷*

за исключением точки 𝑂* перейдёт в вещественную прямую плоскости
комплексной переменной 𝑇 . Всюду на вещественной прямой кроме точек
𝑇 = ±1 выполняется условие непротекания, а в этих точках расположены
одинаковые источники некоторой интенсивности 𝑀 > 0 (см. рис. 1.4).

T

A BC

Рисунок 1.4 — Схема течения в верхней полуплоскости комплексной
переменной 𝑇 .

Комплексный потенциал такого течения будет иметь вид:

𝑊 (𝑇 ) =
𝑀

2𝜋

(︀
ln(𝑇 − 1) + ln(𝑇 + 1) + 𝛾0

)︀
=
𝑀

2𝜋

(︀
ln(𝑇 2 − 1) + 𝛾0

)︀
,

где 𝛾0 — комплексная постоянная, которую мы можем выбрать по своему
усмотрению. Она появилась вследствие того, что комплексный потенциал
определён с точностью до аддитивной константы. Отсюда следует, что

𝑤*(𝑡) = 𝑊
(︀
𝑇 (𝑡)

)︀
=
𝑀

𝜋
ln
(︁1
2

(︀
𝑡− 1

𝑡

)︀)︁
+
𝑀𝛾0
2𝜋

=
𝑀

𝜋

(︀
ln(𝑡+ 1) + ln(𝑡− 1)− ln 2𝑡+ 𝛾0/2

)︀
. (1.21)

Видим, что в точках 𝑡 = −1 и 𝑡 = 1 находятся источники интенсивности
𝑀/2, а в точке 𝑡 = 0 — сток такой же интенсивности. Это соответствует
предполагаемой ранее картине течения в 𝐷* (см. рис. 1.3). Проверим, что
кривые 𝛤 *

0 и 𝛤 * являются линиями тока. Сначала рассмотрим 𝛤 *. Эта
кривая является частью окружности единичного радиуса, поэтому на ней
𝑡 = 𝑒𝑖𝜎, где 𝜎 ∈ (0, 𝜋). При таких значениях 𝑡 мы будем иметь следующее
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выражение для функции тока:

𝜓*(𝑒𝑖𝜎) = Im𝑤*(𝑒𝑖𝜎) =
𝑀

𝜋
Im

(︁
ln(𝑖 sin𝜎) +

𝛾0
2

)︁
=
𝑀

2𝜋

(︀
𝜋 + Im 𝛾0).

Видим, что функция 𝜓* является постоянной на 𝛤 *, поэтому эта кривая
является линией тока. Возьмём постоянную 𝛾0 такой, чтобы 𝜓* была равна
нулю на 𝛤 *:

𝛾0 = −𝜋𝑖. (1.22)

Для того, чтобы показать, что 𝛤 *
0 тоже является линией тока,

перепишем выражение для 𝑤*, используя определение логарифма:

𝑤*(𝑡) =
𝑀

𝜋

(︁
ln |𝑡+1|+ln |𝑡−1|−ln 2|𝑡|+𝑖

(︀
arg(𝑡+1)+arg(𝑡−1)−arg 𝑡−𝜋

2

)︀)︁
.

Значения аргумента мы будем брать из промежутка (−𝜋, 𝜋]. Таким образом,
для функции тока 𝜓* мы получаем следующее представление:

𝜓*(𝑡) =
𝑀

𝜋

(︀
arg(𝑡+ 1) + arg(𝑡− 1)− arg 𝑡− 𝜋

2

)︀
.

Если 𝑡 ∈ (𝑂*, 𝐴*), то arg(𝑡 + 1) = 0, arg(𝑡 − 1) = 𝜋 и arg 𝑡 = 0. Поэтому
𝜓*(𝑡) = 𝑀/2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑡 ∈ (𝑂*, 𝐴*). Следовательно, интервал (𝑂*, 𝐴*)

является линией тока. Если 𝑡 ∈ (𝐵*, 𝑂*), то arg(𝑡+ 1) = 0, arg(𝑡− 1) = 𝜋 и
arg 𝑡 = 𝜋. Поэтому 𝜓*(𝑡) = −𝑀/2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑡 ∈ (𝐵*, 𝑂*). Следовательно,
интервал (𝐵*, 𝑂*) тоже является линией тока.

Теперь мы можем определить постоянную 𝑀 . Поскольку 𝜓*(𝐹 (𝑧)) =

𝜓(𝑧) и 𝐹 (𝛤0) = 𝛤 *
0 , из (1.15) будет следовать, что 𝑀 = 2.

Таким образом, окончательное выражение для комплексного потен-
циала течения в полукруге 𝐷* выглядит следующим образом:

𝑤*(𝑡) =
2

𝜋
ln
(︁𝑡2 − 1

2𝑡

)︁
− 𝑖 =

2

𝜋

(︀
ln(𝑡+ 1) + ln(𝑡− 1)− ln 2𝑡− 𝑖𝜋/2

)︀
. (1.23)

Заметим, что
𝑑𝑤*(𝑡)

𝑑𝑡
=

2

𝜋

1

𝑡

𝑡2 + 1

𝑡2 − 1
. (1.24)
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1.2.3 Метод Леви-Чивита

Функция Ω

В предыдущем пункте мы полностью определили течение в полукруге
𝐷*. Если бы нам было известно отображение 𝐹 , то мы смогли бы определить
и комплексный потенциал течения в плоскости переменной 𝑧 и, тем
самым, решить задачу. Для определения этого отображения воспользуемся
уравнением Бернулли (1.18), которое до настоящего момента оставалось
невостребованным. Однако, сначала мы преобразуем искомую функцию.

Поскольку 𝑤(𝑧) = 𝑤*(︀𝐹 (𝑧))︀,
𝑣(𝑧) =

𝑑𝑤

𝑑𝑧
(𝑧) =

𝑑𝑤*

𝑑𝑡

(︀
𝐹 (𝑧)

)︀ 𝑑𝐹
𝑑𝑧

(𝑧).

Поэтому

𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
=
𝑑𝑤*

𝑑𝑡
(𝑡)

𝑑𝐹

𝑑𝑧

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
=
𝑑𝑤*

𝑑𝑡
(𝑡)

(︁𝑑𝐺(𝑡)
𝑑𝑡

)︁−1

. (1.25)

Отсюда следует, что
𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
=

1

𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀ 𝑑𝑤*

𝑑𝑡
(𝑡). (1.26)

Если мы сможем определить функцию 𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
, то из этого уравнения

найдём и отображение 𝐺.
Функция 𝑣(𝑧), как производная аналитической функции 𝑤(𝑧), сама

является аналитической в области 𝐷. Из условия (1.19) следует, что 𝑣(𝑧)
имеет полюс первого порядка в точке 𝑂(𝑧 = 0). Функция 𝐺 ведёт себя как
𝑡1−𝛽 в окрестности точки 𝑡 = 0, так как область 𝐷 имеет в точке 𝑂(𝑧 = 0)

излом. Поэтому функция 𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
является аналитической в области 𝐷* и,

как следует из отмеченных выше свойств отображения 𝐺, имеет особенность
порядка 1− 𝛽 в точке 𝑂*(𝑡 = 0). При стремлении 𝑡 к точкам 𝐴*(𝑡 = 1) и
𝐵*(𝑡 = −1) функция 𝑣

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
остаётся ограниченной и стремится к −1 и 1

соответственно.
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Для краткости введём обозначение:

𝑢(𝑡) = 𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
. (1.27)

Эта функция определена в 𝐷*. Следуя методу Леви-Чивита, введём
функцию ̂︀𝛺(𝑡) = 𝜃(𝑡) + 𝑖𝜏(𝑡)

с вещественными 𝜃 и 𝜏 , такую что

𝑢(𝑡) = −(𝑡+ 𝑠0)
−𝛽/2(𝑡− 𝑠0)

−𝛽/2𝑡−(1−𝛽) 𝑒−𝑖 ̂︀𝛺(𝑡). (1.28)

Функция ̂︀𝛺 является аналитической в 𝐷*, поскольку мы выделили
особенности функции 𝑢(𝑡) перед экспонентой. Заметим, что функция 𝜃

определена с точностью до постоянной 2𝜋𝑘, где 𝑘 — целое число. Мы
зафиксируем одну ветвь этой функции, выбрав её значение в точке 𝑡 = 1, а
именно, 𝜃(1) = 0.

Поясним, почему выбрана именно такая особенность функции 𝑢 в
точке 𝑡 = 0. Выше было отмечено, что 𝐺(𝑡) ∼ 𝑡1−𝛽 вблизи точки 𝑡 = 0

и 𝑑𝐺/𝑑𝑡 ∼ 𝑡−𝛽. Согласно (1.25), 𝑢(𝑡) ∼ 𝑡−1𝑡𝛽 = 𝑡−(1−𝛽). Эта особенность и
фигурирует в (1.28). Заметим, что если перейти к переменной 𝑧, сделав
замену переменной 𝑡 = 𝐹 (𝑧) (то есть 𝑧 ∼ 𝑡1−𝛽 вблизи точки 𝑡 = 0), то у
функции 𝑣(𝑧) получим особенность 𝑧−1 в точке 𝑧 = 0, что соответствует
как раз точечному стоку в этой точке.

Краевое условие на 𝛤 *
0

Здесь мы определим значения функции 𝜃 на границе 𝛤 *
0 . Поскольку

−1 = 𝑒𝑖𝜋 и 𝑡 = |𝑡| 𝑒𝑖𝜎, где 𝜎 = arg 𝑡 ∈ [0, 𝜋], представление (1.28) может быть
переписано так:

𝑢(𝑡) = |𝑡+ 𝑠0|−𝛽/2|𝑡− 𝑠0|−𝛽/2|𝑡|−(1−𝛽) 𝑒𝜏(𝑡) 𝑒𝑖(𝜋−𝜗(𝑡)−𝜃(𝑡)),
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где 𝜗(𝑡) = (1− 𝛽) arg 𝑡+ 𝛽
2 arg(𝑡+ 𝑠0) +

𝛽
2 arg(𝑡− 𝑠0). На дне 𝛤0 мы знаем

направление скорости, которое удовлетворяет условиям (1.3). Чтобы найти
𝜃 на 𝛤 *

0 , заметим, что

𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= 𝑣𝑥

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
− 𝑖𝑣𝑦

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= Re 𝑢(𝑡) + 𝑖Im𝑢(𝑡).

Поэтому

𝑣𝑥
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= −|𝑡+ 𝑠0|−𝛽/2|𝑡− 𝑠0|−𝛽/2|𝑡|−(1−𝛽) 𝑒𝜏(𝑡) cos

(︀
𝜗(𝑡) + 𝜃(𝑡)

)︀
,

𝑣𝑦
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= −|𝑡+ 𝑠0|−𝛽/2|𝑡− 𝑠0|−𝛽/2|𝑡|−(1−𝛽) 𝑒𝜏(𝑡) sin

(︀
𝜗(𝑡) + 𝜃(𝑡)

)︀
.

Заметим, что отрезок 𝛤 *
0 = [𝐵*, 𝐴*] лежит на вещественной оси, поэтому

на ней 𝑡 = 𝑠 ∈ [−1, 1]. Обозначим через 𝜃0 след функции 𝜃 на 𝛤 *
0 . Таким

образом, 𝜃0 определена на отрезке [−1, 1]. Граница 𝛤 *
0 состоит из четырёх

промежутков (−1,−𝑠0), (−𝑠0, 0), (0, 𝑠0) и (𝑠0, 1), каждый из которых мы
рассмотрим отдельно.

1. Пусть 𝑠 ∈ (−1,−𝑠0). В этом случае arg 𝑡 = arg(𝑡+ 𝑠0) = arg(𝑡− 𝑠0) = 𝜋,
𝑣𝑥
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
> 0 и 𝑣𝑦

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= 0. Поэтому 𝜗(𝑡) = 𝜋 и

cos(𝜗(𝑡) + 𝜃(𝑡)) < 0 и sin(𝜗(𝑡) + 𝜃(𝑡)) = 0.

Отсюда следует, что

𝜃0(𝑠) = 0 при 𝑠 ∈ (−1,−𝑠0).

2. Пусть 𝑠 ∈ (−𝑠0, 0). В этом случае arg 𝑡 = arg(𝑡− 𝑠0) = 𝜋, arg(𝑡+ 𝑠0) = 0 и

𝑣𝑥
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
=

⃒⃒
𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀⃒⃒
cos

𝜋

2
𝛽, 𝑣𝑦

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= −

⃒⃒
𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀⃒⃒
sin

𝜋

2
𝛽.

Поэтому

cos
𝜋

2
𝛽 = − cos

(︁
𝜋 − 𝛽

2
𝜋 + 𝜃(𝑡)

)︁
,

sin
𝜋

2
𝛽 = sin

(︁
𝜋 − 𝛽

2
𝜋 + 𝜃(𝑡)

)︁
.
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Отсюда получаем, что 𝜋
2𝛽 = 𝛽

2𝜋 − 𝜃(𝑡) и

𝜃0(𝑠) = 0 при 𝑠 ∈ (−𝑠0, 0).

3. Пусть 𝑠 ∈ (0, 𝑠0). В этом случае arg 𝑡 = arg(𝑡+ 𝑠0) = 0, arg(𝑡− 𝑠0) = 𝜋 и

𝑣𝑥
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= −

⃒⃒
𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀⃒⃒
cos

𝜋

2
𝛽, 𝑣𝑦

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= −

⃒⃒
𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀⃒⃒
sin

𝜋

2
𝛽.

Поэтому

cos
𝜋

2
𝛽 = cos

(︁𝛽
2
𝜋 + 𝜃(𝑡)

)︁
, (1.29a)

sin
𝜋

2
𝛽 = − sin

(︁𝛽
2
𝜋 + 𝜃(𝑡)

)︁
. (1.29b)

Отсюда получим, что 𝜋
2𝛽 = 𝛽

2𝜋 + 𝜃(𝑡) и

𝜃0(𝑠) = 0 при 𝑠 ∈ (0, 𝑠0).

4. Пусть 𝑠 ∈ (𝑠0, 1). В этом случае arg 𝑡 = arg(𝑡 + 𝑠0) = arg(𝑡 − 𝑠0) = 0,
𝑣𝑥
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
< 0 и 𝑣𝑦

(︀
𝐺(𝑡)

)︀
= 0. Поэтому cos 𝜃(𝑡) > 0 и sin 𝜃(𝑡) = 0, откуда

следует, что
𝜃0(𝑠) = 0 при 𝑠 ∈ (𝑠0, 1).

Таким образом,

𝜃(𝑡) = Im (𝑖 ̂︀𝛺(𝑡)) = 0 при Im 𝑡 = 0. (1.30)

Уравнение Бернулли на 𝛤 *

Тождество Бернулли (1.18) на границе 𝛤 * примет следующий вид:

𝛼 |𝑣(𝐺(𝑡))|2 + Im𝐺(𝑡) = 𝛼 + 1 +
ℓ

ℎ
sin

𝜋

2
𝛽. (1.31)
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Поскольку 𝛤 * есть часть единичной окружности, точки на ней представимы
в виде 𝑡 = 𝑒𝑖𝜎, где 𝜎 ∈ [0, 𝜋]. Подставив это представление в (1.31) и
продифференцировав по 𝜎, мы получим:

𝛼
𝑑
⃒⃒
𝑣
(︀
𝐺(𝑒𝑖𝜎)

)︀
|2

𝑑𝜎
+ Im

𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
= 0 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋). (1.32)

Вычислим Im 𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)/𝑑𝜎. Сначала заметим, что

𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
=
𝑑𝐺

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=𝑒𝑖𝜎

𝑖𝑒𝑖𝜎,

Используя равенства (1.24), (1.26), (1.27) и (1.28), найдём, что

𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
=

1

𝑢(𝑡)

𝑑𝑤*

𝑑𝑡
= −2

𝜋
𝑒𝑖

̂︀𝛺(𝑡) (𝑡+ 𝑠0)
𝛽/2(𝑡− 𝑠0)

𝛽/2

𝑡𝛽
𝑡2 + 1

𝑡2 − 1
. (1.33)

Следовательно,

𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
= −2

𝜋
𝑒𝑖
(︀
(1−𝛽)𝜎+ ̂︀𝛺(𝑡)

)︀
(𝑡+ 𝑠0)

𝛽/2(𝑡− 𝑠0)
𝛽/2

⃒⃒⃒
𝑡=𝑒𝑖𝜎

ctg 𝜎.

Для краткости введём следующие обозначения:

𝜏(𝜎) = 𝜏(𝑒𝑖𝜎), 𝜃(𝜎) = 𝜃(𝑒𝑖𝜎), 𝜎 ∈ [0, 𝜋]. (1.34)

В этих обозначениях, поскольку ̂︀𝛺(𝑒𝑖𝜎) = 𝜃(𝜎) + 𝑖𝜏(𝜎),

𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
= −2

𝜋
𝑒−𝜏(𝜎)𝑒𝑖

(︀
(1+𝛽)𝜎+𝜃(𝜎)

)︀
(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0)

𝛽/2(𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0)
𝛽/2 ctg 𝜎.

Заметим, что 𝑒𝑖𝜎 ± 𝑠0 = cos𝜎 ± 𝑠0 + 𝑖 sin𝜎. Поэтому

(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0)(𝑒
𝑖𝜎 − 𝑠0) = cos 2𝜎 − 𝑠20 + 𝑖 sin 2𝜎,

|𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0| |𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0| =
(︀
1 + 𝑠40 − 2𝑠20 cos 2𝜎

)︀1/2
.

Введём вещественные функции 𝜚(𝜎) и 𝜑(𝜎), такие что

(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0)(𝑒
𝑖𝜎 − 𝑠0) =

(︀
𝜚(𝜎) 𝑒𝑖𝜑(𝜎)

)︀2
= 𝜚2(𝜎) 𝑒2𝑖𝜑(𝜎),
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то есть
𝜚2(𝜎) = |𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0| |𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0| =

(︀
1 + 𝑠40 − 2𝑠20 cos 2𝜎

)︀1/2
,

𝜑(𝜎) =
1

2

(︀
arg(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0) + arg(𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0)

)︀
.

Тогда

Im
𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
= −2

𝜋
𝑒−𝜏(𝜎)𝜚𝛽(𝜎) sin

(︀
(1− 𝛽)𝜎 + 𝛽 𝜑(𝜎) + 𝜃(𝜎)

)︀
ctg 𝜎.

Теперь обратимся к первому слагаемому в левой части равенства (1.32).
Учитывая (1.28), получим, что⃒⃒

𝑣
(︀
𝐺(𝑒𝑖𝜎)

)︀⃒⃒2
=

⃒⃒
𝑢(𝑒𝑖𝜎)

⃒⃒2
= |𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0|−𝛽|𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0|−𝛽 𝑒2𝜏(𝜎) = 𝜚−2𝛽(𝜎) 𝑒2𝜏(𝜎).

После подстановки полученных выражений в (1.32) и небольших
преобразований, получим следующую форму уравнения Бернулли при
𝜎 ∈ (0, 𝜋):

𝑑𝜚−3𝛽(𝜎) 𝑒3𝜏(𝜎)

𝑑𝜎
− 3

𝛼𝜋
sin

(︀
(1− 𝛽)𝜎 + 𝛽 𝜑(𝜎) + 𝜃(𝜎)

)︀
ctg 𝜎 = 0. (1.35)

Свойства функций 𝜏 и 𝜃

Для начала исследуем свойства симметрии функций 𝜏 и 𝜃. Введём
следующие обозначения: если 𝑎 = 𝑎1 + 𝑖𝑎2 с вещественными 𝑎1 и 𝑎2, то
положим

�̃� = −𝑎1 + 𝑖𝑎2.

Другими словами, �̃� = −�̄�, где �̄� = 𝑎1 − 𝑖𝑎2 — комплексно сопряжённое к 𝑎
число. Заметим также, что ˜̄𝑎 = ¯̃𝑎 = −𝑎.

В силу симметрии задачи функции 𝑢(𝑡) удовлетворяет следующим
соотношениям:

𝑢(𝑡) = ̃︂𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑢(−𝑡) = −𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷*.
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Исходя из постановки задачи, функция 𝑣𝑥 является нечётной по 𝑥, а
функция 𝑣𝑦 — чётной:

𝑣𝑥(−𝑥, 𝑦) = −𝑣𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑣𝑦(−𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑦).

Поэтому функция комплексной скорости 𝑣(𝑧) = 𝑣𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑖𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) удов-
летворяет следующему соотношению:

̃︂𝑣(𝑧) = −𝑣𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑥(−𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑣𝑦(−𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷.

Поскольку 𝐺 является симметричным относительно вещественной оси
конформным отображением, для него справедливо такое же соотношение:

̃︂𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷*.

Так как 𝑢(𝑡) = 𝑣
(︀
𝐺(𝑡)

)︀
, получим, что

̃︂𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷*.

Из этого соотношения легко следует, что

𝜏(𝑡) = 𝜏(𝑡), (1.36)

(1− 𝛽) arg 𝑡+
𝛽

2
arg(𝑡+ 𝑠0) +

𝛽

2
arg(𝑡− 𝑠0) + 𝜃(𝑡)

= 𝜋 − (1− 𝛽) arg 𝑡− 𝛽

2
arg(𝑡+ 𝑠0)−

𝛽

2
arg(𝑡− 𝑠0)− 𝜃(𝑡).

Учитывая, что arg 𝑡 = 𝜋 − arg 𝑡 и

arg(𝑡+ 𝑠0) + arg(𝑡− 𝑠0) = 𝜋 − arg(𝑡− 𝑠0) + 𝜋 − arg(𝑡+ 𝑠0),

последнее равенство можно переписать так:

𝜃(𝑡) = −𝜃(𝑡). (1.37)
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Нетрудно видеть, что условия (1.36) и (1.37) для функций 𝜏 и 𝜃,
определённых в (1.34), записываются в следующем виде:

𝜏(𝜋 − 𝜎) = 𝜏(𝜎), 𝜃(𝜋 − 𝜎) = −𝜃(𝜎), 𝜎 ∈ [0, 𝜋]. (1.38)

Из симметричности отображения 𝐺 относительно вещественной оси
также следует, что для него справедливо соотношение:

𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷*.

Тогда
𝑣(𝐺(𝑡)) = 𝑣(𝐺(𝑡)) = 𝑢(𝑡)

и
𝜏(𝑡) = 𝜏(𝑡).

Это условие для функции 𝜏 , используя равенство (1.36), записывается в
виде:

𝜏(𝜋 + 𝜎) = 𝜏(𝜎), 𝜎 ∈ [0, 𝜋]. (1.39)

Для дальнейшего преобразования уравнения (1.35) нам потребуется
знать значения функций 𝜃 и 𝜏 в некоторых точках. Из (1.30) следует, что

𝜃(0) = 𝜃(𝜋) = 0,

а из (1.37) — что 𝜃(𝜋/2) = 0.
Поскольку 𝑢(𝑡) → −1 при 𝑡→ 1,

−(1− 𝑠20)
−𝛽/2𝑒−𝜃(1)𝑒𝜏(1) = −1.

Используя (1.30) и (1.38), найдём, что

𝜏(1) = 𝜏(−1) = ln(1− 𝑠20)
𝛽/2,

то есть
𝜏(0) = 𝜏(𝜋) = ln(1− 𝑠20)

𝛽/2.



34

Значение 𝜏(𝜋/2) нам неизвестно.

Уравнение Некрасова

Продолжим преобразование уравнения Бернулли. Проинтегрировав
уравнение (1.35) от 0 до произвольного 𝜎, мы получим:

𝜚−3𝛽(𝜎) 𝑒3𝜏(𝜎)−𝜚−3𝛽(0) 𝑒3𝜏(0) =
3

𝛼𝜋

∫︁ 𝜎

0

sin
(︀
(1−𝛽)𝑠+𝛽 𝜑(𝑠)+𝜃(𝑠)

)︀
ctg 𝑠 𝑑𝑠.

Заметим, что 𝜚2(0) = 1− 𝑠20 и 𝑒3𝜏(0) = (1− 𝑠20)
3𝛽/2. Поэтому

𝜚−3𝛽(𝜎) 𝑒3𝜏(𝜎) = 1 +
3

𝛼𝜋

∫︁ 𝜎

0

sin
(︀
(1− 𝛽)𝑠+ 𝛽 𝜑(𝑠) + 𝜃(𝑠)

)︀
ctg 𝑠 𝑑𝑠.

Далее,

𝑑𝜚−3𝛽(𝜎) 𝑒3𝜏(𝜎)

𝑑𝜎
= 𝜚−3𝛽(𝜎) 𝑒3𝜏(𝜎)

(︁
3𝜏 ′(𝜎)− 3𝛽

𝑑 ln 𝜚(𝜎)

𝑑𝜎

)︁
,

где 𝜏 ′(𝜎) = 𝑑𝜏(𝜎)/𝑑𝜎. Подставив это выражение в (1.35), мы придём к
уравнению типа уравнения Некрасова:

𝜏 ′(𝜎) = 𝛽
𝑑 ln 𝜚(𝜎)

𝑑𝜎
+

sin
(︀
(1− 𝛽)𝜎 + 𝛽 𝜑(𝜎) + 𝜃(𝜎)

)︀
ctg 𝜎

𝛼𝜋 + 3
∫︀ 𝜎

0 sin
(︀
(1− 𝛽)𝑠+ 𝛽 𝜑(𝑠) + 𝜃(𝑠)

)︀
ctg 𝑠 𝑑𝑠

.

(1.40)
Уравнение Некрасова включает две неизвестные функции 𝜏 и 𝜃, поэтому
необходимо найти ещё какое-либо соотношение, которое их связывает. Для
этого воспользуемся формулами обращения Гильберта.
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1.2.4 Формулы обращения Гильберта

Функции 𝜏 и 𝜃, определённые в (1.34), являются следами на верхней
полуокружности окружности вещественной и мнимой частей аналитической
в полукруге 𝐷* функции 𝑖 ̂︀𝛺 = −𝜏 + 𝑖𝜃. Поскольку 𝜃 равна нулю при
Im 𝑡 = 0, функция 𝑖 ̂︀𝛺 с помощью принципа симметрии Шварца может быть
аналитически продолжена на единичный круг 𝐷*

∘(|𝑡| < 1). Мы оставим за
продолженными функциями прежние обозначения, а функции 𝜏 и 𝜃 будем
считать заданными на отрезке [−𝜋, 𝜋]. Из принципа симметрии Шварца
следует, что

𝜏(−𝜎) = 𝜏(𝜎), 𝜃(−𝜎) = −𝜃(𝜎), 𝜎 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.41)

Поскольку ̂︀𝛺 является аналитической функцией в круге 𝐷*
∘, для её

предельных значений на окружности справедливы формулы обращения
Гильберта (см., [67, гл. 1, §6] или [68, гл. 3, §33]):

𝜏(𝜎) = − 1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜃(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠+ 𝜏(0), (1.42)

𝜃(𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜏(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠+ 𝜃(0), (1.43)

где 𝜎 ∈ [−𝜋, 𝜋). Интегралы здесь понимаются в смысле главного значения.
Нам достаточно одного дополнительного уравнения к уравнению

Некрасова. Мы будем использовать только (1.43), поскольку значение 𝜏(0)
нам неизвестно. Таким образом, как следует из (1.30), 𝜃(0) = 0. Поэтому

𝜃(𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜏(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠. (1.44)

Как было показано ранее, функции 𝜏 и 𝜃 обладают некоторыми
свойствами симметрии, которые позволяют записать формулу обращения
Гильберта (1.44) с интегралом по четверти окружности. Сначала, используя
симметрию функций 𝜏 и 𝜃, преобразуем эту формулу таким образом, чтобы
она включала только интеграл по интервалу (0, 𝜋). Запишем формулу (1.44)
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в таком виде:

𝜃(𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝜏(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠+

1

2𝜋

2𝜋∫︁
𝜋

𝜏(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠.

Проведём замену переменной 𝑠 = 𝜋+𝛾 во втором интеграле и воспользуемся
свойством (1.39):

2𝜋∫︁
𝜋

𝜏(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠 =

𝜋∫︁
0

𝜏(𝜋+𝛾) ctg
(︁𝜋
2
+
𝛾 − 𝜎

2

)︁
𝑑𝛾 = −

𝜋∫︁
0

𝜏(𝛾) tg
𝛾 − 𝜎

2
𝑑𝛾.

Применив тригонометрическую формулу

ctg 𝜎 − tg 𝜎 = 2 ctg 2𝜎,

мы в итоге получим:

𝜃(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝜏(𝑠) ctg(𝑠− 𝜎) 𝑑𝑠. (1.45)

Теперь преобразуем эту формулу таким образом, чтобы в ней
присутствовал интеграл только по интервалу (0, 𝜋/2). Как следует из (1.45),

𝜃(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝑠) ctg(𝑠− 𝜎) 𝑑𝑠+
1

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜋/2

𝜏(𝑠) ctg(𝑠− 𝜎) 𝑑𝑠. (1.46)

Используя (1.38), легко получить, что∫︁ 𝜋

𝜋/2

𝜏(𝑠) ctg(𝑠− 𝜎) 𝑑𝑠 = −
∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝑠) ctg(𝑠+ 𝜎) 𝑑𝑠.

Поэтому

𝜃(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝑠)
(︀
ctg(𝑠− 𝜎)− ctg(𝑠+ 𝜎)

)︀
𝑑𝑠. (1.47)
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1.2.5 Уравнение для 𝑠0

Нам осталось определить параметр 𝑠0. Пусть 𝑠 — параметр длины дуги
на 𝛤 *

0 , отсчитываемый от точки стока направо. Интегрируя уравнение (1.33)
по отрезку вещественной оси от 0 до 𝑠0 и учитывая (1.29) и (1.30), мы
получим:

ℓ

ℎ

(︁
cos 𝛽

𝜋

2
+ 𝑖 sin 𝛽

𝜋

2

)︁
=

2

𝜋

∫︁ 𝑠0

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑒−𝜏(𝑠)

(︁
cos 𝛽

𝜋

2
+ 𝑖 sin 𝛽

𝜋

2

)︁
𝑑𝑠.

Отсюда вытекает, что

ℓ

ℎ
=

2

𝜋

∫︁ 𝑠0

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑒−𝜏(𝑠) 𝑑𝑠.

Из этого уравнения можно найти 𝑠0. Функцию 𝜏 можно определить в круге
𝐷*

∘ с помощью формулы Пуассона (см. [74, с. 125]):

𝜏(𝑠) =
(1− |𝑠|2)

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜏(𝜎)

|𝑒𝑖𝜎 − 𝑠|2
𝑑𝜎.

C помощью замены переменных и свойств (1.38) функции 𝜏 , нетрудно
переписать эту формулу с интегралом по четверти окружности:

𝜏(𝑠) =
(1− |𝑠|2)

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝜎)

(︂
1

|𝑒𝑖𝜎 − 𝑠|2
+

1

|𝑒𝑖𝜎 + 𝑠|2

)︂
𝑑𝜎.

Заметим, что 𝜏 зависит от 𝑠0, поскольку от 𝑠0 зависит функция 𝜏 .
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1.3 Полная формулировка задачи в терминах 𝜏 и 𝜃

1.3.1 Математическая постановка задачи

В этом пункте мы соберём все полученные уравнения и сформулируем
задачу в терминах функций 𝜏 и 𝜃, определённых в (1.34). В силу
симметричности течения относительно мнимой оси, задачу (1.1)–(1.8) можно
сформулировать в терминах функций 𝜏 и 𝜃 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2) :

𝜃(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝑠)
(︀
ctg(𝑠− 𝜎)− ctg(𝑠+ 𝜎)

)︀
𝑑𝑠, (1.48)

𝜏 ′(𝜎) = 𝛽
𝑑 ln 𝜚(𝜎)

𝑑𝜎
+

𝜔(𝜎)

𝛼𝜋 + 3
∫︀ 𝜎

0 𝜔(𝑠) 𝑑𝑠
, (1.49)

где
𝜔(𝜎) = sin

(︀
(1− 𝛽)𝜎 + 𝛽𝜑(𝜎) + 𝜃(𝜎)

)︀
ctg 𝜎, (1.50)

𝜚2(𝜎) = |𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0| |𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0| =
(︀
1 + 𝑠40 − 2𝑠20 cos 2𝜎

)︀1/2
, 𝜚 > 0, (1.51)

𝜑(𝜎) =
1

2

(︀
arg(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0) + arg(𝑒𝑖𝜎 − 𝑠0)

)︀
. (1.52)

Функции 𝜏 и 𝜃 должны удовлетворять краевым условиям:

𝜏(0) = 𝜏(𝜋) = ln(1− 𝑠20)
𝛽/2, 𝜃(0) = 𝜃(𝜋/2) = 0. (1.53)

Восстановить функции 𝜏 и 𝜃 на всём промежутке [0, 2𝜋] можно, используя
свойства симметрии:

𝜏(𝜋 − 𝜎) = 𝜏(𝜎), 𝜃(𝜋 − 𝜎) = −𝜃(𝜎), 𝜎 ∈ [0, 𝜋], (1.54)

𝜏(−𝜎) = 𝜏(𝜎), 𝜃(−𝜎) = −𝜃(𝜎), 𝜎 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.55)

Заметим также, что функции 𝜏 и 𝜃 зависят от неизвестного параметра
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𝑠0 ∈ (0, 1), значение которого можно найти, решив следующее уравнение:

ℓ

ℎ
=

2

𝜋

∫︁ 𝑠0

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑒−𝜏(𝑠) 𝑑𝑠, (1.56)

где значении функции 𝜏 можно вычислить с помощью формулы Пуассона:

𝜏(𝑠) =
(1− |𝑠|2)

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝜎)

(︂
1

|𝑒𝑖𝜎 − 𝑠|2
+

1

|𝑒𝑖𝜎 + 𝑠|2

)︂
𝑑𝜎. (1.57)

Таким образом, мы получили эквивалентную постановку исходной
задачи в виде системы (1.49)–(1.57).

1.3.2 Форма свободной границы

Прежде чем приступить к доказательству разрешимости системы
(1.49)–(1.57), проведём небольшое исследование формы свободной границы.
Свободную границу 𝛤 можно определить в параметрическом виде:

𝛤 =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥 = ̃︀𝑥(𝜎), 𝑦 = ̃︀𝑦(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋)

}︀
.

Для краткости введём функцию:

𝜂(𝜎) = (1− 𝛽)𝜎 + 𝛽𝜑(𝜎) + 𝜃(𝜎). (1.58)

Поскольку
𝑑𝐺(𝑒𝑖𝜎)

𝑑𝜎
= −2

𝜋
𝑒−𝜏(𝜎) 𝑒𝑖𝜂(𝜎)

ctg 𝜎

𝜚𝛽(𝜎)
,
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из (1.20) следует, что функции ̃︀𝑥 и ̃︀𝑦 находятся из следующих соотношений:

𝑑̃︀𝑥(𝜎)
𝑑𝜎

= Re
𝑑𝐺

(︀
𝑒𝑖𝜎

)︀
𝑑𝜎

= −2

𝜋
𝑒−𝜏(𝜎) cos

(︀
𝜂(𝜎)

)︀ ctg 𝜎

𝜚𝛽(𝜎)
, (1.59a)

𝑑̃︀𝑦(𝜎)
𝑑𝜎

= Im
𝑑𝐺

(︀
𝑒𝑖𝜎

)︀
𝑑𝜎

= −2

𝜋
𝑒−𝜏(𝜎) sin

(︀
𝜂(𝜎)

)︀ ctg 𝜎

𝜚𝛽(𝜎)
, (1.59b)

̃︀𝑥(𝜋/2) = 0, ̃︀𝑦(0) = 1 +
ℓ

ℎ
sin 𝛽

𝜋

2
.

Из этих формул следует, что

𝑑̃︀𝑦(𝜎)
𝑑𝜎

(︂
𝑑̃︀𝑥(𝜎)
𝑑𝜎

)︂−1

= tg
(︀
𝜂(𝜎)

)︀
,

то есть 𝜂(𝜎) + 𝜋𝑘 есть угол наклона касательной к 𝛤 в точке
(︀̃︀𝑥(𝜎), ̃︀𝑦(𝜎))︀,

где 𝑘 — некоторое целое число. Поскольку при 𝜎 = 0 угол равен 0, получим,
что 𝑘 = 0 при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2). При 𝜎 = 𝜋 угол равен 𝜋, поэтому 𝑘 = 0 при
𝜎 ∈ (𝜋/2, 𝜋]. Таким образом, 𝜂(𝜎) есть угол наклона свободной границы 𝛤 ,
изображенный на рис. 1.5. На этом рисунке также изображён касательный
вектор 𝑞 =

(︀
𝑑̃︀𝑥/𝑑𝜎, 𝑑̃︀𝑦/𝑑𝜎)︀.

η(σ)

η(σ)
q(σ) q(σ) Г

Рисунок 1.5 — Угол 𝜂(𝜎) между осью 𝑥 и касательной к 𝛤 и вектор
𝑞 =

(︀
𝑑̃︀𝑥/𝑑𝜎, 𝑑̃︀𝑦/𝑑𝜎)︀.

Из (1.52) и (1.53) вытекает, что 𝜂(0) = 0 и 𝜂(𝜋/2) = 𝜋/2. Из последнего,
в частности, следует, что в точке над стоком образуется касп, то есть
касательная к свободной границе становится вертикальной.

Заметим, что из (1.59b) следует, что функция ̃︀𝑦(𝜎) монотонно убывает
на интервале (0, 𝜋/2), однако функция ̃︀𝑥(𝜎) может вести себя таким образом,
что происходит опрокидывание свободной границы. Эта ситуация показана
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Рисунок 1.6 — Возможная форма
свободной границы с 𝜂(𝜎0) > 𝜋/2

для некоторых 𝜎0 ∈ (0, 𝜋/2).

Рисунок 1.7 — Отсутствие инъек-
тивности отображений 𝐺 и 𝐹 в
случае опрокидывания при 𝜎

близких к 𝜋/2.

на рис. 1.6. Более того, опрокидывание при 𝜎 близких к 𝜋/2 означает, что
отображения 𝐺 и 𝐹 не являются взаимно однозначными (см. рис. 1.7).
Это означает, что решение системы (1.49)–(1.57), если оно существует, то
оно не будет давать решения исходной задачи. Поэтому нам необходимо
будет показать, что такая ситуация невозможна, а именно, угол наклона
𝜂(𝜎) свободной границы меньше 𝜋/2, если приведённое число Фруда 𝛼 не
слишком мало.

1.3.3 Определение поля скорости жидкости

Если мы хотим найти поле скорости, то необходимо провести
дополнительные построения. Используя значения функций 𝜏 и 𝜃 на всём
отрезке [0, 2𝜋], найдём гармонические в единичном круге 𝐷*

∘ функции 𝜏 и
𝜃, которые на границе круга равны 𝜏 и 𝜃 соответственно.
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В круге 𝐷*
∘ = {𝑡 ∈ C | |𝑡| ≤ 1} определим функции

̂︀𝛺(𝑡) = 𝜏(𝑡) + 𝑖𝜃(𝑡),

𝑢(𝑡) = −(𝑡+ 𝑠0)
−𝛽/2(𝑡− 𝑠0)

−𝛽/2𝑡−(1−𝛽) 𝑒−𝑖 ̂︀𝛺(𝑡),

𝑤*(𝑡) =
2

𝜋
ln
(︁𝑡2 − 1

2𝑡

)︁
− 𝑖,

𝑣*(𝑡) =
𝑑𝑤*(𝑡)

𝑑𝑡
=

2

𝜋

1

𝑡

𝑡2 + 1

𝑡2 − 1

и, используя соотношения

𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑣*(𝑡)

𝑢(𝑡)
= −2

𝜋
𝑒𝑖

̂︀𝛺(𝑡) (𝑡+ 𝑠0)
𝛽/2(𝑡− 𝑠0)

𝛽/2

𝑡𝛽
𝑡2 + 1

𝑡2 − 1
и 𝐺(0) = 0,

найдём отображение 𝑧 = 𝐺(𝑡).
Далее, определим отображение 𝐹 (𝑧), решив следующую задачу:

𝑑𝐹 (𝑧)

𝑑𝑧
=

(︁
𝐺 ′(𝑡)

)︁−1 ⃒⃒⃒
𝑡=𝐹 (𝑧)

, 𝐹 (0) = 0.

После этого находим комплексный потенциал и поле комплексной скорости
в плоскости переменной 𝑧:

𝑤(𝑧) = 𝑤*(︀𝐹 (𝑧))︀, 𝑣(𝑧) =
𝑑𝑤(𝑧)

𝑑𝑧
.

Но для начала нам необходимо установить разрешимость системы
уравнений (1.49)–(1.57).

1.4 Формулировка задачи в виде операторного уравнения

Поскольку система (1.49)–(1.57) довольно сложна для исследования, в
этом параграфе мы переформулируем её в виде нелинейного операторного
уравнения в банаховом пространстве. Затем в следующих главах будет
доказано, что при выполнении некоторых условий данная система имеет
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решение.

1.4.1 Преобразование формулы обращения Гильберта

Уравнение (1.48) включает интеграл, понимаемый в смысле главного
значения. Нам удобнее переписать это уравнение в виде, включающем
интеграл с интегрируемым ядром. Поскольку ctg 𝜎 =

(︀
ln | sin𝜎|

)︀′, с
помощью интегрирования по частям интеграл из этого уравнения можно
представить в следующем виде:

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏(𝑠)
(︀
ctg(𝑠− 𝜎)− ctg(𝑠+ 𝜎)

)︀
𝑑𝑠

=

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏 ′(𝑠)
(︀
ln | sin(𝑠+𝜎)|−ln | sin(𝑠−𝜎)|

)︀
𝑑𝑠 =

∫︁ 𝜋/2

0

𝜏 ′(𝑠) ln
⃒⃒⃒sin(𝑠+ 𝜎)

sin(𝑠− 𝜎)

⃒⃒⃒
𝑑𝑠.

Таким образом, уравнение (1.48) может быть записано так:

𝜃(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝐾(𝑠, 𝜎) 𝜏 ′(𝑠) 𝑑𝑠, 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2], (1.60)

где

𝐾(𝑠, 𝜎) = ln
⃒⃒⃒sin(𝑠+ 𝜎)

sin(𝑠− 𝜎)

⃒⃒⃒
. (1.61)

Отметим, что 𝐾(0, 𝜎) = 𝐾(𝑠, 0) = 𝐾(𝜋/2, 𝜎) = 𝐾(𝑠, 𝜋/2) = 0, поэтому
𝜃(0) = 𝜃(𝜋/2) = 0.

Ядро 𝐾 можно представить и в другом виде. Используя тригоно-
метрические тождества

tg 𝜎1 + tg 𝜎2 =
sin(𝜎1 + 𝜎2)

cos𝜎1 cos𝜎2
и tg 𝜎1 − tg 𝜎2 =

sin(𝜎1 − 𝜎2)

cos𝜎1 cos𝜎2
,

мы получим следующее равенство:

sin(𝑠+ 𝜎)

sin(𝑠− 𝜎)
=

tg 𝑠+ tg 𝜎

tg 𝑠− tg 𝜎
.
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Отсюда следует, что

𝐾(𝑠, 𝜎) = ln
⃒⃒⃒tg 𝑠+ tg 𝜎

tg 𝑠− tg 𝜎

⃒⃒⃒
. (1.62)

В некоторых ситуациях выражение (1.62) удобнее, чем (1.61). Например,
из (1.62) сразу следует, что 𝐾(𝑠, 𝜎) ≥ 0 для всех тех 𝑠 и 𝜎 из отрезка [0, 𝜋/2],
для которых это ядро определено.

1.4.2 Формулировка задачи в виде операторного уравнения

Теперь введём новую неизвестную функцию:

𝜁(𝜎) = 3𝜏 ′(𝜎)− 𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚3𝛽(𝜎). (1.63)

Из (1.49) следует, что

𝜏 ′(𝜎) =
𝑑

𝑑𝜎

(︁
𝛽 ln 𝜚(𝜎) +

1

3
ln
(︀
𝛼𝜋 + 3

∫︁ 𝜎

0

𝜔(𝑠)𝑑𝑠
)︀)︁
.

Интегрируя это уравнение от 0 до произвольного 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2) и учи-
тывая (1.49) и (1.63), мы получим, что

exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁(𝑠)𝑑𝑠 =
𝛼𝜋 + 3

∫︀ 𝜎

0 𝜔(𝑠)𝑑𝑠

𝛼𝜋
.

Выражение (1.50) переписывается следующим образом

𝜔(𝜎) = sin
(︁
𝜎 − 𝛽

(︁
𝜎 − 𝜑(𝜎)−𝐻

(︀ 𝑑
𝑑𝜎

ln 𝜚
)︀
(𝜎)

)︁
+

1

3

(︀
𝐻𝜁

)︀
(𝜎)

)︁
ctg 𝜎,

где оператор 𝐻 имеет следующий вид

(𝐻𝜁)(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝐾(𝑠, 𝜎) 𝜁(𝑠) 𝑑𝑠. (1.64)
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Из этого равенства сразу вытекает, что

𝜁(𝜎) =
3 sin

(︁
𝜎 − 𝛽

(︁
𝜎 − 𝜑(𝜎)−𝐻

(︀
𝑑
𝑑𝜎 ln 𝜚

)︀
(𝜎)

)︁
+ 1

3

(︀
𝐻𝜁

)︀
(𝜎)

)︁
ctg 𝜎

𝛼𝜋 exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁(𝑠)𝑑𝑠
.

Исследуем функцию 𝜎 − 𝜑(𝜎) − 𝐻
(︀

𝑑
𝑑𝜎 ln 𝜚

)︀
(𝜎). Для этого на всей

комплексной плоскости C рассмотрим функцию

𝛹0(𝑡) = ln
𝑡

(𝑡+ 𝑠0)1/2(𝑡− 𝑠0)1/2
.

Эта функция имеет логарифмические особенности в точках 𝑡 = 0 и 𝑡 =

±𝑠0, однако является однозначной и аналитической в области с разрезом
C ∖ [−𝑠0, 𝑠0]. При этом 𝛹0(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞. Рассмотрим функцию

𝛹(𝑡) = 𝛹0(1/𝑡).

Эта функция является однозначной и аналитической в единичном круге
𝐷*

∘, причём 𝛹(0) = 0. Поэтому для 𝛹 справедливы формулы обращения
Гильберта:

Re 𝛹(𝑒𝑖𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

Im𝛹(𝑒𝑖𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠,

Im𝛹(𝑒𝑖𝜎) = − 1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

Re 𝛹(𝑒𝑖𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠,

где 𝜎 ∈ [−𝜋, 𝜋). Интегралы здесь понимаются в смысле главного значения.
Нетрудно показать, что функции 𝜚 и 𝜑, определённые в (1.51) и (1.52),
обладают следующими свойствами:

𝜚(−𝜎) = 𝜚(𝜎), 𝜑(−𝜎) = −𝜑(𝜎), 𝜎 ∈ [−𝜋, 𝜋).
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Из этих свойств следует, что

𝛹(𝑒𝑖𝜎) = ln
⃒⃒⃒ 𝑒−𝑖𝜎

(𝑒−𝑖𝜎 + 𝑠0)1/2(𝑒−𝑖𝜎 − 𝑠0)1/2

⃒⃒⃒
+𝑖 arg

(︁ 𝑒−𝑖𝜎

(𝑒−𝑖𝜎 + 𝑠0)1/2(𝑒−𝑖𝜎 − 𝑠0)1/2

)︁
= − ln 𝜚(−𝜎) + 𝑖

(︀
arg(𝑒−𝑖𝜎)− arg((𝑒−𝑖𝜎 + 𝑠0)

1/2)− arg((𝑒−𝑖𝜎 − 𝑠0)
1/2)

)︀
= − ln 𝜚(𝜎) + 𝑖

(︀
− 𝜎 + 𝜑(𝜎)

)︀
.

Поэтому

− ln 𝜚(𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
− 𝑠+ 𝜑(𝑠)

)︀
ctg

𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠, (1.65)

− 𝜎 + 𝜑(𝜎) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

ln 𝜚(𝑠) ctg
𝑠− 𝜎

2
𝑑𝑠. (1.66)

Рассмотрим формулу (1.66). Поскольку 𝜚(−𝜎) = 𝜚(𝜎) и 𝜚(𝜋 − 𝜎) = 𝜚(𝜎),
так же как в п. 1.2.4 мы получим, что

−𝜎 + 𝜑(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

ln 𝜚(𝑠)
(︀
ctg(𝑠− 𝜎)− ctg(𝑠+ 𝜎)

)︀
𝑑𝑠,

то есть

−𝜎 + 𝜑(𝜎) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝐾(𝑠, 𝜎)
𝑑

𝑑𝑠
ln 𝜚(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝐻

(︁ 𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚

)︁
(𝜎).

Введём функцию 𝜇:

𝜇(𝜎) = 2(𝜑(𝜎)− 𝜎) = 2𝐻
(︁ 𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚

)︁
(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. (1.67)

Тогда, как следует из (1.49) и (1.60), функция (1.63) удовлетворяет
уравнению

𝜁 = 𝛷(𝜁), (1.68)

где 𝛷 — нелинейный оператор, определённый следующим образом

𝛷(𝜁)(𝜎) =
3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) + 1

3 (𝐻𝜁)(𝜎)
)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁 𝑑𝑠
, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. (1.69)
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Мы будем искать решения уравнения (1.68) в банаховом пространстве
𝐿2(0, 𝜋/2) с нормой

‖𝜁‖ =
(︁∫︁ 𝜋/2

0

|𝜁(𝜎)|2 𝑑𝜎
)︁1/2

.

Далее, из соображений краткости, будем обозначать 𝐿2(0, 𝜋/2) через 𝐿2.

Перед тем как приступить к доказательству разрешимости опера-
торного уравнения, исследуем свойства функции 𝜇 и получим априорные
оценки для оператора 𝐻.

1.4.3 Свойства функции 𝜇

Выясним свойства функции 𝜇, определённой в (1.67). Нетрудно видеть,
что

ctg 2𝜑(𝜎) =
cos 2𝜎 − 𝑠20

sin 2𝜎
= ctg 2𝜎 − 𝑠20

sin 2𝜎
.

Из этого равенства следует, что 𝜇(𝜎) > 0 (так как 𝜑(𝜎) > 𝜎) при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2).
Легко обнаружить, что

𝜇(0) = 𝜇(𝜋/2) = 0. (1.70)

Выведем ещё некоторые свойства функции 𝜇. Продифференцируем
следующее равенство по 𝜎:

ln(𝑒2𝑖𝜎 − 𝑠20) = ln(𝑒𝑖𝜎 + 𝑠0)(𝑒
𝑖𝜎 − 𝑠0) = ln 𝜚2(𝜎) 𝑒2𝑖𝜑(𝜎) = 2 ln 𝜚(𝜎) + 2𝑖𝜑(𝜎).

Поскольку

𝑑

𝑑𝜎
ln(𝑒2𝑖𝜎 − 𝑠20) = 2

𝑠20 sin 2𝜎

1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40
+ 2𝑖

1− 𝑠20 cos 2𝜎

1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40
,

приравняв вещественную и мнимую части, получим, что

𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚(𝜎) =

𝑠20 sin 2𝜎

1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40
, 𝜑′(𝜎) =

1− 𝑠20 cos 2𝜎

1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40
. (1.71)



48

Нам ещё понадобятся вторые производные:

𝑑2

𝑑𝜎2
ln 𝜚(𝜎) =

2𝑠20(1 + 𝑠40) cos 2𝜎 − 4𝑠40
(1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40)

2
, 𝜑′′(𝜎) = − 2𝑠20(1− 𝑠40) sin 2𝜎

(1− 2𝑠20 cos 2𝜎 + 𝑠40)
2
.

Заметим, что 𝜑′′(𝜎) < 0 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), то есть функция 𝜑 является
вогнутой на этом интервале. Это утверждение справедливо и для функции 𝜇.
При этом

𝜑′(0) =
1− 𝑠20

1− 2𝑠20 + 𝑠40
=

1

1− 𝑠20
и 𝜇′(0) = 2(𝜑′(0)− 1) =

2𝑠20
1− 𝑠20

. (1.72)

Нетрудно заметить, что функция 𝜇 зависит от параметра 𝑠0. На рис. 1.8
показано поведение функции 𝜇(𝜎) при различных 𝑠0.

 0  

 
s0 =1

s0 =0

μ(σ)

π/2

π/2

Рисунок 1.8 — График функции 𝜇(𝜎) при разных значениях 𝑠0.

В дальнейшем при 𝛽 > 0 мы будем использовать условие, заклю-
чающееся в том, что

𝛽𝜇(𝜎) 6 𝜎 при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. (1.73)

Учитывая вышесказанное, это условие будет выполнено, если

𝛽𝜇′(0) 6 1, (1.74)

то есть при

𝛽 6
1− 𝑠20
2𝑠20

(1.75)
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или эквивалентно
𝑠20 6

1

1 + 2𝛽
. (1.76)

Кроме того, поскольку функция 𝜇′ достигает своего максимума в точке
𝜎 = 0, из условия (1.74) будет следовать следующая оценка:

𝛽𝜇′(𝜎) 6 1 для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. (1.77)

Нам ещё понадобится вычислить 𝜇(𝜋/4). Нетрудно видеть, что

ctg arg(𝑒𝑖𝜋/4 ± 𝑠0) = 1± 𝑠0
√
2.

Используя тригонометрические тождества, получим следующее:

ctg 𝜇(𝜋/4) = ctg
(︀
2𝜑(𝜋/4)− 𝜋/2

)︀
=

−1

ctg 2𝜑(𝜋/4)
=

1

𝑠20

или
tg 𝜇(𝜋/4) = 𝑠20.

1.4.4 Свойства оператора 𝐻

Сначала напомним некоторые факты из теории рядов Фурье. Хорошо
известно, что на отрезке [0, 𝜋/2] в пространстве 𝐿2 полными являются
тригонометрические системы {cos 2𝑘𝜎}∞𝑘=0 и {sin 2𝑘𝜎}∞𝑘=1. Поэтому для
любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2 и для почти всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] справедливы представ-
ления:

𝑓(𝜎) =
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 2𝑘𝜎, 𝑓(𝜎) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin 2𝑘𝜎,

где

𝑎𝑘 =
4

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝑓(𝑠) cos 2𝑘𝑠 𝑑𝑠, 𝑘 = 0,1,2, . . . ,

𝑏𝑘 =
4

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

𝑓(𝑠) sin 2𝑘𝑠 𝑑𝑠, 𝑘 = 1,2, . . . .
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Для каждого из этих разложений справедливы неравенство Бесселя и
равенство Парсеваля:

𝑎20
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎2𝑘 ≤
4

𝜋
‖𝑓‖2,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏2𝑘 ≤
4

𝜋
‖𝑓‖2, 𝑛 ∈ N,

𝑎20
2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑎2𝑘 =
4

𝜋
‖𝑓‖2,

∞∑︁
𝑘=1

𝑏2𝑘 =
4

𝜋
‖𝑓‖2.

Для ядра 𝐾 хорошо известно следующее представление:

𝐾(𝑠, 𝜎) = 2
∞∑︁
𝑘=1

sin 2𝑘𝜎 sin 2𝑘𝑠

𝑘
,

которое справедливо во всех точках, где определено ядро 𝐾(𝑠, 𝜎), то есть
при 𝜎+𝑠 и 𝜎−𝑠 отличных от 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Вообще говоря, это представление
встречается во многих работах (см., например, [38] или [41]). Однако мы
смогли найти доказательство только в [30]. Это довольно редкая книга, по
этой причине, мы приведём доказательство в виде леммы А.1 (см. прил. А).
Заметим, что наше доказательство отличается от того, что представлено
в [30]. Используя это представление, мы докажем несколько полезных оценок
для оператора 𝐻.

Лемма 1.1. Оператор 𝐻 : 𝐿2 → 𝐿2 является ограниченным и

‖𝐻𝑤‖ 6 1

2
‖𝑤‖

для всех 𝑤 ∈ 𝐿2.

B То, что оператор 𝐻 является ограниченным в 𝐿2 следует из того
(см. [21]), что ∫︁ 𝜋/2

0

∫︁ 𝜋/2

0

⃒⃒
𝐾(𝑠, 𝜎)

⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑠 <∞.

Докажем оценку. Поскольку 𝑤 ∈ 𝐿2, для почти всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] справедливо
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представление в виде ряда Фурье:

𝑤(𝜎) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 sin 2𝑘𝜎, (1.78)

где 𝑐𝑚 — коэффициенты Фурье. Если 𝑤𝑛 — частичная сумма этого ряда, то

(𝐻𝑤𝑛)(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘
2𝑘

sin 2𝑘𝜎.

Используя неравенство Бесселя и равенство Парсеваля, мы получим, что

4

𝜋
‖𝐻𝑤𝑛‖2 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐2𝑘
4𝑘2
6

1

4

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐2𝑘 6
1

4

4

𝜋
‖𝑤‖2.

Из этой оценки, в силу того, что 𝐻𝑤𝑛 → 𝐻𝑤 в 𝐿2 при 𝑛→ ∞, сразу следует
доказываемое неравенство. C

Лемма 1.2. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2 и 𝑢 = 𝐻𝑤. Тогда 𝑢′ ∈ 𝐿2 и ‖𝑢′‖ = ‖𝑤‖.

B Здесь мы будем использовать такие же обозначения, что и в
доказательстве леммы 1.1. Поскольку 𝑤 ∈ 𝐿2, имеет место представление в
виде ряда Фурье (1.78). Обозначим через 𝑤𝑛 частичную сумму этого ряда
и через 𝑢𝑛 функцию 𝐻𝑤𝑛. В силу леммы 1.1, 𝑢𝑛 → 𝑢 в 𝐿2 при 𝑛 → ∞.
Нетрудно видеть, что

𝑢′𝑛(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘 cos 2𝑘𝜎 и 𝑢′𝑛(𝜎)− 𝑢′𝑚(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘=𝑚+1

𝑐𝑘 cos 2𝑘𝜎

для 𝑚 < 𝑛. Как следствие второго равенства, мы находим, что

‖𝑢′𝑛 − 𝑢′𝑚‖2 =
𝜋

4

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑐2𝑘.

Поскольку ряд Фурье в (1.78) сходится в 𝐿2, из критерия Коши следует, что
последовательность {𝑢′𝑛} сходится в 𝐿2. Очевидно, 𝑢′ является пределом.
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Переход к пределу при 𝑛→ ∞ в следующем равенстве

‖𝑢′𝑛‖2 =
𝜋

4

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐2𝑘

позволяет сделать вывод, что ‖𝑢′‖2 = ‖𝑤‖2 в силу равенства Парсеваля. C

В качестве следствия из этой леммы докажем следующее утверждение:

Лемма 1.3. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2 и 𝑢 = 𝐻𝑤. Тогда 𝑢 ∈ 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2],

|𝑢(𝜎)− 𝑢(𝑠)| 6 ‖𝑤‖ |𝜎 − 𝑠|1/2, |𝑢(𝜎)| 6 ‖𝑤‖ |𝜎|1/2, |𝑢(𝜎)| 6 ‖𝑤‖ |𝜋/2− 𝜎|1/2

для всех 𝜎, 𝑠 ∈ [0, 𝜋/2].

B Воспользовавшись предыдущей леммой и неравенством Гёльдера,
мы получим:

|𝑢(𝜎)− 𝑢(𝑠)| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

𝑠

𝑢′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒
≤ ‖𝑢′‖ |𝜎 − 𝑠|1/2 ≤ ‖𝑤‖ |𝜎 − 𝑠|1/2.

Второе и третье неравенства в утверждении леммы сразу следует из первого.
Достаточно только заметить, что, в силу свойств ядра 𝐾, 𝑢(0) = 0 и
𝑢(𝜋/2) = 0. B

Лемма 1.4. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2. Тогда функции 𝑓 и ℎ, определённые следующим
образом

𝑓(𝜎) =
(𝐻𝑤)(𝜎)

sin𝜎
и ℎ(𝜎) =

∫︀ 𝑠

0 𝑤(𝜎) 𝑑𝜎

sin 𝑠
,

принадлежат 𝐿2 и справедливы оценки:

‖𝑓‖ 6 2‖𝑤‖, (1.79)

‖ℎ‖ 6 2‖𝑤‖. (1.80)

B Начнём с доказательства неравенства (1.79). Поскольку 𝑤 ∈ 𝐿2,
для почти всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] справедливо представление в виде ряда Фурье:

𝑤(𝜎) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 sin 2𝑘𝜎, (1.81)
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где 𝑐𝑚 — коэффициенты Фурье. Обозначим через 𝑤𝑛 частичную сумму
этого ряда и определим следующие функции:

𝑢𝑛(𝜎) = (𝐻𝑤𝑛)(𝜎), 𝑓𝑛(𝜎) =
𝑢𝑛(𝜎)

sin𝜎
, 𝜑𝑛𝑚(𝜎) = 𝑢𝑛(𝜎)− 𝑢𝑚(𝜎)

для 𝑚 < 𝑛. Нетрудно видеть, что

𝑢𝑛(𝜎) =
2

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

sin 2𝑘𝜎

𝑘

∫︁ 𝜋/2

0

𝑤𝑛 sin 2𝑘𝑠 𝑑𝑠 =
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
sin 2𝑘𝜎

𝑘
.

Сначала покажем, что последовательность {𝑓𝑘} сходится в 𝐿2. Для
этого воспользуемся критерием Коши. Поскольку

1

sin2 𝑠
= −(ctg 𝑠)′, ctg

𝜋

2
= 0 и 𝜑𝑛𝑚(0) = 0,

причём ctg 𝑠 = 𝑂(𝑠−1) и 𝜑𝑛𝑚(𝑠) = 𝑂(𝑠) при 𝑠 → 0, с помощью интег-
рирования по частям и неравенства Гёльдера мы получим следующее
неравенство:

∫︁ 𝜋/2

0

(︁𝜑𝑛𝑚(𝑠)
sin 𝑠

)︁2

𝑑𝑠 =

∫︁ 𝜋/2

0

2𝜑𝑛𝑚(𝑠)𝜑
′
𝑛𝑚(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠 ≤

≤
(︁∫︁ 𝜋/2

0

(︁𝜑𝑛𝑚(𝑠)
sin 𝑠

)︁2

𝑑𝑠
)︁1/2 (︁∫︁ 𝜋/2

0

(︀
2𝜑′𝑛𝑚(𝑠) cos 𝑠

)︀2
𝑑𝑠
)︁1/2

,

из которого следует, что

‖𝑓𝑛− 𝑓𝑚‖ =
(︁∫︁ 𝜋/2

0

(︁𝜑𝑛𝑚(𝑠)
sin 𝑠

)︁2

𝑑𝑠
)︁1/2

6 2
(︁∫︁ 𝜋/2

0

(︀
𝜑′𝑛𝑚(𝑠)

)︀2
𝑑𝑠
)︁1/2

= 2‖𝜑′𝑛𝑚‖.

Заметим, что 𝜑′𝑛𝑚 = 𝑢′𝑛 − 𝑢′𝑚 и 𝑢′𝑛(𝜎) =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘 cos 2𝑘𝜎. Поэтому

‖𝜑′𝑛𝑚‖2 =
𝜋

4

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑐2𝑘.

Таким образом,

‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖2 6 𝜋
𝑛∑︁

𝑘=𝑚+1

𝑐2𝑘. (1.82)
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Поскольку ряд в (1.81) сходится в 𝐿2, равенство Парсеваля позволяет
утверждать, что сходится и ряд

∑︀∞
𝑘=1 𝑐

2
𝑘. Поэтому из критерия Коши и

неравенства (1.82) следует, что последовательность {𝑓𝑘} сходится в 𝐿2.
Таким образом, нетрудно получить следующую оценку:

‖𝑓𝑛‖2 6 𝜋
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐2𝑘 6 4‖𝑤‖2, (1.83)

которая справедлива для любого 𝑛 ∈ N. Так как 𝑤𝑛 → 𝑤 в 𝐿2, согласно
лемме 1.3 𝑢𝑛 = 𝐻𝑤𝑛 → 𝐻𝑤 в 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2]. Отсюда следует, что 𝑓𝑛(𝑠) →
𝑓(𝑠) при 𝑛 → ∞ для каждого 𝑠 ∈ (0, 𝜋/2]. В силу (1.83) и теоремы Фату
(см. [21]) мы получаем, что 𝑓 ∈ 𝐿2 и ‖𝑓‖ 6 2‖𝑤‖.

Совершенно аналогично доказывается утверждение, касающееся
функции ℎ, и неравенство (1.80). Лемма доказана. C

Лемма 1.5. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2 и 𝑊 (𝜎) =
∫︀ 𝑠

0 𝑤(𝑠) 𝑑𝑠. Тогда 𝑊 ∈ 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2]

и для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] справедливо неравенство

|𝑊 (𝜎)| 6 ‖𝑤‖𝜎1/2.

B Поскольку 𝑊 ′(𝜎) = 𝑤(𝜎) для почти всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2],

|𝑊 (𝜎)−𝑊 (𝑠)| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

𝑠

𝑊 ′(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒
6 ‖𝑊 ′‖ |𝜎 − 𝑠|1/2 = ‖𝑤‖ |𝜎 − 𝑠|1/2.

Неравенство в утверждении леммы следует из того, что 𝑊 (0) = 0. C

Лемма 1.6. Если 𝑤 ∈ 𝐿2, (𝑤 sin𝜎)′ ∈ 𝐿2 и 𝑤(𝜋/2) = 0, то
(︀
(𝐻𝑤)′ sin𝜎

)︀′ ∈
𝐿2 и ‖

(︀
(𝐻𝑤)′ sin𝜎

)︀′‖ 6 ‖(𝑤 sin𝜎)′‖.

B Пусть 𝑤(𝜎) =
∑︀∞

𝑘=1 𝑐𝑘 sin 2𝑘𝜎 и 𝑤𝑛 — это 𝑛-ая частичная сумма
этого ряда. Используя хорошо известные тригонометрические формулы,
нетрудно определить, что

𝑤𝑛(𝜎) sin𝜎 =
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
(︀
cos(2𝑘 − 1)𝜎 − cos(2𝑘 + 1)𝜎

)︀
=

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘 cos(2𝑘 − 1)𝜎,
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где
𝛾1 =

𝑐1
2
, 𝛾𝑘 =

1

2
(𝑐𝑘 − 𝑐𝑘−1), 𝑘 = 2, . . . ,𝑛, 𝛾𝑛+1 = −𝑐𝑛

2
.

Функциональные системы {cos(2𝑘 − 1)𝜎}𝑘∈N и {sin(2𝑘 − 1)𝜎}𝑘∈N являются,
вообще говоря, не полными в 𝐿2. По крайней мере, мы не можем представить
доказательство этого факта. Если бы это было так, то неравенство в
утверждении леммы должно было быть заменено равенством. Однако эти
системы являются ортогональными в 𝐿2 и∫︁ 𝜋/2

0

cos2(2𝑘 − 1)𝜎 𝑑𝜎 =

∫︁ 𝜋/2

0

sin2(2𝑘 − 1)𝜎 𝑑𝜎 =
𝜋

4
, 𝑘 ∈ N.

Поскольку 𝑤𝑛 → 𝑤 в 𝐿2 при 𝑛→ ∞, получаем следующие равенства:

𝑤(𝜎) sin𝜎 =
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘 cos(2𝑘 − 1)𝜎,
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2𝑘 =
4

𝜋
‖𝑤 sin𝜎‖2.

Вычислим коэффициенты Фурье функции (𝑤 sin𝜎)′ ∈ 𝐿2 относи-
тельно системы {sin(2𝑘 − 1)𝜎}𝑘∈N:

∫︁ 𝜋/2

0

(︀
𝑤(𝜎) sin𝜎

)︀′
sin(2𝑘 − 1)𝜎 𝑑𝜎

= −(2𝑘 − 1)

∫︁ 𝜋/2

0

𝑤(𝜎) sin𝜎 cos(2𝑘 − 1)𝜎 𝑑𝜎 = −𝜋
4
𝛾𝑘 (2𝑘 − 1).

В силу неравенства Бесселя

∞∑︁
𝑘=1

𝛾2𝑘(2𝑘 − 1)2 6
4

𝜋
‖(𝑤 sin𝜎)′‖2. (1.84)

Точно как в доказательстве леммы 1.1, мы находим, что

(𝐻𝑤𝑛)
′(𝜎) sin𝜎 =

1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
(︀
sin(2𝑘+1)𝜎−sin(2𝑘−1)𝜎

)︀
= −

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘 sin(2𝑘−1)𝜎
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и, как в следствие, что

(︀
(𝐻𝑤𝑛)

′(𝜎) sin𝜎
)︀′
= −

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(2𝑘 − 1) cos(2𝑘 − 1)𝜎.

Это равенство и (1.84) дают следующую оценку

‖
(︀
(𝐻𝑤𝑛)

′ sin𝜎
)︀′‖ 6 ‖(𝑤 sin𝜎)′‖, 𝑛 ∈ N.

Поскольку
(︀
(𝐻𝑤𝑛)

′ sin𝜎
)︀′ сходится слабо к

(︀
(𝐻𝑤)′ sin𝜎

)︀′ в 𝐿2 при 𝑛→ ∞,
из этой оценки вытекает утверждение леммы. C

В следующих главах будет установлена разрешимость исходной
задачи. При разных 𝛽 методы доказательства разрешимости задачи будут
отличаться.
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Глава 2. Исследование задачи с точечным стоком на плоском
горизонтальном дне

В этой главе будет рассмотрена задача с точечным стоком на плоском
горизонтальном дне, то есть при 𝛽 = 0 (см. рис. 1.2а). В этом случае
операторное уравнение (1.68) для системы (1.49)–(1.57) примет следующий
вид:

𝜁 = 𝛷(𝜁), (2.1)

где

𝛷(𝜁)(𝜎) =
3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝜎 + 1

3 (𝐻𝜁)(𝜎)
)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁 𝑑𝑠
, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. (2.2)

Для доказательства единственности операторного уравнения будет
применена теорема Шаудера о неподвижной точке, а затем — принцип
сжимающих отображений. Также в этой главе будет проведено исследование
гладкости решения, формы свободной границы и её асимптотики вблизи
точки над стоком.

2.1 Однозначная разрешимость операторного уравнения

Приступим к доказательству разрешимости операторного уравнения
(2.1). Как ранее было сказано, будем искать решения этого уравнения в
банаховом пространстве 𝐿2. Для доказательства разрешимости получим
вспомогательные результаты.

Лемма 2.1. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2 и 𝑔(𝜎) = sin
(︀
𝜎+ 1

3(𝐻𝑤)(𝜎)
)︀
ctg 𝜎. Тогда 𝑔 ∈ 𝐿2

и справедлива оценка

‖𝑔‖ 6 1 +
2

3
‖𝑤‖.

B Для доказательства оценки заметим, что | sin𝜎| 6 |𝜎| для всех



58

𝜎 ∈ R. Поэтому

|𝑔(𝜎)| 6
⃒⃒
𝜎 +

1

3
(𝐻𝑤)(𝜎)

⃒⃒
ctg 𝜎 6 𝜎 ctg 𝜎 +

1

3

⃒⃒⃒𝐻𝑤(𝜎)
sin𝜎

⃒⃒⃒
cos𝜎

для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Поскольку∫︁ 𝜋/2

0

(𝜎 ctg 𝜎)2 𝑑𝜎 = 𝜋 ln 2− 𝜋3

24
< 1 (2.3)

и | cos𝜎| 6 1, воспользовавшись леммой 1.4, получаем

‖𝑔‖ 6 1 +
1

3

⃦⃦⃦ 𝐻𝑤
sin𝜎

⃦⃦⃦
6 1 +

2

3
‖𝑤‖.

C

Лемма 2.2. Если 𝑤1 и 𝑤2 — неотрицательные функции из 𝐿2, то

‖𝛷(𝑤2)− 𝛷(𝑤1)‖ ≤ 8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖.

B Для каждого 𝜆 ∈ [0, 1] введём обозначение: 𝑣𝜆 = 𝑤1 + 𝜆(𝑤2 − 𝑤1).
Тогда

𝑑𝑣𝜆
𝑑𝜆

= 𝑤2 − 𝑤1

и

𝛷(𝑤2)− 𝛷(𝑤1) =

∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝜆
𝛷((1− 𝜆)𝑤1 + 𝜆𝑤2) 𝑑𝜆 =

∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆) 𝑑𝜆,

Нетрудно посчитать, что

𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆) =

3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

𝑑

𝑑𝜆

sin(𝜎 + 1
3𝐻𝜐𝜆)

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜐𝜆 𝑑𝑠
=

=
3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

(︁cos(𝜎 + 1
3𝐻𝜐𝜆)

1
3𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜐𝜆 𝑑𝑠
−

sin(𝜎 + 1
3𝐻𝜐𝜆)

∫︀ 𝜎

0 (𝑤2 − 𝑤1) 𝑑𝑠

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜐𝜆 𝑑𝑠

)︁
.
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Учитывая неотрицательность функции 𝑣𝜆, мы получим:

⃦⃦⃦ 𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆)

⃦⃦⃦
6

1

𝛼𝜋

⃦⃦⃦𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

sin𝜎

⃦⃦⃦
+

3

𝛼𝜋

⃦⃦⃦∫︀ 𝜎

0 (𝑤2 − 𝑤1) 𝑑𝑠

sin𝜎

⃦⃦⃦
.

Тогда, как следует из леммы 1.4,⃦⃦⃦ 𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆)

⃦⃦⃦
6

2

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖+

6

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖ =

8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖,

Утверждение леммы следует теперь из того, что

‖𝛷(𝑤2)− 𝛷(𝑤1)‖ 6
∫︁ 1

0

⃦⃦⃦ 𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝜐𝜆)

⃦⃦⃦
𝑑𝜆.

C

Теперь мы можем приступить к доказательству существования и
единственности решения операторного уравнения (2.1). Сначала исследуем
его разрешимость.

Теорема 2.1. Для любого 𝛼 ≥ 2
𝜋

(︁
1 + 1

3
√
𝜋

)︁
≈ 0,76 существует неотри-

цательная функция 𝜁 ∈ 𝐿2, удовлетворяющая уравнению (2.1). Эта
функция удовлетворяет оценкам:

0 ≤ 𝜎 +
1

3
(𝐻𝜁)(𝜎) 6 𝜋 почти для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), ‖𝜁‖ 6 9

√
𝜋

2
. (2.4)

Доказательство. Чтобы доказать разрешимость задачи (2.1), мы
сначала рассмотрим приближённую задачу. Для каждого 𝑘 ∈ N введём
функцию 𝑞𝑘 : [0, 𝜋/2] → R, такую, что

𝑞𝑘(𝜎) =

⎧⎨⎩ctg
1

𝑘
, 𝜎 ∈ [0, 1/𝑘],

ctg 𝜎, 𝜎 ∈ (1/𝑘, 𝜋/2],

и исследуем задачу
𝜁 = 𝛷𝑘(𝜁), (2.5)

где

𝛷𝑘(𝜁)(𝜎) =
3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝜎 + 1

3 (𝐻𝜁)(𝜎)
)︀
𝑞𝑘(𝜎)

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁 𝑑𝑠
, 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].
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С помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке А.2 (см. в прил. А) мы
покажем, что уравнение (2.5) имеет решение 𝜁𝑘 ∈ 𝐿2. Возьмём следующее
выпуклое замкнутое множество

𝐵+
𝑅 = {𝜁 ∈ 𝐿2 | ‖𝜁‖ 6 𝑅, 𝜁 ≥ 0}

в пространстве 𝐿2 и докажем существование такого 𝑅 > 0, что 𝛷𝑘(𝐵
+
𝑅) ⊂ 𝐵+

𝑅

для всех 𝑘 ∈ N.
Пусть 𝑅 — некоторое положительное число и 𝜁 ∈ 𝐵+

𝑅 . Тогда

exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁(𝑠) 𝑑𝑠 > 1 (2.6)

для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] и в силу леммы 2.1

‖𝛷𝑘(𝜁)‖ ≤ 3

𝛼𝜋

(︀
1 +

2

3
‖𝜁‖

)︀
6

3

𝛼𝜋

(︁
1 +

2

3
𝑅
)︁
.

Для того, чтобы ‖𝛷𝑘(𝜁)‖ ≤ 𝑅, достаточно взять 𝑅, удовлетворяющее
следующему неравенству:

3

𝛼𝜋

(︁
1 +

2

3
𝑅
)︁
≤ 𝑅.

Таким образом, если

𝑅 ≥ 3

𝛼𝜋 − 2
, (2.7)

то из того, что 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 , следует, что ‖𝛷𝑘(𝜁)‖ ≤ 𝑅 для всех 𝑘 ∈ N.

Теперь необходимо установить неотрицательность функции 𝛷𝑘(𝜁). Так
как 𝑞𝑘(𝜎) ≥ 0 при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2], для неотрицательности 𝛷𝑘(𝜁) достаточно
показать, что

0 ≤ 𝜎 +
1

3
(𝐻𝜁)(𝜎) ≤ 𝜋.

Левое неравенство справедливо для неотрицательной функции 𝜁, поскольку
𝐾 ≥ 0 и 𝐻 — положительный оператор. Правое неравенство, как следует
из леммы 1.3, будет выполнено, если

‖𝜁‖ 𝛾(𝜎) ≤ 3(𝜋 − 𝜎),
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где 𝛾(𝜎) = min{𝑠1/2, (𝜋/2−𝜎)1/2}. Таким образом, для того, чтобы функция
𝛷𝑘(𝜁) была неотрицательной, нам достаточно взять 𝜁 ∈ 𝐵+

𝑅 с

𝑅 ≤ min
𝜎∈[0,𝜋/2]

3(𝜋 − 𝜎)

𝛾(𝜎)
=

9
√
𝜋

2
. (2.8)

Взяв теперь 𝑅*, удовлетворяющее неравенствам (2.7) и (2.8), мы получим,
что 𝛷𝑘(𝐵

+
𝑅*
) ⊂ 𝐵𝑅* для всех 𝑘 ∈ N. Такое 𝑅* существует, если

𝛼 ≥ 2

𝜋

(︁
1 +

1

3
√
𝜋

)︁
≈ 0,76. (2.9)

Оценка, полученная в лемме 2.2, справедлива не только для оператора
𝛷, но и для каждого из операторов 𝛷𝑘. Поэтому для каждого 𝑘 ∈ N
оператор 𝛷𝑘 является непрерывным на неотрицательных функциях в
𝐿2. Установим его компактность. Если 𝑀 — ограниченное множество
в 𝐵+

𝑅*
, то, как следует из лемм 1.3 и 1.5, 𝛷𝑘(𝜁) будет непрерывной по

Гёльдеру с показателем 1/2 для каждого 𝜁 ∈ 𝑀 . Таким образом, 𝛷𝑘(𝑀)

будет ограниченным множеством в 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2] для каждого 𝑘 ∈ N.
Заметим, что diam𝛷𝑘(𝑀) в 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2], вообще говоря, зависит от 𝑘.
Поскольку 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2] компактно вкладывается в 𝐿2, множество 𝛷𝑘(𝑀)

будет компактным в 𝐿2. Следовательно оператор 𝛷𝑘 является компактным
на 𝐵+

𝑅*
.

Таким образом, 𝛷𝑘 удовлетворяет всем условиям теоремы Шаудера,
поэтому для каждого 𝑘 ∈ N существует функция 𝜁𝑘 ∈ 𝐵+

𝑅*
⊂ 𝐿2, которая

является решением уравнения (2.5).
Поскольку согласно теореме Алаоглу А.3 (см. в прил. А) мно-

жество 𝐵+
𝑅*

компактно в 𝐿2 относительно слабой топологии, сущест-
вует подпоследовательность, которую мы снова обозначим через {𝜁𝑘},
сходящаяся слабо в 𝐿2 к некоторой функции 𝜁 ∈ 𝐵+

𝑅*
. Из

лемм 1.3 и 1.5 следует, что функции 𝐻𝜁𝑘 и
∫︀ 𝜎

0 𝜁𝑘(𝑠) 𝑑𝑠 ограничены
равномерно по 𝑘 в пространстве 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2]. Поэтому, снова выбирая
подпоследовательность, мы можем утверждать, что 𝐻𝜁𝑘 → 𝐻𝜁 и∫︀ 𝜎

0 𝜁𝑘(𝑠) 𝑑𝑠→
∫︀ 𝜎

0 𝜁(𝑠) 𝑑𝑠 в пространстве 𝐶0[0, 𝜋/2]. Это следует из компакт-
ности вложения 𝐶0,1/2[0, 𝜋/2] в 𝐶0[0, 𝜋/2]. Последовательность {𝜁𝑘}, однако,
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в этом пространстве не сходится, так как функции 𝜁𝑘 удовлетворяют
уравнению (2.5), а в определении оператора 𝛷𝑘 присутствует множитель
𝑞𝑘, который не сходится в 𝐶0[0, 𝜋/2]. Но 𝑞𝑘 сходится к ctg 𝜎 в пространстве
𝐶0[𝛿, 𝜋/2] для любого 𝛿 > 0. Поэтому 𝜁𝑘 сходится к 𝜁 в пространстве
𝐶0[𝛿, 𝜋/2] для любого 𝛿 > 0. Переходя поточечно к пределу при 𝑘 → ∞ в
уравнении (2.5), мы получим, что

𝜁(𝜎) = 𝛷(𝜁)(𝜎)

для любого 𝜎 > 𝛿. В силу произвольности 𝛿 функция 𝜁 является решением
уравнения (2.1). Теорема доказана. �

Теперь перейдём к доказательству единственности решения
операторного уравнения (2.1).

Теорема 2.2. Для любого 𝛼 > 8/𝜋 ≈ 2,55 существует единственная
неотрицательная функция 𝜁 ∈ 𝐿2, удовлетворяющая уравнению (2.1).

Доказательство. Обозначим через 𝜁* решение задачи (2.1), сущест-
вование которого доказано с помощью теоремы Шаудера. Другими словами,
𝜁* = 𝛷(𝜁*). Это решение является неотрицательным, поэтому, как следует
из леммы 2.2,

‖𝛷(𝜁)− 𝜁*‖ = ‖𝛷(𝜁)− 𝛷(𝜁*)‖ ≤ 8

𝛼𝜋
‖𝜁 − 𝜁*‖

для любой неотрицательной функции 𝜁 из 𝐿2. Если, кроме того, 𝜁 = 𝛷(𝜁),
то

‖𝜁 − 𝜁*‖ = ‖𝛷(𝜁)− 𝜁*‖ ≤ 8

𝛼𝜋
‖𝜁 − 𝜁*‖.

При 8/(𝛼𝜋) < 1 единственно возможная функция 𝜁, удовлетворяющая
этому неравенству, совпадает с 𝜁*. Таким образом, при

𝛼 > 8/𝜋 ≈ 2,55

операторное уравнение (2.1) имеет единственное положительное решение в
𝐿2. Теорема доказана. �
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2.2 Решение исходной задачи

Как было сказано в п. 1.3.1, решение исходной задачи может
быть построено, если мы знаем функции 𝜏 и 𝜃. Предположим, что
𝜁* ∈ 𝐿2 является неотрицательным решением операторного уравнения (2.1),
существование которого было доказано в предыдущем параграфе.
Определим функции 𝜏 и 𝜃 следующим образом:

𝜃(𝜎) =
1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎), 𝜏 ′(𝜎) =

1

3
𝜁*(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). (2.10)

Эти формулы полностью соответствуют обозначениям, введённым
в п. 1.4.2. Заметим, что у нас есть дифференциальное уравнение для
функции 𝜏 , по этой причине нам нужно граничное условие 𝜏(0) = 0, которое
берётся из (1.53). Функции 𝜏 и 𝜃, определённые выше, удовлетворяют
уравнениям (1.48) и (1.49). Согласно леммам 1.3 и 1.5, эти функции из
𝐶0,1/2[0, 𝜋/2].

2.2.1 Гладкость решения

На самом деле функции 𝜏 и 𝜃 имеют более высокую гладкость, чем
указано выше. Сначала мы докажем вспомогательную лемму.

Лемма 2.3. Пусть 𝑤 — неотрицательная функция из 𝐿2 и при 𝜎 ∈
(0, 𝜋/2) функция 𝑣(𝜎) = sin 𝜎 𝛷(𝑤)(𝜎). Тогда 𝑣′ ∈ 𝐿2 и справедлива оценка

‖𝑣′‖ 6 3

𝛼𝜋

(︀√
𝜋 +

4

3
‖𝑤‖

)︀
.
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B Нетрудно видеть, что

𝑣′(𝜎) =
3

𝛼𝜋

1

exp
∫︀ 𝜎

0 𝑤(𝑠) 𝑑𝑠

(︁
cos(𝜎 +

1

3
𝐻𝑤)

(︀
1 +

1

3
(𝐻𝑤)′

)︀
cos𝜎

− sin(𝜎 +
1

3
𝐻𝑤)

(︀
sin𝜎 + 𝑤(𝜎) cos𝜎

)︀)︁
.

Поскольку предполагалось, что 𝑤 является неотрицательной, из леммы 1.2
вытекает, что 𝑣′ ∈ 𝐿2. Оценка следует из того, что ‖(𝐻𝑤)′‖ = ‖𝑤‖. C

Теперь мы применим леммы 1.6 и 2.3 для доказательства дифферен-
цируемости функций 𝜏 и 𝜃.

Теорема 2.3. Пусть 𝜏 и 𝜃 — функции, определённые в (2.10). Тогда
1. (𝜏 ′ sin𝜎)′ ∈ 𝐿2, ‖(𝜏 ′ sin𝜎)′‖ 6 7/(𝛼

√
𝜋), 𝜏 ∈ 𝐶1,1/2[𝛿, 𝜋/2] для всех

𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) и 𝜏 ′(𝜋/2) = 0;
2. (𝜃′ sin𝜎)′ ∈ 𝐿2, ‖(𝜃′ sin𝜎)′‖ 6 7/(𝛼

√
𝜋) и 𝜃 ∈ 𝐶1,1/2[𝛿, 𝜋/2] для всех

𝛿 ∈ (0, 𝜋/2).

Доказательство. Сначала отметим, что 𝜁*(𝜋/2) = 0, так как 𝜁*

удовлетворяет (2.1) и ctg 𝜋/2 = 0. Из леммы 2.3 следует, что функция(︀
𝜁*(𝜎) sin𝜎

)︀′ из 𝐿2 и

‖(𝜁* sin𝜎)′‖ 6
3

𝛼𝜋

(︀√
𝜋 +

4

3
‖𝜁*‖

)︀
.

Из второй оценки в (2.4) следует, что

‖(𝜁* sin𝜎)′‖ 6
21

𝛼
√
𝜋
.

Далее, как следствие леммы 1.6, мы заключаем, что
(︀
(𝐻𝜁*)

′ sin𝜎
)︀′ ∈ 𝐿2 и

‖((𝐻𝜁*)′ sin𝜎)′‖ 6 ‖(𝜁* sin𝜎)′‖ 6
21

𝛼
√
𝜋
.

Утверждение теоремы следует из (2.10) и теорем вложения. �

Замечание. Теорема 2.3 устанавливает гладкость функций 𝜏 и 𝜃 на
[𝛿, 𝜋/2] для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2). Однако условия симметрии (1.54) и (1.55)
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позволяют нам определить эти функции также на [0, 𝜋]. Таким образом,
𝜏, 𝜃 ∈ 𝐶1,1/2[𝛿, 𝜋 − 𝛿] для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2). •

Гладкость функций 𝜏 и 𝜃 может быть дополнительно улучшена. Далее,
мы покажем, что эти функции являются аналитическими. Для этого мы
используем классический результат Х. Леви [75], который сформулирован
ниже в виде леммы. Обратим внимание, что в этой лемме и в доказательстве
следующей теоремы декартовы переменные 𝑥 и 𝑦 отличаются от физических
переменных, используемых в начале данной работы. Эти символы были
использованы в [75].

Лемма 2.4. Пусть 𝑈(𝑥, 𝑦) является гармонической вблизи начала
координат 𝑦 < 0 и 𝑉 (𝑥, 𝑦) является сопряжённой гармонической функцией
к 𝑈 . Предположим, что 𝑈 , 𝑉 , 𝜕𝑈/𝜕𝑥 существуют и непрерывны в
полуокружности 𝑦 6 0 начала координат. Если граничные значения на
𝑦 = 0 удовлетворяют соотношению

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝐴

(︀
𝑥, 𝑈, 𝑉, 𝜕𝑈/𝜕𝑥

)︀
,

в котором 𝐴 является аналитической функцией для всех четырёх
аргументов для всех значений, тогда 𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝑉 (𝑥, 𝑦) аналитически
продолжаются через 𝑦 = 0.

Теорема 2.4. Функции 𝜏 и 𝜃 являются аналитическими на (0, 𝜋).

Доказательство. Функции 𝜏 и 𝜃 являются следами сопряжённых
гармонических на единичном круге 𝐷*

∘ функций 𝜏 и 𝜃. Кроме того,
эти функции непрерывно дифференцируемы на (0, 𝜋) и удовлетворяют
уравнению (1.35) (при 𝛽 = 0). Условия Коши–Римана, записанные в
полярных координатах (𝜚, 𝜎) вместе с (1.35), подразумевают, что

𝜕𝜃(𝑡)

𝜕𝜚
= 𝐴(𝜎, 𝜃, 𝜏) (2.11)

при 𝜚 = |𝑡| = 1 и 𝜎 ∈ (0, 𝜋), где 𝐴(𝜎, 𝜃, 𝜏) = 1
𝛼𝜋 𝑒

−3𝜏(𝑡) sin(𝜎 + 𝜃(𝑡)) ctg 𝜎

является аналитической функцией своих аргументов.
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Возьмём произвольное 𝜎0 ∈ (0, 𝜋). Существует конформное дробно-
линейное отображение (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑦), которое переводит нижнюю
полуплоскость 𝑦 < 0 в единичный круг 𝐷*

∘ и такое, что 𝑓(0) = 𝑒𝑖𝜎0. Если мы
введём 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑓(𝑥, 𝑦)) и 𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑓(𝑥, 𝑦)), то в новых переменных
уравнение (2.11) примет следующий вид:

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝐴

(︀
𝑥, 𝑈, 𝑉, 𝜕𝑈/𝜕𝑥

)︀
,

с аналитической функцией 𝐴. Из леммы 2.4 следует, что функции 𝑈(𝑥, 0)
и 𝑉 (𝑥, 0) являются аналитическими. Поскольку обратное отображение
𝑓−1 является конформным, функции 𝜃 и 𝜏 являются аналитическими в
окрестности точки 𝜎0. Утверждение теоремы следует из произвольности 𝜎0.

�

2.2.2 Исследование формы свободной границы

Из (2.10) нетрудно получить, что функция 𝜂, отвечающая за угол
наклона свободной границы, принимает следующий вид:

𝜂(𝜎) = 𝜎 + 𝜃(𝜎) = 𝜎 +
1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎), 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].

В силу свойств оператора 𝐻, 𝜃(0) = 𝜃(𝜋/2) = 0, следует, что 𝜂(0) =

0 и 𝜂(𝜋/2) = 𝜋/2. Решение 𝜁* уравнения (2.1), существование которого
установлено в теореме 2.1, удовлетворяет первому неравенству из (2.4).
Это значит, что 0 6 𝜂(𝜎) 6 𝜋 для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Однако как было
описано в п. 1.3.2, нам необходимо показать, что угол наклона 𝜂 меньше
𝜋/2, если приведённое число Фруда 𝛼 не слишком мало. Этот вопрос часто
встречается в задачах со свободной границей (см., например, [38;42]). Для
получения оценки такого рода обычно используется принцип максимума
для субгармонической функции. Мы не смогли реализовать этот подход
из-за наличия сингулярного стока, который вызывает неограниченность
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соответствующих функций. По этой причине здесь будет предложено ещё
одно доказательство этого факта, основанное на оценках решения. Конечно,
эти оценки не являются оптимальными и могут быть улучшены.

Для краткости введём следующие обозначения:

𝜈0(𝜎) = sin 𝜂(𝜎) ctg 𝜎, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2].

Нетрудно видеть, что 𝜈0(𝜎) > 0 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), 𝜈0(𝜋/2) = 0 и, как следует
из леммы 2.1, 𝜈0 лежит в 𝐿2.

Лемма 2.5. Функция (𝜈0(𝜎) sin𝜎)
′ лежит в 𝐿2 и

‖(𝜈0 sin𝜎)′‖ 6
√
𝜋 +

1

3
‖𝜁*‖.

B Поскольку

(𝜈0(𝜎) sin𝜎)
′ = (sin 𝜂(𝜎) cos𝜎)′ = 𝜂′(𝜎) cos 𝜂(𝜎) cos 𝜎 − sin 𝜂(𝜎) sin𝜎

и 𝜂′ = 1 + (𝐻𝜁*)
′/3, получаем следующую оценку:

|(𝜈0(𝜎) sin𝜎)′| 6 | cos𝜎|+ 1

3
|(𝐻𝜁*)′(𝜎)|+ | sin𝜎|, 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].

Следовательно, в силу леммы 1.2, имеем:

‖(𝜈0 sin𝜎)′‖ 6
√
𝜋 +

1

3
‖(𝐻𝜁*)′‖ 6

√
𝜋 +

1

3
‖𝜁*‖.

C

Теорема 2.5. Если 𝛼 > 5/
√
8 ≈ 1,768, то 𝜂(𝜎) < 𝜋/2 для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2).

Доказательство. Так как 𝜁* является положительным решением (2.1)
и 𝐻 — положительный оператор,

𝜂(𝜎) = 𝜎 +
1

𝛼𝜋
𝐻
(︁ sin 𝜂 ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁* 𝑑𝑠

)︁
6 𝜎 +

1

𝛼𝜋
𝐻(sin 𝜂 ctg 𝜎) = 𝜎 +

1

𝛼𝜋
𝐻𝜈0.

(2.12)
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Таким образом, 𝜂(𝜎) < 𝜋/2, если

(𝐻𝜈0)(𝜎) < 𝛼𝜋 (𝜋/2− 𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). (2.13)

Наша цель — доказать эту оценку.
Из леммы 1.6 следует, что

‖((𝐻𝜈0)′ sin𝜎)′‖ 6 ‖(𝜈0 sin𝜎)′‖.

Поскольку (𝐻𝜈0)
′(𝜎) sin𝜎 = 0 при 𝜎 = 0, имеем следующую оценку:

|(𝐻𝜈0)′(𝜎) sin𝜎| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

0

((𝐻𝜈0)
′(𝑠) sin 𝑠)′ 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝜎1/2 ‖((𝐻𝜈0)′ sin𝜎)′‖ 6 𝜎1/2 ‖(𝜈0 sin𝜎)′‖

для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Из леммы 2.5 и второй оценки в (2.4) следует, что

|(𝐻𝜈0)′(𝜎)| 6 ‖(𝜈0 sin𝜎)′‖
𝜎1/2

sin𝜎
6 𝐴0 𝜑(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2],

где

𝐴0 =
5

2

√
𝜋 и 𝜑(𝜎) =

𝜎1/2

sin𝜎
.

Заметим, что 𝜑(𝜋/2) = 𝜑(𝜋/4) =
√︀
𝜋/2 и 𝜑(𝜎) <

√︀
𝜋/2 при 𝜎 ∈ (𝜋/4, 𝜋/2).

Следовательно, поскольку (𝐻𝜈0)(𝜋/2) = 0, при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2]

|(𝐻𝜈0)(𝜎)| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜋/2

𝜎

(𝐻𝜈0)
′(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝐴0

∫︁ 𝜋/2

𝜎

𝜑(𝑠) 𝑑𝑠 6 𝐴0

√︂
𝜋

2

(︁𝜋
2
− 𝜎

)︁
.

(2.14)
Таким образом, оценка (2.13) справедлива при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2], если

𝛼 > 𝐴0/
√
2𝜋 = 5/

√
8 ≈ 1,768. (2.15)

Для того чтобы получить подобную оценку для 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4), мы
применим другое доказательство. Благодаря определению функции 𝜈0
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и (2.12), мы имеем:

𝜈0(𝜎) 6 𝜂(𝜎) ctg 𝜎 6 𝜎 ctg 𝜎 +
1

𝛼𝜋
cos𝜎

(𝐻𝜈0)(𝜎)

sin𝜎
.

Как следует из (2.3) и леммы 2.1,

‖𝜈0‖ 6 1 +
2

𝛼𝜋
‖𝜈0‖.

Следовательно,
‖𝜈0‖ 6

𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2
.

Из леммы 1.3 следует, что

|(𝐻𝜈0)(𝜎)| 6 ‖𝜈0‖𝜎1/2 6
𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2
𝜎1/2.

Таким образом, оценка (2.13) верна для 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4), если

𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2

√︂
𝜋

4
6 𝛼𝜋

(︁𝜋
2
− 𝜋

4

)︁
,

что эквивалентно следующему неравенству:

𝛼 >
2

𝜋3/2
+

2

𝜋
≈ 0,996. (2.16)

Из оценок (2.15) и (2.16) следует, что (2.13) справедливо при 𝛼,
удовлетворяющих неравенству (2.15). Теорема доказана. �

Замечание. Можно заметить значительную разницу между нера-
венствами (2.15) и (2.16), выведенными для 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2] и 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4)

соответственно. Может показаться, что мы можем улучшить утверждение
теоремы, если разделим интервал (0, 𝜋/2) на число, которое отличается
от 𝜋/4. Однако наш метод доказательства не позволяет нам значительно
улучшить оценку (2.14) и, как следствие, (2.15). Дело в том, что функция
𝜑 в (2.14) почти постоянна на [𝜋/4, 𝜋/2] и мало чем отличается от

√︀
𝜋/2.

Более того, 𝜑(𝜋/2) =
√︀
𝜋/2. •

Оценки, полученные в доказательстве предыдущей теоремы, позво-



70

ляют определить асимптотику угла наклона при 𝜎 → 𝜋/2, то есть в
окрестности каспа.

Теорема 2.6. Если 𝛼 > 𝛼0 = 5/
√
8 ≈ 1,768, то есть, 𝛼 удовлетворяет

тому же неравенству, что и в теореме 2.5, то

𝜂(𝜎) = 𝜋/2− 𝛾 (𝜋/2− 𝜎) + 𝑜(𝜋/2− 𝜎) при 𝜎 → 𝜋/2−,

где 𝛾 ∈ [1− 𝛼0/𝛼, 1] является константой.

Доказательство. Как следует из теоремы 2.3 (и из теоремы 2.4),
функция 𝜂 дифференцируема и 𝛾 является её производной в точке 𝜎 =

𝜋/2. Основное утверждение теоремы состоит в том, что 𝛾 ̸= 0. Таким
образом, мы должны оценить 𝛾 = 𝜂′(𝜋/2). Сначала мы оцениваем 𝛾 снизу.
Благодаря (2.12) и (2.14), мы имеем:

𝛾 = lim
𝜎↗𝜋/2

𝜂(𝜎)− 𝜂(𝜋/2)

𝜎 − 𝜋/2
> lim

𝜎↗𝜋/2

𝜎 + (𝛼𝜋)−1 (𝐻𝜈0)(𝜎)− 𝜋/2

𝜎 − 𝜋/2

= 1 +
1

𝛼𝜋
lim

𝜎↗𝜋/2

(𝐻𝜈0)(𝜎)

𝜎 − 𝜋/2
> 1− 1

𝛼𝜋
𝐴0

√︂
𝜋

2
= 1− 𝛼0

𝛼
.

Чтобы получить оценку 𝛾 сверху, заметим, что 𝜂(𝜎) = 𝜎 + 𝜃(𝜎) и 𝜃(𝜎) > 0

для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Следовательно,

𝛾 = lim
𝜎↗𝜋/2

𝜎 + 𝜃(𝜎)− 𝜋/2

𝜎 − 𝜋/2
= 1 + lim

𝜎↗𝜋/2

𝜃(𝜎)

𝜎 − 𝜋/2
6 1.

�

Заметим, что из оценок в предыдущем доказательстве вытекает, что

−𝛼0/𝛼 6 𝜃′(𝜋/2) 6 0.

Это означает, что 𝜃′(𝜋/2) стремится к 0 при 𝛼 → ∞.
Было бы также интересно изучить асимптотику свободной границы

в окрестности каспа в исходных переменных 𝑥 и 𝑦. Докажем следующее
утверждение.
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Теорема 2.7. Пусть выполняется условие теоремы 2.6, то есть 𝛼 >

𝛼0 = 5/
√
8 ≈ 1,768. Если свободная граница 𝛤 описывается уравнением

𝑦 = 𝑞(𝑥) для 𝑥 ≥ 0 с некоторой функцией 𝑞, тогда

𝑞(𝑥) = 𝑦0 + 𝑎 𝑥2/3 + 𝑜(𝑥2/3) при 𝑥→ 0, (2.17)

где 𝑦0 = ̃︀𝑦(𝜋/2) является 𝑦-координатой точки, в которой находится
касп, 𝑎 = 32/3

√
𝑐0/(2𝛾

2/3), 𝑐0 = 𝑒−𝜏(𝜋/2), и 𝛾 определяется в теореме 2.6.

Доказательство. Свободная граница описывается параметрически
с помощью функций ̃︀𝑥(𝜎) и ̃︀𝑦(𝜎), которые удовлетворяют (1.59). В правой
части (1.59) функции являются аналитическими от 𝜎. Если в разложении
в степенной ряд мы оставим только члены начального порядка, то мы
получим, что

𝑑̃︀𝑥(𝜎)
𝑑𝜎

= −𝑒−𝜏(𝜎) cos 𝜂(𝜎) ctg 𝜎 = −𝑐0𝛾 (𝜋/2− 𝜎)2 + 𝑜
(︀
(𝜋/2− 𝜎)2

)︀
,

(2.18a)
𝑑̃︀𝑦(𝜎)
𝑑𝜎

= −𝑒−𝜏(𝜎) sin 𝜂(𝜎) ctg 𝜎 = −𝑐0(𝜋/2− 𝜎) + 𝑜
(︀
(𝜋/2− 𝜎)2

)︀
(2.18b)

при 𝜎 → 𝜋/2, где 𝑐0 = 𝑒−𝜏(𝜋/2) и 𝛽 определяется в теореме 2.6. Здесь мы
использовали теорему 2.6 и следующие соотношения:

ctg 𝜎 = 𝜋/2− 𝜎 +𝑂
(︀
(𝜋/2− 𝜎)3

)︀
,

cos 𝜂(𝜎) = sin
(︀
𝛾(𝜋/2− 𝜎) + 𝑜(𝜋/2− 𝜎)

)︀
= 𝛾(𝜋/2− 𝜎) + 𝑜(𝜋/2− 𝜎),

sin 𝜂(𝜎) = cos
(︀
𝛾(𝜋/2− 𝜎) + 𝑜(𝜋/2− 𝜎)

)︀
= 1 +𝑂

(︀
(𝜋/2− 𝜎)2

)︀
,

𝑒−𝜏(𝜎) = 𝑐0 +𝑂
(︀
(𝜋/2− 𝜎)2

)︀
при 𝜎 → 𝜋/2. Поскольку ̃︀𝑥(𝜋/2) = 0 и ̃︀𝑦(𝜋/2) = 𝑦0, из уравнений (2.18)
следует, что

̃︀𝑥(𝜎) = 𝑐0𝛾

3
(𝜋/2− 𝜎)3 + 𝜔𝑥

(︀
(𝜋/2− 𝜎)3

)︀
, (2.19a)

̃︀𝑦(𝜎) = 𝑦0 +
𝑐0
2
(𝜋/2− 𝜎)2 + 𝜔𝑦

(︀
(𝜋/2− 𝜎)3

)︀
, (2.19b)
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где 𝜔𝑥(𝑠) = 𝑜(𝑠) и 𝜔𝑦(𝑠) = 𝑜(𝑠) при 𝑠 → 0. Заметим, что функции 𝜔𝑥 и
𝜔𝑦 являются дифференцируемыми и 𝜔′

𝑥(0) = 𝜔′
𝑦(0) = 0. Из теоремы об

обратной функции следует, что существует дифференцируемая функция
𝑠 = 𝑠(𝑥), такаяы что

𝑐0𝛾

3
𝑠(𝑥) + 𝜔𝑥

(︀
𝑠(𝑥)

)︀
= 𝑥

для 𝑥 близких к 0. Это означает, что уравнение (2.19a) выполняется при
(𝜋/2− 𝜎)3 = 𝑠(𝑥). Кроме того, так как 𝑠(0) = 0 и 𝑠′(0) = 3/(𝑐0𝛾),

𝑠(𝑥) =
3

𝑐0𝛾
𝑥+ 𝑜(𝑥) при 𝑥→ 0.

Подстановка этих выражений в (2.19b) дает:

𝑞(𝑥) = 𝑦0 +
𝑐0
2

(︁ 3

𝑐0𝛾
𝑥+ 𝑜(𝑥)

)︁2/3

+ 𝜔𝑦

(︀ 3

𝑐0𝛾
𝑥+ 𝑜(𝑥)

)︀
= 𝑦0 +

32/3

2

√
𝑐0

𝛾2/3
𝑥2/3 + 𝑜(𝑥2/3) при 𝑥→ 0.

Теорема доказана. �
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Глава 3. Доказательство разрешимости задачи с точечным
стоком во впадине на дне

В этой главе рассматривается задача с точечным стоком, который
находится на дне треугольной впадины, то есть случай, когда 𝛽 > 0 (см.
рис. 1.2б). Формулировка операторного уравнения в этом случае полностью
совпадает с формулировкой исходной задачи (1.68). Для доказательства
разрешимости сначала будет установлена разрешимость вспомогательной
задачи со срезкой, а затем, показано, что от неё можно отказаться.

3.1 Разрешимость вспомогательной задачи со срезкой

Мы хотим доказать, что существует положительное решение опера-
торного уравнения (1.68). Но поскольку в операторе 𝛷 из (1.68) значение
функции синус может быть отрицательным, мы рассмотрим вспомога-
тельную задачу:

𝛷𝑠(𝜁) = 𝜁, (3.1)

где

𝛷𝑠(𝜁)(𝜎) =
3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) + 1

3𝐻𝜁(𝜎))
)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁(𝑠)𝑑𝑠
, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), (3.2)

𝑆(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 6 0,

𝜋/2, 𝑥 > 𝜋/2,

𝑥, иначе.

(3.3)

Заметим, что для положительности синуса нам было бы достаточно срезать
его аргумент числом 𝜋. В дальнейшем, в п. 3.2, мы объясним выбор 𝜋/2.

Для доказательства разрешимости задачи со срезкой (3.1) получим
вспомогательные результаты.
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Лемма 3.1. Пусть 𝑞(𝜎) = 𝜑(𝜎) ctg 𝜎 при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2], где функция 𝜑

определена в (1.52). Тогда 𝑞 ∈ 𝐿2 и справедлива оценка:

‖𝑞‖ 6
√
2𝜋

1− 𝑠20
. (3.4)

B Поскольку 1/ sin2 𝑠 = −(ctg 𝑠)′, ctg 𝜋/2 = 0 и 𝜑(0) = 0, с помощью
интегрирования по частям и неравенства Гёльдера получим следующее
неравенство:

‖𝑞‖2 =
∫︁ 𝜋/2

0

(𝜑(𝑠) ctg 𝑠)2 𝑑𝑠 6
∫︁ 𝜋/2

0

(︂
𝜑(𝑠)

sin 𝑠

)︂2

𝑑𝑠 =

∫︁ 𝜋/2

0

2𝜑(𝑠)𝜑′(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠

6

(︂∫︁ 𝜋/2

0

(2𝜑′(𝑠))2 𝑑𝑠

)︂1/2(︂∫︁ 𝜋/2

0

𝑞2(𝑠) 𝑑𝑠

)︂1/2

= 2‖𝜑′‖ · ‖𝑞‖,

из которого следует, что ‖𝑞‖ 6 2‖𝜑′‖. Кроме того, учитывая (1.71) и (1.72),
нетрудно вычислить, что

∫︁ 𝜋/2

0

(𝜑′(𝑠))2 𝑑𝑠 =

∫︁ 𝜋/2

0

1− 2𝑠20 cos 2𝑠+ 𝑠40 cos
2 2𝑠

(1− 2𝑠20 cos 2𝑠+ 𝑠40)
2

𝑑𝑠

6
∫︁ 𝜋/2

0

𝑑𝑠

1− 2𝑠20 cos 2𝑠+ 𝑠40
6

∫︁ 𝜋/2

0

𝑑𝑠

(1− 𝑠20)
2
=
𝜋

2

1

(1− 𝑠20)
2
,

то есть

‖𝜑′‖ 6
√︂
𝜋

2

1

1− 𝑠20
, (3.5)

откуда следует доказываемая оценка. C

Лемма 3.2. Пусть 𝑤 ∈ 𝐿2. Тогда функция 𝑍, определённая следующим
образом

𝑍(𝜎) = sin
(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
(𝐻𝑤)(𝜎))

)︀
ctg 𝜎,

принадлежит 𝐿2 и выполняется оценка:

‖𝑍‖ 6 1 + 2𝛽 +
2𝛽

√
2𝜋

1− 𝑠20
+

2

3
‖𝑤‖. (3.6)

B Для доказательства неравенства (3.6) заметим, что | sin𝜎| 6 |𝜎|
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для всех 𝜎 ∈ R. Следовательно, применяя (1.67), получим, что

|𝑍(𝜎)| 6
(︀
|𝜎 + 2𝛽𝜑(𝜎)− 2𝛽𝜎|+ 1

3
|𝐻𝑤(𝜎)|

)︀
ctg 𝜎

6 (1 + 2𝛽)|𝜎 ctg 𝜎|+ 2𝛽|𝜑(𝜎) ctg 𝜎|+ 1

3
| cos𝜎|

⃒⃒⃒⃒
𝐻𝑤(𝜎)

sin𝜎

⃒⃒⃒⃒
для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. Из неравенств | cos𝜎| 6 1 и (2.3), используя леммы 1.4
и 3.1, следует утверждение леммы. C

Лемма 3.3. Если 𝑤1 и 𝑤2 являются неотрицательными функциями из
𝐿2, то

‖𝛷𝑠(𝑤2)− 𝛷𝑠(𝑤1)‖ 6
8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖. (3.7)

B Пользуясь положительностью функций 𝑤1 и 𝑤2 и неравенством
| sin𝜎| 6 1, несложно получить следующее неравенство:

⃒⃒
𝛷𝑠(𝑤2)− 𝛷𝑠(𝑤1)

⃒⃒
6

3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

(︂⃒⃒⃒
sin

(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝑤2)

)︀
− sin

(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝑤1)

)︀⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
exp

(︀
−

∫︁ 𝜎

0

𝑤2(𝑠) 𝑑𝑠
)︀
− exp

(︀
−

∫︁ 𝜎

0

𝑤2(𝑠) 𝑑𝑠
)︀⃒⃒⃒)︂

.

Для первого слагаемого в правой части этого неравенства, используя
липшицевость синуса и функции 𝑆, получим, что⃒⃒⃒

sin
(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝑤2)

)︀
− sin

(︀
𝑆(𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝑤1)

)︀⃒⃒⃒
6

1

3

⃒⃒
𝐻𝑤2 −𝐻𝑤1

⃒⃒
=

1

3

⃒⃒
𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

⃒⃒
.

Перейдём к исследованию второго слагаемого. Пусть 𝜐𝜆 = 𝑤1 + 𝜆(𝑤2 − 𝑤1),
где 𝜆 ∈ [0, 1], и 𝑄(𝑤) = exp

(︀
−

∫︀ 𝜎

0 𝑤(𝑠) 𝑑𝑠
)︀
. Тогда 𝑑𝑣𝜆/𝑑𝜆 = 𝑤2 − 𝑤1 и

𝑄(𝑤2)−𝑄(𝑤1) =

∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝜆
𝑄(𝜐𝜆) 𝑑𝜆.
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Поскольку

𝑑

𝑑𝜆
𝑄(𝜐𝜆) =

𝑑

𝑑𝜆

(︁
exp

(︀
−
∫︁ 𝜎

0

𝜐𝜆(𝑠)𝑑𝑠
)︀)︁

= exp
(︀
−
∫︁ 𝜎

0

𝜐𝜆𝑑𝑠
)︀
·
(︁
−
∫︁ 𝜎

0

(𝑤2−𝑤1)𝑑𝑠
)︁

и exp
(︀
−
∫︀ 𝜎

0 𝜐𝜆𝑑𝑠
)︀
6 1, найдём, что

⃒⃒⃒ ∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝜆
𝑄(𝜐𝜆)𝑑𝜆

⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

0

(𝑤2 − 𝑤1)𝑑𝑠
⃒⃒⃒
.

Таким образом,

⃒⃒
𝛷𝑠(𝑤2)− 𝛷𝑠(𝑤1)

⃒⃒
6

3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

(︁1
3

⃒⃒
𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

⃒⃒
+
⃒⃒ ∫︁ 𝜎

0

(𝑤2 − 𝑤1)𝑑𝑠
⃒⃒)︁

6
3

𝛼𝜋

(︂
1

3

⃒⃒⃒𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

sin𝜎

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒∫︀ 𝜎

0 (𝑤2 − 𝑤1)𝑑𝑠

sin𝜎

⃒⃒⃒)︂
.

Тогда, используя оценки, полученные в лемме 1.4, мы имеем

‖𝛷𝑠(𝑤2)− 𝛷𝑠(𝑤1)‖ 6
3

𝛼𝜋

(︂
2

3
‖𝑤2 − 𝑤1‖+ 2‖𝑤2 − 𝑤1‖

)︂
=

8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖.

C

Теперь мы можем приступить к доказательству существования и
единственности решения операторного уравнения со срезкой (3.1). Отметим,
что мы будем искать решение уравнения (3.1) при произвольных значениях
𝛽 ∈ (0, 1) и 𝑠0 ∈ (0, 1).

Теорема 3.1. Для произвольных 𝑠0 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0, 1) и 𝛼 > 8/𝜋 ≈
2,55 существует единственная неотрицательная функция 𝜁* ∈ 𝐿2,
удовлетворяющая уравнению (3.1), и справедлива оценка:

‖𝜁*‖ <
1

2

(︂
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︂
. (3.8)

Доказательство. Для доказательства однозначной разрешимости
операторного уравнения (3.1) воспользуемся принципом сжимающих
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отображений. Возьмём следующее множество

𝐵+
𝑅 = {𝜁 ∈ 𝐿2

⃒⃒
‖𝜁‖ 6 𝑅, 𝜁 > 0}

в пространстве 𝐿2. Сначала покажем существование 𝑅 > 0, для которого
𝛷(𝐵+

𝑅) ⊂ 𝐵+
𝑅 .

Пусть 𝑅 — некоторое положительное число и 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 . Поскольку

‖𝜁‖ 6 𝑅, из неравенства (2.6) и леммы 3.2 следует, что

‖𝛷𝑠(𝜁)‖ 6
3

𝛼𝜋

(︁
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
+

2

3
𝑅
)︁
.

Неравенство ‖𝛷𝑠(𝜁)‖ 6 𝑅 справедливо, если

3

𝛼𝜋

(︁
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
+

2

3
𝑅
)︁
6 𝑅.

Таким образом, если взять

𝑅 =
3

𝛼𝜋 − 2

(︂
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︂
, (3.9)

то мы получим, что ‖𝛷𝑠(𝜁)‖ 6 𝑅 для всех 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 . Кроме того, функция

𝛷𝑠(𝜁) является неотрицательной, поскольку ctg(𝜎) > 0 для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].
Таким образом, число 𝑅 существует при 𝛼 > 2/𝜋.

Теперь покажем, что 𝛷 является сжимающим отображением в 𝐵+
𝑅 .

Возьмём две произвольные неотрицательные функции 𝜁1 и 𝜁2, определённые
в 𝐵+

𝑅 . Поскольку 𝐵+
𝑅 ⊂ 𝐿2, из леммы 3.3 следует, что

‖𝛷(𝜁1)− 𝛷(𝜁2)‖ 6
8

𝛼𝜋
‖𝜁1 − 𝜁2‖,

то есть 𝛷 является сжимающим при 𝛼 > 8/𝜋. Заметим, что если 𝛼 удов-
летворяет этому неравенству, то она удовлетворяет и неравенству 𝛼 > 2/𝜋.
То есть 𝛷 является сжимающим отображением 𝐵+

𝑅 в себя и существует
единственная функция 𝜁* ∈ 𝐵+

𝑅 , являющаяся решением операторного
уравнения (3.1). Оценка (3.8) следует из того, что ‖𝜁*‖ 6 𝑅 и 𝛼 > 8/𝜋.
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Теорема доказана. �

Вообще говоря, оператор 𝛷𝑠 зависит от 𝑠0, поскольку функция 𝜇,
входящая в его определение, зависит от 𝑠0. Таким образом, решение 𝜁*
операторного уравнения (3.1) будет зависеть от 𝑠0. Существование пара-
метра 𝑠0 будет доказано в п. 3.3, при этом нам понадобится следующее
утверждение.

Лемма 3.4. Пусть выполняются условия теоремы 3.1. Тогда для функции
𝜁* ∈ 𝐿2, являющейся решением операторного уравнения (3.1), справедлива
следующая оценка:∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠)𝑑𝑠 6 ln

(︂
1+

√
𝜋

16
(1+3

√
2)+

𝛽
√
𝜋

8
(1−3

√
2)+

𝛽𝜋(6 +
√
2)

8(1− 𝑠20)

)︂
. (3.10)

B Из (3.1) следует, что

𝜁*(𝜎) exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠 =
3

𝛼𝜋
sin

(︁
𝑆
(︀
𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝜁*(𝜎)

)︀)︁
ctg 𝜎. (3.11)

Заметим, что

𝑑

𝑑𝜎

(︀
exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠
)︀
= 𝜁* exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠.

Проинтегрируем (3.11) от 0 до произвольного 𝜎 и получим:

exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠 = 1 +
3

𝛼𝜋

∫︁ 𝜎

0

sin
(︁
𝑆
(︀
𝑠+ 𝛽𝜇(𝑠) +

1

3
𝐻𝜁*(𝑠)

)︀)︁
ctg 𝑠 𝑑𝑠.

Используя (1.79), (3.4) и (2.3), получим следующие оценки:∫︁ 𝜎

0

𝑠 ctg 𝑠 𝑑𝑠 6

√︂
𝜋

2
‖𝜎 ctg 𝜎‖ <

√︂
𝜋

2
,

∫︁ 𝜎

0

𝜑(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠 6

√︂
𝜋

2
‖𝜑(𝜎) ctg 𝜎‖ 6 𝜋

1− 𝑠20
,
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∫︁ 𝜎

0

𝐻𝜁*(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠 6
(︁∫︁ 𝜎

0

(︁𝐻𝜁*(𝑠)
sin 𝑠

)︁2

𝑑𝑠
)︁1/2(︁∫︁ 𝜎

0

cos2 𝑠 𝑑𝑠
)︁1/2

6

√
𝜋

2

⃦⃦⃦𝐻𝜁*(𝑠)
sin 𝑠

⃦⃦⃦
6

√
𝜋‖𝜁*‖.

При 𝛼 > 8/𝜋, учитывая (3.8) и полученные оценки, найдём:

exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠 6 1 +
3

𝛼𝜋

∫︁ 𝜎

0

(︀
𝑠+ 2𝛽𝜑(𝑠)− 2𝛽𝑠+

1

3
𝐻𝜁*(𝑠)

)︀
ctg 𝑠 𝑑𝑠

< 1 +
3

8

(︂
(1− 2𝛽)

∫︁ 𝜎

0

𝑠 ctg 𝑠 𝑑𝑠+ 2𝛽

∫︁ 𝜎

0

𝜑(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠+
1

3
𝐻𝜁*(𝑠) ctg 𝑠 𝑑𝑠

)︂
< 1 +

3

8

(︂
(1− 2𝛽)

√︂
𝜋

2
+

2𝛽𝜋

1− 𝑠20
+

√
𝜋

6

(︁
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︁)︂
= 1 +

√
𝜋

16
(1 + 3

√
2) +

𝛽
√
𝜋

8
(1− 3

√
2) +

𝛽𝜋(6 +
√
2)

8(1− 𝑠20)
.

Из этого неравенства следует утверждение леммы. C

3.2 Переход от задачи со срезкой к исходной задаче

В предыдущем пункте мы доказали, что существует единственное
решение 𝜁* операторного уравнения (3.1). Определим при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]

функции 𝜃, 𝜏 и 𝜂 следующим образом:

𝜃(𝜎) =
1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎),

𝜏 ′(𝜎) =
1

3
𝜁*(𝜎) +

𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚𝛽(𝜎),

𝜂(𝜎) = 𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +
1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎).

Если функция 𝜁* является решением задачи без срезки (1.68), то функции
𝜏 и 𝜃 будут решением исходной задачи, а функция 𝜂 будет отвечать за
угол наклона свободной границы. Однако для того чтобы срезка 𝑆 в
уравнении (3.1) отсутствовала, необходимо, чтобы 𝜂 лежала в пределах
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от 0 до 𝜋. Доказательство этого факта и является целью данного пункта.
Но тут есть ещё один вопрос, связанный с углом наклона. Дело в том,
что если этот угол превышает 𝜋/2, то возможно опрокидывание свободной
границы и нарушение взаимно однозначности отображения 𝐹 (см. п. 1.3.2).
Поэтому мы покажем, что 𝜂 лежит в пределах от 0 до 𝜋/2 при некоторых
достаточно больших значениях 𝛼.

Сначала докажем одно вспомогательное утверждение. Для краткости
введём следующую функцию:

𝜈+(𝜎) = sin
(︀
𝑆
(︀
𝜂(𝜎)

)︀)︀
ctg 𝜎, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2].

Нетрудно видеть, что 𝜈+(𝜎) > 0 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), 𝜈+(𝜋/2) = 0 и, как следует
из леммы 3.2, 𝜈+ ∈ 𝐿2.

Лемма 3.5. Пусть выполняются условия теоремы 3.1. Функция
(𝜈+(𝜎) sin𝜎)

′ принадлежит пространству 𝐿2 и

‖(𝜈+ sin𝜎)′‖ <
(︀√

𝜋 +
1

6

)︀
+ 𝛽

(︀√
𝜋 +

1

3

)︀
+

4

3

𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
.

B Используя (1.67) и неравенства | cos(𝑆(𝜂))| 6 1 и | sin(𝑆(𝜂))| 6 1,
нетрудно получить, что для почти всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]:

|(𝜈+(𝜎) sin𝜎)′| 6 (1 + 2𝛽)| cos𝜎|+ 2𝛽|𝜑′(𝜎)|+ 1

3
|(𝐻𝜁*)′|+ | sin𝜎|.

Следовательно, поскольку норма в 𝐿2 функций косинус и синус равняется
√
𝜋/2, в силу лемм 1.2 и 3.4 мы имеем неравенство

‖(𝜈+ sin𝜎)′‖ 6
√
𝜋(1 + 𝛽) + 2𝛽‖𝜑′(𝜎)‖+ 1

3
‖(𝐻𝜁*)′‖

=
√
𝜋(1+𝛽)+

𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
+
1

3
‖𝜁*‖ <

√
𝜋(1+𝛽)+

𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
+
1

6

(︁
1+2𝛽+

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︁
,

из которого следует утверждение леммы. C



81

Теорема 3.2. Для любого 𝛼 > max{𝛼1, 𝛼2}, где

𝛼1 =

(︂√
𝜋 + 1/6√

2𝜋
+ 𝛽

√
𝜋 + 1/3√

2𝜋
+

4

3

𝛽

1− 𝑠20

)︂
1 + 𝑠20

1 + 𝑠20 − 2𝛽𝑠20
,

𝛼2 =
2

𝜋
+

1 + 2𝛽 + 2𝛽
√
2𝜋/(1− 𝑠20)

𝜋3/2/2− 2𝛽𝜋1/2𝜇(𝜋/4)
,

функция 𝜂(𝜎) < 𝜋/2 для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2).

Доказательство. Поскольку 𝜁* является неотрицательным решением
операторного уравнения (1.68) и 𝐻 — линейный положительный оператор,

𝜂(𝜎) = 𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +
1

𝛼𝜋
𝐻

(︂
sin(𝑆(𝜂)) ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁* 𝑑𝑠

)︂
6 𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

𝛼𝜋
𝐻
(︀
sin(𝑆(𝜂)) ctg 𝜎

)︀
= 𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) +

1

𝛼𝜋
𝐻𝜈+. (3.12)

Таким образом, если

(︀
𝐻𝜈+

)︀
(𝜎) < 𝛼𝜋

(︀
𝜋/2− 𝜎 − 𝛽𝜇(𝜎)

)︀
при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), (3.13)

то 𝜂(𝜎) < 𝜋/2 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). Наша цель заключается в доказательстве
оценки (3.13).

В силу леммы 1.6,

‖((𝐻𝜈+)′ sin𝜎)′‖ 6 ‖(𝜈+ sin𝜎)′‖.

Поскольку (𝐻𝜈+)
′(𝜎) sin𝜎 = 0 при 𝜎 = 0, получим:

|(𝐻𝜈+)′(𝜎) sin𝜎| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

0

((𝐻𝜈+)
′(𝑠) sin 𝑠)′ 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝜎1/2 ‖((𝐻𝜈+)′ sin𝜎)′‖ 6 𝜎1/2 ‖(𝜈+ sin𝜎)′‖

для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Из леммы 3.5 следует, что

|(𝐻𝜈+)′(𝜎)| 6 ‖(𝜈+ sin𝜎)′‖ 𝜎
1/2

sin𝜎
6 𝐴𝜉(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2],
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где

𝐴 =
(︀√

𝜋 +
1

6

)︀
+ 𝛽

(︀√
𝜋 +

1

3

)︀
+

4

3

𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20
и 𝜉(𝜎) =

𝜎1/2

sin𝜎
.

Заметим, что 𝜉(𝜋/2) = 𝜉(𝜋/4) =
√︀
𝜋/2 и 𝜉(𝜎) <

√︀
𝜋/2 при 𝜎 ∈ (𝜋/4, 𝜋/2).

Поскольку (𝐻𝜈+)(𝜋/2) = 0,

|(𝐻𝜈+)(𝜎)| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜋/2

𝜎

(𝐻𝜈+)
′(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝐴

∫︁ 𝜋/2

𝜎

𝜉(𝑠) 𝑑𝑠 6 𝐴

√︂
𝜋

2

(︁𝜋
2
− 𝜎

)︁
при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2). Следовательно, если

𝐴

√︂
𝜋

2

(︁𝜋
2
− 𝜎

)︁
< 𝛼𝜋

(︁𝜋
2
− 𝜎 − 𝛽𝜇(𝜎)

)︁
,

то при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2) выполняется оценка (3.13). Это условие можно пере-
писать в виде ограничения на 𝛼:

𝛼 >
𝐴

√
2𝜋

(︁
1− 𝛽 𝜇(𝜎)

𝜋/2−𝜎

)︁ .
Правая часть неравенства достигает своего наибольшего значения при
𝜎 → 𝜋/2. Поэтому, используя (1.72) и правило Лопиталя, найдём, что

lim
𝜎→𝜋/2

(︁
1− 𝛽

𝜇(𝜎)
𝜋
2 − 𝜎

)︁
=

(︁
1 + 𝛽 lim

𝜎→𝜋/2
𝜇′(𝜎)

)︁
=

(︁
1− 2𝛽𝑠20

1 + 𝑠20

)︁
.

Следовательно, оценка (3.13) справедлива при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2), если

𝛼 > 𝛼1 =

(︂√
𝜋 + 1/6√

2𝜋
+ 𝛽

√
𝜋 + 1/3√

2𝜋
+

4

3

𝛽

1− 𝑠20

)︂
1 + 𝑠20

1 + 𝑠20 − 2𝛽𝑠20
. (3.14)

Чтобы получить оценку (3.13) при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4), мы применим другой
подход. В силу определения функции 𝜈+ и (3.12), имеем:

|𝜈+(𝜎)| 6 |𝜂(𝜎) ctg 𝜎| 6
⃒⃒⃒
𝜎 ctg 𝜎 + 𝛽𝜇(𝜎) ctg 𝜎 +

1

𝛼𝜋
cos𝜎

(𝐻𝜈+)(𝜎)

sin𝜎

⃒⃒⃒
6 |𝜎 ctg 𝜎|+ 2𝛽|𝜑(𝜎) ctg 𝜎|+ 2𝛽|𝜎 ctg 𝜎|+ 1

𝛼𝜋

⃒⃒⃒(𝐻𝜈+)(𝜎)
sin𝜎

⃒⃒⃒
.
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Как следует из леммы 1.4 и оценок (2.3) и (3.4),

‖𝜈+‖ 6 1 + 2𝛽 +
2𝛽

√
2𝜋

1− 𝑠20
+

2

𝛼𝜋
‖𝜈+‖.

Следовательно,

‖𝜈+‖ 6
𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2

(︂
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︂
.

Из леммы 1.3 вытекает, что

|(𝐻𝜈+)(𝜎)| 6 ‖𝜈+‖𝜎1/2 6
𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2

(︂
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︂
𝜎1/2.

Таким образом, если

𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2

(︂
1 + 2𝛽 +

2𝛽
√
2𝜋

1− 𝑠20

)︂
𝜎1/2 6 𝛼𝜋

(︁
𝜋/2− 𝜎 − 𝛽𝜇(𝜎)

)︁
,

то при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4) будет справедлива оценка (3.13). В силу неотрица-
тельности функции 𝜇 последнее неравенство выполняется, если

𝛼𝜋 − 2 >

(︁
1 + 2𝛽 + 2𝛽

√
2𝜋/(1− 𝑠20)

)︁
𝜎1/2

𝜋/2− 𝜎 − 𝛽𝜇(𝜎)
,

то есть для

𝛼 > 𝛼2 =
2

𝜋
+

1 + 2𝛽 + 2𝛽
√
2𝜋/(1− 𝑠20)

𝜋3/2/2− 2𝛽𝜋1/2𝜇(𝜋/4)
. (3.15)

Из оценок (3.14) и (3.15) следует, что при конкретных 𝛽 и 𝑠0

неравенство (3.13) справедливо для 𝛼 > max{𝛼1, 𝛼2}. Теорема доказана. �

Таким образом, при выполнении условий теорем 3.1 и 3.2 существует
решение операторного уравнения (1.68). Теперь чтобы доказать существо-
вание функций 𝜏 и 𝜃, образующих решение задачи (1.49)–(1.57), нам
необходимо доказать существование параметра 𝑠0, удовлетворяющего
уравнению (1.56).
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3.3 Определение параметра 𝑠0

Будем рассматривать тройку параметров 𝑠0 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0, 1) и
𝛼 > 8/𝜋. Для удобства введём множество

Ω+ =
{︀
(𝑠0, 𝛼, 𝛽) | 𝑠0, 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛼 ∈

(︀
8/𝜋,+∞

)︀}︀
.

Лемма 3.6. Решение 𝜁* ∈ 𝐿2 операторного уравнения (1.68) зависит
непрерывно в 𝐿2 от параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽) ∈ Ω+.

B Из (1.52) видно, что функция 𝜑, а значит, и функция 𝜇, непрерывно
зависит от параметра 𝑠0 на интервале (0, 1). Отсюда следует, что оператор 𝛷
на 𝐵+

𝑅 непрерывно зависит параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽). Из теорем 3.1–3.2 следует,
что отображение 𝛷 является сжимающим. Согласно теореме об устойчивости
неподвижной точки сжимающего отображения (см., например, [76, § 7]), мы
получим, что решение 𝜁* операторного уравнения 𝜁* = 𝛷(𝜁*), непрерывно
зависит в 𝐿2 от параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽) ∈ Ω+. C

Для того чтобы решить исходную задачу (1.49)–(1.57), нам необходимо
определить параметр 𝑠0, являющийся решением уравнения (1.56) при
фиксированных 𝛼 и 𝛽. Для краткости, перепишем уравнение (1.56) в
следующем виде:

ℓ

ℎ
= 𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽), (3.16)

где

𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) =
2

𝜋

∫︁ 𝑠0

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑒−𝜏(𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 3.7. Функция 𝑌+ : Ω+ → R непрерывна.

B Для доказательства этого свойства воспользуемся теоремой Лебега
о предельном переходе под знаком интеграла. Пусть

Ω+,𝛿 = {(𝑠0, 𝛼, 𝛽) ∈ Ω+ | 𝑠0 ∈ (𝛿, 1− 𝛿), 𝛽 ∈ (0, 1− 𝛿)} ,

где 𝛿 — некоторое малое положительное число.
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Функция 𝜏 является гармонической в круге 𝐷*
∘, причём 𝜏 — её

граничное значение. Из (1.53) и (1.63) мы получаем, что

𝜏(𝜎) =
1

3

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠+ ln 𝜚𝛽(𝜎),

где 𝜚(𝜎) = (1 + 𝑠40 − 2𝑠20 cos 2𝜎)
1/4. Отсюда, в силу леммы 3.6, вытекает,

что функция 𝜏 , а значит, и функция 𝜏 зависят непрерывным образом от
параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽) ∈ Ω+,𝛿. Далее, для наглядности вместо 𝜏(𝑠) мы будем
писать 𝜏(𝑠, 𝑠0, 𝛼, 𝛽).

Чтобы воспользоваться теоремой Лебега необходимо найти интег-
рируемую мажоранту подынтегрального выражения в определении функции
𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽). Воспользуемся заменой переменных 𝑝 = 𝑠/𝑠0 и получим:

𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) =
2

𝜋

𝑠0
1− 𝑠0

∫︁ 1

0

(1− 𝑠0) (1− 𝑝2)𝛽/2

𝑝𝛽
1 + (𝑝𝑠0)

2

1− (𝑝𝑠0)2
𝑒−𝜏(𝑝𝑠0,𝑠0,𝛼,𝛽) 𝑑𝑝.

(3.17)
Заметим, что функция 𝑠0/(1 − 𝑠0), стоящая в этом выражении перед
интегралом, является непрерывной на множестве Ω+,𝛿.

Поскольку функция 𝜏 является гармонической в 𝐷*
∘, её максимум

и минимум лежат на границе круга. Следовательно, из симметричности
функции 𝜏 относительно мнимой и вещественной осей получим следующую
оценку:

𝜏* = min
𝜎∈[0,𝜋/2]

𝜏(𝜎) 6 𝜏(𝑡, 𝑠0, 𝛼, 𝛽) 6 max
𝜎∈[0,𝜋/2]

𝜏(𝜎) = 𝜏 *, 𝑡 ∈ 𝐷*
∘. (3.18)

Поскольку 𝑝 ∈ (0, 1), получим: (1 − 𝑝2)𝛽/2 < 1, (1 − (𝑝𝑠0)
2) > (1 − 𝑠0) и

(1 + (𝑝𝑠0)
2) < 2. Тогда подынтегральное выражение интеграла из (3.17)

можно оценить сверху функцией 2𝑒−𝜏*𝑝−(1−𝛿). Нетрудно видеть, что она
интегрируема на интервале (0, 1). Следовательно, эта функция является
интегрируемой мажорантой и мы можем применить теорему Лебега о
предельном переходе под знаком интеграла. В силу произвольности 𝛿

функция 𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) зависит непрерывным образом от (𝑠0, 𝛼, 𝛽) и на Ω+. C

Теорема 3.3. Существует такая положительная ограниченная функция
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𝐶+ : [0, 1]× (0, 1) → R, что при выполнении условий 𝛼 > 8/𝜋, 𝛽 ∈ (0, 1) и

0 <
ℓ

ℎ
< max

𝑠0∈(0,1)
𝐶+(𝛽, 𝑠0), (3.19)

найдётся параметр 𝑠*0 ∈ (0, 1), который удовлетворяет уравнению (3.16).

Доказательство. Для доказательства разрешимости уравнения (3.16)
относительно 𝑠0 будем использовать теорему о промежуточном значении.
Сначала заметим, что для всех 𝛼 и 𝛽

𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) → 0 при 𝑠0 → 0. (3.20)

Теперь оценим функцию 𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) снизу по 𝑠0. Из (3.18) получим,
что

𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) >
2

𝜋
𝑒−𝜏*𝐼(𝑠0),

где

𝐼(𝑠0) =

∫︁ 𝑠0

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠.

Оценим 𝐼(𝑠0) снизу. Пусть 𝛾 ∈ (0, 𝑠0). Тогда

− 𝛾 + ln
1 + 𝛾

1− 𝛾
=

∫︁ 𝛾

0

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠 =

∫︁ 𝛾

0

𝑠𝛽

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2
(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠

6
𝛾𝛽

(𝑠20 − 𝛾2)𝛽/2

∫︁ 𝛾

0

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽/2

𝑠𝛽
1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠 6

𝛾𝛽

(𝑠20 − 𝛾2)𝛽/2
𝐼(𝑠0).

Положив 𝛾 = 𝑠0/2, найдём, что

𝐼(𝑠0) > 𝐼*(𝑠0) = −𝑠0
2
+ ln

1 + 𝑠0/2

1− 𝑠0/2
.

Функция 𝐼* является ограниченной на [0, 1], 𝐼*(0) = 0 и 𝐼*(1) = −1/2 + ln 3.
Оценим теперь 𝑒−𝜏*. Нетрудно видеть, что

𝜏 * = max
𝜎∈[0,𝜋/2]

𝜏(𝜎) =
1

3
max

𝜎∈[0,𝜋/2]

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠+ max
𝜎∈[0,𝜋/2]

ln 𝜚𝛽(𝜎).

Используя оценку (3.10) и неравенство 𝜚(𝜎) 6 𝜚(𝜋/2) при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2],
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получим:

𝜏 * 6
1

3
ln

(︂
1+

√
𝜋

16
(1+3

√
2)+

𝛽
√
𝜋

8
(1− 3

√
2)+

𝛽𝜋(6 +
√
2)

8(1− 𝑠20)

)︂
+
𝛽

2
ln(1+ 𝑠20)

и

𝑒−𝜏* >
(︁
1+ 𝑠20

)︁−𝛽/2
(︂
1+

√
𝜋

16
(1+3

√
2)+

𝛽
√
𝜋

8
(1− 3

√
2)+

𝛽𝜋(6 +
√
2)

8(1− 𝑠20)

)︂−1/3

.
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Рисунок 3.1 — Поведение функции 𝐶+(𝛽, 𝑠0) при различных 𝛽.

Тогда
𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) > 𝐶+(𝛽, 𝑠0), (3.21)

где

𝐶+(𝛽, 𝑠0) =
2𝐼*(𝑠0)

𝜋
(︀
1 + 𝑠20

)︀𝛽/2(︂1 + √
𝜋

16
(1 + 3

√
2)

+
𝛽
√
𝜋

8
(1− 3

√
2) +

𝛽𝜋(6 +
√
2)

8(1− 𝑠20)

)︂−1/3

.

Следовательно, из непрерывности функции 𝑌+(𝑠0, 𝛼, 𝛽) на Ω+,
доказанной в лемме 3.7, и из оценок (3.20) и (3.21) следует, что при
фиксированном 𝛽 существует параметр 𝑠*0 ∈ (0, 1), такой что урав-
нение (3.16) разрешимо, если 0 < ℓ/ℎ < max𝑠0∈(0,1)𝐶+(𝛽, 𝑠0). На рис. 3.1
представлено поведение функции 𝐶+(𝛽, 𝑠0) при различных 𝛽. Теорема
доказана. �
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Таким образом, мы можем перейти от задачи (3.1) к операторному
уравнению (1.68), которое эквивалентно исходной задаче (1.49)–(1.57) при
𝛽 > 0. Тогда из теорем 3.1–3.3 следует, что существует решение задачи с
точечным стоком во впадине на дне канала.
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Глава 4. Доказательство разрешимости задачи с точечным
стоком в вершине треугольного выступа на дне

В этой главе рассматривается задача со стоком на дне треугольного
выступа, то есть случай, когда 𝛽 < 0 (см. рис. 1.2в). Для удобства
введём новый параметр 𝛽* > 0, такой что 𝛽* = −𝛽 и 𝛽* ∈ (0, 1). Тогда
формулировка операторного уравнения (1.68) в этом случае примет сле-
дующий вид:

𝜁 = 𝛷(𝜁), (4.1)

где

𝛷(𝜁)(𝜎) =
3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) + 1

3 (𝐻𝜁)(𝜎)
)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁 𝑑𝑠
(4.2)

при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. Оператор 𝐻 определён в (1.64), а функция 𝜇 — в (1.67).
Будем искать решения уравнения (4.1) в банаховом пространстве 𝐿2.
Разрешимость операторного уравнения (4.1) будет доказана с помощью
принципа сжимающих отображений.

4.1 Однозначная разрешимость операторного уравнения

При доказательстве разрешимости операторного уравнения (4.1) будет
использоваться условие (1.73). Это условие связано не с механическими, а
с математическими трудностями возникающими при решении задачи. Для
начала получим вспомогательные результаты.

Лемма 4.1. Пусть выполняется условие (1.73), то есть для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]

𝛽*𝜇(𝜎) 6 𝜎, и 𝑤 ∈ 𝐿2. Тогда функция 𝑔, определённая следующим образом

𝑔(𝜎) = sin
(︀
𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +

1

3
(𝐻𝑤)(𝜎)

)︀
ctg 𝜎,
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принадлежит 𝐿2 и выполняется оценка:

‖𝑔‖ 6 1 +
2

3
‖𝑤‖. (4.3)

B Для доказательства неравенства (4.3) заметим, что | sin𝜎| 6 |𝜎| для
всех 𝜎 ∈ R. Кроме того, 0 6 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) 6 𝜎, так как 𝜇 > 0 и выполняется
условие (1.73). Следовательно,

|𝑔(𝜎)| 6
(︀
|𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎)|+ 1

3
|𝐻𝑤|(𝜎)

)︀
ctg 𝜎 6

(︀
𝜎 +

1

3
|𝐻𝑤|(𝜎)

)︀
ctg 𝜎

для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2]. Поскольку | cos𝜎| 6 1 и выполняется оценка (2.3),
используя лемму 1.4, получим, что

‖𝑔‖ 6 1 +
2

3
‖𝑤‖.

C

Лемма 4.2. Если 𝑤1 и 𝑤2 — неотрицательные функции из 𝐿2, то

‖𝛷(𝑤2)− 𝛷(𝑤1)‖ 6
8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖.

B Пусть 𝑣𝜆 = 𝑤1+𝜆(𝑤2−𝑤1) для каждого 𝜆 ∈ [0, 1]. Тогда 𝑑𝑣𝜆/𝑑𝜆 =

𝑤2 − 𝑤1 и

𝛷(𝑤2)− 𝛷(𝑤1) =

∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆)𝑑𝜆.

Нетрудно вычислить, что

𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆) =

3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

𝑑

𝑑𝜆

sin(𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) + 1
3𝐻𝑣𝜆)

exp
∫︀ 𝜎

0 𝑣𝜆 𝑑𝑠
=

=
3 ctg 𝜎

𝛼𝜋

(︁cos(𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) + 1
3𝐻𝑣𝜆)

1
3𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

exp
∫︀ 𝜎

0 𝑣𝜆 𝑑𝑠

−
sin(𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) + 1

3𝐻𝑣𝜆)
∫︀ 𝜎

0 (𝑤2 − 𝑤1) 𝑑𝑠

exp
∫︀ 𝜎

0 𝑣𝜆 𝑑𝑠

)︁
.
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Принимая во внимание неотрицательность функции 𝑣𝜆, мы получим

⃦⃦⃦ 𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆)

⃦⃦⃦
6

1

𝛼𝜋

⃦⃦⃦𝐻(𝑤2 − 𝑤1)

sin𝜎

⃦⃦⃦
+

3

𝛼𝜋

⃦⃦⃦∫︀ 𝜎

0 (𝑤2 − 𝑤1) 𝑑𝑠

sin𝜎

⃦⃦⃦
.

Из этого неравенства и леммы 1.4 вытекает следующая оценка:⃦⃦⃦ 𝑑

𝑑𝜆
𝛷(𝑣𝜆)

⃦⃦⃦
6

2

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖+

6

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖ =

8

𝛼𝜋
‖𝑤2 − 𝑤1‖ ,

откуда сразу следует требуемое неравенство. C

Теперь мы можем приступить к доказательству существования и
единственности решения операторного уравнения (4.1). Отметим, что мы
будем искать решение операторного уравнения при определённых значениях
параметров. Зафиксируем некоторое произвольное значение 𝑠0 ∈ (0,1). При
доказательстве следующей теоремы будем использовать условие (1.73),
которое эквивалентно (1.75) и (1.76).

Теорема 4.1. Пусть выполнено условие (1.73), то есть 𝛽*𝜇(𝜎) 6 𝜎 для
𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Для любого 𝛼 > 8/𝜋 ≈ 2,55 существует единственная неотри-
цательная функция 𝜁* ∈ 𝐿2, удовлетворяющая уравнению (4.1), и для неё
справедливы оценки:

0 6 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +
1

3

(︀
𝐻𝜁*

)︀
(𝜎) 6 𝜋 при 𝜎 ∈ [0,𝜋/2], (4.4)

‖𝜁*‖ 6
9
√
𝜋

2
+

6𝛽*
√
𝜋
𝜇(𝜋/4). (4.5)

Доказательство. Для доказательства однозначной разрешимости
операторного уравнения (4.1) воспользуемся принципом сжимающих
отображений. Возьмём следующее множество

𝐵+
𝑅 = {𝜁 ∈ 𝐿2

⃒⃒
‖𝜁‖ 6 𝑅, 𝜁 > 0}

в пространстве 𝐿2. Сначала установим существование 𝑅 > 0, для которого
𝛷(𝐵+

𝑅) ⊂ 𝐵+
𝑅 .
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Пусть 𝑅 — некоторое положительное число и 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 . Тогда

exp

∫︁ 𝜎

0

𝜁(𝑠) 𝑑𝑠 > 1 для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].

Из леммы 4.1 следует, что

‖𝛷(𝜁)‖ 6 3

𝛼𝜋

(︁
1 +

2

3
‖𝜁‖

)︁
6

3

𝛼𝜋

(︁
1 +

2

3
𝑅
)︁
.

Неравенство ‖𝛷(𝜁)‖ 6 𝑅 справедливо, если

3

𝛼𝜋

(︁
1 +

2

3
𝑅
)︁
6 𝑅.

Таким образом, при

𝑅 >
3

𝛼𝜋 − 2
(4.6)

мы получаем, что ‖𝛷(𝜁)‖ 6 𝑅 для всех 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 .

Далее, нам нужно установить неотрицательность функции 𝛷(𝜁).
Поскольку ctg(𝜎) > 0 для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2], этот факт является следствием
следующего неравенства:

0 6 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +
1

3
(𝐻𝜁)(𝜎) 6 𝜋. (4.7)

Если 𝛽*𝜇(𝜎) 6 𝜎 для 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2], то левое неравенство справедливо для
неотрицательной функции 𝜁, поскольку 𝐾 > 0 и 𝐻 — положительный
оператор.

Как следует из леммы 1.3, правое неравенство справедливо всякий
раз, когда

‖𝜁‖ 𝛾(𝜎) 6 3(𝜋 − 𝜎 + 𝛽*𝜇(𝜎)),

где 𝛾(𝜎) = min{𝜎1/2, (𝜋/2 − 𝜎)1/2}. Следовательно, функция 𝛷(𝜁)

неотрицательна, если 𝛽*𝜇(𝜎) 6 𝜎 при 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2] и 𝜁 ∈ 𝐵+
𝑅 с

𝑅 6 min
𝜎∈[0,𝜋/2]

3(𝜋 − 𝜎 + 𝛽*𝜇(𝜎))

𝛾(𝜎)
=

9
√
𝜋

2
+

6𝛽*
√
𝜋
𝜇(𝜋/4). (4.8)

Взяв теперь 𝑅*, удовлетворяющее неравенствам (4.6) и (4.8), получим,
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что 𝛷(𝐵𝑅+
*
) ⊂ 𝐵𝑅+

*
. Такое число 𝑅* существует, если

𝛼 >
2

𝜋
+

2

3𝜋3/2 + 4𝜋1/2𝛽*𝜇(𝜋/4)
. (4.9)

Теперь покажем, что 𝛷 является сжимающим отображением в 𝐵𝑅+
*
.

Возьмём две произвольные неотрицательные функции 𝜁1 и 𝜁2, определённые
в 𝐵𝑅+

*
. Поскольку 𝐵𝑅+

*
⊂ 𝐿2, из леммы 4.2 следует, что

‖𝛷(𝜁1)− 𝛷(𝜁2)‖ 6
8

𝛼𝜋
‖𝜁1 − 𝜁2‖,

то есть 𝛷 является сжимающим при

𝛼 > 8/𝜋. (4.10)

Заметим, что если 𝛼 удовлетворяет оценке (4.10), то она удовлетворяет и
оценке (4.9). То есть 𝛷 является сжимающим отображением 𝐵𝑅+

*
в себя

и существует единственная функция 𝜁* ∈ 𝐵𝑅+
*
, являющаяся решением

операторного уравнения (4.1). Также отметим, что оценки (4.4) и (4.5)
следуют из (4.7) и (4.8) соответственно. Теорема доказана. �

Вообще говоря, оператор 𝛷 зависит от 𝑠0, поскольку зависит от
𝑠0 функция 𝜇, входящая в его определение. Таким образом, решение 𝜁*
операторного уравнения (4.1) будет зависеть от 𝑠0.

Оценим решение операторного уравнения (4.1).

Лемма 4.3. Пусть выполняются условия теоремы 4.1. Тогда для функции
𝜁* ∈ 𝐿2, являющейся решением операторного уравнения (4.1), справедлива
следующая оценка:

‖𝜁*‖ 6
6

𝛼𝜋 − 2
< 1. (4.11)

B Используя условие (1.73), получим:

|𝜁*| = |𝛷(𝜁*)| =
3

𝛼𝜋

⃒⃒⃒sin (︀𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) + 1
3 𝐻𝜁*(𝜎)

)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6

3

𝛼𝜋

⃒⃒(︀
𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +

1

3
𝐻𝜁*(𝜎)

)︀
ctg 𝜎

⃒⃒
6

3

𝛼𝜋

(︁⃒⃒
2𝜎 ctg 𝜎

⃒⃒
+

1

3

⃒⃒
𝐻𝜁*(𝜎)

⃒⃒)︁
.
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Используя лемму 4.1 и (2.3), получим следующую оценку:

‖𝜁*‖ = ‖𝛷(𝜁*)‖ 6
6

𝛼𝜋
‖𝜎 ctg 𝜎‖+ 1

𝛼𝜋

⃦⃦⃦𝐻𝜁*
sin𝜎

⃦⃦⃦
6

6

𝛼𝜋
+

2

𝛼𝜋
‖𝜁*‖.

Таким образом,

‖𝜁*‖ 6
6

𝛼𝜋 − 2
.

Из (4.10) следует, что

‖𝜁*‖ 6
6

𝛼𝜋 − 2
< 1.

C

4.2 Определение параметра 𝑠0

Будем рассматривать тройку параметров 𝑠0 ∈ (0, 1), 𝛽* ∈ (0, 1) и
𝛼 > 8/𝜋. Введём множество

Ω− =

{︂
(𝑠0, 𝛼, 𝛽

*)
⃒⃒⃒
𝑠0, 𝛽

* ∈ (0, 1), 𝛼 ∈
(︀
8/𝜋,+∞

)︀
, 𝛽* 6

1− 𝑠20
2𝑠20

}︂
.

Неравенство на 𝛽*, фигурирующее в определении множества Ω−, есть не
что иное, как условие (1.75), эквивалентное условию (1.73) из теоремы 4.1.

Лемма 4.4. Решение 𝜁* ∈ 𝐿2 операторного уравнения (4.1) зависит
непрерывно в 𝐿2 от параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽

*) ∈ Ω−.

B Как было отмечено в п. 1.4.3, функция 𝜇 зависит от параметра 𝑠0.
Поэтому, далее, мы будем писать 𝜇(𝜎, 𝑠0) вместо 𝜇(𝜎). Запишем оператор 𝛷
в такой форме, чтобы была видна его зависимость от параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽

*):

𝛷(𝜁)(𝜎, 𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) =

3

𝛼𝜋

sin
(︀
𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎, 𝑠0) +

1
3 (𝐻𝜁)(𝜎)

)︀
ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁(𝑠) 𝑑𝑠
.

Видим, что 𝛷 на 𝐵𝑅+
*

непрерывно зависит от этих параметров. В теореме 4.1
мы доказали, что отображение 𝛷 является сжимающим. Согласно теореме об
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устойчивости неподвижной точки сжимающего отображения (см., например,
[76, с. 44]), мы получим, что решение 𝜁* операторного уравнения 𝜁* = 𝛷(𝜁*),
непрерывно зависит в 𝐿2 от параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽

*) ∈ Ω−. C

Для того чтобы решить исходную задачу, нам необходимо определить
параметр 𝑠0, являющийся решением уравнения (1.56) при фиксированных
𝛼 и 𝛽 < 0. Обозначим это решение через 𝑠*0. Уравнение (1.56) при 𝛽 = −𝛽*,
где 𝛽* ∈ (0, 1), перепишется в следующем виде:

ℓ

ℎ
= 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽

*), (4.12)

где

𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) =

2

𝜋

∫︁ 𝑠0

0

𝑠𝛽
*

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽*/2

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑒−𝜏(𝑠) 𝑑𝑠. (4.13)

Лемма 4.5. Функция 𝑌− : Ω− → R непрерывна.

B Для доказательства этого свойства воспользуемся теоремой Лебега
о предельном переходе под знаком интеграла. Функция 𝜏 является гармо-
нической в круге 𝐷*

∘, причём 𝜏 — её граничное значение. Из (1.53) и (1.63)
мы получаем, что

𝜏(𝜎) =
1

3

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠− ln 𝜚𝛽
*
(𝜎),

где 𝜚(𝜎) = (1 + 𝑠40 − 2𝑠20 cos 2𝜎)
1/4. Отсюда, в силу леммы 4.4, вытекает,

что функция 𝜏 , а значит, и функция 𝜏 зависят непрерывным образом от
параметров (𝑠0, 𝛼, 𝛽

*) ∈ Ω−. Далее, для наглядности вместо 𝜏(𝑠) мы будем
писать 𝜏(𝑠, 𝑠0, 𝛼, 𝛽*).

Чтобы воспользоваться теоремой Лебега необходимо найти
интегрируемую мажоранту подынтегрального выражения в определении
функции 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽

*). Воспользуемся заменой переменных 𝑝 = 𝑠/𝑠0 в
интеграле из определения (4.13):

𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) =

2

𝜋

𝑠0
1− 𝑠0

∫︁ 1

0

(1− 𝑠0)𝑝
𝛽*

(1− 𝑝2)𝛽*/2

1 + (𝑝𝑠0)
2

1− (𝑝𝑠0)2
𝑒−𝜏(𝑝𝑠0,𝑠0,𝛼,𝛽

*) 𝑑𝑝. (4.14)

Заметим, что функция 𝑠0/(1 − 𝑠0), стоящая перед интегралом в (4.14),
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является непрерывной на множестве Ω.
Поскольку функция 𝜏 является гармонической в 𝐷*

∘, её максимум
и минимум лежат на границе круга. Следовательно, из симметричности
функции 𝜏 относительно мнимой и вещественной осей получим следующую
оценку:

𝜏* = min
𝜎∈[0,𝜋/2]

𝜏(𝜎) 6 𝜏(𝑡, 𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) 6 max

𝜎∈[0,𝜋/2]
𝜏(𝜎) = 𝜏 *, 𝑡 ∈ 𝐷*

∘. (4.15)

Поскольку 0 < 𝑝 < 1, получим, что

(1− 𝑝2)𝛽
*/2 = (1− 𝑝)𝛽

*/2(1 + 𝑝)𝛽
*/2 > (1− 𝑝)𝛽

*/2 > (1− 𝑝)1/2,

1− (𝑝𝑠0)
2 = (1− 𝑝𝑠0)(1 + 𝑝𝑠0) > (1− 𝑝𝑠0) > (1− 𝑠0),

1 + (𝑝𝑠0)
2 < 2 и 𝑝𝛽

*/2 < 1.

Тогда подынтегральное выражение интеграла из (4.14) можно оценить в
следующем виде:

(1− 𝑠0) 𝑝
𝛽*

(1− 𝑝2)𝛽*/2

1 + (𝑝𝑠0)
2

1− (𝑝𝑠0)2
𝑒−𝜏(𝑝𝑠0,𝑠0,𝛼,𝛽

*) < 2𝑒−𝜏*𝜙(𝑝),

где 𝜙(𝑝) = (1 − 𝑝)−1/2. Нетрудно видеть, что функция 𝜙 интегрируема
на интервале (0, 1). Следовательно, функция 𝜙 является интегрируемой
мажорантой и мы можем применить теорему Лебега о предельном переходе
под знаком интеграла. Значит, функция 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽*) зависит непрерывным
образом от (𝑠0, 𝛼, 𝛽

*) на Ω−. C

Теорема 4.2. Существует такая положительная строго убывающая
функция 𝐶− : (0, 1] → R, что:

1. 𝐶−(𝛽
*) → +∞ при 𝛽* → 0 и 𝐶−(1) ≈ 0,135;

2. если 𝛼 > 8/𝜋, 𝛽* ∈ (0, 1) и

0 <
ℓ

ℎ
< 𝐶−(𝛽

*), (4.16)
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то найдётся параметр 𝑠*0, такой что (𝑠*0, 𝛼, 𝛽
*) ∈ Ω− и

𝑌−(𝑠
*
0, 𝛼, 𝛽

*) =
ℓ

ℎ
. (4.17)

Доказательство. Для доказательства разрешимости уравнения (4.17)
будем использовать теорему о промежуточном значении. Напомним, что
разрешимость операторного уравнения (4.1) была доказана при выполнении
условия (1.73), которое можно записать следующим образом:

𝑠0 ∈
(︁
0,

1√
1 + 2𝛽*

]︁
при 𝛽* ∈ (0, 1).

Сначала заметим, что для всех 𝛼 и 𝛽*

𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) → 0 при 𝑠0 → 0. (4.18)

Теперь исследуем поведение функции 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽*), когда 𝑠0 стремится
к правому концу интервала. Из (4.15) мы получаем, что

𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽
*) >

2

𝜋
𝑒−𝜏*𝐼(𝑠0),

где

𝐼(𝑠0) =

∫︁ 𝑠0

0

𝑠𝛽
*

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽*/2

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠.

Оценим 𝐼(𝑠0) снизу. Пусть 𝛽* ∈ (0, 1) и 𝛾 ∈ (0, 𝑠0). Тогда

∫︁ 𝑠0

𝛾

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑠0

𝛾

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽
*/2

𝑠𝛽*

𝑠𝛽
*

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽*/2

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠

6
(𝑠20 − 𝛾2)𝛽

*/2

𝛾𝛽*

∫︁ 𝑠0

𝛾

𝑠𝛽
*

(𝑠20 − 𝑠2)𝛽*/2

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠 6

(𝑠20 − 𝛾2)𝛽
*/2

𝛾𝛽* 𝐼(𝑠0).

Поскольку ∫︁ 𝑠0

𝛾

1 + 𝑠2

1− 𝑠2
𝑑𝑠 = −(𝑠0 − 𝛾) + ln

1 + 𝑠0
1− 𝑠0

− ln
1 + 𝛾

1− 𝛾
,
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получим, что

𝐼(𝑠0) >
𝛾𝛽

*

(𝑠20 − 𝛾2)𝛽*/2

(︁
− (𝑠0 − 𝛾) + ln

1 + 𝑠0
1− 𝑠0

− ln
1 + 𝛾

1− 𝛾

)︁
.

Положив 𝛾 = 𝑠0/2, найдём, что

𝐼(𝑠0) > 𝐼*(𝑠0) =
1

3𝛽*/2

(︁
− 𝑠0

2
+ ln

1 + 𝑠0
1 + 𝑠0/2

+ ln
1− 𝑠0/2

1− 𝑠0

)︁
.

Функция 𝐼* является строго возрастающей на [0, 1), 𝐼*(0) = 0 и 𝐼*(𝑠0) → +∞
при 𝑠0 → 1.

Оценим теперь 𝑒−𝜏*. Нетрудно видеть, что

𝜏 * = max
𝜎∈[0,𝜋/2]

𝜏(𝜎) =
1

3
max

𝜎∈[0,𝜋/2]

∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠− min
𝜎∈[0,𝜋/2]

ln 𝜚𝛽
*
(𝜎).

Согласно (4.11),∫︁ 𝜎

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠 6
∫︁ 𝜋/2

0

𝜁*(𝑠) 𝑑𝑠 6

√︂
𝜋

2
‖𝜁*‖ <

√︂
𝜋

2
.

Кроме того, 𝜚(𝜎) > 𝜚(0) при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). Поэтому

𝜏 * 6
1

3

√︂
𝜋

2
− 𝛽*

2
ln(1− 𝑠20)

и

𝑒−𝜏* >
(︁
1− 1

1 + 2𝛽*

)︁𝛽*/2

exp

{︂
−1

3

√︂
𝜋

2

}︂
.

Следовательно,

𝑌−

(︁ 1√
1 + 2𝛽* , 𝛼, 𝛽

*
)︁
> 𝐶−(𝛽

*), (4.19)

где

𝐶−(𝛽
*) =

2

𝜋
exp

{︂
−1

3

√︂
𝜋

2

}︂ (︁
1− 1

1 + 2𝛽*

)︁𝛽*/2

𝐼*

(︁ 1√
1 + 2𝛽*

)︁
.

Функция 𝐶−(𝛽
*) является строго убывающей на (0, 1], 𝐶−(𝛽

*) → +∞ при
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𝛽* → 0 и 𝐶−(1) ≈ 0,135.
Таким образом, из непрерывности функции 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽

*) на Ω−,
доказанной в лемме 4.5, и из оценок (4.18) и (4.19) следует существование
параметра 𝑠*0 ∈ (0, 1), такого что уравнение (4.17) разрешимо, если

0 <
ℓ

ℎ
< 𝐶−(𝛽

*).

Теорема доказана. �

Замечание. В случае плоского горизонтального дна отсутствует
ограничение на ℓ/ℎ. В самом деле, ограничение (1.76) при 𝛽* = 0 выпол-
няется автоматически и 𝐶−(𝛽

*) → +∞ при 𝛽* → 0. Поэтому условие (4.16)
в теореме 4.2 перепишется в следующем виде:

0 <
ℓ

ℎ
< +∞.

•

Замечание. В безразмерных переменных глубина течения жидкости на
бесконечности равна 1, а высота треугольного выступа равна ℓ

ℎ sin 𝛽
*𝜋
2 .

Обозначив величину выступа за ℎ0, преобразуем условие (4.16) в следующем
виде:

0 < ℎ0 < 𝐶−(𝛽
*) sin 𝛽*𝜋

2
.

Из графика функции 𝐶−(𝛽
*) sin 𝛽*𝜋

2 , приведённого на рис. 4.1, видно, что
значение ℎ0 строго меньше 1. •

0 1

0.14

Рисунок 4.1 — График функции 𝐶−(𝛽
*) sin 𝛽*𝜋

2 при 𝛽* ∈ [0, 1].

Мы показали, что для тройки параметров (𝑠*0, 𝛼, 𝛽
*) ∈ Ω− существуют

функции 𝜏 и 𝜃, образующие решение задачи (1.48)–(1.57). Эти функции
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определяются следующим образом:

𝜃(𝜎) =
1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎), 𝜏 ′(𝜎) =

1

3
𝜁*(𝜎)−

𝑑

𝑑𝜎
ln 𝜚𝛽

*
(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). (4.20)

Единственность решения задачи доказать не удалось, поскольку не
установлена монотонность функции 𝑌−(𝑠0, 𝛼, 𝛽*) по параметру 𝑠0.

4.3 Исследование формы свободной границы

Разрешимость системы (1.48)–(1.57) может не давать разрешимость
исходной задачи, поскольку для этого необходимо, чтобы существовали
конформные отображения 𝐹 и 𝐺. Если происходит опрокидывание
свободной границы 𝛤 , то есть угол наклона 𝜂 к ней превышает 𝜋/2, то
отображения 𝐹 и 𝐺 могут стать не взаимно однозначными (см. п. 1.3.2) и в
этом случае решение операторного уравнения (4.1) не дает решения исходной
задачи. В данном параграфе будет установлено, что опрокидывание
невозможно, если число Фруда 𝛼 не слишком мало.

Согласно (4.20),

𝜂(𝜎) =
(︀
𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +

1

3
(𝐻𝜁*)(𝜎)

)︀
, 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2].

Покажем, что 𝜂 < 𝜋/2 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2) при достаточно больших 𝛼. Заметим,
что положительность 𝜂 следует из условий теоремы 4.1.

Сначала докажем одно вспомогательное утверждение. Для краткости
введём следующую функцию:

𝜈−(𝜎) = sin
(︀
𝜂(𝜎)

)︀
ctg 𝜎, 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2].

Нетрудно видеть, что 𝜈−(𝜎) > 0 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), 𝜈−(𝜋/2) = 0 и, как следует
из леммы 4.1, 𝜈− ∈ 𝐿2.

Лемма 4.6. Пусть выполняются условия теоремы 4.1. Функция
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(𝜈−(𝜎) sin𝜎)
′ принадлежит пространству 𝐿2 и

‖(𝜈− sin𝜎)′‖ 6 3
√
𝜋

2
+

1

3
‖𝜁*‖ <

3
√
𝜋

2
+

1

3
.

B Поскольку

(𝜈−(𝜎) sin𝜎)
′ =

(︀
sin(𝜂(𝜎)) cos𝜎

)︀′
= cos(𝜂(𝜎)) 𝜂′(𝜎) cos 𝜎 − sin(𝜂(𝜎)) sin𝜎

и
𝜂′ = 1− 𝛽*𝜇′ + (𝐻𝜁*)

′/3,

справедлива следующая оценка:

|(𝜈−(𝜎) sin𝜎)′| 6
⃒⃒(︀
1− 𝛽*𝜇′ +

1

3
(𝐻𝜁*)

′)︀ cos(𝜂(𝜎)) cos𝜎
⃒⃒
+
⃒⃒
sin(𝜂(𝜎)) sin𝜎

⃒⃒
.

Согласно (1.76),

|(𝜈−(𝜎) sin𝜎)′| 6 2| cos𝜎|+ 1

3
|(𝐻𝜁*)′(𝜎)|+ | sin𝜎| .

Следовательно, в силу лемм 1.2 и 4.3 мы имеем:

‖(𝜈− sin𝜎)′‖ 6 3
√
𝜋

2
+

1

3
‖(𝐻𝜁*)′‖ =

3
√
𝜋

2
+

1

3
‖𝜁*‖ <

3
√
𝜋

2
+

1

3
.

C

Теорема 4.1 гарантирует разрешимость операторного уравнения (1.68)
при выполнении условия (1.73) и 𝛼 > 8/𝜋. Однако отсутствие опрокиды-
вания может быть доказано и при меньшей нижней границе числа 𝛼.
При этом предполагается, что справедливы все оценки, полученные для
существующего решения 𝜁*.

Теорема 4.3. Для любого

𝛼 >
2

𝜋
+

4

𝜋3/2
≈ 1,355

функция 𝜂(𝜎) < 𝜋/2 для всех 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2).

Доказательство. Поскольку 𝜁* является неотрицательным решением
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операторного уравнения (1.68) и 𝐻 — линейный положительный оператор,

𝜂(𝜎) = 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +
1

𝛼𝜋
𝐻
(︁ sin 𝜂 ctg 𝜎

exp
∫︀ 𝜎

0 𝜁* 𝑑𝑠

)︁
6 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +

1

𝛼𝜋
𝐻(sin 𝜂 ctg 𝜎) = 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) +

1

𝛼𝜋
𝐻𝜈−. (4.21)

Таким образом, если

(𝐻𝜈−)(𝜎) < 𝛼𝜋 (𝜋/2− 𝜎 + 𝛽*𝜇(𝜎)) при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2), (4.22)

то 𝜂(𝜎) < 𝜋/2 при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2). Докажем оценку (4.22).
В силу леммы 1.6,

‖((𝐻𝜈−)′ sin𝜎)′‖ 6 ‖(𝜈− sin𝜎)′‖.

Поскольку (𝐻𝜈−)
′(𝜎) sin𝜎 = 0 при 𝜎 = 0, получим:

|(𝐻𝜈−)′(𝜎) sin𝜎| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜎

0

((𝐻𝜈−)
′(𝑠) sin 𝑠)′ 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝜎1/2 ‖((𝐻𝜈−)′ sin𝜎)′‖ 6 𝜎1/2 ‖(𝜈− sin𝜎)′‖

для всех 𝜎 ∈ [0, 𝜋/2]. Из леммы 4.6 следует, что

|(𝐻𝜈−)′(𝜎)| 6 ‖(𝜈− sin𝜎)′‖ 𝜎
1/2

sin𝜎
6 𝐴𝜉(𝜎), 𝜎 ∈ (0, 𝜋/2],

где

𝐴 =
3
√
𝜋

2
+

1

3
и 𝜉(𝜎) =

𝜎1/2

sin𝜎
.

Заметим, что 𝜉(𝜋/2) = 𝜉(𝜋/4) =
√︀
𝜋/2 и 𝜉(𝜎) <

√︀
𝜋/2 при 𝜎 ∈ (𝜋/4, 𝜋/2).

Поскольку (𝐻𝜈−)(𝜋/2) = 0,

|(𝐻𝜈−)(𝜎)| =
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝜋/2

𝜎

(𝐻𝜈−)
′(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒
6 𝐴

∫︁ 𝜋/2

𝜎

𝜉(𝑠) 𝑑𝑠 6 𝐴

√︂
𝜋

2

(︁𝜋
2
− 𝜎

)︁
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при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2). Следовательно, если

𝐴

√︂
𝜋

2

(︁𝜋
2
− 𝜎

)︁
< 𝛼𝜋

(︁𝜋
2
− 𝜎 + 𝛽*𝜇(𝜎)

)︁
,

то при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2) выполняется оценка (4.22). Это условие можно пере-
писать в виде ограничения на 𝛼:

𝛼 >
𝐴

√
2𝜋

(︁
1 + 𝛽* 𝜇(𝜎)

𝜋/2−𝜎

)︁ .
Таким образом, в силу неотрицательности функции 𝜇 на всём интервале,
если

𝛼 >
𝐴√
2𝜋

≈ 1,194, (4.23)

то при 𝜎 ∈ [𝜋/4, 𝜋/2) будет справедлива оценка (4.22).
Чтобы получить оценку (4.22) при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4), мы применим другой

подход. В силу определения функции 𝜈− и (4.21), мы имеем:

|𝜈−(𝜎)| 6 |𝜂(𝜎) ctg 𝜎| 6
⃒⃒⃒
𝜎 ctg 𝜎 − 𝛽*𝜇(𝜎) ctg 𝜎 +

1

𝛼𝜋
cos𝜎

(𝐻𝜈−)(𝜎)

sin𝜎

⃒⃒⃒
6 2|𝜎 ctg 𝜎|+ 1

𝛼𝜋

⃒⃒⃒(𝐻𝜈−)(𝜎)
sin𝜎

⃒⃒⃒
.

Как следует из леммы 1.4 и оценки (2.3),

‖𝜈−‖ 6 2 +
2

𝛼𝜋
‖𝜈−‖.

Следовательно,

‖𝜈−‖ 6
2𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2
.

Из леммы 1.3 вытекает, что

|(𝐻𝜈−)(𝜎)| 6 ‖𝜈−‖𝜎1/2 6
2𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2
𝜎1/2.
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Таким образом, если

2𝛼𝜋

𝛼𝜋 − 2
𝜎1/2 6 𝛼𝜋

(︁𝜋
2
− 𝜎 + 𝛽*𝜇(𝜎)

)︁
,

то при 𝜎 ∈ (0, 𝜋/4) будет справедлива оценка (4.22). В силу неотрицатель-
ности функции 𝜇 последнее неравенство выполняется, если

2

𝛼𝜋 − 2

√︂
𝜋

4
6

(︁𝜋
2
− 𝜋

4

)︁
,

то есть для
𝛼 >

2

𝜋
+

4

𝜋3/2
≈ 1,355. (4.24)

Из оценок (4.23) и (4.24) следует, что (4.22) справедливо для таких 𝛼,
которые удовлетворяют неравенству (4.24). Теорема доказана. �

Заметим, что если 𝛼 удовлетворяет оценке (4.10), то оно удовлетворяет
и оценке (4.24). Таким образом, из теорем 4.1–4.3 следует, что решение
задачи с точечным стоком в вершине треугольного выступа существует и
не происходит опрокидывания свободной границы.
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Заключение

Основные результаты, полученные в диссертационной работе, можно
сформулировать в следующем виде:

1. Для двумерной стационарной задачи со свободной границей и
сингулярным стоком на дне получена эквивалентная формулировка в виде
операторного уравнения в гильбертовом пространстве.

2. Доказана однозначная разрешимость задачи со свободной границей
в случае, когда сток лежит плоском на горизонтальном дне. Установлена
аналитичность свободной границы всюду за исключением точки над стоком.
Показано, что в точке над стоком образуется касп. Проведено исследование
формы свободной границы: установлено, что не происходит опрокидывания
свободной границы, получены асимптотики угла наклона свободной границы
и её формы вблизи точки каспа.

3. Доказана разрешимость задачи со свободной границей и
сингулярным стоком во впадине на дне при выполнении некоторого условия
на параметры задачи (число Фруда и геометрические характеристики впа-
дины). Проведено исследование угла наклона свободной границы. Показано,
что в точке над стоком образуется касп. Установлено условие, при котором
не происходит опрокидывания свободной границы.

4. Доказана разрешимость задачи со свободной границей и точечным
стоком в вершине треугольного выступа на дне при выполнении
некоторого условия на параметры задачи (число Фруда и геометрические
характеристики выступа). Исследована форма свободной границы. Уста-
новлено, что в точке над стоком находится касп. Показано, что при данных
условиях на параметры задачи не происходит опрокидывания свободной
границы.

Полученные результаты вносят вклад в изучение краевых задач со
свободными границами и могут быть полезны для дальнейшего численного
и теоретического исследования более сложных систем.
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Приложение А

Дополнительные сведения

Теорема А.1. Существует одно и только одно конформное отображение
𝑡 = 𝐹 (𝑧) области 𝐷 на область 𝐷*, переводящее три граничные точки
𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 области 𝐷 в три граничные точки 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 области 𝐷*. Точки
𝑧𝑘 и 𝑡𝑘 задаются произвольно, но с соблюдением порядка следования при
обходе границ областей.

Теорема А.2 (Теорема Шаудера о неподвижной точке). Пусть
оператор 𝐴 отображает замкнутое ограниченное выпуклое множество
𝐷 банахова пространства 𝑋 в себя. Тогда, если 𝐴 — вполне непрерывен
на 𝐷, то он имеет на 𝐷 неподвижную точку.

Теорема А.3 (Теорема Алаоглу). Всякий замкнутый шар в про-
странстве, сопряженном сепарабельному нормированному пространству,
компактен в *-слабой топологии.

Следствие А.4. Замкнутый шар в сепарабельном гильбертовом про-
странстве компактен в слабой топологии.

Лемма А.1. Пусть 𝜎 + 𝑠 и 𝜎 − 𝑠 не равны 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z, и

𝐾(𝑠, 𝜎) = ln
⃒⃒⃒sin(𝜎 + 𝑠)

sin(𝜎 − 𝑠)

⃒⃒⃒
.

Тогда

𝐾(𝑠, 𝜎) = 2
∞∑︁
𝑘=1

sin 2𝑘𝜎 sin 2𝑘𝑠

𝑘
.

Доказательство. Нетрудно видеть, что

2
∞∑︁
𝑘=1

sin 2𝑘𝜎 sin 2𝑘𝑠

𝑘
=

∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘(𝜎 − 𝑠)

𝑘
−

∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘(𝜎 + 𝑠)

𝑘

= 𝐴(𝜎 − 𝑠)− 𝐴(𝜎 + 𝑠),
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где

𝐴(𝜙) =
∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘𝜙

𝑘
.

В силу признака Дирихле этот ряд сходится при всех 𝜙 ̸= 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z,
поскольку

𝑛∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘𝜙 =
cos(𝑛+ 1)𝜙 sin𝑛𝜙

sin𝜙
, 𝑛 ∈ N.

Таким образом, величина 𝐴(𝜙) определена для всех 𝜙 ̸= 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z.
Введем функцию 𝑆 комплексной переменной 𝑧:

𝑆(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘
.

Нетрудно видеть, что 𝐴(𝜙) = Re 𝑆(𝑒2𝑖𝜙) для всех 𝜙 ̸= 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. В то же
время,

𝑆 ′(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘−1 =
1

1− 𝑧
при |𝑧| < 1.

Отсюда следует, что 𝑆(𝑧) = − ln(1 − 𝑧) при |𝑧| < 1. Таким образом,
продолжая 𝑆(𝑧) по непрерывности в точки окружности |𝑧| = 1 при 𝑧 ̸= 1,
мы получим, что

𝐴(𝜙) = − ln 2| sin𝜙| для всех 𝜙 ̸= 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z,

откуда сразу следует утверждение леммы.
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