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Общая характеристика работы

Методы механики жидкости и газа имеют обширную область прило-
жений. В частности, они эффективно применяются при решении междис-
циплинарных медицинских задач, одной из которых является исследование
мозговых патологий. На сегодняшний день согласно данным Всемирной ор-
ганизации здравоохранения сердечно-сосудистые и неврологические заболе-
вания занимают лидирующие позиции по распространенности, смертности и
инвалидизации населения. Головной мозг является сложным органом, рабо-
та которого до конца не изучена, также как и не до конца ясны механизмы
обеспечивающие его жизнедеятельность. В основе большого количества моз-
говых патологий лежат нарушения внутричерепной динамики жидких сред
головного мозга. Жидкими средами головного мозга являются кровь и це-
реброспинальная жидкость (ликвор). В связи с этим актуальным является
улучшение имеющегося понимания о поведении и взаимодействии ткани го-
ловного мозга и жидких сред центральной нервной системы в целом и при
различных формах патологий, механизмы развития которых до сих пор до
конца не ясны. В сложившейся ситуации математическое моделирование сов-
местного течения внутричерепных жидкостей (гемоликвородинамики) и их
взаимодействие с тканью головного мозга является эффективным инстру-
ментом для улучшения понимания внутримозговых процессов в норме и при
различных патологиях.

Одним из подходов для изучения процессов взаимодействия нервной
ткани и жидких сред центральной нервной системы является применение
теории пороупругости. В рамках данного подхода вещество головного мозга
моделируется как пороупругий материал, через который фильтруются одна
или несколько поровых жидкостей. Таковыми являются церебральная кровь
и цереброспинальная жидкость, плотность и вязкость которой близки к плот-
ности и вязкости воды. Ликвор образуется путем фильтрации капиллярной
крови как через стенки внутримозговых желудочков (полостей расположен-
ных в центре черепа и заполненных ликвором), так и непосредственно через
стенки мозговых капилляров в веществе головного мозга. Из церебральных
желудочков ликвор, омывая головной мозг и просачиваясь сквозь него, выхо-
дит в субарахноидальное пространство откуда далее всасывается в венозное
русло. Согласно теории пороупругости тензор напряжений в среде представ-
ляется в виде суммы тензора эффективных напряжений, отвечающего за де-
формацию твердой фазы, и слагаемого, уравновешивающего действие жид-
кости в порах. Определяющим уравнением для порового давления служит
уравнение фильтрации с учетом деформирования упругого скелета и сжима-
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емости пор. Использование пороупругого подхода в рамках сферически сим-
метричной геометрии было впервые предложено в работе С. Хакима (1971).
Позже в 1987 г. Т. Нагашимой и коллегами представленная математическая
модель была расширена. Впоследствии в литературе были предложены мно-
гочисленные другие исследования пороупругой модели вещества головного
мозга. Интенсивное изучение связи течения цереброспинальной жидкости с
церебральным кровотоком привело к осознанию необходимости учета всей
системы внутричерепной гидродинамики и ее связи с веществом головного
мозга. В работах Я. Соби (2010) и А. Айзентрагера (2013) представлена мо-
дель многожидкостной пороупругой фильтрации с двумя (Я. Соби (2010))
или тремя (А. Айзентрагера (2013)) поровыми жидкостями. В работах Б.
Талли (2011) и Дж. Вардакиса (2013) предложена более сложная пороупру-
гая модель, которая включает в себя четыре поровых жидкости. Данная ма-
тематическая модель многожидкостной пороупругой фильтрации является в
настоящее время одной из наиболее развитых и применяется для изучения
внутричерепной гидродинамики как в норме, так и при описании патологи-
ческих процессов.

Цели и задачи исследования. Мотивацией данной диссертацион-
ной работы является медицинская проблематика: на сегодняшний день не до
конца ясны причины и ход развития такого тяжелого заболевания, как гид-
роцефалия. Данное заболевания проявляется как патологическое смещение
стенок мозговых желудочков. В связи с этим целью диссертационной ра-
боты является исследование зависимости решения математической модели
многожидкостной пороупругой фильтрации на внутренней границе области
(представляющей границу церебральных желудочков) от параметров модели,
описывающих взаимодействие между жидкими средами головного мозга.

Для достижения данной цели были решены следующие задачи:
— Анализ влияния параметров взаимодействия поровых жидкостей на
смещение внутренней границы области и давление поровых жидкостей в
случае осесимметричной геометрии и экспериментальной геометрии го-
ловного мозга.
— Поиск области значений параметров взаимодействия поровых жид-
костей, которым соответствуют физиологически допустимые смещения
и давления поровых жидкостей на внутренней границе области.
— Поиск закономерности локализации мест максимального смещения
внутренней границы области.
— Анализ взаимосвязи среднего смещения внутренней границы области
и параметров взаимодействия поровых жидкостей с помощью методов
статистического обучения.

4



Методы исследования. Исследование основывалось на математи-
ческой модели многожидкостной пороупругой фильтрации, представленной
в цикле работ авторов Б. Талли, Я. Вентикова и Дж. Вардакиса (2011, 2013,
2016, 2021). Для решения поставленных задач использовались: аппарат ме-
ханики сплошных сред для формулирования математической постановки за-
дачи; метод Рунге-Кутта для численного решения системы обыкновенных
дифференциальных уравнений; методы теории дифференциальных уравне-
ний в частных производных для вывода слабой формулировки задачи; ме-
тод конечных элементов для численного решения сформулированных задач
в слабой постановке; правило Рунге для практической оценки погрешности
численного метода; методы статистического обучения для анализа результа-
тов численных расчетов.

Основные положения, выносимые на защиту.
— На основе исследования стационарной математической модели много-
жидкостной пороупругой фильтрации в широком диапазоне параметров
взаимодействия поровых жидкостей описаны закономерности смещения
внутренней границы области и давления поровых жидкостей в случаях
осесимметричной геометрии и экспериментальной геометрии головного
мозга.
— Найдена область значений параметров взаимодействия поровых жид-
костей, которым соответствуют физиологически допустимые смещения
и давления поровых жидкостей на внутренней границе области. Полу-
чена оценка критических значений капиллярного давления и смещения
внутренней границы области в случае экспериментальной геометрии на
основе расчетов с использованием осесимметричной геометрии.
— Получена приближенная формула, связывающая параметры взаимо-
действия поровых жидкостей и средние смещения внутренней границы
области, с помощью модели множественной линейной регрессии. На осно-
ве полученной формулы найдены величины коэффициентов взаимодей-
ствия поровых жидкостей, которые соответствуют клинической картине
различных неврологических патологий.

Личный вклад автора. В работах [1; 2; 4] автором выполнены чис-
ленные расчеты и их верификация. В работе [2] автором получены оценки
критических значений капиллярного давления и смещения внутренней гра-
ницы области в случае экспериментальной геометрии на основе расчетов с ис-
пользованием осесимметричной геометрии. В работе [3] автором диссертации
выполнено теоретическое исследование течения цереброспинальной жидко-
сти и его связи с церебральным кровотоком. В работе [4] автором предложен
алгоритм построения экспериментальной геометрии на основе данных МРТ,
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разработан исходный код регрессионного анализа. Постановка задачи, выбор
методов решения, обсуждении полученных результатов и их физиологиче-
ской интерпретации, а также оформлении результатов в виде публикаций и
научных докладов выполнено совместно с соавторами работы.

Научная новизна. Научная новизна работы заключается в следую-
щих полученных результатах:

— На основе стационарной математической модели многожидкостной
пороупругой фильтрации найдены закономерности влияния параметров
взаимодействия поровых жидкостей на смещение внутренней границы
области и давление поровых жидкостей в случаях осесимметричной гео-
метрии и экспериментальной геометрии.
— Построена область физиологически допустимых значений параметров
взаимодействия поровых жидкостей. Получена оценка критических зна-
чений капиллярного давления и смещения внутренней границы области
в случае экспериментальной геометрии на основе расчетов с использова-
нием осесимметричной геометрии.
— Найдены закономерности локализации мест максимального смещения
внутренней границы области в зависимости от величины среднего сме-
щения внутренней границы области. Численно показано, что изменение
локализации максимального смещения происходит при увеличении сред-
него смещения внутренней границы области более, чем на 2 мм.
— С помощью множественной линейной регрессии выявлена взаимо-
связь параметров взаимодействия поровых жидкостей и среднего сме-
щения внутренней границы области. Обнаружено, что зависимость ре-
шения рассматриваемой краевой задачи от параметров взаимодействия
поровых жидкостей носит логарифмический характер. Найдены наборы
параметров взаимодействия поровых жидкостей, которые соответствуют
клинической картине различных неврологических патологий.

Теоретическая и практическая значимость. Проделанный в на-
стоящей работе анализ решений математической модели многожидкостной
пороупругой фильтрации позволяет выявить новые закономерности, связы-
вающие параметры, входящие в уравнения модели, и свойства решений. С
практической точки зрения результаты дают новое, более глубокое понима-
ние взаимодействия ткани головного мозга и жидких сред центральной нерв-
ной системы в целом и при различных формах неврологических патологий.

Обоснованность и достоверность результатов. Достоверность
результатов, полученных в диссертационной работе, обеспечивается исполь-
зованием законов механики и определяющих соотношений, устоявшихся в
научном сообществе, при выводе математической модели. Численное реше-
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ние задач проведено известным методом конечных элементов. Корректность
результатов математического моделирования подтверждается проделанной
проверкой численных алгоритмов на сходимость при измельчении конечно-
элементных сеток. Результаты находятся в соответствии с существующими
модельными результатами, полученными другими авторами. Достоверность
регрессионной модели подтверждается проверкой выполнения условий тео-
ремы Гаусса-Маркова и анализом на отсутствие влиятельных наблюдений.

Апробация работы. Представленные результаты докладывались и
обсуждались на конференциях: Всероссийская конференция и школа моло-
дых ученых, посвященные 100-летию академика Л. В. Овсянникова «Матема-
тические проблемы механики сплошных сред» (Новосибирск, 2019); XVI Все-
российский семинар с международным участием «Динамика Многофазных
Сред» (Новосибирск, 2019); 36th Annual Scientific Meeting of The European
Society for Magnetic Resonance in Medicine and Biology, (Rotterdam, 2019); The
Week of Applied Mathematics and Mathematical Modelling (Vladivostok, 2019);
Конкурс работ молодых ученых института гидродинамики им. М. А. Лав-
рентьева, (Новосибирск, 2019–2021); XX Всероссийская конференция моло-
дых учёных по математическому моделированию и информационным техно-
логиям (Новосибирск, 2019); IX Международная конференция, посвященная
120-летию со дня рождения академика Михаила Алексеевича Лаврентьева
«Лаврентьевские чтения по математике, механике и физике» (Новосибирск,
2020); Международная конференция «Марчуковские научные чтения 2020»
(МНЧ-2020), посвященная 95-летию со дня рождения академика Гурия Ива-
новича Марчука, (Новосибирск, 2020); XXII Конференция по математиче-
ским моделям и численным методам в биологии и медицине, (Москва, 2020);
XXI Всероссийская конференция молодых учёных по математическому мо-
делированию и информационным технологиям, победитель конкурса науч-
ных докладов, (Новосибирск, 2020); Российской конференции с международ-
ным участием «Экспериментальная и компьютерная биомедицина» Памяти
члена-корреспондента РАН Владимира Семёновича Мархасина, победитель
конкурса научных докладов, (Екатеринбург, 2021); XVIII Международный
Междисциплинарный Конгресс «Нейронаука для медицины и психологии»
(Судак, 2021); XXIII Конференция по математическим моделям и числен-
ным методам в биологии и медицине, (Москва, 2021); Всероссийская школа-
конференция молодых ученых «Проблемы механики: теория, эксперимент и
новые технологии», посвященная 65-летию Института теоретической и при-
кладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, победитель конкурса
научных докладов, (Новосибирск, 2022).

Также результаты диссертации сообщались и обсуждались на науч-
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ных семинарах под руководством д.ф.-м.н. Чупахина А.П. (ИГиЛ СО РАН);
д.ф.-м.н. Кучумова А.Г. (ПНИПУ); чл.-корр. РАН Пухначёва В.В. и д.ф.-м.н.
Ерманюка Е.В. (ИГиЛ СО РАН); д.ф.-м.н. Бочарова Г.А., чл.-корр. РАН Ва-
силевского Ю.В. и д.ф.-м.н. Вольперта В.А. (ИВМ РАН); д.ф.-м.н. Вольперта
В.А. (матем. инст. им. С.М. Никольского, РУДН); Ткачева Д.Л. и д.ф.-м.н.
Трахинина Ю.Л. (ИМ СО РАН); акад. РАН Куликовского А.Г., акад. РАЕН
Карликова В.П., чл.-корр. РАН Мельника О.Э. и д.ф.-м.н. Осипцова А.Н.
(НИИ Механики МГУ); чл.-корр. РАН Плотникова П.И. и д.ф.-м.н. Старо-
войтова В.Н. (ИГиЛ СО РАН).

Публикации. Основные результаты диссертационной работы прошли
процедуру рецензирования и опубликованы в журналах, входящих в перечень
рецензируемых научных изданий ВАК РФ, базы данных Web of Science и
Scopus [1–4], изложены в тезисах докладов [5–12].

Структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,
заключения и списка литературы. Полный объём диссертации составляет 104
страницы с 24 рисунками и 6 таблицами. Список литературы содержит 123
наименования.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы диссертационного иссле-
дования, показана степень разработанности по теме исследования, сформу-
лированы цель и задачи диссертационного исследования, охарактеризованы
новизна, теоретическая и практическая значимость полученных результатов,
обоснована достоверность и приведена апробация результатов.

В первой главе приводится обзор наиболее распространенных ак-
туальных методов и подходов для изучения взаимодействия внутричерепной
гидродинамики жидких сред головного мозга и мозгового вещества в норме
и при различных патологических процессах. Параграф 1.1 посвящен ком-
партмент-моделям, которые позволяют изучить динамические процессы во
внутричерепной системе человека, рассматривая содержимое черепа, пред-
ставляющее собой церебральные жидкости и вещество головного мозга, как
взаимосвязанные отделы, обменивающиеся жидкостью. Динамика в каждом
отделе определяется усредненными по пространству и зависящими от време-
ни функциями, задающими давление и расход жидкости. В Параграфе 1.2
рассматривается подход CFD моделирования, в рамках которого изучается
течение цереброспинальной жидкости в ликворных пространствах. Данный
подход основывается на законах сохранения массы и импульса и приводит к
уравнениям Навье-Стокса. В Параграфе 1.3 обсуждаются математические
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модели, основанные на теории пороупругости. Данный подход позволяет изу-
чить совместный механизм течения жидкости и деформирования мозговой
ткани, которая моделируется пористой средой.

Вторая глава посвящена исследованию зависимости решения мате-
матической модели многожидкостной пороупругой фильтрации (Б. Талли и
Я. Вентикос (2011)) на внутренней границе области от параметров взаимо-
действия поровых жидкостей. В параграфах 2.1 и 2.2 представлена общая
постановка задачи многожидкостной пороупругой фильтрации и ее физио-
логическая интерпретация. Рассматривается ограниченная область 
, пред-
ставляющая вещество головного мозга. Внутренняя граница �V области 


представляет собой границу желудочков головного мозга, внешняя граница
�S области 
 является границей черепа и предполагается жесткой, поскольку
рассматривается головной мозг взрослого человека. Область 
 моделирует-
ся однородной, изотропной, пористой средой. Авторы математической моде-
ли пренебрегают субарахноидальным пространством, основываясь на работе
Смилли (2005). Также предполагается отсутствие действия внешних сил, си-
лой гравитации пренебрегают поскольку вещество головного мозга находится
в условиях «гидроневесомости». Математическая модель полагается стацио-
нарной, поскольку она используется для исследования хронической формы
гидроцефалии. В связи с этим пульсация стенки желудочков не учитывается.

Предпогалается, что сквозь пороупругое вещество головного мозга
фильтруются четыре несжимаемые жидкости с динамическими вязкостями
�i: ликвор (e), артериальная (a), венозная (v) и капиллярная (c) кровь. На-
правленный транспорт жидкости обусловлен перепадом гидростатического
давления, рис. 1. Проницаемости поровых составляющих ki полагаются по-
стоянными и изотропными.

Рис. 1 — Схема транспорта крови и цереброспинальной жидкости через
веществе головного мозга (Б. Талли и Я. Вентикос, (2011)), xy —

параметры взаимодействия поровых жидкостей.

Таким образом, уравнения фильтрации поровых жидкостей и уравне-
ние равновесия пористой среды имеют вид (Косси, (2004); Талли (2011)):
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� ka

�a
�pa � ac(pc � pa) = 0;

� kv

�v
�pv + cv(pv � pc) + ev(pv � pe) = 0;

(1)

(2)

� kc

�c
�pc + ac(pc � pa)� ce(pe � pc)� cv(pv � pc) = 0;

� ke

�e
�pe + ce(pe � pc)� ev(pv � pe) = 0;

��u+ (�+ �)r(divu)� (�arpa + �crpc + �erpe + �vrpv) = 0:

(3)

(4)

(5)

Здесь pi — давления поровых жидкостей, ki — коэффициенты проница-
емости, �i — динамические вязкости, ij; i 6= j — параметры взаимодействия
поровых жидкостей. Вектор перемещения пороупругой среды u полагается
двумерным: u = (u; v), � и � — коэффициенты Ламе, �i — коэффициенты
Био, i = fa; v; c; eg.

На внутренней границе – границе желудочков головного мозга �V

задается отсутствие потоков для артериального и венозного бассейнов:

rpan = 0; rpvn = 0; (6)

образование ликвора из капиллярной крови приводит к падению давления в
капиллярном бассейне:

�cvrpcn = Qp; (7)

где �cv — сопротивление потока, фильтрующегося из капиллярной сети в
церебральные желудочки. Полагается, что ликвор секретируется с посто-
янной скоростью Qp. В условии сохранения массы жидкости в желудочках
первый член (8) моделирует поток жидкости через церебральный водопровод
согласно закону Пуазейля, d и L — эффективный диаметр и длина водопро-
вода соответственно. Второй член моделирует поток жидкости через стенку
желудочка в вещество головного мозга, используя скорость потока из закона
Дарси:

Qp =
�d4

128�L
(pej�V

� pej�S
)�

I
�V

�
�ke

�e
rpe

�
� ndS: (8)

И полагается непрерывность напряжений на �V :

2�"(u) � n+ ��(u)n =
X

i=a;c;e;v

(�i � 1) pin (9)

"(u) — тензор деформаций; �(u) = tr "(u); n — единичный вектор внешней
нормали.
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На внешней границе – границе черепа �S задаются значения артери-
ального и венозного давления:

pa = p�a; pv = p�v; (10)

отсутствие потока для капиллярного бассейна:

rpcn = 0: (11)

Повышение давления в ликворном бассейне зависит от сопротивления
всасыванию R, и оттока ликвора Q0 в венозный бассейн:

pe = pv + �eRQ0: (12)

Полагается равенство нулю смещения границы черепа:

u = 0: (13)

Представленная математическая модель многожидкостной пороупру-
гой фильтрации (1)–(13) зависит от четырех параметров ac, ce, cv, ev,
определяющих взаимодействие поровых жидкостей. Целью данной работы
является изучение зависимости решения краевой задачи (1)–(13) на внут-
ренней границе �V области 
 от ac, ce, cv, ev. В работе рассматривают-
ся параметры из диапазона: 10�4 Д

Н�с � 104 Д
Н�с , Д — дарси. Выбор такого

диапазона не ограничивает общности результатов поскольку при значениях
параметров, лежащих вне данного диапазона, получаемые решения имеют
нефизиологические значения давления поровых жидкостей. При численных
расчетах каждый параметр ac, ce, cv, ev независимо принимал значения
из 15-элементного набора, семплирование диапазона было выполнено в лога-
рифмическом масштабе.

Параграфы 2.3 и 2.4 посвящены исследованию зависимости реше-
ния математические модели (1)–(13) от параметров взаимодействия поровых
жидкостей на внутренней границе �V в случае осесимметричной геометрии
и экспериментальной геометрии головного мозга соответственно. На основе
численных расчетов показано, что результаты параграфа 2.3 могут исполь-
зоваться для оценок параметров, обеспечивающих нормальные физиологиче-
ские величины, в случае более сложной экспериментальной геометрии.

В параграфе 2.3 пороупругая ткань головного мозга моделируется
между двумя концентрическими окружностями, представляющими череп �S

и желудочки �V , с радиусами rS = 0:1 м и rV = 0:03 м соответственно. В
таком случае система уравнений (1)–(13) представляют собой систему обык-
новенных дифференциальных уравнений, которая решалась явным методом
Рунге-Кутты в пакете Wolfram Mathematica.
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а) б)

Рис. 2 — Зависимость u — (a) и pc — (б) от ce, cv, ac при ev = 102
h

Д
Н�с

i
.

В ходе анализа численных расчетов было обнаружено, что величины
pa, pv, pe на �V остаются приближенно постоянными и равны физиологиче-
ской норме во всей области изменения параметров ac, ce, cv, ev. Значения
параметра ev практически не оказывают влияния на величины смещения
внутренней границы области и капиллярного давления на ней. Поэтому при
дальнейшем изложении результатов ev = 102 Д=(Н � с).

Зависимость смещения �V и капиллярного давления от параметров
взаимодействия показана на рис. 2. Здесь различным поверхностям соответ-
ствуют различные значения ac: бо́льшим значениям ac соответствуют по-
верхности с бо́льшими значениями u (рис. 2а) и бо́льшими значениями pc

(рис. 2б) при ce = 0, cv = 0. Между двумя жирными черными линиями
показан диапазон физиологической нормы pc: 15� 30 мм рт.ст., рис. 2б.

Видно, что в области малых значений ce и cv достигаются наиболь-
шие значения pc, а смещения достаточно велики: juj > 2 мм, что по кли-
ническому опыту считается не соответствующим физиологической норме. В
подобласти больших значений ce и при значениях ac > 102 Д=(Н � с) наблю-
даются малые смещения внутренней границы области: juj ⩽ 2 мм, что соот-
носится с физиологической нормой. При cv > 102 данный параметр начинает
оказывать влияние на u. Полученные результаты качественно совпадают с
физиологическими механизмами гемоликвородинамики.

На рис. 3 в пространстве параметров ce, cv, ac показаны поверхности
постоянных давлений pc = 15 мм рт.ст., pc = 30 мм рт.ст. и смещений u =

0 мм, u = 2 мм. Эти поверхности ограничивают в пространстве параметров
взаимодействия физиологической нормы pc и u. При бо́льших значениях ev

данная область смещается в сторону бо́льших значений ce в пределах одного
порядка.

В параграфе 2.4 исследование решения математической модели (1)–
(13) рассмотрено в случае экспериментальной геометрии, которая представ-
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Рис. 3 — Область физиологической нормы u и pc в пространстве
параметров ce, cv, ac при ev = 102

h
Д

Н�с

i
.

ляет собой сагиттальный срез головного мозга, полученный по данным МРТ
четырех добровольцев без патологии. Диапазон изменения параметров вза-
имодействия поровых жидкостей аналогичен диапазону, рассмотренному в
параграфе 2.3.

Для численного решения задачи (1)–(13) использовался метод конеч-
ных элементов, краевая задача (1)–(13) была записана в слабой постанов-
ке. Расчеты производились в открытом пакете FreeFem++. Для дискретиза-
ции по пространству на триангуляции расчетной области 
 использовались
квадратичные P2-элементы для компонент вектора перемещений и кусочно-
линейные P1-элементы для компонент давлений поровых жидкостей. Нели-
нейность задачи, которая содержится в граничном условии (8), разрешалась
методом простой итерации. С помощью правила Рунге показана сходимость
численного метода приблизительно со вторым порядком в норме простран-
ства L2(
). Также для всех четырех добровольцев была исследована зависи-
мость решения задачи (1)–(13) от количества элементов расчетной сетки и
для дальнейшего моделирования использовалась сетка из 25000 элементов,
которая обеспечивает достаточную точность расчетов.

Для анализа численных расчетов вводятся логарифмические парамет-
ры взаимодействия gxy = lg xy. Здесь приведены результаты на примере вто-
рого добровольца, для остальных добровольцев качественные выводы анало-
гичны и приведены в основном тексте диссертации.

Зависимость среднего смещения внутренней границы области от gxy

показана на рис. 4. Линии на поверхности соответствуют значениям u с ша-
гом 0:1 мм, жирные сплошные линии — значениям u = �3 мм. Розовым
цветом выделена область, где u > 3 мм, голубым цветом – область, где
u < �3 мм. При u 2 [�3 мм; 3 мм] цвет заливки соответствует величине u.
Штриховым линиям соответствуют значения u = �2 мм, а точечной линии
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