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Введение

Предметом исследования в диссертаци является следующая система дифферен-

циальных уравненй

ρ1(u⃗
(1) · ∇)u⃗(1) +∇p1 + a

(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
=

2∑
j=1

[
µ1j∆u⃗

(j) + (µ1j + λ1j)∇divu⃗(j)
]
, (1a)

ρ2(u⃗
(2) · ∇)u⃗(2) +∇p2 − a

(
u⃗(2) − u⃗(2)

)
=

2∑
j=1

[
µ2j∆u⃗

(j) + (µ2j + λ2j)∇divu⃗(j)
]
, (1b)

div
(
ρ1u⃗

(1)
)
= 0, div

(
ρ2u⃗

(2)
)
= 0, (1c)

описывающая пространственные стационарные движения смеси вязких сжимаемых

жидкостей [100]. Здесь

• u⃗(i), i = 1, 2, - поле скоростей i-той компоненты смеси, заполняющей некоторую

область евклидова пространства R3 точек x = (x1, x2, x3);

• ρi, i = 1, 2, - скалярные поля плотностей составляющих компонент;

• давление pi i-той компоненты предполагается известной достаточно гладкой функ-

цией плотности ρi;

• слагаемые J⃗ (i) = (−1)(i)a
(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
характеризуют интенсивность обмена им-

пульсами между компонентами смеси [19,36].

Предполагается, что постоянные коэффициенты вязкости µij, λij, i, j = 1, 2, удовлетво-

ряют условиям

µ11 > 0, µ22 > 0, µ11 · µ22 − µ12 · µ21 ̸= 0,

χij = λij + µij, χ11 > 0, χ22 > 0, χ11 · χ22 − χ12 · χ21 ̸= 0.

(2)
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Неравенства (2) отражают факт эллиптичности по Петровскому [11] дифференциаль-

ного оператора

L(u⃗(1), u⃗(2)) =


2∑
j=1

L1j(u⃗
(j))

2∑
j=1

L2j(u⃗
(j))

 , Lij(u⃗) = −µij△u⃗− (λij + µij)∇divu⃗.

В целом уравнения (1) представляют собой весьма сложную систему составного типа:

уравнения импульсов (1a), (1b) являются эллиптической системой относительно иско-

мых функций u⃗(1), u⃗(2), а уравнения неразрывности (1c) можно трактовать как уравне-

ния первого порядка относительно плотностей ρ1, ρ2.

Вопросы глобальной корректности краевых задач для нестационарных уравнений

движения многоскоростных континумов вида (1), т.е. для уравнений

∂t(ρiu⃗
(i)) + div(ρiu⃗

(i) ⊗ u⃗ (i)) +∇pi =
2∑
j=1

Lij(u⃗
(j)) + J⃗ (i),

∂t(ρi) + div(ρiu⃗
(i)) = 0,

pi = ργii , γi > 1, i = 1, 2,

(3)

начали изучаться с 1978 года: А. В. Кажиховым и А. Н. Петровым [18] была доказа-

на глобальная по времени теорема существования сильного решения начально-краевой

задачи в случае одномерного движения с плоскими волнами, когда решение зависит

лишь от одной пространственной переменной. В работах [12,46] получены результаты о

стабилизации решения данной задачи и дано обобщение на случай неизотермического

движения.

Первые результаты для модели смеси в случае более одной пространственной пе-

ременной получены J. Frehse, S. Goj, J. Malek. В [70] доказано существование слабых

решений во всем пространстве R3 линейной системы типа Стокса

∇pi =
2∑
j=1

Lij(u⃗
(j)) + pif⃗

(i) + J⃗ (i),

div(ρiu⃗
(i)) = 0,

pi = ρi(ρ1 + ρ2)
γ−1, i = 1, 2,

(4)

с условиями

u⃗(i) → 0, ρi → ρi∞ при |x| → ∞, i = 1, 2, где ρi∞ заданы. (5)
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В [71] получен результат о единственности решения задачи (4)-(5) при условии, что мас-

совые силы f⃗ (i) и слагаемые J⃗ (i), учитывающие обмен импульсом между компонентами

смеси, равны нулю.

Frehse J. и Weigant W. [72] провели исследование квазистационарной модели смеси

сжимаемых жидкостей
∂ρi
∂t

+ div(ρiu⃗
(i)) = 0,

∇pi =
2∑
j=1

Lij(u⃗
(j)) + J⃗ (i), i = 1, 2,

в ограниченной области со специальными граничными условиями

u⃗(i) · n⃗ = 0, n⃗× rotu⃗(i) = 0, i = 1, 2.

В работах Н. А. Кучера и Д. А. Прокудина [21, 22] построены стационарные решения

первой краевой задачи для полных уравнений (1) в случае трех пространственных пе-

ременных, а в [23] доказано существование слабых решений системы уравнений смесей

вязких сжимаемых жидкостей с учетом теплопроводности. Работы [20,24–26] содержат

доказательство глобальной корректности начально-краевой задачи для нестационарных

баротропных течений смеси вязких сжимаемых жидкостей.

Другие модели движения смесей вязких жидкостей в одномерном случае изуча-

лись в работах А. А. Папина [42–45].

В монографии А. М. Блохина и В. Н. Доровского [9] представлены математические

модели многоскоростных сред и, в частности, изучены некоторые вопросы (проблемы

симметризации, корректность краевых задач об устойчивости сильных разрывов) свя-

занные с математическими моделями двухскоростных сред.

В настоящей диссертационной работе изучается задача об обтекании компактного

препятствия трехмерным потоком смеси вязких сжимаемых жидкостей в следующей

постановке.

Область течения представляет собой область Ω = B\S евклидова пространства

R3 точек x = (x1, x2, x3), где B - ограниченое множество с границей Σ = ∂B класса С3,

S - компактное множество с достаточно гладкой границей ∂S, лежащее строго внутри

B.

Пусть U⃗ (j), j = 1, 2 – заданные во всем пространстве R3 векторные поля класса

С3(R3) (U⃗ (j) можно трактовать как вектор скорости j-ой компоненты на бесконечности),
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Рис. 1: Область Ω = B \ S ⊂ R3, заполненная бинарной смесью вязких сжимаемых

жидкостей.

обращающиеся в нуль в окрестности множества S. На границе Σ области B, выделим

участки «втекания»: Σj
in = {x ∈ Σ : U⃗ (j) · n⃗ < 0}, j = 1, 2, и участки «вытекания»:

Σj
out = {x ∈ Σ : U⃗ (j) · n⃗ > 0}, j = 1, 2, где n⃗ – вектор внешней нормали к границе Σ.

Требуется найти поля скоростей u⃗(1), u⃗(2) и поля плотностей ρ1, ρ2 смеси, удовле-

творяющие системе уравнений (записанных в безразмерной форме [76])

2∑
j=1

Lij(u⃗
(j)) + Reρi(u⃗

(i) · ▽)u⃗(i) +
Re

Ma2
∇pi(ρi) + (−1)(i)a

(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
= 0 в Ω, (6a)

div(ρiu⃗
(i)) = 0 в Ω, i = 1, 2, (6b)

Lij(u⃗
(j)) = −µij∆u⃗(j) − (µij + λij)∇divu⃗(j), i, j = 1, 2,

и граничным условиям

u⃗(j) = U⃗ (j) на Σ, u⃗(j) = 0 на ∂S, ρj = ρ0j на Σj
in, j = 1, 2, (6c)

где ρ0j , j = 1, 2 - заданные положительные постоянные. Символы Re и Ma обозначают

соответственно числа Рейнольдса и Маха; a - заданное положительное число.

Цели и задачи диссертационной работы:

• Исследование корректности задачи обтекания семейства препятствий потоком

смеси вязких сжимаемых жидкостей. Построение сильного решения.

• Исследование зависимости решений задачи обтекания (сформулированной в

предыдущем пункте) от формы области течения.
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• Доказательство существования материальных производных от решения краевой

задачи вида (6).

• Исследование дифференцируемости по области решений краевой задачи и функ-

ционала сопротивления препятствия JD(S) набегающему потоку смеси вязких

сжимаемых жидкостей.

JD(S) = −U⃗∞
2∑
i=1

∫
∂S

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I

)
· n⃗ds.

Большая часть известных результатов для уравнений Навье-Стокса сжимаемых

вязких жидкостей и тем более для уравнений смесей таких сред касается потоков в

областях, ограниченных непроницаемыми стенками, в то время как результаты иссле-

дований неоднородных граничных задач ( таковой является задача (6)) остаются доста-

точно скромными. Из работ, посвященных последней проблеме, укажем статью [89], в

которой доказана теорема существования для нестационарных уравнений Навье-Стокса

вязкой сжимаемой жидкости при постоянных граничных условиях, и работу [77], в ко-

торой установлено существование слабого решения уравнений баротропных течений

вязкого газа в выпуклых областях с выходным отверстием, не зависящим от временной

переменной. Локальные сильные решения (близкие к равномерному потоку) стационар-

ных задач с неоднородными краевыми условиями исследованы в работах [67,85,86] для

двумерных областей в предположении, что на границе области течения поле скоростей

близко к заданному постоянному. Важные результаты о существовании сильных реше-

ний неоднородных краевых задач для стационарных уравнений Навье-Стокса в случае

малых чисел Рейнольдса и Маха получены в работах [47,92,93].

С краевыми задачами механики сплошных сред тесно связаны вариационные за-

дачи по определению оптимальных форм конструкций. Интерес к исследованию в обла-

сти оптимального проетирования значительно возрос в связи с интенсивным развитием

авиационной и космической техники, судостроения, точного машиностроения. На ос-

нове оптимального проектирования достигается значительное снижение веса летатель-

ных аппаратов, улучшение механических характеристик конструкций. Таким образом

исследования в этой области имеют несомненное прикладное значение.

Проблемы оптимального управления имеют и теоретическое значение. Представ-

ляет интерес выделение и исследование новых классов математических задач в этой
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области, учет при оптимальном проектировании различных физических факторов, раз-

работка эффективных методов оптимизации.

Начиная с 80-х годов ХХ столетия активно изучаются задачи оптимального управ-

ления в системах, описываемых дифференциальными уравнениями с частными произ-

водными. Управляющими параметрами в таких системах являются, чаще всего:

I. Коэффициенты дифференциальных операторов или слагаемые в

дифференциальных операторах;

II. Начальные условия;

III. Граничные условия;

IV. Пространственные и временные области изменения аргументов

искомых функций.

В настоящей работе изучается задача управления формой области (IV). Первые

задачи подобного сорта возникли в механике сплошных сред и относились к теории

оптимизации конструкций [4–7, 34, 35, 48, 50, 53, 82, 88]. С математической точки зрения

подобные задачи качественно отличаются от традиционных задач оптимального управ-

ления в ситуациях I-III. Первые общематематические постановки задач оптимального

управления формой области были сделаны в работах Ж.-Л. Лионса [31,32]. Исследова-

ние вопросов существования оптимальных областей для эллиптических управляемых

систем было проведено в работах Ю.С. Осипова и А.П. Суетова [38–40]. В работе Охе-

зина С.П. [41] предлагается использовать метод штрафа по форме области, позволяю-

щий свести задачу, заданную на семействе областей к задаче, определенной в заранее

выбранном фиксированном множестве. Последняя по своей структуре отличается от

первоначальной только наличием дополнительного слагаемого, содержащего всю ин-

формацию о форме области и имеющего билинейную структуру.

С описанием общей теории и библиографии на эту тему можно познакомиться по

источникам [59,62,64,65,81,83,90,104,108].

Одними из первых работ, посвященных исследованию задач оптимального управ-

ления для уравнений Навье-Стокса, являются работы Фурсикова А.В. [54–56]. Их ав-

тору принадлежит большое количество работ по данной тематике с полным списком

которых(до 1999г.) а также с общей теорией оптимального управления для систем урав-

нений с частными производными, можно познакомиться по его книге [57]. Здесь же в [57]

изучена задача о минимизации силы сопротивления тела, движущегося в жидкости,
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заполняющей пространство, причем минимизация производилась за счет управления

скоростью жидкости на границе тела. Указанная задача была сведена к исследова-

нию оптимального управления двумерным потоком жидкости, обтекающим двумерную

ограниченную область с управлением на границе этой области. Проведено доказатель-

ство разрешимости указанной экстремальной задачи и вывод системы оптимальности.

Из работ данного автора, вышедших после 2000 г. отметим работы [58,73,74], посвящен-

ные трехмерным нестационарным течениям жидкости. Здесь рассматриваются зада-

чи минимизации работы, производимой вязкой несжимаемой жидкостью, обтекающей

ограниченное трехмерное тело. При этом минимизация проводится за счет управления

скоростью жидкости с границы обтекаемого тела.

В настоящее время теория управления течением вязкой несжимаемой жидкости

— это достаточно обширная область современной математической физики. Изложение

состояния теории в случае стационарного потока жидкости имеется в монографиях

Алексеева Г.В. и Терешко Д. А. [2] и Алексеева Г.В. [3].

Первый глобальный результат о зависимости от области решений сжимаемых

уравнений Навье-Стокса принадлежит Файрайзелу [68], который затем получил раз-

витие в серии работ [92–97]. В этих работах предложен также алгоритм вычисления

производных функционала сопротивления, определенного на семействе областей. В мо-

нографии P.Plotnikov, J. Sokolowski [92] представлена математическая теория оптими-

зации формы в аэродинамике и изложены новые результаты для сжимаемых уравнений

Навье-Стокса.

Современный обзор по задачам оптимизации формы содержится в монографии

[90], в которой детально описываются современные достижения в оптимизации фор-

мы для эллиптических краевых задач. Здесь представлен широкий спектр примеров и

методов использования современной математики к оптимизации формы.

Топологическая производная в [90] определяется как первое приближение асимп-

тотического разложения заданного функционала относительно малого параметра, кото-

рый измеряет размер возмущений области. За последнее десятилетие топологический

асимптотический анализ расширял область исследования как в теоретическом так и

в численном направлении. Оптимизация формы - одно из его приложений. Автора-

ми A. Novotny, J. Sokolowski [90] представлена теория, которая объединяет классиче-

ский анализ чувствительности в оптимизации формы с ассимптотическим анализом
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посредством построения асимптотических разложений для эллиптических краевых за-

дач. Представленная теория топологических производных является естественным след-

ствием техники анализа чувствительности формы, развитой в монографии [104] J.

Sokolowski, J.-P. Zolesio.

Дифференцируемость по области решений неоднородных краевых задач для ста-

ционарных уравнений Навье - Стокса динамики вязкой несжимаемой жидкости и функ-

ционалов от этих решений исследовалась в работах J. Simon [101], J. A. Bello, E.

Fernandez-Cara, J. Simon [61], J. A. Bello, E. Fernandez-Cara, J. Lemoine, J. Simon [60],

T. Slawig, [102,103].

Обзор результатов, посвященных численным методам и приложениям оптимиза-

ции формы представлен в [63,66,79,80,87].

Задачи оптимизации формы для нестационарных уравнений Навье-Стокса дина-

мики вязкой сжимаемой жидкости исследовалась в работах E. Feireisl, A. H. Novotny,

H. Petzeltova [69], E. Feireisl [68], Z. Tan, Y.H. Zhang [105], P. I. Plotnikov, J. Sokolowski

[98,99].

Краткое изложение содержания работы

В первой главе приводятся некоторые вспомогательные сведения из функци-

онального анализа и теории дифференциальных уравнений, которые используются в

основной части диссертации. В первом параграфе этой главы приводятся необходи-

мые сведения из теории интерполяции, функциональные пространства типа Соболева-

Слободецкого с дробными показателями дифференцируемости, негативные простран-

ства, теоремы вложения, оценки классических операторов векторного анализа в спе-

циальных функциональных пространствах, специальные оценки сложных функций,

некоторые теоремы о разрешимости операторных уравнений, оценки норм и разложе-

ния матричнозначных функций. Материал второго параграфа касается результатов о

разрешимости классической задачи Стокса и некоторых ее модификаций, а также о

разрешимости краевых задач для уравнений переноса в различных функциональных

пространствах.

Вторая глава, состоящая из четырех параграфов, посвящается исследованию

разрешимости ноднородной краевой задачи для уравнений смеси вязких сжимаемых

жидкостей и анализу зависимости ее решения от деформаций области течения.
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Первый параграф содержит постановку задачи об обтекании семейства ком-

пактных препятствий, которая заключается в следующем:

Область течения смеси вязких сжимаемых жидкостей представляет собой область

Ω = B\S евклидова пространства точек x = (x1, x2, x3), где B - ограниченное множе-

ство (например шар достаточно большого радиуса) с границей Σ = ∂B класса С3, S

- компактное множество с границей ∂S класса С3, лежащее строго внутри B. Пусть

x 7→ T⃗ (x) обозначает векторное поле класса C2(R3), равное нулю в окрестности гра-

ницы Σ. Определим отображение x 7→ y = T⃗ε(x) = x + εT⃗ (x), задающее возмущение

формы обтекаемого препятствия S. Для малых ε отображение x 7→ T⃗ε(x) является диф-

феоморфизмом области течения Ω на область Ωε = B\Sε, где Sε = T⃗ε(S) - возмущенное

обтекаемое препятствие.

Стационарное движение смеси в области Ωε описывается следующими уравнени-

ями (записанными в безразмерной форме):

2∑
j=1

[
µij△u⃗

(j)

ε + (µij + λij)∇divu⃗
(j)

ε

]
− Re ρiε(u⃗

(i)

ε · ▽)u⃗
(i)

ε −

− Re

Ma2
∇pi(ρiε) + (−1)i+1a

(
u⃗
(2)

ε − u⃗
(1)

ε

)
= 0 в Ωε, i = 1, 2,

(7a)

div(ρiεu⃗
(i)

ε ) = 0 вΩε, i = 1, 2, (7b)

где u⃗
(1)

ε , u⃗
(2)

ε обозначают поля скоростей компонент смеси (u⃗
(i)

ε : Ωε → R3, i = 1, 2);

ρ1ε, ρ2ε - функции плотностей компонент (ρiε : Ωε → R+, i = 1, 2), а соответствующие

давления piε = piε(ρiε), i = 1, 2, предполагаются известными функциями из С2(R+); по-

стоянные (безразмерные) коэффициенты вязкости µij, λij удовлетворяют условиям (2).

Слагаемые J⃗ (i) = (−1)(i)a(u⃗
(2)
ε − u⃗

(1)
ε ), a = const > 0, i = 1, 2, характеризуют интенсив-

ность обмена импульсами между компонентами смеси. Уравнения (7a) и (7b) отражают

соответственно законы сохранения импульсов и массы компонент смеси.

Относительно векторных полей U⃗ (j), j = 1, 2 и структуры участков «втекания»

Σj
in и участков «вытекания»: Σj

out предполагаются выполненными следующие условия.

Условие 0.1. Множества Γj = clΣj
in ∩

(
Σ\Σj

in

)
, j = 1, 2, («характеристические» ча-

сти поверхности) представляют собой замкнутые одномерные многообразия, такие

что Σ = Σj
in ∪ Γ(j) ∪ Σj

out и кроме того:

•
∫
Σ

U⃗ (j) · n⃗ds = 0, j = 1, 2;
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• cуществует такая постоянная C > 0, что

U⃗ (j) · ∇
(
U⃗ (j) · n⃗

)
> C > 0 наΓj, j = 1, 2.

К уравнениям (7a), (7b) присоединим граничные условия

u⃗
(i)

ε = U⃗ (i) на Σ, u⃗
(i)

ε = 0 на ∂Sε, ρiε = ρ0i на Σi
in, i = 1, 2, (7c)

где ρ0j , j = 1, 2, - заданные положительные постоянные.

Задачу (7) удобно свести к краевой задаче в невозмущенной области Ω для одно-

параметрического семейства дифференциальных уравнений с возмущенными коэффи-

циентами. С этой целью вводятся функции u⃗(i)ε и ρiε, i = 1, 2, определенные в Ω согласно

формулам:

u⃗(i)ε (x) = N(x) u⃗
(i)

ε (x+ εT⃗ (x)), ρiε(x) = ρiε(x+ εT⃗ (x)), x ∈ Ω, i = 1, 2, (8)

где N(x) = (detM(x))M−1(x), M(x) = I + εDT⃗ (x), DT⃗ (x) =
{
∂Ti(x)
∂xj

}
- матрица Якоби

отображения x 7→ T⃗ (x).

Доказывается, что если (u⃗
(i)

ε (y), ρiε(y)), i = 1, 2, – решение задачи (7), то пары

(u⃗
(i)
ε (x), ρiε(x)), i = 1, 2, определенные по формулам (8) являются решением следующей

задачи (индекс ε для краткости записи опущен)
2∑
j=1

µij△u⃗(j) −∇qi =

=
2∑
j=1

µij A
(
u⃗(j)
)
+Re B

(
ρi, u⃗

(i), u⃗(i)
)
+ (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1)) в Ω,

(9a)

divu⃗(i) =
2∑
j=1

gσijpj −
2∑
j=1

gγijqj в Ω, (9b)

u⃗(i) · ▽ρi + ρi

2∑
j=1

gσijpj = ρi

2∑
j=1

gγijqj в Ω, (9c)

u⃗(i) = U⃗ (i) на Σ, u⃗(i) = 0 на ∂S, ρi = ρ0i на Σi
in, i = 1, 2, (9d)

Здесь qi = −
2∑
j=1

g−1(µij + λij)divu⃗
(j) +

Re

Ma2
pi(ρi), i = 1, 2, - эффективные вязкие пото-

ки; g = g(x;N) =
√
detN(x); линейные операторы A, S и нелинейное отображение B

определены по формулам

A(u⃗) = A(u⃗;N) = △u⃗−
(
NT
)−1

div
(
g−1NNT∇

(
N−1u⃗

))
,

B(ρ, u⃗, w⃗) = B(ρ, u⃗, w⃗;N) = ρ
(
NT
)−1

(u⃗ ∇ (N−1w⃗)) ,

S(u⃗) = S(u⃗;N) = g · a
(
NT
)−1

N−1 u⃗;

(10)
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γij - элементы матрицы κ−1, обратной к матрице κ, элементы которой есть

µij + λij, i, j = 1, 2; σij =
Re

Ma2
γij.

Решение краевой задачи (9) строится в виде возмущения специальным образом

выбранного потока. Более точно, решение u⃗(i), ρi, qi, i = 1, 2, задачи (9) ищется в виде:

u⃗(i) = u⃗(i)∗ + v⃗(i), ρi = ρ∗i + φi, qi = q∗i + πi + Λ · pi(ρ∗i ) +
2∑
j=1

(µij + λij)mj, (11)

где ρ∗i = ρ0i = const, Λ =
Re

Ma2
, mj – постоянные, служащие инструментом контроля

масс компонентов смеси в области Ω, u⃗(i)∗ , q(∗)i , i = 1, 2, – достаточно гладкое решение

следующей задачи типа Стокса

2∑
j=1

µij△u⃗(j)∗ −∇q∗i = 0 в Ω, divu⃗(i)∗ = 0 в Ω,

u⃗(i)∗ = U⃗ (i) на Σ, u⃗(i)∗ = 0 на ∂S, Πq∗i = q∗i , i = 1, 2, (Πq = q − 1

|Ω|

∫
Ω

qdx).
(12)

В итоге основным объектом исследования становится задача для возмущений:

2∑
j=1

µij∆v⃗
(j) −∇πi =

=
2∑
j=1

µijA(u⃗(j);N) +ReB(ρi, u⃗(i), u⃗(i);N) + (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1);N) в Ω,

(13a)

divv⃗(i) = g
2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi в Ω, (13b)

u⃗(i) · ∇φi + τiiφi = Ψi[θ⃗] + gmiρi в Ω, (13c)

v⃗(i) = 0 на ∂Ω, φi = 0 на Σi
in, Ππi = πi, (13d)

m⃗ = (m1,m2)
T , m⃗ = (kI − A)−1f⃗ , A = {aij}2i,j=1, f⃗ = (f1, f2)

T ,

k =

∫
Ω

gdx, aij =
1

ρ∗i

∫
Ω

g · ρj · ζ(j)i dx, fi =
1

ρ∗i

∫
Ω

(
2∑
j=1

ζ
(j)
i ·Ψj[θ⃗]− gΦi[θ⃗])dx;

(13e)

−div(u⃗(i) · ζ(i)j ) + τii · ζ(i)j = τjig в Ω, ζ
(i)
j = 0 на Σi

out, i, j = 1, 2. (13f)

Здесь τij – элементы матрицы T = R∗ · κ−1 · P ∗,

P ∗ = P (ρ∗) =

 p′1(ρ
∗
1) 0

0 p′2(ρ
∗
2)

 , R∗ =

 ρ∗1 0

0 ρ∗2

 ,
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Φi[θ⃗] =
1

Λ

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

(
q∗j + πj

)
−

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
Hj(φj), i = 1, 2,

Hj(φj) = pj
(
ρ∗j + φj

)
− pj

(
ρ∗j
)
− p′j

(
ρ∗j
)
φj,

Ψ1[θ⃗] = −gτ12φ2 − g
1

ρ∗1

2∑
j=1

τ1jφ1φj + gρ1Φ1[θ⃗] + (1− g)τ11φ1,

Ψ2[θ⃗] = −gτ21φ1 − g
1

ρ∗2

2∑
j=1

τ2jφ2φj + gρ2Φ2[θ⃗] + (1− g)τ22φ2.

Второй параграф посвящается исследованию корректности задачи о возмущениях

(13), где доказана теорема существования.

Теорема 0.2. Пусть поверхность Σ и векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2) удовлетворяют усло-

вию 0.1. Тогда найдутся такие числа σ∗ > 1 и τ ∗ ∈ (0, 1), что если матрица N выбрана

из условия ∥I −N∥!2(Ω) ≤ τ 2, τ ∈ (0, τ ∗], pj(ρj) ∈ C3(0,∞), j = 1, 2, а параметры задачи

таковы, что 1
Λ
≤ τ 2, Re ≤ τ 2, a ≤ τ 2, |τ12| ≤ τ, |τ21| ≤ τ, τii ≥ σ∗, i = 1, 2, τ ∈ (0, τ ∗], то

задача (13) имеет решение θ⃗ = (v⃗(1), v⃗(2);π1, π2, φ1, φ2), mi, ζ
(j)
i , i, j = 1, 2, такое, что

θ⃗ ∈ V s,r×Xs,r, mi ∈ R, ζ(j)i ∈ Xs,r, где показатели s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞) удовлетворяют

условиям s · r > 3, 2s− 3
r
< 1. При этом вектор θ⃗ принадлежит шару Bτ радиуса τ с

центром в нуле пространства V s,r ×Xs,r.

Здесь V s,r, Xs,r обозначают пространства

Xs,r = W s,r(Ω) ∩W 1,2(Ω), V s,r = W s+1,r(Ω) ∩W 2,2(Ω),

где W s,r(Ω) (s - вещественное число, 1 ≤ r <∞) - стандартное пространство Соболева-

Слободецкого (более подробно об этом см. в гл. 1). Принадлежность векторной вели-

чины F⃗ прямому произведению пространств W1 ×W2 следует понимать в том смысле,

что F⃗ составлен из двух компонентов (векторных или скалярных), разделенных точкой

с запятой F⃗ = (F1;F2) и при этом F1 ∈ W1, F2 ∈ W2. Если W1 = W2 = W , то пишем

F⃗ ∈ W и компоненты вектора разделяем запятой.

Здесь уместно описать и некоторые другие функциональные пространства, кото-

рые встретятся в дальнейшем тексте. Через W s,r
0 (Ω), 0 ≤ s ≤ 1 обозначается замкнутое

подпространство W s,r(R3), состоящее из всех функций u ∈ W s,r(R3), обращающихся в

нуль вне области Ω. Для 0 < s < 1, 1 < r < ∞ обозначим через Ws,r
0 (Ω) интерполяци-

онное пространство [W 0,r
0 (Ω),W 1,r

0 (Ω)]s,r с нормой, определенной методом вещественной
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интерполяции. Пусть 0 ≤ s ≤ 1, 1 < r < ∞, 1
r
+ 1

r′
= 1. Через W−s,r(Ω) обозначим

замыкание Lr(Ω) относительно нормы

∥v∥W−s,r(Ω) = sup

u ∈ Ws,r′

0 (Ω)

∥u∥Ws,r′
0 (Ω)

= 1

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u · vdx

∣∣∣∣∣∣ .

Пространство W−s,r(Ω) для 0 < s < 1, 1 < r < ∞ топологически и алгебраически

изоморфно Банахову пространству
(
Ws,r′

0 (Ω)
)′

, сопряженному Ws,r′

0 (Ω), и может быть

отождествлено с ним.

Для любых 0 ≤ s ≤ 1, 1 < r < ∞, Банахово пространство W−s,r(Ω) представляет

собой замыкание Lr(Ω) по норме

∥v∥W−s,r(Ω) = ∥Lv∥(W s,r′ (Ω))′ ,

где Lv(u) =< v, u >=
∫
Ω

v(x) · u(x)dx - непрерывный функционал на пространстве

W s,r′(Ω), непрерывно вложенном в Lr′(Ω). Если Ω - ограниченная область в R3 с грани-

цей класса C1, то W−s,r(Ω) алгебраически и топологически изоморфно двойственному

пространству (W s,r′(Ω))′ и может быть отождествлено с ним. Введем обозначения

U s,r = Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R, Vs,r = W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R, Zs,r = Ws−1,r(Ω)∩L2(Ω),

Es,r = Zs,r ×Xs,r × R, F s,r = V s,r ×Xs,r × R.

Важнейшим этапом исследования задачи оптимизации формы является доказа-

тельство единственности решения задачи (13) и дифференцируемости ее решения от-

носительно параметра ε. Для этого прежде всего необходимо исследовать зависимость

этих решений от матрицы N , чему посвящается третий параграф второй главы. На

данном этапе структура матрицы N не имеет значения и поэтому сформулированные

ниже результаты справедливы для произвольной гладкой матричнозначной функции

N(x), x ∈ Ω.

Линейная задача для разности. Для разности q⃗0 − q⃗1,

q⃗i = (v⃗
(1)
i , v⃗

(2)
i ;πi1, π

i
2, φ

i
1, φ

i
2, ζ

(1)
1i , ζ

(1)
2i , ζ

(2)
1i , ζ

(2)
2i ;m

i
1,m

i
2), i = 0, 1,
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решений задачи (13), построенных в теореме 0.2 и соответствующих различным матри-

цам N0 и N1, введем обозначения

w⃗(j) = v⃗
(j)
0 − v⃗

(j)
1 , ωj = π0

j − π1
j , ψj = φ0

j − φ1
j , nj = m0

j −m1
j ,

ξ
(k)
j = ζ

(k)
j0 − ζ

(k)
j1 , k, j = 1, 2.

(14)

Из (13) следует, что вектор-функция

q⃗0 − q⃗1 = (w⃗(1), w⃗(2);ω1, ω2, ψ1, ψ2, ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(2)
1 , ξ

(2)
2 ;n1, n2)

является решением следующей линейной задачи

2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi =

2∑
j=1

µijA0(w⃗
(j))+

+ReL(ψi, w⃗(i)) +Di + (−1)i(E + S0(w⃗
(2) − w⃗(1))),

(15a)

divw⃗(i) =
2∑
j=1

αijψj +
2∑
j=1

βijωj + γini + δid, (15b)

u⃗
(i)
0 · ∇ψi + τiiψi = −w⃗(i) · ∇φ1

i +
2∑
j=1

α̂ijψj +
2∑
j=1

β̂ijωj + γ̂ini + δ̂id в Ω, (15c)

−div(u⃗(i)0 ξ
(i)
j ) + τiiξ

(i)
j = div(w⃗(i)ζ

(i)
j1 ) + τjid в Ω, (15d)

w⃗(i) = 0 на Ω, ψi = 0 на Σi
in, ωi = Πωi, ξ

(i)
j = 0 на Σi

out, (15e)

ni =
2∑

k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃kd+

2∑
j=1

(α̃kjψj + β̃kjωj + γ̃kjξ
(k)
j )

]
dx, i, j = 1, 2. (15f)

В записи данных уравнений используются обозначения

Ak(w⃗) = A(w⃗;Nk), Bk(ρ, u⃗, w⃗) = B(ρ, u⃗, w⃗;Nk), Sk(w⃗) = S(w⃗;Nk), k = 0, 1,

L(ψi, w⃗(i)) = B0(ψi, u⃗
(i)
0 , u⃗

(i)
0 ) + B0(ρ

1
i , w⃗

(i), u⃗
(i)
0 ) + B0(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , w⃗

(i)), (16)

E = S0(u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1 )− S1(u⃗

(2)
1 − u⃗

(1)
1 ),

Di =
∑2

j=1 µij

(
A0(u⃗

(j)
1 )−A1(u⃗

(j)
1 )
)
+Re

(
B0(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1 )− B1(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1 )
)
,

d = g0 − g1, gk =
√
detNk.

(17)

Cимволы χ0
ik обозначают элементы матрицы (k(N0)I − A(N0, θ⃗0))

−1. Коэффициенты

αij, βij, γi, δi, α̂ij, β̂ij, γ̂i, δ̂i, α̃ij, β̃ij, γ̃ij, δ̃i, i, j = 1, 2, в правых частях уравнений (15b),

(15c) и (15f) зависят от решений q⃗0 и q⃗1 и рассматриваются как известные функции.
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Сопряженная задача. Задача (15) для разности q⃗0−q⃗1 имеет ту особенность, что

к уравнениям (15c), входящим в состав этой задачи непременимы известные результаты

о транспортных уравнениях, в силу того, что слагаемое w⃗(i) · ∇φ1
i не удовлетворяет

нужным условиям гладкости (не является ни гладким, ни ограниченным). Однако из

теоремы существования вытекает принадлежность слагаемых w⃗(i) · ∇φ1
i пространству

Ws−1,r(Ω), двойственному к W1−s,r′
0 (Ω) и поэтому возникает возможность трактовать

разность q⃗0 − q⃗1 как очень слабое решение задачи (15). В связи с этим сформулируем

сопряженную задачу следующим образом.

Для заданных векторных полей H⃗(i), скалярных полей Gi, Fi,M1i,M2i и констант

si, i = 1, 2 найти векторные поля w⃗
(i)
∗ , скалярные поля ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(j)∗
i и константы n∗

i ,

i, j = 1, 2, такие, что

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j −A0(w⃗

(j)
∗ )
)
− ReHi(w⃗

(i)
∗ )+

+(−1)i+1S0(w⃗
(2)
∗ − w⃗(1)

∗ ) + ψ∗
i · ∇φ1

i +
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j = H⃗(i) в Ω,

(18a)

divw⃗(i)
∗ = Π

2∑
k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k)

]
+ΠGi в Ω, (18b)

−div(ψ∗
i u⃗

(i)
0 ) + τiiψ

∗
i = ReMi(w⃗

(i)
∗ )+

+
2∑

k=1

[
α̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjα̃ji + µkjαjiω

∗
k)

]
+ Fi в Ω,

(18c)

u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗j + τiiξ

(i)∗
j = γ̃ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki +Mji в Ω, (18d)

n∗
i =

∫
Ω

(
γi

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂iψ

∗
i

)
dx+ si, (18e)

w⃗(i)
∗ = 0 на ∂Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in,Πω
∗
i = ω∗

i , i, j = 1, 2. (18f)

Здесь линейные операторы Hi и Mi определены формулами

Hi(⃗h) = ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗− (NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗)),

Mi(⃗h) = (u⃗
(i)
0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )) ·N−1

0 h⃗, i = 1, 2.
(19)

Дальнейшее содержание этого параграфа посвящается доказательству существо-

вания и единственности сильных и слабых решений сопряженной задачи (18). Эти ре-

зультаты позволяют вывести оценки норм разностей w⃗(i), ωi, ψi, ξ
(j)
i , ni.
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Четвертый параграф второй главы содержит доказательство теоремы един-

ственности и доказательство относительной компактности совокупности решений зада-

чи о возмущениях
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
в пространстве W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R2

В третьей главе проводится исследование дифференцируемости по области функ-

ционала сопротивления и решений краевой задачи для уравнений смеси вязких сжима-

емых жидкостей.

Доказательство дифференцируемости существенным образом использует понятие

так называемых материальных производных от решения задачи (13), описанию которых

и выводу уравнений для них посвящается первый параграф третьей главы.

Так как решение q⃗ = (v⃗(1), v⃗(2);π1, π2, φ1, φ2, ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(2)
1 , ζ

(2)
2 ;m1,m2) задачи (13)

является функцией пространственной переменной x = (x1, x2, x3) ∈ Ω и параметра ε,

положим q⃗(ε) = ⟨⟨x→ q (x, ε)⟩⟩ и будем рассматривать q⃗ (и, разумеется, компоненты q⃗)

как функцию от ε со значениями в пространстве функций от x. Материальная произ-

водная q⃗ ′(0) =
(
w⃗(1), w⃗(2);ω1, ω2, ψ1, ψ2, ξ

(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(2)
1 , ξ

(2)
2 ;n1, n2

)
решения

q⃗(ε) = (v⃗(1)(ε), v⃗(2)(ε); π1(ε), π2(ε), φ1(ε), φ2(ε), ζ
(1)
1 (ε), ζ

(1)
2 (ε), ζ

(2)
1 (ε), ζ

(2)
2 (ε);m1(ε),m2(ε))

задачи (13) при ε = 0 определяются следующим образом

w⃗(j) = lim
ε→0

w⃗(j)
ε , ωj = lim

ε→0
ωjε, ψj = lim

ε→0
ψjε, ξ

(i)
j = lim

ε→0
ξ
(i)
jε , nj = lim

ε→0
njε, (20)

w⃗(j)
ε = −ε−1

(
v⃗(j)(0)− v⃗(j)(ε)

)
, ωjε = −ε−1 (πj(0)− πj(ε)) ,

ψjε = −ε−1 (φj(0)− φj(ε)) , ξ
(i)
jε = −ε−1

(
ζ
(i)
j (0)− ζ

(i)
j (ε)

)
,

njε = −ε−1 (mj(0)−mj(ε)) , i, j = 1, 2,

(21)

при условии, что пределы в (20) существуют в некотором смысле.

Уравнения для материальных производных могут быть легко получены формаль-

но подстановкой N(ε) и q⃗(ε) в уравнения (13) и дифференцированием результата по

ε в нуле. Эта формальная процедура дает следующую систему уравнений и краевых
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условий для материальных производных.

2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi = L∗ (ψi, w⃗(i)

)
+D∗

i + (−1)i
(
E∗ + a

(
w⃗(2) − w⃗(1)

))
в Ω,

divw⃗(i) =
2∑
j=1

α∗
ijψj +

2∑
j=1

β∗
ijωj + γ∗i ni + δ∗i d

∗ в Ω,

u⃗(i)(0) · ∇ψi + τiiψi = −w⃗(i) · ∇φi(0) +
2∑
j=1

α̂∗
ijψj +

2∑
j=1

β̂∗
ijωj + γ̂∗i ni + δ̂∗i d

∗ в Ω,

−div
(
u⃗(i)(0)ξ

(i)
j

)
+ τiiξ

(i)
j = div

(
w⃗(i)ζ

(i)
j (0)

)
+ τjid

∗ в Ω,

zw⃗(i) = 0 на ∂Ω, ψi = 0 на Σi
in, ωi = Πωi, ξ

(i)
j = 0 на Σi

out,

ni =
2∑

k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃∗kd

∗ +
2∑
j=1

(
α̃∗
kjψj + β̃∗

kjωj + γ̃∗kjξ
(k)
j

)]
dx, i, j = 1, 2.

(22)

В записи данных уравнений используются обозначения

u⃗(i)(0) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(0), ρi(0) = ρ∗i + φi(0);

D∗
i = −Reρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇

(
Du⃗(i)(0)

)
+ DTu⃗(i)(0) · ∇u⃗(i)(0)

)
+

+
2∑
j=1

µij
(
div
(
T∇u⃗(i)(0)

)
+ DT∆u⃗(i)(0) + ∆

(
Du⃗(i)(0)

))
;

(23)

L∗ (ψi, w⃗(i)
)
= Re

(
ψiu⃗

(i)(0) · ∇u⃗(i)(0) + ρi(0)w⃗
(i) · ∇u⃗(i)(0) + ρiu⃗

(i)(0) · ∇w⃗(i)
)
;

E∗ = aT
(
u⃗(2)(0)− u⃗(1)(0)

)
; d∗ = divT⃗ ; D = divT⃗ I −DT⃗ ; T = divT⃗ I −DT⃗ −

(
DT⃗
)T

.

Коэффициенты α∗
ij, β

∗
ij, γ

∗
i , δ

∗
i ,α̂∗

ij, β̂
∗
ij, γ̂

∗
i , δ̂

∗
i ,α̃∗

ij, β̃
∗
ij, γ̃

∗
ij, δ̃

∗
i , i, j = 1, 2, в правых частях

уравнений (22) зависят от решения задачи (13), соответствующего ε = 0.

Для доказательства разрешимости задачи (22) вводится в рассмотрение сопряжен-

ная задача в следующей постановке: для заданных векторных полей H⃗(i), скалярных

полей Gi, Fi,M1i,M2i и констант si, i = 1, 2, найти векторные поля w⃗(i)
∗ , скалярные поля

ω∗
i , ψ

∗
i , ξ

(j)∗
i и константы n∗

i , i, j = 1, 2, такие, что

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j

)
−ReH∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+ (−1)i+1a

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)
+ ψ∗

i · ∇φi(0)+

+
2∑
j=1

ζ
(i)
j (0) · ∇ξ(i)∗j = H⃗(i) в Ω,

divw⃗(i)
∗ = Π

2∑
k=1

[
β̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃

∗
ji + µkjβ

∗
jiω

∗
k

)]
+ΠGi в Ω,

w⃗(j)
∗ = 0 на ∂Ω, Πω∗

i = ω∗
i , i = 1, 2;

(24a)
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−div
(
ψ∗
i u⃗

(i)(0)
)
+ τiiψ

∗
i = ReM∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+

+
2∑

k=1

[
α̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjα̃

∗
ji + µkjα

∗
jiω

∗
k

)]
+ Fi в Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, i = 1, 2;

(24b)

u⃗(i)(0)∇ξ(i)∗j + τiiξ
(i)∗
j = γ̃∗ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki +Mji в Ω, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in, i, j = 1, 2; (24c)

n∗
i =

∫
Ω

(
γ∗i

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂∗i ψ

∗
i

)
dx+ si, i = 1, 2; (24d)

Здесь линейные операторы H∗
i и M∗

i определены формулами

H∗
i

(
h⃗
)
= ρi(0)∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

(
ρi(0)u⃗

(i)(0)⊗ h⃗
)
,

M∗
i

(
h⃗
)
=
(
u⃗(i)(0)∇u⃗(i)(0)

)
· h⃗, i = 1, 2.

(25)

В первом параграфе третьей главы доказано, что для каждой вектор функции

f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)), f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, задача (24) имеет единственное

решение h⃗∗ =
(
h⃗
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗

)
, h⃗(i)∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r.

Во втором параграфе третьей главы доказана теорема о существовании

материальных производных, то есть что существует такой h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)),

h⃗(i) =
(
w⃗(i);ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i ;ni

)
∈ W1−s,r′

0 (Ω) × W−s,r′(Ω) × R что w⃗
(i)
ε → w⃗(i)

слабо в W1−s,r′
0 (Ω), i = 1, 2,

(
ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε

)
→

(
ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i

)
слабо в

W−s,r′(Ω), i = 1, 2, niε → ni в R при ε → 0. Кроме того, для любых f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),

f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, выполнено тождество

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, Gi⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1 ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ nisi

}
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)

∗ (D∗
i + (−1)iE∗) + d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
j + n∗

iχ
0
ij δ̃

∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i )

)}
dx,

(26)

Здесь h⃗∗ =
(
h⃗
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗

)
, h⃗

(i)
∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r, - решение задачи (24);

D∗
i , E∗ и d∗ определены формулами (23). Символы ⟨ · , · ⟩1 и ⟨ · , · ⟩0 обознача-

ют соотношение двойственности между парами пространств Ws−1,r(Ω), W1−s,r′
0 (Ω) и

W−s,r′(Ω), W s,r(Ω) соответственно для s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞). Тождество (26) означает,

что h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)) является очень слабым решением задачи (22).

Заключительный третий параграф третьей главы посвящается вычислению про-

изводной по области функционала сопротивления. В п.3.1 этого параграфа устанавли-

вется связь материальной производной и производной по области. В п.3.2 получены
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результаты о формуле представления производной по области функционала сопротив-

ления. Более точно получены следующие результаты.

Каждой матрице N(ε) соответствует единственное решение q⃗(ε) задачи (13), ко-

торое в свою очередь порождает решение задачи (9):

u⃗(i)(ε) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(ε), ρi(ε) = ρ∗i + φi(ε),

qi(ε) = q∗i + πi(ε) + Λ · pi (ρ∗i ) +
2∑
j=1

(µij + λij)mj(ε), i = 1, 2.
(27)

Сила сопротивления набегающему потоку со стороны препятствия Sε выражается

посредством формулы

JD(Sε) = −U⃗∞
2∑
i=1

∫
∂Sε

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j)ε +

(
∇u⃗(j)ε

)T)
+ λijdivu⃗

(j)
ε I
]
− Re

Ma2
pi (ρε) I

)
· n⃗ds

(28)

где U⃗∞ - постоянный вектор, имитирующий скорость потока на «бесконечности». Пе-

реходя в формуле (28) к невозмущенной области Ω, получаем для функционала сопро-

тивления следующее представление

JD (Ωε) = −
2∑
i=1

U⃗∞ ·

⟨∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx+

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg
−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N− div

(
u⃗(j)
)
I
)
− qiI

)
NT∇ηdx

⟩
,

(29)

где η - произвольная гладкая функция, тождественно равная 1 в окрестности препят-

ствия S и тождественно равная нулю в окрестности границы Σ. Принимая в качестве

u⃗(i), ρi, qi в (29) функции (27), получим:

JD (Ωε) =
2∑
i=1

(
U⃗∞ · J⃗ i1 (Ωε) + U⃗∞ · J⃗ i2 (Ωε)

)
, (30)

где

J⃗
(i)
1 (Ωε) = −

∫
Ω

Re ηρi(ε)u⃗
(i)(ε)∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

)
dx,

J⃗
(i)
2 (Ωε) =

∫
Ω

qi(ε)N(ε)T∇ηdx−

−
∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg(ε)
−1
(
N(ε)T∇

(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)
+

+∇
(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)T
N(ε)− div

(
u⃗(j)(ε)

)
I
))

N(ε)T∇ηdx.

(31)
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В разделе 3.2 получена явная формула для производной

dJD(Ω)
[
T⃗
]
= lim

ε→0

1

ε
(JD (Ωε)− JD(Ω)) (32)

в терминах материальных производных решений задачи (13). А именно, производная

dJD(Ω)
[
T⃗
]
, определяемая по формуле (32) существует и может быть представлена в

виде

dJD(Ω)
[
T⃗
]
= Lu

(
T⃗
)
+ Le

(
T⃗
)
. (33)

Здесь форма Lu определена равенством

Lu

(
T⃗
)
=

2∑
i=1

(⟨
B⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, A⟩0 + ⟨ψi, Ci⟩0

)
, (34)

где w⃗(i), ωi, ψi, i = 1, 2 - материальные производные;

B⃗(i) =
[
(µ1i + µ2i)∆ηU⃗∞ +Re ρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
· U⃗∞ −Reρi(0)∇u⃗(i)(0) · U⃗∞η

]
,

A = ∇η · U⃗∞, Ci = −Reη
(
u⃗(i)(0) · ∇u⃗(i)(0)

)
· U⃗∞.

(35)

Le имеет вид:

Le

(
T⃗
)
= −

2∑
i=1

U⃗∞Re

∫
Ω

[
ρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
Du⃗(i)(0)

]
dx+

2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
qi(0)DT)∇ηdx−

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij
(
DT∇

(
u⃗(j)(0)

)
−∇

(
Du⃗(j)(0)

)))
∇ηdx+

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

[(
DT∇

(
u⃗(j)(0)

)
−∇

(
Du⃗(j)(0)

))T])∇ηdx+

+
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇
(
u⃗(j)(0)

)
+∇

(
u⃗(j)(0)

)T − div
(
u⃗(j)(0)

)
I
))(

DT⃗
)T

∇ηdx,

(36)

где D = divT⃗ I−DT⃗ .

Формулы (33)-(36) показывают, что производная функционала dJ (Ωε) состоит из

двух частей Lu и Le. Геометрическая часть Le - это интеграл линейной формы от T⃗ по

области Ω. Коэффициенты этой формы определены через решение задачи (13) с N = I

(невозмущенный случай). Следовательно, Le нетрудно вычислить для всех гладких T⃗ .

Динамическая часть Lu, напротив, зависит от T⃗ неявно. Чтобы вычислить Lu следует

найти очень слабое решение линеаризованной задачи, и затем подставить это решение

в (34). Очень слабое решение зависит от T⃗ неявным образом. Если потребуется найти
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Lu для другого векторного поля T⃗ , то придется повторить все вычисления. Однако,

ситуация может быть радикально улучшена, если выразить Lu через, так называемое,

сопряженное состояние, чему посвящен раздел 3.3 третьего параграфа.

Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, приложения и списка литературы из

108 наименований. Главы разбиты на параграфы. Объем диссертации составляет 151

страницы машинописного текста. Текст иллюстрируют 5 рисунков. Нумерация формул

и утверждений (а также определений, замечаний и т. п.) сквозная по всему тексту вида

N.k, где N — номер главы, k — порядковый номер формулы в данной главе (утвержде-

ния, и др.). При этом утверждения, определения и т.п.объекты находятся под единой

нумерацией, т. е., например, за Утверждением N.k следует Определение N.(k+1).

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [13, 15–17, 27–29, 84,

106,106,107].

Автор благодарен своему научному руководителю - профессору, доктору физико-

математических наук Н. А. Кучеру, а также члену-корреспонденту РАН П. И. Плотни-

кову за постоянное внимание к работе.
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Глава 1

Вспомогательные сведения и

обозначения

§ 1. Вспомогательные сведения из функционального
анализа.

1.1. Элементы теории интерполяции.

Определение 1.1. Пара банаховых пространств X = (X0, X1) называется интерпо-
ляционной парой, если они оба непрерывно и линейно вложены в некоторое хаусдорфово
(отделимое), линейное топологическое пространство χ.

Это обстоятельство позволяет определить линейные пространства

Σ(X) = X0 +X1 = {x ∈ χ : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1} , ∆(X) = X0 ∩X1, (1.1)

и ввести в них нормы

∥x∥Σ(X) = inf {∥x0∥X0 + ∥x1∥X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1} , (1.2)

∥x∥∆(X) = max {∥x∥X0 , ∥x∥X1} . (1.3)

Оба пространства Σ(X) и ∆(X) являются банаховыми.

Метод вещественной интерполяции.

Опишем так называемый K-метод [1, 91].

Пусть (X0, X1) интерполяционная пара. Для t ≥ 0 и x ∈ Σ(X) определим так

называемый K-функционал K(t, x) = K(t, x,X) по формуле

K(t, x) = inf {∥x0∥X0 + t∥x1∥X1 : x0 ∈ X0, x1 ∈ X1, x0 + x1 = x} , (1.4)
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При каждом t > 0 это норма в Σ(X), эквивалентная исходной. При фиксированном x

это непрерывная возрастающая выпуклая вверх функция переменного t [8, 52].

Функции K(t, x,X) и t−1K(t, x,X) ограничены сверху. Более того существуют ко-

нечные пределы: lim
t→∞

K(t, x,X) и lim
t→0

t−1K(t, x,X). Отметим так же равенство

t−1K(t, x, (X0, X1)) = K(t−1, x, (X1, X0)) (1.5)

Определение 1.2. Вещественным интерполяционным пространством
Xθ,q = [X0, X1]θ,q при 0 < θ < 1, 1 ≤ q < ∞ называется линейное пространство,
состоящее из всех x ∈ Σ(X), для которых

∥x∥Xθ,q
=

 ∞∫
0

(t−θK(t, x))q
dt

t

 1
q

<∞. (1.6)

Выражение (1.6) – норма и это пространство полное. При q = ∞ норма определяется
формулой

∥x∥Xθ,∞ = sup
t>0

[
t−θK(t, x)

]
. (1.7)

Все пространства Xθ,q содержат ∆(X) и содержатся в Σ(X). Справедливы также

следующие утверждения.

Лемма 1.3. Пусть ∆(X) плотно в X0 ∪X1. Тогда

1. [X0, X1]θ,q = [X1, X0]1−θ,q;

2. ∆(X) плотно в Xθ,q при q <∞;

3. Если X1 ⊂ X0, то Xθ1,q ⊂ Xθ2,q при θ2 < θ1;

4. Если q1 < q2, то Xθ,q1 ⊂ Xθ,q2;

5. Если X0 и X1 совпадают, то с ними совпадают все Xθ,q.

Лемма 1.4. Если X̃i – замкнутое подпространство в Xi, i = 0, 1. Тогда
[X̃0, X̃1]θ,q ⊂ [X0, X1]θ,q и ∥x∥[X0,X1]θ,q ≤ ∥x∥[X̃0,X̃1]θ,q

Лемма 1.5. Пусть X0, X1 – интерполяционная пара и X0 ∩ X1 плотно в X0 и X1.
Пусть 0 < θ < 1, 1 ≤ q < ∞. Тогда банаховы простраства [X ′

0, X
′
1]θ,q′ и [X0, X1]

′
θ,q,

1
q
+ 1

q′
= 1, изоморфны топологически и алгебраически. Следовательно, эти простран-

ства могут быть отождествлены.

Пусть X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) – две интерполяционные пары и T – линей-

ный ограниченный оператор из Σ(X) в Σ(Y ). Обозначим сужение T на Xj через Tj, а

сужение на Xθ,q через Tθ,q.
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Теорема 1.6. Пусть Tj – ограниченные операторы из Xj в Yj с нормами
∥Tj∥ = Mj, (j = 0, 1). Тогда Tθ,q ограниченный оператор из Xθ,q в Yθ,q

(0 < θ < 1, 1 ≤ q ≤ ∞) с нормой Mθ,q, удовлетворяющей неравенству

Mθ,q ≤M1−θ
0 M θ

1 . (1.8)

1.2. Функциональные пространства.

Этот раздел содержит справочный материал относительно тех функциональных

пространств , которые используются в работе. Сюда помещены также другие связанные

с ними факты, которые потебуются для изложения доказательств различных утвержде-

ний.

Пусть Ω область в евклидовом пространстве R точек x = (x1, x2, x3).

C(Ω) обозначает банахово пространство всех ограниченных непрерывных функ-

ций u : Ω → R с нормой

∥u∥C(Ω) = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Ck(Ω) (0 ≤ k < ∞ - целое число) - банахово пространство всех непрерывных в Ω

функций u таких, что

Dαu ∈ C(Ω) для всех |α| ≤ k и ∥u∥Ck(Ω) = max
|α|≤k

∥Dαu∥C(Ω) <∞,

Dαu = Dα1
1 ...D

αn
n u, Diu =

∂u

∂xi
, Dαi

i u =
∂αiu

∂xαi
i

, α = (α1, ..., αn) – вектор с неотрицатель-

ными целочисленными компонентами, |α| =
n∑
i=1

αi.

Пространство С0(Ω) отождествляется с С(Ω).

Для каждого неотрицательного k ≥ 0 и вещественного числа β ∈ (0, 1) через

Ck+β(Ω) обозначаем банахово пространство всех функций u ∈ Ck(Ω) с конечной нормой

∥u∥Ck+β(Ω) = ∥u∥Ck(Ω) +
∑
|α|=k

sup
x, y ∈ Ω

x ̸= y

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x− y|β

.

C∞(Ω) - линейное пространство функций u : Ω → R, производная Dαu любого

порядка которых принадлежит классу C(Ω).

C∞
0 (Ω) - линейное подпространство в C∞(Ω), состоящее из функций, носитель

которых представляет собой компактное множество, лежащее в Ω.
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Пусть Ω ⊂ Rn измеримое по Лебегу множество. Через |Ω| = measΩ мы обозначаем

меру Лебега этого множества. Через Lp(Ω), 1 < p <∞, (соответственно L∞(Ω)) обозна-

чим линейное пространство, определеных почти всюду на Ω вещественных функций

u(x) таких, что |u(x)|p интегрируемы (по Лебегу) на Ω. Это пространство с нормой

∥u∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|u|p dx

 1
p

(соответственно ∥u∥L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u(x)|) является банаховым пространством. При

p = 2 мы получаем гильбертово пространство L2(Ω), норма в котором ассоциирова-

на со скалярным произведением

(u, v) =

∫
Ω

u(x) · v(x) dx.

Пространство Соболева Wm,p(Ω) с целым неотрицательным m и 0 < p < ∞ –

это подпространство функций из Lp(Ω) все частные производные (в смысле Соболева)

которых до порядка |α| ≤ m принадлежат Lp(Ω). Wm,p(Ω) – банахово пространство с

нормой

∥u∥Wm,p(Ω) = ∥u∥m,p,Ω =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥pLp(Ω)

 1
p

.

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) представляет собой гильбертово пространство со скалярным произ-

ведением

((u, v)))Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv) dx.

Пространство Wm,p
0 (Ω) (m - целое неотрицательное число) определим как замы-

кание множества C∞
0 (Ω) в пространстве Wm,p(Ω). В частности Hm

0 (Ω) ≡ Wm,2
0 (Ω).

Для вещественных s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞) функциональное пространство Соболе-

ва W s,r(Ω) получается методом вещественной интерполяции между Lr(Ω) и W 1,r(Ω) и

состоит из измеримых функций с конечной нормой

∥u∥W s,r(Ω) = ∥u∥Lr(Ω) + |u|s,r,Ω, |u|rs,r,Ω =

∫
Ω×Ω

|x− y|−3

(
|u(x)− u(y)|

|x− y|s

)r
dxdy.

В общем случае пространство W l+s,r(Ω), 0 < s < 1, 1 ≤ r < ∞, l ≥ 0 – целое число,

определяется как пространство измеримых функций с конечной нормой

∥u∥W l+s,r(Ω) = ∥u∥W l,r(Ω) + sup
|α|=l

∥Dαu∥W s,r(Ω).
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Сформулируем теперь ряд утверждений из теории вложения функциональных

пространств.

Теорема 1.7. Пусть Ω ⊂ Rn ограниченная область с границей класса C1, либо Ω = Rn.
Пусть s · r > n и 0 ≤ α < s − n

r
. Тогда вложение W s,r(Ω) ↪→ Cα(Ω) непрерывно.

Если Ω - ограниченная область с границей класса C1, то вложение компактно (т.е.
каждое ограниченное подмножество в W s,r(Ω) является относительно компактным
в Cα(Ω)).

Кроме того, при условии s · r > n справедливо неравенство

∥uv∥W s,r(Ω) ≤ c(s, r)∥u∥W s,r(Ω)∥v∥W s,r(Ω).

Пусть Ω - ограниченная область с границей класса C1. Если s · r < n и 1
p
= 1

r
− s

n
,

то вложение W s,r(Ω) ↪→ Lp(Ω) непрерывно.
Если s > 0, 1 < r < q <∞, l = s− n

r
+
n

q
, то

∥u∥W l,q(Ω) ≤ c(s, r, l, q,Ω)∥u∥W s,r(Ω).

Через W s,r
0 (Ω), 0 ≤ s ≤ 1 обозначается замкнутое подпространство W s,r(R3), со-

стоящее из всех функций u ∈ W s,r(R3), обращающихся в нуль вне области Ω. Для

0 < s < 1, 1 < r < ∞ обозначим через Ws,r
0 (Ω) интерполяционное пространство[

W 0,r
0 (Ω),W 1,r

0 (Ω)
]
s,r

с нормой, определенной методом вещественной интерполяции. От-

метим, что Ws,r
0 (Ω) ⊂ W s,r(R3) т.е. Ws,r

0 (Ω) состоит из всех элементов из W s,r(Ω), таких

что их продолжение нулем вне Ω имеет конечную Ws,r
0 (Ω) норму; W 1,r

0 (Ω) ⊂ Ws,r
0 (Ω) и

C∞
0 (Ω) плотно в Ws,r

0 (Ω).

Пусть Ω = Rn или Ω ограниченная область в Rn с границей класса C1.

Определим соотношение

⟨u, v⟩ =
∫
Ω

u · vdx. (1.9)

для всех функций, для которых правая часть равенства имеет смысл. Для r ∈ (1,∞)

каждый элемент v ∈ Lr(Ω) определяет линейный непрерывный функционал наW s,r′

0 (Ω),

где r′ =
r

r − 1
, s ≥ 0. Этот функционал мы обозначим через Lv и положим

Lv(u) = ⟨u, v⟩.

Для элемента v ∈ Lr(Ω) определим (−s, r) - норму как норму функционала Lv,

т.е.

∥v∥W−s,r(Ω) = sup

u ∈ W s,r′

0 (Ω)

∥u∥
W s,r′

0 (Ω)
= 1

|Lv(u)| . (1.10)
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Пусть 0 ≤ s ≤ 1, 1 < r < ∞,
1

r
+

1

r′
= 1. Через W−s,r(Ω) обозначим пополнение

пространства Lr(Ω) относительно (−s, r) – нормы, определяемой по формуле (1.10). Для

целых значений s пространство W−s,r(Ω) топологически и алгебраически изоморфно

пространству
(
W s,r′

0 (Ω)
)′

, сопряженному к прстранству W s,r′

0 (Ω) [92].

Символ W−s,r(Ω) обозначает замыкание Lr(Ω) относительно нормы

∥v∥W−s,r(Ω) = sup

u ∈ Ws,r′

0 (Ω)

∥u∥Ws,r′
0 (Ω)

= 1

|⟨u, v⟩| .

Пространство W−s,r(Ω) для 0 < s < 1, 1 < r < ∞ топологически и алгебраически

изоморфно банахову пространству
(
Ws,r′

0 (Ω)
)′

, сопряженному к Ws,r′

0 (Ω) и может быть

отождествлено с ним [92].

Отображение v 7→ Lv, Lv(u) = ⟨v, u⟩ =

∫
Ω

v(x) · u(x)dx, v ∈ Lr(Ω), r ∈ (1,∞),

u ∈ Lr
′
(Ω), r′ =

r

r − 1
, определяет изометрию между пространствами Lr(Ω) и (Lr

′
(Ω))′.

Так как пространство W s,r′(Ω), s > 0, непрерывно вложено в Lr
′
(Ω), то Lv является

непрерывным функционалом на W s,r′(Ω) с конечной нормой

∥v∥(W s,r′ (Ω))′ = sup

u ∈ W s,r′(Ω)

∥u∥W s,r′ (Ω) = 1

|Lv(u)| . (1.11)

Для каждого s ∈ (0, 1] и r ∈ (0,∞), банахово пространство W−s,r(Ω) определим

как пополнение Lr(Ω) по норме (1.11), то есть

∥v∥W−s,r(Ω) = ∥Lv∥(W s,r′ (Ω))′ .

Как известно, W−s,r(Ω) алгебраически и топологически изоморфно двойственно-

му пространству (W s,r(Ω))
′
и может быть отождествлено с ним. Кроме того, W−s,r(Ω)

является интерполяционным пространством

W−s,r(Ω) =
[
Lr(Ω),W−1,r(Ω)

]
s,r

=

([
Lr

′
(Ω),W 1,r′(Ω)

]
s,r′

)′

.

1.3. Специальные функциональные пространства и неравенства

Условимся принадлежность векторной величины F⃗ прямому произведению про-

странств W1 ×W2 ×W3 понимать в том смысле, что F⃗ составлен из трех компонентов
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(векторных или скалярных), разделенных точкой с запятой F⃗ = (F1;F2;F3) и при этом

F1 ∈ W1, F2 ∈ W2, F3 ∈ W3. Если W1 =W2 =W3 =W , то пишем F⃗ ∈ W и компоненты

вектора разделяем запятой.

Для формулировки результата о корректности краевой задачи для уравнений

Стокса в пространствах Соболева-Слободецкого с вещественными покзателями диф-

ференцируемости введем следующие функциональные пространства:

Xs,r = W s,r(Ω) ∩W 1,2(Ω), V s,r = W s+1,r(Ω) ∩W 2,2(Ω),

Zs,r = Ws−1,r(Ω) ∩ L2(Ω), T s,r = W s+1− 1
r
,r(∂Ω) ∩W

3
2
,2(∂Ω), 0 < s < 1, 1 < r <∞,

с нормами, определенными соответственно по формулам

∥φ∥Xs,r = ∥φ∥W s,r(Ω) + ∥φ∥W 1,2(Ω), ∥v∥V s,r = ∥v∥W s+1,r(Ω) + ∥v∥W 2,2(Ω),

∥f∥Zs,r = ∥v∥Ws−1,r(Ω) + ∥v∥L2(Ω); ∥g∥T s,r = ∥g∥
W s+1− 1

r ,r(∂Ω)
+ ∥g∥

W
3
2 ,2(∂Ω)

.

Для всех s ∈ (0, 1) и r ∈ (1,∞) введем следующие обозначения для произведений

пространств

U s,r = Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R, Vs,r =W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R,

Es,r = Zs,r ×Xs,r × R, F s,r = V s,r ×Xs,r × R.

Имеют место следующие утверждения

Лемма 1.8. Пусть Ω ⊂ R3 ограниченная область с границей класса С1 и
0 < s < 1 < r < ∞. Тогда пространства W s,r(Ω), W s+1,r(Ω), Xs,r и V s,r рефлексив-
ны.

Лемма 1.9. Предположим, что показатели s, r удовлетворяют условиям

1/2 < s < 1, r <∞, 2s− 3r−1 < 1, sr > 3, (1− s) r > 3.

Тогда пространство Lr(Ω)×W 1,r(Ω)× R содержится в Es,r и плотно в U s,r.

Лемма 1.10. Пусть Ω ⊂ R3 ограниченная область с границей класса С1 и
0 < s < 1 < r < ∞. Тогда существует константа c, зависящая от Ω, s, r, такая
что

∥uv∥W s,r(Ω) ≤ c∥u∥L∞(Ω)∥v∥W s,r(Ω) + c∥u∥W s,r(Ω)∥v∥L∞(Ω), (1.12)

∥uv∥Xs,r ≤ c∥u∥L∞(Ω)∥v∥Xs,r + c∥u∥Xs,r∥v∥L∞(Ω). (1.13)

Если к тому же sr > 3, то

∥uv∥W s,r(Ω) ≤ c∥u∥W s,r(Ω)∥v∥W s,r(Ω), (1.14)

∥uv∥Xs,r ≤ c∥u∥Xs,r∥v∥Xs,r . (1.15)
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Лемма 1.11. Пусть Ω ограниченная область с границей класса С1 и
0 < s < 1 < r < ∞. Тогда операторы div : W s,r(Ω) → Ws−1,r(Ω) и
∇ : W s,r(Ω) → Ws−1,r(Ω) непрерывны. В частности, существует константа c,
зависящая только от Ω, s, r, такая что

∥divu∥Ws−1,r(Ω) ≤ c∥u∥W s,r(Ω), ∥∇u∥Ws−1,r(Ω) ≤ c∥u∥W s,r(Ω).

Лемма 1.12. Пусть Ω ограниченная область с границей класса С1 и
0 < s < 1 < r < ∞. Тогда для каждой матричнозначной функции M ∈ С1(Ω)

и w⃗ ∈ Ws−1,r(Ω)

∥Mw⃗∥Ws−1,r(Ω) ≤ c(Ω, s, r)∥M∥C1(Ω)∥w⃗∥Ws−1,r(Ω).

Лемма 1.13. Пусть показатели r и s удовлетворяют условиям

1/2 < s < 1, r <∞, sr > 3, (1− s) r > 3, (1.16)

а функции ς ∈ W s,r (R3), w ∈ W 1−s,r′ (R3), r′ = r/ (r − 1), имеют компактные носители
в шаре B ⊂ R3. Тогда имеет место неравенство

∥ς w∥W 1−s,r′ (R3) ≤ c ∥w∥W 1−s,r′ (R3) ∥ς∥W s,r(R3) (1.17)

где константа c зависит только от r, s и диаметра шара B.

Лемма 1.14. Пусть Ω ⊂ R3 ограниченная область с границей класса C1. Пусть для
показателей s ∈ (0, 1) и r ∈ (0,∞) выполнены неравенства

1/2 < s < 1, r <∞, sr > 3, (1− s) r > 3, (1.18)

и φ, ς ∈ W s,r(Ω) ∩ W 1,2(Ω) и w⃗ ∈ W1−s,r′
0 (Ω). Тогда существует посто-

янная c, зависящая только от s, r и Ω, такая, что трилинейная форма

B (w⃗, φ, ς) =

∫
Ω

ςw⃗ · ∇φdx удовлетворяет неравенству

|B (w⃗, φ, ς)| ≤ c ∥w⃗∥W1−s,r′
0 (Ω)

∥φ∥W s,r(Ω) ∥ς∥W s,r(Ω) (1.19)

и может быть непрерывно продолжена до B : W1−s,r′
0 (Ω)×W s,r(Ω) → R. В частности,

ς∇φ ∈ Ws−1,r(Ω) и ∥ς∇φ∥Ws−1,r(Ω) ≤ c ∥φ∥W s,r(Ω) ∥ς∥W s,r(Ω) . (1.20)

Доказательство лемм 1.8 - 1.14 имеются, например, в [92].

Оценки сложных функций.

Пусть Ω область в R3, где BK = {x : |x| ≤ K} ⊂ R3 - шар радиуса K.
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Лемма 1.15. Пусть u, v ∈ W s,r(Ω), s ∈ (0, 1), sr > 3, - произвольные функции, об-
ласти значений которых лежат в шаре BK и f ∈ C2(Ω × BK), тогда имеют место
оценки

∥f(·, u)∥W s,r(Ω) ≤ c(s, r)∥f∥C1(Ω×BK)(1 + ∥u∥W s,r(Ω)), (1.21)

∥f(·, v)− f(·, u)∥W s,r(Ω) ≤ c(s, r)∥f∥C2(Ω×BK)(1 + ∥u∥W s,r(Ω) + ∥v∥W s,r(Ω))∥u− v∥W s,r(Ω).

(1.22)

Доказательство. Начнем с доказательства утверждения (1.21). Отметим, что

для каждой функции f

∥f∥W s,r(Ω) = ∥f∥L2(Ω) + |f |s,r,Ω.

Так как функция |f(x, u(x))| ограничена величиной ∥f∥C(Ω×Bk), достаточно оценить

|f |s,r,Ω. Имеем

|f(x, u(x))− f(y, u(y))|r ≤ c(r)∥f∥r
C1(Ω×Bk)(|x− y|r + |u(x)− u(y)|r)

которое вместе с неравенством −3− sr + r > −3 дает

|f(·, u)|rs,r,Ω =

∫
Ω

∫
Ω

|f(x, u(x))− f(y, u(y))|r|x− y|−3−rsdxdy ≤

≤ c∥f∥rC1(Ω×Bk)
×

×


∫
Ω

∫
Ω

|x− y|−3−rs+rdxdy +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|r|x− y|−3−rsdxdy

 ≤

≤ c∥f∥rC1(Ω×Bk)
(1 + ∥u∥rs,r,Ω) ≤ c∥f∥rC1(Ω×Bk)

(1 + ∥u∥rW s,r(Ω)).

(1.23)

Неравенство (1.21) доказано.

Докажем (1.22). Имеем

f(x, u(x))− f(x, v(x)) = (u− v)

1∫
0

∇uf(x, tu+ (1− t)v)dt.

Согласно доказанному

∥∇uf(·, tu+ (1− t)v)∥W s,r(Ω) ≤ с∥f∥C2(Ω×Bk)(1 + ∥tu+ (1− t)v∥W s,r(Ω))

≤ с∥f∥C2(Ω×Bk)(1 + t∥u∥W s,r(Ω) + (1− t)∥v∥W s,r(Ω)).

Таким образом, получаем∥∥∥∥∥∥
1∫

0

∇uf(·, tu+ (1− t)v)dt

∥∥∥∥∥∥
W s,r(Ω)

≤
1∫

0

∥∇uf(·, tu+ (1− t)v)∥W s,r(Ω) dt ≤

≤ c∥f∥C2(Ω×Bk)

1∫
0

(
1 + t∥u∥W s,r(Ω) + (1− t)∥v∥W s,r(Ω)

)
dt ≤

≤ c∥f∥C2(Ω×Bk)

(
1 + ∥u∥W s,r(Ω) + ∥v∥W s,r(Ω)

)
.
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Отсюда и из оценки (1.14) получаем

∥f(·, v)− f(·, u)∥W s,r(Ω) ≤ ∥u− v∥W s,r(Ω)

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

∇uf(·, tu+ (1− t)v)dt

∥∥∥∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c(s, r)∥f∥C2(Ω×BK)(1 + ∥u∥W s,r(Ω) + ∥v∥W s,r(Ω))∥u− v∥W s,r(Ω).

Лемма 1.16. Предположим, что f ∈ C2(Ω × BK) и функции u, v ∈ Xs,r,
s ∈ (0, 1), sr > 3, таковы, что supΩ |u(x)| ≤ K, supΩ |v(x)| ≤ K. Тогда имеют ме-
сто оценки

∥f(·, u)∥Xs,r ≤ c(s, r)∥f∥C1(Ω×BK)(1 + ∥u∥Xs,r), (1.24)

∥f(·, v)− f(·, u)∥Xs,r ≤ c(s, r)∥f∥C2(Ω×BK)(1 + ∥u∥Xs,r + ∥v∥Xs,r)∥u− v∥Xs,r . (1.25)

Лемма 1.16 доказана в [92].

1.4. Некоторые теоремы из анализа

Обратимость линейных операторов.

Лемма 1.17. Пусть V рефлексивное банахово пространство, V ′ - его сопряженное, и
A : V → V ′ - линейный оператор, для некоторого σ > 0 удовлетворяющий неравенству

⟨A[φ], φ⟩ ≥ σ∥φ∥2V для всех φ ∈ V.

Тогда A имеет обратный A−1 : V ′ → V и

∥A−1[ψ]∥V ≤ σ−1∥ψ∥V ′ для всех ψ ∈ V ′.

Теорема Тихонова

Теорема 1.18. Пусть A – рефлексивное банахово пространство, такое что A′ яв-
ляется сепарабельным. Пусть K ⊂ A замкнутый шар и φ : K → K секвенци-
ально непрерывное отображение т.е., φ(un) ⇀ φ(u) для любой последовательности
K ∋ un ⇀ u ∈ K. Тогда существует w ∈ K такое, что w = φ(w).

Оценки норм матричнозначных функций

Лемма 1.19. Пусть N(x), x ∈ Ω, - квадратная матрица класса С2(Ω). Существуют
такие абсолютные постоянные τ0 ∈ (0, 1) и c > 0, что из условия ∥I −N∥C2(Ω) ≤ τ 2,
τ ∈ (0, τ0), следуют неравенства

∥I−N−1∥C2(Ω) ≤ сτ 2, ∥1− g±1∥C2(Ω) ≤ сτ 2.

Здесь g =
√
detN(x).
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Доказательство леммы 1.19 имеется в [92].

Предположим, что Ω ⊂ R3 - ограниченная область и T⃗ ∈ R3 - вектор-

ное поле класса C2(Ω). Для малых ε отображение x 7→ T⃗ε(x) = x + εT⃗ (x) яв-

ляется диффеоморфизмом области Ω на область Ωε = T⃗ε(Ω). Определим матрицу

N (ε) как присоединенную матрицу для матрицы Якоби отображения I + εT⃗ , т.е.

N(x) = det
(
I+ εDT⃗ (x)

)(
I+ εDT⃗ (x)

)−1

, DT⃗ (x) =

{
∂Ti
∂xj

(x)

}
. Введем обозначение

g(x) =
√
detN(x).

Лемма 1.20. Существуют числа ε1 > 0 и c, c1, зависящие от
∥∥∥T⃗∥∥∥

C2(Ω)
такие, что

для любого ε ∈ [0; ε1] имеет место представление

N (ε)±1 = I± εD+ ε2D±, g (ε)±1 = 1± εdivT⃗ + ε2g±, (1.26)

где D = divT⃗ I−DT⃗ и справедлива оценка

∥∥D±∥∥
C2(Ω)

+
∥∥g±∥∥

C2(Ω)
≤ c. (1.27)

Отклонения N (ε)±1 − I и g (ε)±1 − 1 удовлетворяют неравенству

∥∥N (ε)±1 − I
∥∥
C2(Ω)

+
∥∥g (ε)±1 − 1

∥∥
C2(Ω)

≤ c1ε. (1.28)

§ 2. Вспомогательные сведения из теории дифферен-
циальных уравнений

2.1. Задача Стокса.

• Операции

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x), (αf)(x) = αf(x)

позволяют рассматривать множество C∞
0 (Ω) как линейное простанство. На мно-

жестве C∞
0 (Ω) может быть введена локально выпуклая топология, сходимость

fn → f при n → ∞ в которой означает, что существует компактное множество

K ⊂ Ω такое, что supp fn ⊂ K ∀ n = 1, 2, ..., и для любого дифференциального

оператора Dα последовательность {Dαfn(x)} сходится к Dαf(x) равномерно на K.

Топологизированное таким способом множество C∞
0 (Ω) обозначают через D(Ω) и

называют пространством основных функций.
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• Элементы сопряженного пространства D′(Ω), т.е. линейные непрерывные функ-

ционалы, заданные на локально выпклом линейном топологическом пространстве

D(Ω) называются «распределениями» или «обобщенными функциями» в смысле

Соболева-Шварца.

• Через V обозначим следующее линейное пространство (без топологии):

V = {u⃗ ∈ D(Ω) : divu⃗ = 0}

• H – замыкание линейного множества V в пространстве L2(Ω)

• V – замыкание линейного множества V в пространстве H1
0 (Ω). Это пространство

может быть охарактеризовано следующим образом [51]:

Если Ω – ограниченная область с липшицевой границей, то

V =
{
u⃗ ∈ H1

0 (Ω) : divu⃗ = 0
}
.

• Векторное поле с суммируемой дивергенцией. Рассмотрим следующее ли-

нейное множество

E(Ω) = {u⃗ ∈ (L2(Ω))n : div u⃗ ∈ L2(Ω)}.

Будучи снабжено скалярным произведением

((u⃗, v⃗)))E(Ω) = (u⃗, v⃗) + (divu⃗, divv⃗) ,

это множество становится гильбертовым пространством, полным в ассоциирова-

ной норме

∥u⃗∥E(Ω) =
{
((u⃗, u⃗))E(Ω)

} 1
2 =

{
∥u⃗∥2L2(Ω) + ∥divu⃗∥2L2(Ω)

} 1
2

• Напомним некоторые факты, касающиеся теорем о следах. Пусть Ω – ограничен-

ная областьс границей Γ ∈ С2. Известно,что тогда определен линейный оператор

γ0 ∈ L(H1(Ω), L2(Γ)) (оператор следа), такой что γ0u = u |Γ для каждой функции

u ∈ H1(Ω) ∩ C2(Ω̄). Пространство H1
0 (Ω) совпадает с ядром оператора γ0. Образ

γ0(H
1(Ω)) пространства H1(Ω) является плотным подпространством в L2(Γ); оно

обозначается через H
1
2 (Γ); пространство H

1
2 (Γ) может быть снабжено нормой,

индуцированой из H1(Ω) с помощью γ0. Кроме того, существует непрерывный
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оператор (оператор поднятия) lΩ ∈ L(H
1
2 (Γ), H1(Ω)), такой что γ0 ◦ lΩ есть тожде-

ственный оператор в H
1
2 (Γ). Эти результаты доказаны, например, в [33].

Для вектор функций из E(Ω) имеет место следующий результат о следах [51].

Теорема 1.21. Пусть Ω ограниченная область с границей Γ ∈ С2, тогда су-
ществует линейный непрерывный оператор γn ∈ L(E(Ω), H− 1

2 (Γ)) такой, что
γnu⃗ = u⃗ · n⃗ |Γ , для всех u⃗ ∈ D(Ω̄). Для всех u⃗ ∈ E(Ω) и w ∈ H1(Ω) имеет место
формула Стокса.

(u⃗,∇w) + (divu⃗, w) = ⟨γnu⃗, γ0w⟩H− 1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

(1.29)

Здесь через H− 1
2 (Γ) обозначено пространство, сопряженное к H

1
2 (Γ), символ ⟨ , ⟩

обозначает соотношение двойственности между пространствами H− 1
2 (Γ) и H

1
2 (Γ).

Приведем теперь результаты о корректности задачи типа Стокса в той форме,

в которой это потребуется в дальнейшем, в частности, в пространствах Соболева-

Слободецкого с вещественными показателями.

Пусть Ω – ограниченная область в R3 с границей Γ и f⃗ ∈ L2(Ω) – заданная вектор-

функция на Ω. Ищется вектор функция u⃗ = (u1, u2, u3) и скалярная функция p, которые

определены в Ω и удовлетворяют следующим уравнениям и граничным условиям

−△u⃗+∇p = f⃗ в Ω, (1.30)

divu⃗ = 0 в Ω, (1.31)

u⃗ = 0 на Γ. (1.32)

Если u⃗, p, f⃗ – гладкие функции, удовлетворяющие (1.30)-(1.32), то умножая (1.30)

скалярно на вектор-функцию v⃗ ∈ V и интегрируя по частям приходим к равенству.

((u⃗, v⃗)) = (f⃗ , v⃗), ∀v⃗ ∈ V , (1.33)

((u⃗, v⃗)) =

∫
Ω

∇u⃗ : ∇v⃗, (f⃗ , v⃗) =
∫
Ω

f⃗ · v⃗.

Определение 1.22. Обобщенным решением задачи (1.30)-(1.32) называется функция
u⃗ ∈ V , удовлетворяющая равенству

((u⃗, v⃗)) = (f⃗ , v⃗), ∀v⃗ ∈ V. (1.34)
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Замечание 1.23. В том случае, когда Ω – ограниченная область с границей Γ ∈ С2

данное выше определение решения (называемое иногда "вариационной формулировкой
задачи (1.30)-(1.32)") эквивалентно следующему:

(i) u⃗ ∈ H1
0 (Ω);

(ii) существует p ∈ L2(Ω), такое что

−△u⃗+∇p = f⃗ в D′(Ω); (1.35)

(iii)
divu⃗ = 0 в D′(Ω); (1.36)

(iv)
γ0u⃗ = 0. (1.37)

Классический результат о разрешимости задачи Стокса формулируется следую-

щим образом [30,51,75].

Теорема 1.24. Для произвольной ограниченной области Ω класса С2 и для каждого
f⃗ ∈ L2(Ω) задача (1.34) имеет единственное решение u⃗ и найдется функция p ∈ L2(Ω)

такая, что для (u⃗, p) выполнены уравнения (1.35)-(1.37). Эти результаты остаются
справедливыми и при f⃗ ∈ H−1(Ω)

Сформулируем теперь более общий результат [51] о разрешимости задачи Стокса:

Теорема 1.25. Пусть Ω – ограниченная область в Rn класса С2. Пусть заданы
f⃗ ∈ H−1(Ω), g ∈ L2(Ω) и φ⃗ ∈ H

1
2 (Γ), такие, что∫

Ω

g dx =

∫
Γ

φ⃗ · n⃗ds (1.38)

Тогда существует пара u⃗ ∈ H1(Ω), p ∈ L2(Ω), являющаяся решением неоднородной
задачи Стокса

−△u⃗+∇p = f⃗ в Ω, (1.39)

divu⃗ = g в Ω, (1.40)

γ0u⃗ = φ, (1.41)

причем u⃗ – единственно и p определяется с точностью до аддитивной постоянной

Замечание 1.26. Поскольку H
1
2 (Γ) = γ0(H

1(Ω)), то существует u⃗0 ∈ H1(Ω), такое
что γ0u⃗0 = φ. Из формулы Стокса (1.29) и условия (1.38) следует равенство∫

Ω

(g − divu⃗0) dx = 0 (1.42)
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Обозначим через u⃗1 решение следующей задачи

divu⃗1 = g − divu⃗0 в Ω, γ0u⃗1 = 0. (1.43)

Согласно результатам Боговского [10] решение задачи (1.43) существует и принад-
лежит классу H1

0 (Ω). Таким образом обобщенным решением задачи ((1.39)-(1.41)) на-
зывается векторное поле u⃗ = v⃗ + u⃗0 + u⃗1 и скалярное поле p, где (v⃗, p) есть решение
следующей задачи Стокса

−△v⃗ +∇p = f⃗ +△(u⃗0 + u⃗1) в Ω,

divv⃗ = 0 в Ω,

v⃗ = 0, на ∂Ω.

Общий результат о существовании и регулярности решения в пространствах

Wm,r(Ω) с целым неотрицательным m и Ω ⊂ Rn, n = 2 или n = 3 дает следующая

теорема [51].

Теорема 1.27. Пусть Ω – область в Rn, n = 2; 3, класса Сk, k = max(m + 2, 2),
где m – целое, m ≥ −1. Пусть заданы f⃗ ∈ Wm,r(Ω), g ∈ Wm+1,r(Ω) и
φ⃗ ∈ Wm+2− 1

r
,r(Γ), 1 < r <∞, удовлетворяющие условию согласования∫

Ω

g dx =

∫
Γ

φ⃗ · n⃗ds (1.44)

Тогда существуют единственные функции u⃗ и p (p единственно с точностью до ад-
дитивной постоянной), являющиеся решением задачи (1.39)-(1.41), принадлежащие
классу u⃗ ∈ Wm+2,r(Ω), p ∈ Wm+1,r(Ω) и удовлетворяющие оценке

∥u⃗∥Wm+2,r(Ω) + ∥p∥Wm+1,r(Ω)/R ≤ c0

{
∥f⃗∥Wm,r(Ω) + ∥g∥Wm+1,r(Ω) + ∥φ⃗∥

Wm+2− 1
r ,r(Γ)

}
(1.45)

Замечание 1.28. Решение (u⃗, p) ∈ Wm+2,r(Ω)×Wm+1,r(Ω),m ≥ −1 задачи (1.39)-(1.41)
принадлежит пространству W 1,r(Ω) × Lr(Ω) и является слабым решением данной
задачи следующей структуры:

• u⃗ = v⃗ + u⃗0 + u⃗1, где u⃗0 ∈ W 1,r(Ω) и γ0u⃗0 = φ⃗ ∈ W 1− 1
r
,r(Γ);

• u⃗1 ∈ W 1,r(Ω) - есть решение задачи Боговского [10]:

divu⃗1 = g − divu⃗0 ∈ Lr(Ω), γ0u⃗1 = 0

• пара (v⃗, p) ∈ W 1,r
0 (Ω)× Lr(Ω) является решением задачи Стокса

−△v⃗ +∇p = f⃗ +△(u⃗0 + u⃗1) в Ω,

divv⃗ = 0 в Ω,

v⃗ = 0, на ∂Ω,

в том смысле, что тождество
∫
Ω

∇v⃗ : ∇ψ⃗dx = ⟨F⃗ , ψ⃗⟩
W−1,r(Ω);W 1,r′

0 (Ω)
удо-

влетворяется для любой вектор-функции ψ⃗ ∈ D1,r′

0 (Ω), 1
r
+ 1

r′
= 1, где

D1,r′

0 (Ω) = {ψ⃗ ∈ W 1,r′

0 (Ω) : divψ⃗ = 0} (-замкнутое подпространство W 1,r′

0 (Ω))
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Для формулировки результата о корректности краевой задачи для уравнений

Стокса в пространствах типа Соболева-Слободецкого с вещественными покзателями

дифференцируемости используем пространства, введеные выше в разделе 1.3.:

Xs,r = W s,r(Ω) ∩W 1,2(Ω), V s,r = W s+1,r(Ω) ∩W 2,2(Ω), Zs,r = Ws−1,r(Ω) ∩ L2(Ω),

и пространства следов T s,r = W s+1− 1
r
,r(∂Ω) ∩W 3

2
,2(∂Ω), 0 < s < 1, 1 < r < ∞, норма в

которых определяется формулой

∥g∥T s,r = ∥g∥
W s+1− 1

r ,r(∂Ω)
+ ∥g∥

W
3
2 ,2(∂Ω)

.

Лемма 1.29. Пусть Ω ⊂ R3 - ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2 и
F⃗ ∈ Ws−1,r(Ω), G ∈ W s,r(Ω), φ⃗ ∈ W s+1− 1

r
,r(∂Ω), где 0 < s < 1, 1 < r < ∞. Тогда

краевая задача
△u⃗−∇p = F⃗ , divu⃗ = ΠG в Ω,

u⃗ = φ⃗ на ∂Ω, Πp = p, Πq = q − 1

|Ω|

∫
Ω

q dx
(1.46)

имеет единственное решение u⃗ ∈ W s+1,r(Ω), p ∈ W s,r(Ω) такое, что

∥u⃗∥W s+1,r(Ω) + ∥p∥W s,r(Ω) ≤ c(Ω, r, s)
(
∥F⃗∥Ws−1,r(Ω) + ∥G∥W s,r(Ω) + ∥φ⃗∥

W s+1− 1
r ,r(∂Ω)

)
(1.47)

Если s = 0, 1, 1 < r < ∞ и F⃗ ∈ W s−1,r(Ω), G ∈ W s,r(Ω), φ⃗ ∈ W s+1− 1
r
,r(∂Ω), то краевая

задача (1.46) имеет единственное решение u⃗ ∈ W s+1,r(Ω), p ∈ W s,r(Ω), для которого
имеет место оценка

∥u⃗∥W s+1,r(Ω)+∥p∥W s,r(Ω) ≤ c(Ω, r, s)
(
∥F⃗∥W s−1,r(Ω) + ∥G∥W s,r(Ω) + ∥φ⃗∥

W s+1− 1
r ,r(∂Ω)

)
. (1.48)

В частности, из (1.47) и (1.48) следует неравенство

∥u⃗∥V s,r + ∥p∥Xs,r ≤ c(Ω, r, s)
(
∥F⃗∥Zs,r + ∥G∥Xs,r + ∥φ⃗∥T s,r

)
. (1.49)

Доказательство леммы 1.29 опирается на приведенные выше результаты о кор-

ректности задачи Стокса и результаты теории интерполяции.

Действительно, если s = 0 или s = 1, то согласно теореме 1.27 для любых

F⃗ ∈ W s−1,r(Ω), G ∈ W s,r(Ω), φ⃗ ∈ W s+1− 1
r
,r(∂Ω) краевая задача (1.46) имеет единствен-

ное решение u⃗ ∈ W s+1,r(Ω), p ∈ W s,r(Ω), для которого имеет место оценка

∥u⃗∥W s+1,r(Ω)+∥p∥W s,r(Ω) ≤ c(Ω, r, s)
(
∥F⃗∥W s−1,r(Ω) + ∥G∥W s,r(Ω) + ∥φ⃗∥

W s+1− 1
r ,r(∂Ω)

)
. (1.50)

Таким образом отображение (F⃗ , G, φ⃗) → (u⃗, p) задает ограниченный линейный опе-

ратор T : W s−1,r(Ω) × W s,r(Ω) × W s+1− 1
r
,r(∂Ω) → W s+1,r(Ω) × W s,r(Ω), действу-

ющий в двух интерполяционных парах (соответствующих значениям s = 0 и
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s = 1). Согласно теореме 1.6 оператор T определен и является ограниченным из

(W−1,r(Ω), Lr(Ω))s,r × (Lr(Ω),W 1,r(Ω))s,r × (W 1− 1
r
,r(∂Ω),W 2− 1

r
,r(∂Ω))s,r в пространство

(W 1,r(Ω),W 2,r(Ω))s,r × (Lr(Ω),W 1,r(Ω))s,r =W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω). Лемма доказана.

Замечание 1.30. Заметим, что для любого 0 < s < 1 решение задачи (1.46) принадле-
жит пространству W 1,r(Ω)× Lr(Ω), причем поле u⃗ ∈ W 1,r(Ω) имеет фиксированный
след γ0u⃗ = φ⃗ ∈ W 1− 1

r
,r(∂Ω) и пара (u⃗, p) является слабым решением задачи (1.46) в

смысле определения, сформулированного в замечании 1.28.

В заключении этого раздела сформулируем результат о корректности задачи,

обобщающую рассмотренную выше задачу Стокса.

Теорема 1.31. Пусть Ω ⊂ R3 - ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2. Требуется
найти векторные поля u⃗(j) = (u⃗

(j)
1 , u⃗

(j)
2 , u⃗

(j)
3 ), j = 1, 2, и скалярные поля pj, j = 1, 2,,

такие, что
2∑
j=1

µij△u⃗(j) −∇pi = F⃗ (i) в Ω, divu⃗(i) = ΠGi в Ω,

u⃗(i) = φ⃗(i) на Σ, u⃗(i) = 0 на ∂S, Πpi = pi, i = 1, 2,

(1.51)

где постоянные коэффициенты µij, i, j = 1, 2, удовлетворяют условию
µ11µ22 − µ12µ21 > 0.

Предположим, что F⃗ (i) ∈ Ws−1,r(Ω), Gi ∈ W s,r(Ω), φ⃗(i) ∈ W s+1− 1
r
,r(∂Ω), где

0 < s < 1, 1 < r < ∞. Тогда краевая задача (1.51) имеет единственное решение
u⃗(i) ∈ W s+1,r(Ω), pi ∈ W s,r(Ω), i = 1, 2, такое, что

∥u⃗(i)∥W s+1,r(Ω) + ∥pi∥W s,r(Ω) ≤

≤ c(Ω, r, s)

(
2∑
j=1

[
∥F⃗ (j)∥Ws−1,r(Ω) + ∥Gj∥W s,r(Ω) + ∥φ⃗∥

W s+1− 1
r ,r(∂Ω)

])
, i = 1, 2.

(1.52)

Если F⃗ ∈ Zs,r, G ∈ Xs,r, φ⃗ ∈ T s,r, где 0 < s < 1, 1 < r < ∞, то задача 1.51 имеет
единственное решение (u⃗(i), pi) ∈ V s,r ×Xs,r, i = 1, 2, удовлетворяющее неравенству

∥u⃗(i)∥V s,r + ∥pi∥Xs,r ≤ c(Ω, r, s)

(
2∑
j=1

[
∥F⃗ (j)∥Zs,r + ∥Gj∥Xs,r + ∥φ⃗∥T s,r

])
, i = 1, 2. (1.53)

Доказательство. Вводя новые искомые вектор-функции

w⃗(i) =
2∑
j=1

µiju⃗
(j), i = 1, 2, (1.54)

получим для пар (w⃗(i), pi), i = 1, 2, задачи вида (1.46) с правыми частями

F⃗ (i),
2∑
j=1

µijGj,
2∑
j=1

µijφ⃗
(j), (1.55)

которые удовлетворяют условиям леммы 1.29. Из оценок вида (1.47), (1.49) для

w⃗(i), pi, i = 1, 2, и формул (1.54), (1.55) вытекают неравенства (1.52),(1.53).
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2.2. Краевые задачи для уравнений переноса.

Важное место в исследовании краевой задачи для уравнений движения смеси вяз-

ких жидкостей занимают результаты о корректности краевых задач для транспортных

уравнений, которые собраны в этом параграфе.

Пусть B ⊂ R3 ограниченная область с границей Σ = ∂B класса C3 и U⃗ - заданное

векторное поле, принадлежащее С3(R3). Введем на границе Σ = ∂B участок «втека-

ния»: Σin = {x ∈ Σ : U⃗ · n⃗ < 0} и участок «вытекания»: Σout = {x ∈ Σ : U⃗ · n⃗ > 0},

где n⃗ – вектор внешней нормали к границе. Пусть S- компактное множество с границей

∂S ∈ C3, лежащее строго внутри области B. Положим Ω = B\S.

Рассмотрим следующие краевые задачи для транспортных уравнений:

Lφ = u⃗ · ▽φ+ σφ = f⃗ в Ω, φ = 0 на Σin, (1.56)

L∗φ∗ = −div(u⃗ · φ∗) + σ · φ∗ = f⃗ в Ω, φ∗ = 0 на Σout, (1.57)

где u⃗ ∈ C1(Ω), u⃗ = U⃗ на Σ, u⃗ = 0 на ∂S; причем U⃗ обращается в нуль в окрестности S.

Ограничнные функции φ и φ∗ называются слабыми решениями задачи (1.56) и (1.57)

соответственно, если интегральные тождества∫
Ω

(φL∗ψ∗ − f⃗ψ∗)dx = 0,

∫
Ω

(φ∗Lψ − f⃗ψ)dx = 0

выполняются для всех функций ψ∗, ψ ∈ C(Ω) ∩ W 1,1(Ω) соответствено таких, что

ψ∗ = 0 на Σout, а ψ = 0 на Σin.

Относительно ∂Ω и векторного поля U⃗ сформулируем следующие условия.

Условие 1.32. 1. Граница ∂Ω есть замкнутая поверхность класса C3 и множе-
ство Γ = cl (Σin ∩ (Σ\Σin)) представляет собой одномерное многообразие такое,
что Σ = Σin ∪ Γ ∪ Σout.

2. U⃗ ∈ C3 (∂Ω) и
∫
Σ

U⃗ · n⃗ds = 0. Векторное поле U⃗ ∈ С3(R3) и обращается в нуль в

окрестности S

3. Существует такая постоянная C > 0, что

U⃗ · ∇
(
U⃗ · n⃗

)
> C > 0 наΓ.
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Лемма 1.33. Предположим, что ∂Ω и U⃗ удовлетворяют условию 1.32, а векторное
поле u⃗ принадлежит классу C1(Ω) и удовлетворяет условию

u⃗ = U⃗ на Σ, u⃗ = 0 на ∂S.

Кроме того, пусть показатели s и r удовлетворяют неравенствам:

0 < s ≤ 1, 1 < r <∞, sr > 3, 2s− 3r−1 < 1,

Тогда существуют положительные константы σ∗ > 1 и c, зависящие от Ω, U⃗ , s, r,
∥u⃗∥C1(Ω) и не зависящие от σ, такие, что для любых σ > σ∗ и f⃗ ∈ W s,r(Ω) задача (1.56)
имеет единственное решение φ ∈ W s,r(Ω) ∩ L∞(Ω), удовлетворяющее неравенству

∥φ∥W s,r(Ω) ≤ c · σ−1+α∥f⃗∥W s,r(Ω), α = max{0, s− r−1, 2s− 3r−1}.

Детали доказательства этой и следующей леммы имеются в [92].

Лемма 1.34. Предположим, что Σ = ∂B и U⃗ удовлетворяют условиям 1.32, а пока-
затели s, r - неравенствам:

0 < s ≤ 1, 1 < r <∞, sr > 3, 2s− 3r−1 < 1.

Пусть векторное поле u⃗ ∈ V s,r удовлетворяет граничным условиям

u⃗ = U⃗ на Σ, u⃗ = 0 на ∂S.

Тогда существуют постоянные σ0 > 1 и c > 0, зависящие только от Ω, U⃗ , s, r и
∥u⃗∥V s,r , такие, что для любого σ > σ0 и f⃗ ∈ Xs,r задача (1.56) имеет единственное
решение φ ∈ Xs,r, удовлетворяющее неравенствам

∥φ∥Xs,r ≤ c∥f⃗∥Xs,r , ∥φ∥L∞(Ω) ≤ σ−1 · ∥f⃗∥L∞(Ω),

и задача (1.57) имеет единственное решение φ∗ ∈ Xs,r, удовлетворяющее оценкам

∥φ∗∥Xs,r ≤ c∥f⃗∥Xs,r , ∥φ∗∥L∞(Ω) ≤ (σ − ∥divu⃗∥C(Ω))
−1∥f⃗∥L∞(Ω).
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Глава 2

Корректность неоднородной краевой
задачи для уравнений смесей вязких
сжимаемых жидкостей

§ 1. Постановка задачи об обтекании семейства ком-
пактных препятствий

1.1. Формулировка задачи обтекания

Задачу обтекания компактного препятствия S трехмерным потоком смеси вязких

сжимаемых жидкостей сформулируем следующим образом.

Область течения бинарной смеси представляет собой область Ω = B\S евклидова

пространства точек x = (x1, x2, x3), где B - ограниченное множество (например, шар

достаточно большого радиуса) с границей Σ = ∂B класса C3, S- компактное множе-

ство с достаточно гладкой границей ∂S, лежащее строго внутри B. Предполагая, что

во всей области течения существует единая связь давления pi i-той компоненты смеси

с плотностью ρi (т. е. pi = pi (ρi) – заданная функция), поля скоростей u⃗(1), u⃗(2) и плот-

ности ρ1, ρ2 составляющих смеси ищутся как решения следующей системы уравнений

(записанных в безразмерной форме)

2∑
j=1

Lij(u⃗
(j)) + Reρi(u⃗

(i) · ▽)u⃗(i) +
Re

Ma2
∇pi(ρi) + (−1)(i)a

(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
= 0 в Ω, (2.1a)

div(ρiu⃗
(i)) = 0 в Ω, i = 1, 2, (2.1b)

где Lij(u⃗(j)) = −µij∆u⃗(j)− (µij +λij)∇divu⃗(j), i, j = 1, 2, причем коэффициенты µij и λij
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(безразмерные коэффициенты вязкости) удовлетворяют условиям

µ11 > 0, µ22 > 0, µ11 · µ22 − µ12 · µ21 ̸= 0,

χij = λij + µij, χ11 > 0, χ22 > 0, χ11 · χ22 − χ12 · χ21 ̸= 0.

(2.1c)

Символы Re и Ma обозначают соответственно числа Рейнольдса и Маха; a - заданное

положительное число, а слагаемые J⃗ (i) = (−1)(i)a
(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
характеризуют интенсив-

ность обмена импульсами между компонентами смеси [19,36].

Пусть U⃗ (j), j = 1, 2, – заданные во всем пространстве R3 векторные поля класса

C3 (U⃗ (j) можно трактовать как вектор скорости j-ой компоненты на бесконечности),

обращающиеся в нуль в окрестности множества S. На границе Σ области B выделим

так называемые участки «втекания»: Σj
in = {x ∈ Σ : U⃗ (j) · n⃗ < 0}, j = 1, 2, и участки

«вытекания»: Σj
out = {x ∈ Σ : U⃗ (j) · n⃗ > 0}, j = 1, 2, где n⃗ – вектор внешней нормали к

границе Σ.

a) b)

Рис. 2.1: Схемы обтекания препятствия j-той компонентой смеси: a) трехмерный поток;
b) плоское сечение.

Будем считать выполненными следующие условия.

Условие 2.1. 1. Компоненты Σ и ∂S границы ∂Ω есть замкнутые поверхности
класса C3 и множества Γj = clΣj

in ∩
(
Σ\Σj

in

)
, j = 1, 2, - замкнутые одномерные

многообразия, такие что Σ = Σj
in ∪ Γ(j) ∪ Σj

out.

2. Векторные поля U⃗ (j) ∈ C3 (∂Ω) удовлетворяют условиям:∫
Σ

U⃗ (j) · n⃗ds = 0, j = 1, 2,
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и допускают продолжение класса C3 на все пространство R3, обращающееся в
нуль в окрестности препятствия S.

3. Существует такая постоянная C > 0, что

U⃗ (j) · ∇
(
U⃗ (j) · n⃗

)
> C > 0 наΓj, j = 1, 2.

Так как векторные поля U⃗ (j) являются касательными к ∂Ω на Γj, то величина

U⃗ (j) ·∇
(
U⃗ (j) · n⃗

)
определена значениями U⃗ j на Γ(j). Очевидно, что условие 2.1.3 выпол-

нено для всех строго выпуклых областей и постоянных векторных полей. Геометриче-

ская интерпретация условия 2.1.3 состоит в том, что величины U⃗ (j) · n⃗ обращаются в

нуль на Γj только до первого порядка.

К уравнениям (2.1a), (2.1b) присоединим граничные условия

u⃗(j) = U⃗ (j) на Σ, u⃗(j) = 0 на ∂S, j = 1, 2, (2.1d)

ρj = ρ0j на Σj
in, j = 1, 2, (2.1e)

где ρ0j , j = 1, 2, - заданные положительные постоянные.

1.2. Возмущение области течения. Преобразование задачи.

Поскольку в настоящей работе предполагается изучить зависимость решений

сформулированной выше задачи обтекания от формы обтекаемого препятствия, рас-

смотрим следующий класс деформаций области течения Ω. Выберем векторное по-

ле T⃗ ∈ C2(R3), равное нулю в окрестности границы Σ, и определим отображение

y = T⃗ε(x) = x + εT⃗ (x), задающее возмущение формы обтекаемого препятствия S. Для

малых ε отображение x 7→ T⃗ε(x) является диффеоморфизмом области течения Ω на

область Ωε = B \ Sε, где Sε = T⃗ε(S) – возмущенное обтекаемое препятствие.

В возмущенной области Ωε рассмотрим краевую задачу (2.1) и ее решение обозна-

чим через
(
u⃗
(i)

ε , ρiε

)
, i = 1, 2, т.е.

2∑
j=1

[
µij△u⃗

(j)

ε + (µij + λij)∇divu⃗
(j)

ε

]
− Re ρiε(u⃗

(i)

ε · ▽)u⃗
(i)

ε −

− Re

Ma2
∇pi(ρiε) + (−1)i+1a

(
u⃗
(2)

ε − u⃗
(1)

ε

)
= 0 в Ωε,

(2.2a)

div(ρiεu⃗
(i)

ε ) = 0 вΩε, (2.2b)

u⃗
(i)

ε = U⃗ (i) наΣ, u⃗
(i)

ε = 0 на ∂Sε, (2.2c)
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ρiε = ρ0i на Σi
in, i = 1, 2, (2.2d)

Таким образом решения краевой задачи (2.2) и функционалы от u⃗
(i)

ε , ρiε становятся

функциями параметра ε, и мы приходим к анализу зависимости решений краевой за-

дачи для уравнений динамики смеси вязких сжимаемых жидкостей от формы области

течения.

Данную задачу удобно свести к исследованию зависимости решений от коэффици-

ентов системы дифференциальных уравнений, которая возникает в результате замены

пространственных переменных. С этой целью введем функции u⃗(i)ε и ρiε, i = 1, 2, опре-

деленные в невозмущенной области Ω по формулам:

u⃗(i)ε (x) = N(x) u⃗
(i)

ε (x+ εT⃗ (x)), ρiε(x) = ρiε(x+ εT⃗ (x)), x ∈ Ω, i = 1, 2, (2.3)

где N(x) = (det M(x))M−1(x), M(x) = I+εDT⃗ (x), DT⃗ (x) =
{
∂Ti
∂xj

(x)

}
– матрица Якоби

отображения x 7→ T⃗ (x). Введем также обозначение g(x) =
√
detN(x).

Лемма 2.2. Пусть (u⃗
(i)

ε (y), ρiε(y)), i = 1, 2, – решение задачи (2.2). Тогда пары
(u⃗

(i)
ε (x), ρiε(x)), i = 1, 2, определенные по формулам 2.3, являются решением следу-

ющей задачи

2∑
j=1

µij△u⃗(j)ε +∇

(
g−1

2∑
j=1

(µij + λij)divu⃗
(j)
ε − Re

Ma2
pi(ρiε)

)
= (2.4a)

= A

(
2∑
j=1

µiju⃗
(j)
ε

)
+ReB

(
ρiε, u⃗

(i)
ε , u⃗

(i)
ε

)
+ (−1)iS(u⃗(2)ε − u⃗(1)ε ) в Ω,

div(ρiεu⃗
(i)
ε ) = 0 в Ω, (2.4b)

u⃗(i)ε = U⃗ (i) на Σ, u⃗(i)ε = 0 на ∂S, (2.4c)

ρiε = ρ0i на Σi
in, i = 1, 2. (2.4d)

Здесь линейные операторы A, S и нелинейное отображение B определены по форму-
лам

A(u⃗) = △u⃗−
(
NT
)−1

div
(
g−1NNT∇

(
N−1u⃗

))
, (2.4e)

B(ρ, u⃗, w⃗) = ρ
(
NT
)−1 (

u⃗ ∇
(
N−1w⃗

))
, S(u⃗) = g · a

(
NT
)−1

N−1 u⃗. (2.4f)

Доказательство. Заметим, что для любой функции φ(y) ∈ C1(Ωε) справедливо

равенство

(∇y φ)(y(x)) =
((

MT
)−1 ∇x φ̃

)
(x), где φ̃ = φ (y(x)) , (2.5)
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а для векторного поля a⃗ ∈ C1(Ωε) имеет место формула

(divy a⃗) (y(x)) = g−1divx (N · a⃗ (y(x))) . (2.6)

Полагая a⃗(y) = ρiε(y) · u⃗
(i)

ε (y), в силу формулы (2.6) имеем

divy

(
ρiε · u⃗

(i)

ε

)
(y (x)) = g−1divx

(
ρiε (x) · u⃗(i)ε (x)

)
,

поэтому в силу уравнений (2.2b) приходим к уравнениям (2.4b). Учитывая тождество(
MT

)−1
= g−1NT , из равенства

divy

(
2∑
j=1

(µij + λij)u⃗
(j)

ε

)
(y(x)) = g−1(x)divx

(
2∑
j=1

(µij + λij)u⃗
(j)
ε (x)

)

и формулы 2.5 получим

∇y

[
divy

(
2∑
j=1

(µij + λij)u⃗
(j)

ε (y)

)
− Re

Ma2
pi (ρiε (y))

]
(y(x)) =

= g−1NT∇x

[
g−1divx

(
2∑
j=1

(µij + λij)u⃗
(j)
ε (x)

)
− Re

Ma2
pi (ρiε (x))

]
.

(2.7)

В силу формул (2.5), (2.6) имеет место равенство(
∆u⃗

(j)

ε

)
(y(x)) =

(
divy

(
∇yu⃗

(j)

ε

))
(y(x)) = g−1divx

(
g−1N ·NT · ∇x

(
N−1 · u⃗(j)ε

))
(x),

и поэтому, если ввести линейный оператор A(u⃗) по формуле (2.4e), то получаем тож-

дество (
∆u⃗

(j)

ε

)
(y(x)) = g−1NT

[
∆u⃗(j)ε −A(u⃗(j)ε )

]
(x). (2.8)

Рассмотрим теперь выражение
(
u⃗
(j)

ε · ∇
)
u⃗
(j)

ε :(
u⃗
(j)

ε · ∇
)
u⃗
(j)

ε (y(x)) = u⃗
(j)

ε (y(x)) ·
(
∇yu⃗

(j)

ε

)
(y(x)) = u⃗

(j)

ε (y(x)) · g−1NT∇x

(
u⃗
(j)

ε (y(x))
)
=

= g−1N u⃗
(j)

ε (y(x))∇x

(
N−1u⃗(j)ε

)
(x) = g−1 u⃗(j)ε (x)∇

(
N−1u⃗(j)ε

)
(x).

Вводя обозначение

B(ρ, u⃗, w⃗) = ρ
(
NT
)−1 (

u⃗ ∇
(
N−1w⃗

))
,

получаем соотношение

ρiε

(
u⃗
(i)

ε · ∇
)
u⃗
(i)

ε (y(x)) = g−1NTB(ρiε, u⃗(i)ε , u⃗(i)ε ). (2.9)
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Наконец, вводя линейный оператор

S(u⃗) = ga
(
NT
)−1

N−1u⃗,

можем записать, что

(−1)i+1a(u⃗
(2)

ε − u⃗
(1)

ε ) (y(x)) = (−1)i+1g−1NTS(u⃗(2)ε − u⃗(1)ε )(x) (2.10)

Из формул (2.7)-(2.10) и уравнений (2.2a) вытекают уравнения (2.4a). Лемма доказана.

Задачу (2.4) удобно переписать в несколько иной форме, опуская ради краткости

записи параметр ε.

Введем эффективные вязкие потоки по формулам:

qi = −
2∑
j=1

g−1(µij + λij)divu⃗
(j) +

Re

Ma2
pi(ρi), i = 1, 2. (2.11)

Из условия (2.1c) следует невырожденность матрицы κ = {µij + λij}2i,j=1, и поэтому

равенства (2.11) могут быть переписаны в виде

divu⃗(i) =
2∑
j=1

gσijpj −
2∑
j=1

gγijqj в Ω, i = 1, 2, (2.12)

где γij, i, j = 1, 2 – элементы матрицы κ−1, σij =
Re

Ma2
γij, i, j = 1, 2. Уравнения нераз-

рывности (2.4b) в силу формул 2.12 запишем в виде

u⃗(i) · ▽ρi + ρi

2∑
j=1

gσijpj = ρi

2∑
j=1

gγijqj в Ω, i = 1, 2.

Таким образом, краевая задача (2.4) об обтекании семейства препятствий может быть

переписана в форме

2∑
j=1

µij△u⃗(j) −∇qi =

=
2∑
j=1

µij A
(
u⃗(j)
)
+Re B

(
ρi, u⃗

(i), u⃗(i)
)
+ (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1)) в Ω,

(2.13a)

divu⃗(i) =
2∑
j=1

gσijpj −
2∑
j=1

gγijqj в Ω, (2.13b)

u⃗(i) · ▽ρi + ρi

2∑
j=1

gσijpj = ρi

2∑
j=1

gγijqj в Ω, (2.13c)
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u⃗(i) = U⃗ (i) на Σ, u⃗(i) = 0 на ∂S, (2.13d)

ρi = ρ0i на Σi
in, i = 1, 2. (2.13e)

1.3. Задача о возмущениях.

Решение краевой задачи (2.13) построим в виде возмущения специальным образом

выбранного потока. Более точно, решение u⃗(i), ρi, qi, i = 1, 2, задачи (2.13) будем искать

в виде:

u⃗(i) = u⃗(i)∗ + v⃗(i), ρi = ρ∗i + φi, qi = q∗i + πi + Λ · pi(ρ∗i ) +
2∑
j=1

(µij + λij)mj, (2.14)

где ρ∗i = ρ0i = const, Λ =
Re

Ma2
, mj – постоянные, служащие инструментом контроля

масс компонентов смеси в области Ω, u⃗(i)∗ , q(∗)i , i = 1, 2, – достаточно гладкое решение

следующей задачи типа Стокса

2∑
j=1

µij△u⃗(j)∗ −∇q∗i = 0 в Ω, divu⃗(i)∗ = 0 в Ω, (2.15a)

u⃗(i)∗ = U⃗ (i) на Σ, u⃗(i)∗ = 0 на ∂S, Πq∗i = q∗i , i = 1, 2. (2.15b)

Из условий 2.1 следует, что для любых 0 < s < 1, 1 < r < ∞ векторные поля

U⃗ (j) принадлежат пространству V s,r а, следовательно, решение u⃗(i)∗ , q(∗)i , i = 1, 2, задачи

(2.15) принадлежит классу V s,r ×Xs,r и имеет место оценка

∥u⃗(i)∗ ∥V s,r + ∥q∗i ∥Xs,r ≤ c0, i = 1, 2, (2.16)

c постоянной c0, зависящей от области Ω, показателей s, r, коэффициентов вязкости

µij и ∥U⃗ (j)∥V s,r .

Из уравнений (2.13) и формул (2.14) получим следующие соотношения для новой

искомой функции θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
divv⃗(i) = g

2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi вΩ, (2.17a)

v⃗(i) = 0 на ∂Ω, i = 1, 2, (2.17b)

u⃗(i) · ▽φi + τiiφi = Ψi[θ⃗] + g miρi вΩ, φi = 0 на Σi
in, i = 1, 2, (2.18)
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где τij – элементы матрицы T = R∗ · κ−1 · P ∗,

P ∗ = P (ρ∗) =

 p′1(ρ
∗
1) 0

0 p′2(ρ
∗
2)

 , R∗ =

 ρ∗1 0

0 ρ∗2

 ,

Φi[θ⃗] =
1

Λ

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

(
q∗j + πj

)
−

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
Hj(φj), i = 1, 2, (2.19)

Hj(φj) = pj
(
ρ∗j + φj

)
− pj

(
ρ∗j
)
− p′j

(
ρ∗j
)
φj,

Ψ1[θ⃗] = −gτ12φ2 − g
1

ρ∗1

2∑
j=1

τ1jφ1φj + gρ1Φ1[θ⃗] + (1− g)τ11φ1,

Ψ2[θ⃗] = −gτ21φ1 − g
1

ρ∗2

2∑
j=1

τ2jφ2φj + gρ2Φ2[θ⃗] + (1− g)τ22φ2.

(2.20)

Для вычисления постоянных m1, m2 используем функции ζ(i)j , i, j = 1, 2, представляю-

щие собой решения следующих краевых задач

−div(u⃗(i) · ζ(i)j ) + τii · ζ(i)j = τji g в Ω, ζ
(i)
j = 0 на Σ

(i)
out, i, j = 1, 2. (2.21)

Интегрируя уравнения (2.17a) по области Ω, получим с учетом граничных условий

(2.17b) соотношения

mi

∫
Ω

gdx =
1

ρ∗i

2∑
j=1

τij

∫
Ω

gφj dx−
∫
Ω

gΦi[θ⃗]dx, i = 1, 2. (2.22)

Умножая уравнения (2.21) при фиксированном значении i и произвольном j на функ-

цию φi, удовлетворяющую задаче (2.18), и интегрируя по частям, получаем равенства∫
Ω

ζ
(i)
j ·Ψi[θ⃗] dx+mi

∫
Ω

g · ρi · ζ(i)j dx =

∫
Ω

τji · g · φi dx, i, j = 1, 2. (2.23)

Из (2.22) и (2.23) получаем систему уравнений для определения констант m1, m2

mi

∫
Ω

gdx =
1

ρ∗i

2∑
j=1

∫
Ω

ζ
(j)
i ·Ψj[θ⃗] dx+

1

ρ∗i

2∑
j=1

mj

∫
Ω

g ·ρj ·ζ(j)i dx−
∫
Ω

gΦi[θ⃗]dx, i = 1, 2, (2.24)

из которой следует формула

m⃗ = (m1,m2)
T , m⃗ = (kI−A)−1 f⃗ , A = {aij}2i,j=1 , f⃗ = (f1, f2)

T ,

k =

∫
Ω

gdx, aij =
1

ρ∗i

∫
Ω

g · ρj · ζ(j)i dx, fi =
1

ρ∗i

2∑
j=1

∫
Ω

(
ζ
(j)
i ·Ψj[θ⃗]− gΦi[θ⃗]

)
dx.

(2.25)
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Таким образом приходим к следующей задаче для возмущений. Пусть(
u⃗
(1)
∗ , u⃗

(2)
∗ , q∗1, q

∗
2

)
заданы как решения задачи (2.15). Требуется найти векторное поле

θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
и постоянные m1, m2 (зависящие от параметра ε) такие, что

2∑
j=1

µij△v⃗(j) −∇πi =

=
2∑
j=1

µij A
(
u⃗(j)
)
+Re B

(
ρi, u⃗

(i), u⃗(i)
)
+ (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1)) вΩ,

(2.26a)

divv⃗(i) = g
2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi вΩ, (2.26b)

u⃗(i) · ▽φi + τiiφi = Ψi[θ⃗] + g miρi вΩ, (2.26c)

v⃗(i) = 0 на ∂Ω, φi = 0 на Σi
in, Ππi = πi, i = 1, 2. (2.26d)

выполнены уравнения (2.25) и (2.21) (2.26e)

операторы A, B, S определены по формулам (2.4e), (2.4f); функции Φi[θ⃗], Ψi[θ⃗] заданы

в (2.19), (2.20), u⃗(i) = u⃗
(i)
∗ + v⃗(i), ρi = ρ∗i + φi.

§ 2. Теорема существования решения задачи о
возмущениях

Рассмотрим замкнутое подпространство E банахова пространства V s,r ×Xs,r,

E =
{
θ⃗ =

(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
: v⃗(i) ∈ V s,r, πi ∈ Xs,r, φi ∈ Xs,r,

v⃗(i)|∂Ω = 0, φi|Σi
in
= 0, Ππi = πi, i = 1, 2

}
,

с нормой

∥θ⃗∥E =
2∑
j=1

(
∥v⃗(j)∥V s,r + ∥φj∥Xs,r + ∥πj∥Xs,r

)
.

Замкнутый шар радиуса τ с центром в точке θ⃗ = 0 из E обозначим через Bτ .

Основной результат раздела доставляет следующая теорема.

Теорема 2.3. Предположим, что поверхность Σ и заданные векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2)

удовлетворяют условиям 2.1. Пусть кроме того для чисел r и s выполнены условия

0 < s < 1, 1 < r <∞, sr > 3, 2s− 3r−1 < 1. (2.27)
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Тогда существует положительное число σ∗ > 1 , зависящее только Ω, U⃗ (1), U⃗2, r, s

и обладающее следующими свойствами: для любых τ11 ≥ σ∗, τ22 ≥ σ∗ найдутся поло-
жительные числа τ ∗ и c, зависящие только от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, τ11, τ22, такие что,
если

τ ∈ (0, τ ∗], Λ−1, a, Re ∈ (0, τ 2], τ12, τ21 ∈ (0, τ ], ∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2, (2.28)

то задача (2.26) имеет решение θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
∈ Bτ ,

ζ⃗ =
(
ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(1)
1 , ζ

(1)
2

)
∈ Xs,r, m⃗ = (m1, m2) ∈ R2 , удовлетворяющее неравен-

ствам

|m⃗| ≤ c(max{τ11, τ22})1+
1
α τ 2, α ∈ (0, s− 3r−1), (2.29)∥∥∥ζ(3−i)i

∥∥∥
Xs,r

≤ cτ,
∥∥∥ζ(i)i ∥∥∥

Xs,r
≤ cτii, i = 1, 2, (2.30)

∥∥(k I−A)−1
∥∥ ≤ c · σ

1
α , σ = max {τ11, τ22} , α ∈ (0, s− 3r−1). (2.31)

Замечание 2.4. Допустимые значения параметров (Re, Ma, χ11, χ22, χ12, χ21),
χij = λij + µij, i, j = 1, 2, заполняют «прямой цилиндр» Q1 × Q2, образующие кото-
рого Q1 и Q2 изображены на рис. 2.2 и 2.3 соответственно.

Рис. 2.2: Q1 – область допустимых значений параметров Re, Ma
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Рис. 2.3: Область допустимых значений параметров вязкости χij. Сечение области Q2

плоскостью χ21 = const.

Доказательство этой теоремы разобъем на несколько этапов, отмеченных ниже

номерами 2.1, 2.2, 2.3.

2.1. Редукция задачи о возмущениях к операторному уравне-
нию вида θ⃗ = W (θ⃗)

Фиксируем шар Bτ радиуса τ ∈ (0, 1) и выбираем произвольную матрицу N

такую, что

∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2,

затем выбираем произвольный элемент θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
∈ Bτ и полагаем

u⃗(i) = u⃗(i)∗ + v⃗(i), ρi = ρ∗i + φi, qi = q∗i + πi + Λ · pi(ρ∗i ) +
2∑
j=1

(µij + λij)mj.

Рассмотрим следующую краевую задачу.

Требуется найти поле θ⃗1 =
(
v⃗
(1)
1 , v⃗

(2)
1 , π1

1, π
1
2, φ

1
1, φ

1
2

)
такое, что

u⃗(i) · ▽φ1
i + τiiφ

1
i = Ψi[θ⃗] + g miρi, φ

1
i = 0 на Σi

in в Ω, i = 1, 2, (2.32a)
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2∑
j=1

µij△v⃗(j)1 −∇π1
i =

=
2∑
j=1

µijA
(
u⃗(j)
)
+ReB

(
ρi, u⃗

(i), u⃗(i)
)
+ (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1)) вΩ,

(2.32b)

divv⃗
(i)
1 = Π

(
g

2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφ

1
j − gΦi[θ⃗]− gmi

)
в Ω, (2.32c)

v⃗
(i)
1 = 0 на ∂Ω, Ππ1

i = π1
i , i = 1, 2. (2.32d)

Постоянные mi определяются по формулам

m⃗ = (m1, m2)
T , m⃗ = (kI−A)−1 f⃗ ,

A = {aij}2i,j=1 , aij =
1

ρ∗i

∫
Ω

g · ρj · ζ(j)i dx, k =

∫
Ω

gdx, (2.32e)

f⃗ = (f1, f2)
T , fi =

1

ρ∗i

2∑
j=1

∫
Ω

(
ζ
(j)
i ·Ψj[θ⃗]− gΦi[θ⃗]

)
dx,

где ζ(j)i – решение следующей краевой задачи

−div(u⃗(i) · ζ(i)j ) + τii · ζ(i)j = τji g в Ω, ζ
(i)
j = 0 на Σ

(i)
out, i, j = 1, 2. (2.32f)

Ниже будет показано, что задача (2.32) доставляет полную систему уравнений и

граничных условий для однозначного определения вектора θ⃗1 и, следовательно, опре-

деляет отображение W : θ⃗ → θ⃗1. Неподвижная точка отображения W доставляет реше-

ние задачи (2.26), которую можно интерпретировать в форме операторного уравнения

θ⃗ = W (θ⃗).

2.2. Свойства оператора W (θ⃗)

Теорема 2.5. Предположим выполненными следующие условия:

• поверхность Σ и векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2) удовлетворяют

условиям 2.1; (2.33a)

• постоянная τ0 ∈ (0, 1) и матрица N выбраны в соответствии

с леммой 1.19; (2.33b)
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• параметры s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞), таковы что

s · r > 3, (2.33c)

2s− 3

r
< 1; (2.33d)

• параметры задачи удовлетворяют требованиям

1

Λ
≤ τ 2, pj(ρj) ∈ C3(0,∞), j = 1, 2 (2.33e)

Re ≤ τ 2, a ≤ τ 2; (2.33f)

|τ12| ≤ τ, |τ21| ≤ τ, (2.33g)

где τ ∈ (0, τ0].

Тогда справедливы утверждения:

(i) Найдется такое число σ1 > 1, что если τii ≥ σ1, i = 1, 2, то для каждого
θ⃗ =

(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
∈ Bτ задача (2.32) имеет единственное решение

θ⃗1 =
(
v⃗
(1)
1 , v⃗

(2)
1 , π1

1, π
1
2, φ

1
1, φ

1
2

)
∈ E.

(ii) Найдется такое τ ∗ ≤ τ0, что для τ ∈ (0, τ ∗] отображение W переводит шар Bτ

в себя.

(iii) Отображение W секвенциально слабо непрерывно.

Доказательство теоремы 2.5 основано на последовательной реализации следующих

шагов:

I. оценка правых частей уравнений (2.32a), (2.32b), (2.32c);

II. оценка решений задачи (2.32a)-(2.32d);

III. оценка констант m1, m2;

IV. доказательство утверждения (ii);

V. доказательство утверждения (iii).
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I. Оценки правых частей.

Из свойств операторов A и B, установленных в [92] при выполнении условий

(2.33b) и (2.33c):

∥A (u⃗)∥Zs,r ≤ cτ 2 ∥u⃗∥V s,r , ∥B (ρ, u⃗, u⃗)∥Zs,r ≤ c · ∥ρ∥Xs,r ∥u⃗∥Xs,r ∥∇u⃗∥Xs,r ,

оценки оператора S:

∥S (u⃗)∥Zs,r ≤ c · a ∥u⃗∥V s,r

и условий (2.33f) следует неравенство∥∥∥F⃗ (i)(ρi, u
(1), u(2))

∥∥∥
Zs,r

≤ cτ 2, (2.34)

где

F⃗ (i)(ρi, u
(1), u(2)) =

2∑
j=1

µijA
(
u⃗(j)
)
+ReB

(
ρi, u⃗

(i), u⃗(i)
)
+ (−1)iS(u⃗(2) − u⃗(1)).

Оценим функции Φi[θ⃗]. По формуле Тейлора функции Hj(φj) могут быть представлены

в виде Hj(φj) = fj(φj) · φ2
j , где fj ∈ C1(R1). Поэтому согласно оценке суперпозиции

(лемма 1.16)

∥Hj(φj)∥Xs,r ≤ c · ∥fj(φj)∥Xs,r · ∥φj∥2Xs,r ≤ c ·
(
1 + ∥φj∥Xs,r

)
· ∥φj∥2Xs,r .

Отсюда в силу того, что θ⃗ ∈ Bτ получим

∥Hj(φj)∥Xs,r ≤ cτ 2. (2.35)

Из формулы (2.19), неравенства (2.35) и условия (2.33e) следует оценка∥∥∥Φi[θ⃗]
∥∥∥
Xs,r

≤ cτiiτ
2, i = 1, 2. (2.36)

Неравенства ∥∥∥Ψi[θ⃗]
∥∥∥
Xs,r(Ω)

≤ cτiiτ
2, i = 1, 2, (2.37)

доказываются (при выполнении дополнительных условий (2.33g)) аналогично.

II. Оценки решений задачи (2.32a)-(2.32d)

Согласно лемме 1.34 найдется постоянная σ1 > 1 и c, зависящая только от Ω,

U⃗ (i), i = 1, 2, s, r, µij, i, j = 1, 2, такая, что для любых параметров τ11 > σ1, τ22 > σ1
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задачи (2.32a) имеют единственные решения φ1
1, φ

1
2 ∈ Xs,r, удовлетворяющие неравен-

ствам ∥∥φ1
i

∥∥
Xs,r ≤ c ·

∥∥∥Ψi[θ⃗]
∥∥∥
Xs,r

+ c|mi|, i = 1, 2.

Которые вместе с (2.37) дают оценки

∥∥φ1
i

∥∥
Xs,r ≤ cτiiτ

2 + c|mi| ≤ c · τ 2 ·max{τ11, τ22}+ c|mi|, i = 1, 2. (2.38)

Согласно теореме 1.31 задача (2.32b)-(2.32d) имеет единственное решение

(v⃗
(i)
1 , π

1
i ) ∈ V s,r ×Xs,r, i = 1, 2, для которого имеют место оценки

∥v⃗(i)1 ∥V s,r + ∥π1
i ∥Xs,r ≤ ci

(
2∑
j=1

[
∥F⃗ (j)(ρj, u

(1), u(2))∥Zs,r + ∥Gj∥Xs,r

])
, (2.39)

где

Gi = g
2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφ

1
j − gΦi[θ⃗]− gmi.

Так как, очевидно

∥Gi∥Xs,r ≤ c

[
2∑
j=1

|τij|∥φ1
j∥Xs,r +

∥∥∥Φi[θ⃗]
∥∥∥
Xs,r

+ |mi|

]
, i = 1, 2,

то в силу доказанных выше неравенств (2.36) и (2.38) получаем

∥Gi∥Xs,r ≤ cmax{τ11, τ22}τ 2 + c
2∑
j=1

|mj|, i = 1, 2. (2.40)

Таким образом имеет место факт существования единственного решения θ⃗1 ∈ E задачи

(2.32), для которого в силу неравенств (2.34), (2.38)-(2.40) имеет место оценка

∥∥∥θ⃗1∥∥∥
E
≤ c · τ 2 ·max{τ11, τ22}+ c|m1|+ c|m2|. (2.41)

III. Оценки констант m1,m2

Поскольку константы m⃗ = (m1, m2)
T определяются по формулам (2.32e), то сна-

чала оценим снизу квадратичную форму

(
(kI−A) ξ⃗, ξ⃗

)
=

2∑
i=1

(k − aii) ξ
2
i − (a12 + a21) ξ1ξ2.
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В силу формул (2.32e) справедливо неравенство

k − aii =

∫
Ω

g
(
1− ρ∗−1

i ρi · ζ(i)i
)
dx =

=

∫
Ω

(
1− ζ

(i)
i

)
dx+

∫
Ω

(g − 1)
(
1− ζ

(i)
i

)
dx−

∫
Ω

gρ∗−1
i φi · ζ(i)i dx ≥

≥
∫
Ω

(
1− ζ

(i)
i

)+
dx−

∣∣∣∣∫
Ω

(
1− ζ

(i)
i

)−
dx

∣∣∣∣−
−
∣∣∣∣∫

Ω

(g − 1)
(
1− ζ

(i)
i

)
dx

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∫
Ω

gρ∗−1
i φi · ζ(i)i dx

∣∣∣∣ .
(2.42)

Так как ζ
(i)
i ∈ Xs,r(Ω) и sr > 3, то ζ

(i)
i непрерывны в Ω и принадлежат классу

W 1,2(Ω). Тогда и
(
1− ζ

(i)
i

)−
также являются непрерывными функциями принадлежа-

щими W 1,2(Ω).

∇
(
1− ζ

(i)
i

)−
= −∇ζ(i)i , п.в. на множестве

{
x : 1− ζ

(i)
i < 0

}
∇
(
1− ζ

(i)
i

)−
= 0, п.в. на множестве

{
x : 1− ζ

(i)
i ≥ 0

}
Отсюда следует, что поскольку ζ

(i)
i – решение задачи (2.32f), то функции

(
1− ζ

(i)
i

)−
удовлетворяют уравнению

−u⃗(i) · ∇
(
1− ζ

(i)
i

)−
+ τii ·

(
1− ζ

(i)
i

)−
= f (i), п.в. в Ω, (2.43)

и граничному условию (
1− ζ

(i)
i

)−
= 0 на Σ

(i)
out,

где f (i) = −ζ(i)i divv⃗(i) − τii (g − 1), п.в. на множестве
{
x : 1− ζ

(i)
i < 0

}
,

f (i) = 0, п.в. на множестве
{
x : 1− ζ

(i)
i ≥ 0

}
.

Умножая уравнение (2.43) на произвольную функцию q ∈ C1(Ω), обращающуюся

в нуль в окрестности Σ\Σ(i)
out, получаем тождество∫

Ω

[(
1− ζ

(i)
i

)− (
div(u⃗(i) · q) + τii · q

)
− f (i) · q

]
dx = 0.

Таким образом функции
(
1− ζ

(i)
i

)−
∈ C(Ω) являются ограниченными слабыми реше-

ниями (1.56), в которой роль объектов u⃗(i), U⃗ (i) и Σ
(i)
in играют соответственно −u⃗(i), −U⃗ (i)

и Σ
(i)
out. Следовательно,∥∥∥∥(1− ζ

(i)
i

)−∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ τ−1
ii

(∥∥∥ζ(i)i · divv⃗(i)
∥∥∥
L∞(Ω)

+ |τii| ∥g − 1∥L∞(Ω)

)
≤

≤ τ−1
ii

(∥∥∥ζ(i)i ∥∥∥
L∞(Ω)

·
∥∥divv⃗(i)∥∥

L∞(Ω)
+ |τii| ∥g − 1∥C2(Ω)

)
≤

≤ c · τ−1
ii · τ

∥∥∥ζ(i)i ∥∥∥
L∞(Ω)

+ c · τ 2, i = 1, 2.

(2.44)

59



При этом лемма 1.34 также гарантирует неравенство (ζ(i)i – решение задачи типа (1.57))∥∥∥ζ(i)i ∥∥∥
L∞(Ω)

≤
(
τii −

∥∥divv⃗(i)∥∥
C(Ω)

)−1

· τii · ∥g∥L∞(Ω) ≤

≤ τii · c (τii − c · τ)−1 ≤ c (1− c · τ)−1 , (т.к. τii > 1).

Выбираем параметр τ1 > 0 так, что c · τ1 < 1
2
. Тогда получим∥∥∥ζ(i)i ∥∥∥

L∞(Ω)
≤ 2c для всех τ ∈ (0, τ1]. (2.45)

Из (2.44) и (2.45) вытекают оценки

∥∥∥∥(1− ζ
(i)
i

)−∥∥∥∥
C(Ω)

≤ c · τ−1
ii · τ + c · τ 2, i = 1, 2. (2.46)

Так как функции ζ(i)i обращаются в нуль на Σ
(i)
out, то для всех x : dist

(
x,Σ

(i)
out

)
≤ di

имеем

|ζ(i)i | ≤ c · τii · dαi , i = 1, 2. (2.47)

Действительно, в силу леммы 1.34 и ограниченности вложения W s,r(Ω) в

Cα(Ω), 0 < α < s− 3
r

справедливы неравенства

∥ζ(i)i ∥Cα(Ω) ≤ c0(Ω) · ∥ζ(i)i ∥W s,r(Ω) ≤ c · τii · ∥g∥Xs,r(Ω) ≤ c · τii, i = 1, 2. (2.48)

Если dist
(
x,Σ

(i)
out

)
≤ di, то, очевидно,

|ζ(i)i (x)| ≤ ∥ζ(i)i ∥Cα(Ω) · dαi . (2.49)

Из (2.48) и (2.49) вытекают оценки (2.47).

Положим di = (2c · τii)−
1
α (c – постоянная из неравенства (2.47)). Тогда получим

|ζ(i)i (x)| ≤ 1

2
, если dist

(
x,Σ

(i)
out

)
≤ di.

Обозначим через O(di) di-окрестность Σ
(i)
out в R3. Так как Σ

(i)
out многообразие класса C1,

то существует постоянная c1 зависящая только от Ω такая, что meas (O(di) ∩ Ω) ≥ c−1
1 di.

Тогда справедливо неравенство∫
O(di)∩Ω

(
1− ζ

(i)
i

)
dx ≥ 2c−1

2 · (c · τii)−
1
α , c2 = 22+1/α · c1, i = 1, 2. (2.50)

Так как функции
(
1− ζ

(i)
i

)+
совпадают с

(
1− ζ

(i)
i

)
на O(di) ∩ Ω, то∫

Ω

(
1− ζ

(i)
i

)+
dx ≥

∫
O(di)∩Ω

(
1− ζ

(i)
i

)
dx, i = 1, 2,
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и, следовательно, в силу (2.50) получаем неравенство∫
Ω

(
1− ζ

(i)
i

)+
dx ≥ c−1 · τ−

1
α

ii , i = 1, 2. (2.51)

Из леммы 1.19 и неравенства (2.45) нетрудно получить оценку

∣∣∣∣∫
Ω

(g − 1)
(
1− ζ

(i)
i

)
dx

∣∣∣∣ ≤ c · τ 2. (2.52)

Принимая во внимание неравенства (2.45) и условия ∥φi∥Xs,r ≤ τ, получим∣∣∣∣∫
Ω

gρ∗−1
i φi · ζ(i)i dx

∣∣∣∣ ≤ c · τ. (2.53)

Из (2.42), (2.46), (2.51) – (2.53) следует, что может быть указана постоянная c > 0, для

которой справедливы неравенства

k − aii ≥ c−1 · τ−
1
α

ii − c · τ, i = 1, 2. (2.54)

Так как в силу лемм 1.34 и 1.19 имеют место оценки∥∥∥ξ(j)i ∥∥∥
Xs,r

≤ |τij| ∥g∥Xs,r ≤ c |τij| , i, j = 1, 2, (2.55)

из условия (2.33g) имеем
∥∥∥ξ(3−i)i

∥∥∥
Xs,r

≤ c · τ, i = 1, 2, и, следовательно,

|a12| =
∣∣∣∣ 1ρ∗1

∫
Ω

g · (ρ∗2 + φ2) · ζ(2)1 dx

∣∣∣∣ ≤ c · τ. (2.56)

Точно также доказывается неравенство

|a21| ≤ c · τ. (2.57)

Положим σ = max {τ11, τ22}. В силу оценок (2.54), (2.56), (2.57) имеем(
(kI−A) ξ⃗, ξ⃗

)
≥
(
c−1 · σ− 1

α − 2c · τ
) ∣∣∣ξ⃗∣∣∣2 . (2.58)

Выбирая параметр τ из условия 2c2 · σ 1
α · τ ≤ 1

2
, из (2.58) получим неравенство(

(kI−A) ξ⃗, ξ⃗
)
≥ 1

2
c−1 · σ− 1

α

∣∣∣ξ⃗∣∣∣2 ,
из которого согласно лемме 1.17 вытекает, что∥∥∥(kI−A)−1 ξ⃗

∥∥∥ ≤ 2c · σ
1
α

∣∣∣ξ⃗∣∣∣ . (2.59)
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Таким образом из свойства (2.59) и формулы (2.32e) получаем оценку

|m⃗| ≤ 2c · σ
1
α

∣∣∣f⃗ ∣∣∣ . (2.60)

Из оценок (2.36), (2.37), (2.45) и ограниченности вложения Xs,r (Ω) в C (Ω) (s · r > 3),

очевидно, следуют неравенства

|fi| ≤ c · στ 2, i− 1, 2,

и поэтому согласно (2.60) получим

|m⃗| ≤ cσ1+ 1
α τ 2. (2.61)

IV. Автоморфизм.

Теперь можно доказать, что для достаточно малых значений параметра τ отобра-

жение W переводит шар Bτ в себя.

Из (2.41) и (2.61) следует, что для всех τ11 > σ1 и τ22 > σ1 решение θ⃗1 = W (θ⃗)

задачи (2.32) удовлетворяет неравенству∥∥∥θ⃗1∥∥∥
E
≤ c · τ 2 · σ + cσ1+ 1

α τ 2, где σ = max {τ11, τ22} .

Так как σ фиксированное число, то можно выбрать τ ∗ ∈ (0, τ1] настолько малым, что

c · τ · σ + cσ1+ 1
α τ < 1 для всех τ ∈ (0, τ ∗].

При таком выборе τ будет выполняться неравенство∥∥∥θ⃗1∥∥∥
E
=

2∑
j=1

(
∥v⃗(j)1 ∥V s,r(Ω) + ∥φ1

j∥Xs,r(Ω) + ∥π1
j∥Xs,r(Ω)

)
≤ τ,

означающее, что вектор θ⃗1 = W (θ⃗) содержится в шаре Bτ . Так как вектор θ⃗ ∈ Bτ был

выбран произвольно, то отображение W переводит шар Bτ в себя.

V. Секвенциальная слабая непрерывность отображения W.

Покажем, что отображение W секвенциально слабо непрерывно. Пусть последо-

вательность θ⃗n =
(
v⃗
(1)
n , v⃗

(2)
n , πn1 , π

n
2 , φ

n
1 , φ

n
2

)
∈ Bτ сходится слабо в E. В силу рефлек-

сивности этого пространства предельный элемент θ⃗ данной последовательности так же

принадлежит E и более того θ⃗ ∈ Bτ , так как шар Bτ есть множество замкнутое и вы-

пуклое. Поскольку элемент θ⃗1,n = W (θ⃗n) содержатся шаре Bτ ∈ E, то существует под-

последовательность
{
θ⃗1,nk

}
⊂
{
θ⃗1,n

}
и элемент θ⃗1 ∈ Bτ , такой, что θ⃗1,nk

→ θ⃗1 слабо в E.
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Из (2.55) следует ограниченность в Xs,r последовательностей функций{
ζ
(j)
i,n

}
, i, j = 1, 2, (ζ(j)i,n – решение задачи (2.32f), соответствующее элементу

u⃗
(j)
n = u⃗

(j)
∗ + v⃗

(j)
n ). В силу рефлексивности пространства Xs,r (лемма 1.8) можем счи-

тать, что подпоследовательности
{
ζ
(j)
i,nk

}
⊂
{
ζ
(j)
i,n

}
сходятся слабо в Xs,r к функциям

ζ
(j)
i ∈ Xs,r, в частности, ∇ζ(j)i,nk

⇀ ∇ζ(j)i слабо в L2(Ω). В силу компактности вложения

Xs,r ⊂ C(Ω) и E ⊂ C(Ω), имеем, что θ⃗n → θ⃗ в C(Ω), θ⃗1,nk
→ θ⃗1 в C(Ω) и ζ

(j)
i,nk

→ ζ
(j)
i в

C(Ω).

В уравнениях вида (2.32), связывающих вектор–функции θ⃗nk
и θ⃗1,nk

, в силу вы-

шесказанного возможен предельный переход при nk → ∞, в результате чего получим

соотношение θ⃗1 = W (θ⃗). Таким образом любая слабо сходящаяся подпоследователь-

ность
{
θ⃗1,nk

}
последовательности

{
θ⃗1,n

}
имеет своим пределом единственный элемент

θ⃗1 ∈ Bτ . Следовательно, слабо сходящейся к θ⃗1 является и вся последовательность{
θ⃗1,n

}
, что доказывает секвенциальную слабую непрерывность отображения W . Теоре-

ма 2.5 доказана.

2.3. Применение теоремы о неподвижной точке

Из теоремы 2.5 и теоремы Тихонова о неподвижной точке (теорема 1.18) следует,

что существует такой элемент θ⃗ ∈ Bτ , что W (θ⃗) = θ⃗. Осталось доказать, что неподвиж-

ная точка θ⃗ = W (θ⃗) ∈ E является решением задачи (2.26). Из определения отображения

W и уравнений (2.32) следует, что вектор θ⃗ и соответствующие функции ζ(j)i являются

сильным решением краевой задачи которая отличается от задачи (2.26) наличием опе-

ратора проектирования в правой части уравнения (2.32с). Следовательно, достаточно

показать, что

Π

(
g

2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi

)
= g

2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi, i = 1, 2.

Это означает, что функция

Υi = g
2∑
j=1

1

ρ∗i
τijφj − gΦi[θ⃗]− gmi

имеет нулевое среднее значение на Ω, т.е.
∫
Ω

Υi(x)dx = 0, i = 1, 2, что отражено фор-

мулой (2.22). Таким образом построенная вектор - функция θ⃗ ∈ Bτ является решением

задачи (2.26).
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§ 3. Зависимость решений от деформации области

Теорема 2.3 гарантирует существование решения (быть может не единственного)

q⃗ = (v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2, ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(2)
1 , ζ

(2)
2 ;m1,m2) задачи (2.26) для всех достаточно

малых Re, Λ−1, a, τ12 , τ21 и всех матриц N близких к единичной матрице I.

Важным этапом исследования задачи оптимизации формы является доказатель-

ство единственности решения задачи (2.26) и дифференцируемости ее решения отно-

сительно параметра ε. Для этого прежде всего необходимо исследовать зависимость

этих решений от матрицы N, полностью определяемой деформацией x+ εT⃗ (x) области

и заданной формулой (2.3). На данном этапе структура матрицы N не имеет значе-

ния, и поэтому полученные результаты будут иметь место для произвольной гладкой

матричнозначной функции N(x), x ∈ Ω.

3.1. Линейная задача для разности.

Для разности q⃗0 − q⃗1,

q⃗i = (v⃗
(1)
i , v⃗

(2)
i ;πi1, π

i
2, φ

i
1, φ

i
2, ζ

(1)
1i , ζ

(1)
2i , ζ

(2)
1i , ζ

(2)
2i ;m

i
1,m

i
2), i = 0, 1,

решений задачи (2.26), построенных в теореме 2.3 и соответствующих различным мат-

рицам N0 и N1, введем обозначения

w⃗(j) = v⃗
(j)
0 − v⃗

(j)
1 , ωj = π0

j − π1
j , ψj = φ0

j − φ1
j , nj = m0

j −m1
j ,

ξ
(k)
j = ζ

(k)
j0 − ζ

(k)
j1 , k, j = 1, 2.

(2.62)

Из (2.26) следует, что вектор-функция

q⃗0 − q⃗1 = (w⃗(1), w⃗(2);ω1, ω2, ψ1, ψ2, ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(2)
1 , ξ

(2)
2 ;n1, n2)

является решением следующей линейной задачи (вывод этих уравнений приведен в

приложении B):

2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi =

2∑
j=1

µijA0(w⃗
(j))+

+ReL(ψi, w⃗(i)) +Di + (−1)i(E + S0(w⃗
(2) − w⃗(1))) в Ω,

(2.63a)

divw⃗(i) =
2∑
j=1

αijψj +
2∑
j=1

βijωj + γini + δid в Ω, (2.63b)
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u⃗
(i)
0 · ∇ψi + τiiψi = −w⃗(i) · ∇φ1

i +
2∑
j=1

α̂ijψj +
2∑
j=1

β̂ijωj + γ̂ini + δ̂id в Ω, (2.63c)

−div(u⃗(i)0 ξ
(i)
j ) + τiiξ

(i)
j = div(w⃗(i)ζ

(i)
j1 ) + τjid в Ω, (2.63d)

w⃗(i) = 0 на Ω, ψi = 0 на Σi
in, ωi = Πωi, ξ

(i)
j = 0 на Σi

out, (2.63e)

ni =
2∑

k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃kd+

2∑
j=1

(α̃kjψj + β̃kjωj + γ̃kjξ
(k)
j )

]
dx, i, j = 1, 2. (2.63f)

В записи данных уравнений используются обозначения

Ak(w⃗) = A(w⃗;Nk), Bk(ρ, u⃗, w⃗) = B(ρ, u⃗, w⃗;Nk), Sk(w⃗) = S(w⃗;Nk), k = 0, 1,

L(ψi, w⃗(i)) = B0(ψi, u⃗
(i)
0 , u⃗

(i)
0 ) + B0(ρ

1
i , w⃗

(i), u⃗
(i)
0 ) + B0(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , w⃗

(i)), (2.64)

E = S0(u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1 )− S1(u⃗

(2)
1 − u⃗

(1)
1 ),

Di =
∑2

j=1 µij

(
A0(u⃗

(j)
1 )−A1(u⃗

(j)
1 )
)
+Re

(
B0(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1 )− B1(ρ

1
i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1 )
)
,

d = g0 − g1, gk =
√

detNk.
(2.65)

Cимволы χ0
ik обозначают элементы матрицы (k(N0)I−A(N0, θ⃗0))

−1.

Коэффициенты αij, βij, γi, δi, α̂ij, β̂ij, γ̂i, δ̂i, α̃ij, β̃ij, γ̃ij, δ̃i, i, j = 1, 2, в правых частях

уравнений (2.63b), (2.63c) и (2.63f) задаются формулами

α̂ii = τii (1− g0) + g0Φi

[
θ⃗0

]
− g0ρ

1
iΘii

(
φ0
i , φ

1
i

)
− τiig0

ρ∗i

(
φ0
i + φ1

i

)
− g0
ρ∗i
τi,3−iφ

1
3−i + g0m

1
i ;

α̂ij = −g0ρ1iΘij

(
φ0
i , φ

1
i

)
− g0φ

0
i

ρ∗i
τij − g0τij, i ̸= j;

β̂ij =
g0ρ

1
i

Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γ̂i = g0ρ
0
i ;

δ̂i = ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
− τii
ρ∗i

(
φ1
i

)2 − τiiφ
1
i +m1

i ρ
1
i − τi,(3−i)φ

1
3−i − τi,(3−i)

φ1
iφ

0
3−i

ρ∗i
;

αij = g0

(
Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)
+
τij
ρ∗i

)
; βij = −g0

Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γi = −g0;

δi = −Φi

[
θ⃗1

]
+
τii
ρ∗i
φ1
i −m1

i +
τi,(3−i)
ρ∗i

φ1
3−i

α̃ij =
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
α̂jj −m1

jg0
)
+
m1
jg0ζ

(j)
i1

ρ∗i
− g0Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)
+
ζ
(3−j)
i0

ρ∗i
α̂3−j,j;

β̃ij =
ζ
(j)
i0

ρ∗i
β̂jj +

ζ
(3−j)
i0

ρ∗i
β̂3−j,j + βij; γ̃ij =

Ψj

[
θ⃗1

]
ρ∗i

+ g0m
1
j

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φ0
j

ρ∗i

)
;

(2.66)

δ̃i = Φi

[
θ⃗1

]
+

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
δ̂j −m1

jρ
1
j

)
−m1

j

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)⟩
;
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Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)
=

τij
p′i (ρ

∗
i ) ρ

∗
i

1∫
0

H ′
i

(
φ0
i s+ φ1

i (1− s)
)
ds. (2.67)

Эти функции зависят от решений q⃗0 и q⃗1 и рассматриваются как известные.

Для удобства ссылок сформулируем в одном блоке условия, вытекающие из тео-

ремы существования 2.3.

Условие 2.6.

• Граница ∂Ω и векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2) удовлетворяют условиям 2.1.

• Для показателей r и s выполнены неравенства

1/2 < s < 1, r <∞, 2s− 3r−1 < 1, sr > 3, (1− s) r > 3. (2.68)

• Параметры σ∗ > 1 и τ ∗ (τ11, τ22) < 1, τ11, τ22 ∈ (σ∗,∞) заданы в теореме 2.3.

• Пусть τ11 ≥ σ∗, τ22 ≥ σ∗ и τ ∈ (0, τ ∗ (τ11, τ22)].

• Пусть

a,Λ−1, Re ∈
(
0, τ 2

]
, τ12, τ21 ∈ (0, τ ] , ∥Ni − I∥C2(Ω) ≤ τ 2, i = 0, 1. (2.69)

• τ ∈ (0, τ0], где τ0 - абсолютная константа, заданная в лемме 1.19 и тем самым
обеспечивающая неравенства∥∥N±1

i − I
∥∥
C2(Ω)

+
∥∥g±1

i − I
∥∥
C2(Ω)

≤ cτ 2, i = 0, 1. (2.70)

• При выполнении вышеперечисленных условий теорема 2.3 гарантирует суще-
ствование решений q⃗i, соответствующих матрицам Ni задачи (2.26), таких
что θ⃗i =

(
v⃗
(1)
i , v⃗

(2)
i , πi1, π

i
2, φ

i
1, φ

i
2

)
∈ Bτ и выполнены неравенства (2.29)-(2.31).

• u⃗
(j)
i = u⃗

(j)
∗ + v⃗

(j)
i и ρij = ρ∗j + φij, i = 0, 1; j = 1, 2.

Следующая лемма касается оценок коэффициентов (2.66), которые потребуются

в дальнейшем.

Лемма 2.7. Пусть выполнено условие 2.6. Тогда справедливы неравенства{
∥αij∥Xs,r , i ̸= j, ∥βij∥Xs,r , ∥δi∥Xs,r , ∥α̂ij∥Xs,r , ∥β̂ij∥Xs,r , ∥δ̂i∥Xs,r

}
≤ cτ,{

∥α̃ij∥Xs,r , ∥β̃ij∥Xs,r , ∥γ̃ij∥Xs,r , ∥δ̃i∥Xs,r

}
≤ cτ,

{∥αii∥Xs,r , ∥γi∥Xs,r , ∥γ̂i∥Xs,r} ≤ c, i, j = 1, 2,

(2.71)

где параметр τ обозначает радиус шара в пространстве V s,r × Xs,r, которому при-
надлежат решения θ⃗0 и θ⃗1. Через c обозначена постоянная, зависящая только от
области Ω, векторных полей U⃗ (1), U⃗ (2) и параметров r, s, τ11, τ22.
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Доказательство. Так как матрицы N0 и N1 выбраны в соответствии с условием

2.6, то справедливо неравенство

∥g0 − 1∥C2(Ω) ≤ cτ 2. (2.72)

В силу тех же условий 2.6 вектор функции θ⃗i =
(
v⃗
(1)
i , v⃗

(2)
i , πi1, π

i
2, φ

i
1, φ

i
2

)
, i = 0, 1, при-

надлежат шару Bτ и, следовательно, для функций Ψk

[
θ⃗i

]
и Φk

[
θ⃗i

]
, k = 1, 2; i = 0, 1,

справедливы неравенства вида (2.36) и (2.37)∥∥∥Ψk

[
θ⃗i

]∥∥∥
Xs,r

≤ cτ 2,
∥∥∥Φk

[
θ⃗i

]∥∥∥
Xs,r

≤ cτ 2, i = 1, 2, (2.73)

полученные при доказательстве теоремы 2.5.

По условию функции Hi(s) = pi (ρ
∗
i + s) − pi (ρ

∗
i ) − p′i (ρ

∗
i ) s, i = 1, 2, принадлежат

классу C3 (R) и при этом производная H ′
i (φi) = p′i (p

∗
i + φi) − p′i (p

∗
i ) ∈ C2 (R) обраща-

ется в нуль в точке s = 0. Следовательно, функция Θij (t1, t2), определенные в (2.67)

принадлежат C2 (R2) и Θij

∣∣∣∣t1 = 0

t2 = 0

= 0. Тем самым имеет место представление

Θij (t1, t2) = t1Θ
0
ij (t1, t2) + t2Θ

1
ij (t1, t2) , (2.74)

где Θ0
ij,Θ

1
ij ∈ C1 (R2) , i, j = 1, 2. Так как θ⃗i =

(
v⃗
(1)
i , v⃗

(2)
i , πi1, π

i
2, φ

i
1, φ

i
2

)
∈ Bτ , то∥∥φij∥∥Xs,r ≤ τ, j = 1, 2; i = 0, 1. (2.75)

Следовательно, суперпозиция x → Θij (φ
0
i (x), φ

1
i (x)) принадлежит пространству Xs,r и

в силу тождества (2.74) и леммы 1.16 имеют место неравенства∥∥Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)∥∥
Xs,r ≤ c

∥∥φ0
i

∥∥
Xs,r

∥∥Θ0
ij

(
φ0
i , φ

1
i

)∥∥
Xs,r + c

∥∥φ1
i

∥∥
Xs,r

∥∥Θ1
ij

(
φ0
i , φ

1
i

)∥∥
Xs,r ≤ cτ.

(2.76)

Кроме того согласно условию 2.6 для функций ζ
(j)
ki и констант mi

j, k, j = 1, 2, i = 0, 1,

справедливы неравенства∥∥∥ζ(3−j)ji

∥∥∥
Xs,r

≤ cτ,
∥∥ζjji∥∥Xs,r ≤ c, |m⃗i| ≤ cτ, i = 0, 1, j = 1, 2. (2.77)

Применяя к формулам (2.66) оценки (2.72)–(2.77) и, учитывая что

Λ−1 ∈ (0, τ 2] , |τ12|, |τ21| ∈ (0, τ ] , приходим к (2.71).

3.2. Сопряженная задача.

Задача (2.63) для разности q⃗0− q⃗1 имеет ту особенность, что к уравнениям (2.63c),

входящим в состав этой задачи непременимы известные результаты (см. лемма 1.33 и
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лемма 1.34) о транспортных уравнениях, в силу того, что слагаемое w⃗(i) · ∇φ1
i не удо-

влетворяет нужным условиям гладкости (не является ни гладким, ни ограниченным).

Однако из теоремы существования вытекает принадлежность слагаемых w⃗(i) ·∇φ1
i про-

странству Ws−1,r(Ω), двойственному к W1−s,r′
0 (Ω), и поэтому возникает возможность

трактовать разность q⃗0 − q⃗1 как очень слабое решение задачи (2.63). В связи с этим

сформулируем сопряженную задачу следующим образом.

Для заданных векторных полей H⃗(i), скалярных полей Gi, Fi,M1i,M2i и констант

si, i = 1, 2 найти векторные поля w⃗
(i)
∗ , скалярные поля ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(j)∗
i и константы n∗

i ,

i, j = 1, 2, такие, что

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j −A0(w⃗

(j)
∗ )
)
− ReHi(w⃗

(i)
∗ )+

+(−1)i+1S0(w⃗
(2)
∗ − w⃗(1)

∗ ) + ψ∗
i · ∇φ1

i +
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j = H⃗(i) в Ω,

(2.78a)

divw⃗(i)
∗ = Π

2∑
k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k)

]
+ΠGi в Ω, (2.78b)

−div(ψ∗
i u⃗

(i)
0 ) + τiiψ

∗
i = ReMi(w⃗

(i)
∗ )+

+
2∑

k=1

[
α̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjα̃ji + µkjαjiω

∗
k)

]
+ Fi в Ω,

(2.78c)

u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗j + τiiξ

(i)∗
j = γ̃ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki +Mji в Ω, (2.78d)

n∗
i =

∫
Ω

(
γi

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂iψ

∗
i

)
dx+ si, (2.78e)

w⃗(i)
∗ = 0 на ∂Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in,Πω
∗
i = ω∗

i , i, j = 1, 2. (2.78f)

Здесь линейные операторы Hi и Mi определены формулами

Hi(⃗h) = ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗− (NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗)),

Mi(⃗h) = (u⃗
(i)
0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )) ·N−1

0 h⃗, i = 1, 2.
(2.79)

Cодержание следующего раздела посвящается доказательству существования и един-

ственности сильных и слабых решений сопряженной задачи (2.78). Эти результаты поз-

воляют вывести оценки норм разностей w⃗(i), ωi, ψi, ξ
(j)
i , ni, что является основной целью

данного параграфа.
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3.3. Исследование сопряженной задачи

Напомним обозначения функциональных пространств, приведенных в первой гла-

ве:
U s,r = Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R, Vs,r =W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R,

Es,r = Zs,r ×Xs,r × R, F s,r = V s,r ×Xs,r × R, s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞).

и сформулируем теорему о корректности сопряженной задачи (2.78).

Теорема 2.8. Пусть выполнены условия 2.6. Тогда найдутся числа c, σc и τc, за-
висящие от данных задачи и параметров s, r такие, что если min{τ11, τ22} > σc

и 0 < τ ≤ τc, то для каждой вектор функции f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),
f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, задача (2.78) имеет единственное решение
h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)), h⃗(i) = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r, удовлетворяющее неравенству

∥h⃗∥Vs,r ≤ c∥f⃗∥Us,r . (2.80)

Если наложить более ограничительное условие на правую часть f⃗ , а именно f⃗ ∈ Es,r,
то решение h⃗ принадлежит классу F s,r и при этом имеет место неравенство

∥h⃗∥Fs,r ≤ c∥f⃗∥Es,r . (2.81)

Доказательствo теоремы 2.8

Уравнения (2.78a)-(2.78e) сопряженной задачи представим в символическом виде

A[⃗h∗]−B[⃗h∗] = F⃗ , h⃗∗ = (⃗h(1)∗ , h⃗(2)∗ ), h⃗(i)∗ = (w⃗(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ),

где интегро-дифференциальные операторы A и B определяются посредством формул

A[⃗h∗] = (A1 [⃗h∗],A2 [⃗h∗]), (2.82)

Ai [⃗h∗] =



2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j

)
+

2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j

divw⃗(i)
∗

−u⃗(i)0 ∇ψ∗
i + τiiψ

∗
i −

2∑
k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k

u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗1 + τiiξ

(i)∗
1

u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗2 + τiiξ

(i)∗
2

n∗
i −

∫
Ω

(
γi

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂iψ

∗
i

)
dx


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B[⃗h∗] = (B1 [⃗h∗],B2 [⃗h∗]), (2.83)

Bi [⃗h∗] =



2∑
j=1

µjiA0(w⃗
(j)
∗ ) + ReHi(w⃗

(i)
∗ ) + (−1)iS0(w⃗

(2)
∗ − w⃗(1)

∗ )− ψ∗
i · ∇φ1

i

Π
2∑

k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k)

]

ReMi(w⃗
(i)
∗ ) + ψ∗

i divu⃗
(i)
0 +

2∑
k=1

[
α̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

n∗
kχ

0
kjα̃ji

]

γ̃i1

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki

γ̃i2

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki

0


Рассмотрим следующую краевую задачу, присоединяя к системе уравнений

A[⃗h∗] = F⃗ (2.84)

граничные условия

w⃗
(j)
∗ = 0 на ∂Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out,

ξ
(i)∗
1 = 0, ξ

(i)∗
2 = 0 на Σi

in,Πω
∗
i = ω∗

i , i = 1, 2.

(2.85)

Следующая лемма доставляет точную формулировку утверждений о разрешимо-

сти задачи (2.84), (2.85).

Лемма 2.9. Пусть выполнено условие 2.6, тогда существуют постоянные σ3 ≥ σ∗

и c, зависящие от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s такие, что если min {τ11, τ22} ≥ σ3, то для всех
F⃗ = (F⃗ (1), F⃗ (2)),F⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, i = 1, 2, задача (2.84), (2.85)
имеет решение h⃗∗ = (⃗h

(1)
∗ , h⃗

(2)
∗ ), h⃗

(i)
∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r, i = 1, 2, такое
что ∥∥∥h⃗∗∥∥∥

Vs,r
≤ c

∥∥∥F⃗∥∥∥
Us,r

. (2.86)

Если, кроме того F⃗ ∈ Es,r, то ∥∥∥h⃗∗∥∥∥
Fs,r

≤ c
∥∥∥F⃗∥∥∥

Es,r
. (2.87)

Доказательство. Нетрудно видеть, что для каждой правой части F⃗ = (F⃗ (1), F⃗ (2)),

F⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si), из пространства U s,r краевая задача (2.84), (2.85) рас-

падается на несколько независимых линейных граничных задач, а именно, функции
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ξ
(i)∗
j , i, j = 1, 2, определяются независимо как решения следующей задачи для транс-

портного уравнения

u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗j + τiiξ

(i)∗
j =Mji в Ω, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in, i, j = 1, 2. (2.88)

После этого компоненты w⃗
(i)
∗ , ω∗

i , i = 1, 2, находятся как решения задач типа Стокса, т.е.

2∑
j=1

µji(∆w⃗
(j)
∗ −∇ω∗

j ) = H⃗(i) −
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j в Ω,

divw⃗
(i)
∗ = ΠGi в Ω,

w⃗
(i)
∗ = 0 на ∂Ω, Πω∗

i = ω∗
i , i = 1, 2.

(2.89)

Следующий шаг – определение компонент ψ∗
i как решения краевой задачи

−u⃗(i)0 ∇ψ∗
i + τiiψ

∗
i =

2∑
k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k + Fi в Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, i = 1, 2. (2.90)

Завершает процедуру построения решения задачи (2.84), (2.85) нахождение постоянных

n∗
i по формулам

n∗
i =

∫
Ω

(
γi

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂iψ

∗
i

)
dx+ si, i = 1, 2. (2.91)

Рассмотрим задачу (2.88). Согласно условию 2.6, векторные поля

u⃗
(j)
0 = u⃗

(j)
∗ + v⃗

(j)
0 ∈ V s,r, и, следовательно, u⃗

(j)
0 ∈ C1(Ω) в силу непрерывности

вложения V s,r в C1(Ω), причем∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
C1(Ω)

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
V s,r

≤ c, i = 1, 2.

Таким образом, условия 2.6 гарантируют, что Ω, u⃗
(i)
0 , s, r удовлетворяют всем требова-

ниям лемм 1.33 и 1.34, и, следовательно, если Mji ∈ W s,r(Ω), i, j = 1, 2, то, согласно

лемме 1.33, существует такое число σ3 > 1, зависящее от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, что для

каждых τii > σ3, i = 1, 2, краевая задача (2.88) имеет едиственное решение, удовлетво-

ряющее неравенству ∥∥∥ξ(i)∗j

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c ∥Mji∥W s,r(Ω) , i, j = 1, 2. (2.92)

Если Mji ∈ Xs,r = W s,r(Ω)∩W 1,2(Ω), i, j = 1, 2, то лемма 1.34 гарантирует существова-

ние единственного решения ξ(i)∗j задачи (2.88) в пространстве Xs,r и неравенства∥∥∥ξ(i)∗j

∥∥∥
Xs,r

≤ c ∥Mji∥Xs,r , i, j = 1, 2. (2.93)
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Константа c в (2.92), (2.93) зависит только от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s. Очевидно, можно вы-

брать σ3 ≥ σ∗.

Обратимся теперь к задаче (2.89) и покажем, что правые части,

H⃗(i) −
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j , i = 1, 2, уравнений принадлежат пространству

Zs,r = Ws−1,r(Ω) ∩ L2(Ω). Действительно, в силу условия 2.6 (гарантирующего

утверждения теоремы существования 2.3) для функций ζ
(k)
j1 ,k, j = 1, 2, имеет место

оценка
∥∥∥ζ(k)j1

∥∥∥
Xs,r

≤ c, которая вместе с соотношением (1.20) леммы 1.14∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ c
∥∥∥ζ(k)j1

∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥ξ(k)∗j

∥∥∥
W s,r(Ω)

приводит к неравенству∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ c
∥∥∥ξ(k)∗j

∥∥∥
W s,r(Ω)

. (2.94)

В силу неравенств
∥∥∥ζ(k)j1

∥∥∥
C(Ω)

≤ с
∥∥∥ζ(k)j1

∥∥∥
Xs,r

≤ c (вложение Xs,r ↪→ C(Ω) ограничено)

имеем∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
L2(Ω)

≤ c
∥∥∥ζ(k)j1

∥∥∥
C(Ω)

∥∥∥∇ξ(k)∗j

∥∥∥
L2(Ω)

≤ c
∥∥∥ξ(k)∗j

∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤ c
∥∥∥ξ(k)∗j

∥∥∥
Xs,r

. (2.95)

Неравенства (2.94), (2.95) означают, что∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
Zs,r

≤ c
∥∥∥ξ(k)∗j

∥∥∥
Xs,r

. (2.96)

На основании доказанных ранее оценок (2.92), (2.93) из неравенств (2.94), (2.96) полу-

чаем ∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ c ∥Mjk∥W s,r(Ω) ,∥∥∥ζ(k)j1 · ∇ξ(k)∗j

∥∥∥
Zs,r

≤ c ∥Mjk∥Xs,r , j, k = 1, 2.

(2.97)

Таким образом, если функции H⃗(i) ∈ Ws−1,r(Ω), Gi ∈ W s,r(Ω), i = 1, 2,

то теорема 1.31 гарантирует существование единственного решения(
w⃗

(i)
∗ , ω∗

i

)
∈ W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω), i = 1, 2, задачи (2.89), такого, что

2∑
i=1

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
W s+1,r(Ω)

+ ∥ω∗
i ∥W s,r(Ω)

)
≤

≤ c
2∑
i=1

∥∥∥∥∥H⃗(i) −
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j

∥∥∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

+ ∥Gi∥W s,r(Ω)

 .

(2.98)
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Если H⃗(i) ∈ Zs,r и Gi ∈ Xs,r, i = 1, 2, то по теореме 1.31 решение
(
w⃗

(i)
∗ , ω∗

i

)
, i = 1, 2,

принадлежит пространству V s,r ×Xs,r и имеет место оценка

2∑
i=1

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
V s,r + ∥ω∗

i ∥Xs,r

)
≤ c

2∑
i=1

∥∥∥∥∥H⃗(i) −
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇ξ(i)∗j

∥∥∥∥∥
Zs,r

+ ∥Gi∥Xs,r(Ω)

 . (2.99)

Из неравенств (2.98), (2.99) с учетом оценок (2.97) получим:

2∑
i=1

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
W s+1,r(Ω)

+ ∥ω∗
i ∥W s,r(Ω)

)
≤

≤ c

2∑
i=1

(∥∥∥H⃗(i)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

+ ∥Gi∥W s,r(Ω) +
2∑
j=1

∥Mji∥W s,r(Ω)

)
,

(2.100)

2∑
i=1

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
V s,r + ∥ω∗

i ∥Xs,r

)
≤ c

2∑
i=1

(∥∥∥H⃗(i)
∥∥∥
Zs,r

+ ∥Gi∥Xs,r +
2∑
j=1

∥Mji∥Xs,r

)
. (2.101)

На этом этапе функции w⃗
(i)
∗ , ω∗

i , ξ
(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 , i = 1, 2, определены, и теперь рассмот-

рим автономные для ψ∗
i , i = 1, 2, краевые задачи (2.90) для транспортных уравнений.

Поскольку по условию 2.6 граница ∂Ω и векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2) удовлетворя-

ют условиям 2.1, то ∂Ω и −U⃗ (1), −U⃗ (2) также удовлетворяют этим условиям. Таким

образом, для вектор-функций −u⃗(i)0 ∈ V s,r, i = 1, 2 (по теореме вложения одновре-

менно −u⃗(i)0 ∈ C1(Ω)) и ∂Ω, −U⃗ (1),−U⃗ (2) выполнены все условия леммы 1.33 и леммы

1.34, если поменять ролями множества Σi
in и Σi

out. Кроме того заметим, что слагаемые
2∑

k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k в правых частях уравнений (2.90) принадлежат пространству W s,r(Ω),

если ω∗
k ∈ W s,r(Ω), и пространству Xs,r – если ω∗

k ∈ Xs,r. При этом имеют место нера-

венства ∥∥∥∥∥
2∑

k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k

∥∥∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
2∑

k=1

∥ω∗
k∥W s,r(Ω) , (2.102)

∥∥∥∥∥
2∑

k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k

∥∥∥∥∥
Xs,r

≤ c
2∑

k=1

∥ω∗
k∥Xs,r , (2.103)

которые легко получить, воспользовавшись свойствами (1.14) и (1.15) норм в W s,r(Ω)

и Xs,r и оценками (2.71). Таким образом, в силу леммы 1.33 можно выбрать число σ3,

зависящее от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, так, что для τii > σ3, i = 1, 2, и Fi, ω∗
i ∈ W s,r(Ω), i = 1, 2,

краевая задача

−u⃗(i)0 ∇ψ∗
i + τiiψ

∗
i =

2∑
k=1

2∑
j=1

µkjαjiω
∗
k + Fi в Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, i = 1, 2,
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имеет единственное решение ψ∗
i ∈ W s,r(Ω), удовлетворяющее условиям

∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω) ≤ c

(
2∑

k=1

2∑
j=1

∥αjiω∗
k∥W s,r(Ω) + ∥Fi∥W s,r(Ω)

)
,

Если Fi, ω∗
i ∈ Xs,r, i = 1, 2, то решение ψ∗

i , i = 1, 2, принадлежит Xs,r и

∥ψ∗
i ∥Xs,r ≤ c

(
2∑

k=1

2∑
j=1

∥αjiω∗
k∥Xs,r + ∥Fi∥Xs,r

)
.

В силу свойств (1.14) и (1.15) норм в W s,r(Ω) и Xs,r, оценок (2.71) и (2.100), (2.101)

приходим к соотношениям

∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω) ≤

≤ c

(
2∑

k=1

(∥∥∥H⃗(k)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

+ ∥Gk∥W s,r(Ω) +
2∑
j=1

∥Mjk∥W s,r(Ω)

)
+ ∥Fi∥W s,r(Ω)

)
,

(2.104)

∥ψ∗
i ∥Xs,r ≤ c

(
2∑

k=1

(∥∥∥H⃗(k)
∥∥∥
Zs,r

+ ∥Gk∥Xs,r +
2∑
j=1

∥Mjk∥Xs,r

)
+ ∥Fi∥Xs,r

)
. (2.105)

Константы n∗
i , i = 1, 2, определяемые по формулам (2.91), могут быть на основа-

нии неравенств (2.71) оценены следующим образом1

|n∗
i | ≤ c

(
2∑
j=1

∥∥ω∗
j

∥∥
L1(Ω)

+ ∥ψ∗
i ∥L1(Ω)

)
+ |si| (2.106)

Оценки (2.92), (2.93), (2.100), (2.101), (2.104)–(2.106) доказывают неравенства (2.86) и

(2.87), заявленные в лемме 2.9.

Утверждения леммы 2.9 мы трактуем как существование обратного линейного

ограниченного оператора A−1, сопоставляющего элементу F⃗ ∈ U s,r (F⃗ ∈ Es,r) един-

ственное решение h⃗∗ = A−1[F⃗ ] из Vs,r (соответственно из F s,r) краевой задачи (2.84),

(2.85), причем имеют место неравенство (2.86) (соответственно (2.87)).

Методика исследования задачи (2.78) использует оценки операторов (2.79), кото-

рые мы приведем в следующей лемме.

Лемма 2.10. Пусть выполнено условие 2.6. Тогда существует постоянная c > 0,
зависящая от s, r и Ω, такая, что

(i) ∥∥∥A0(⃗h)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
для всех h⃗ ∈ W s+1,r (Ω) ; (2.107)

∥∥∥A0(⃗h)
∥∥∥
Zs,r

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
для всех h⃗ ∈ V s,r; (2.108)

1Неравенство (2.106) вытекает из того, что ∥γi∥C(Ω) ≤ ∥γi∥Xs,r ≤ c, ∥γ̂i∥C(Ω) ≤ ∥γ̂i∥Xs,r ≤ c, i = 1, 2.
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(ii) ∥∥∥S0(⃗h)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
для всех h⃗ ∈ W s+1,r(Ω); (2.109)

∥∥∥S0(⃗h)
∥∥∥
Zs,r

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
для всех h⃗ ∈ V s,r; (2.110)

(iii) ∥∥∥Mi(⃗h)
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
, i = 1, 2, для всех h⃗ ∈ W s+1,r(Ω); (2.111)∥∥∥Mi(⃗h)

∥∥∥
Xs,r

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
, i = 1, 2, для всех h⃗ ∈ V s,r; (2.112)

(iv) ∥∥∥Hi(⃗h)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
, i = 1, 2, для всех h⃗ ∈ W s+1,r(Ω); (2.113)∥∥∥Hi(⃗h)

∥∥∥
Zs,r

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
, i = 1, 2, для всех h⃗ ∈ V s,r. (2.114)

Постоянная c в (2.113), (2.114) зависит от s, r,Ω и векторных полей
U⃗ (i), i = 1, 2.

Доказательство.

(i) Оператор A0(⃗h) = A(⃗h;N0), определенный в (2.64), (2.4e) может быть представлен

в виде

A0(⃗h) = div
(
(I− S)∇h⃗+ S∇((I−N−1

0 )⃗h)
)
+∇

(
NT

0

)−1 ·
(
NT

0 S∇(N−1
0 h⃗)

)
,

где S = g0
(
NT

0

)−1
N0N

T
0 , а символ ∇A · B (A и B - квадратные матрицы с эле-

ментами (A)im, (B)im) обозначает вектор столбец с компонентами

∇A ·B =
∑
j

∑
m

∂(A)im
∂xj

(B)mj.

В силу тождества

I− S = I− g0
(
NT

0

)−1
N0N

T
0 =

= (I− g0)
(
NT

0

)−1
N0N

T
0 + (I−

(
NT

0

)−1
)N0N

T
0 + (I−N0)N

T
0 + (I−NT

0 )

и неравенств (2.70) имеем

∥I− S∥C2(Ω) ≤ cτ 2,
∥∥I−N−1

0

∥∥
C2(Ω)

≤ cτ 2. (2.115)

Согласно лемме 1.11

∥∥∥div ((I− S)∇h⃗+ S∇((I−N−1
0 )⃗h)

)∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤
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≤ c
∥∥∥(I− S)∇h⃗+ S∇((I−N−1

0 )⃗h)
∥∥∥
W s,r(Ω)

,

а из неравенств (2.115) следует, что∥∥∥(I− S)∇h⃗+ S∇((I−N−1
0 )⃗h)

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ с ∥I− S∥C2(Ω) ·
∥∥∥∇h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
+ с ∥S∥C2(Ω) ·

∥∥∥∇((I−N−1
0 )⃗h)

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ сτ 2
∥∥∥∇h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
+ с

∥∥∥∇((I−N−1
0 )⃗h)

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ сτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
+ с

∥∥∥(I−N−1
0 )⃗h

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

≤ сτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
.

Таким образом получаем∥∥∥div ((I− S)∇h⃗+ S∇((I−N−1
0 )⃗h)

)∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ сτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
. (2.116)

Заметим, что

∥∥∇ ((NT
0 )

−1
)∥∥

C1(Ω)
=
∥∥∇ ((NT

0 )
−1 − I

)∥∥
C1(Ω)

≤
∥∥(NT

0 )
−1 − I

∥∥
C2(Ω)

≤ сτ 2.

Согласно леммам 1.11, 1.12∥∥∥∇ (NT
0

)−1 ·
(
NT

0 S∇(N−1
0 h⃗)

)∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤

≤
∥∥∥∇ (NT

0

)−1
∥∥∥
C1(Ω)

∥∥∥NT
0 S∇(N−1

0 h⃗)
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤

≤ сτ 2
∥∥NT

0 S
∥∥
C1(Ω)

∥∥∥∇(N−1
0 h⃗)

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤

≤
∥∥∥N−1

0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ сτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
≤ сτ 2

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s+1,r(Ω)

.

(2.117)

Объединяя (2.116) и (2.117), приходим к (2.107).

Аналогично, используя (2.115) получаем неравенства∥∥∥A0(⃗h)
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W 2,2(Ω)
для всех h⃗ ∈ W 2,2(Ω),

объединяя которое с (2.107), получим (2.108) (напомним, что

∥A0(⃗h)∥Zs,r = ∥A0(⃗h)∥Ws−1,r(Ω) + ∥A0(⃗h)∥L2(Ω), ∥h⃗∥V s,r = ∥h⃗∥W s+1,r(Ω) + ∥h⃗∥W 2,2(Ω)).

Утверждения (i) доказаны.

(ii) Рассмотрим оператор

S0(⃗h) = g0 · a ·
(
NT

0

)−1
N−1

0 h⃗.
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Из (2.69), (2.70) следует, что∥∥∥g0 · a · (NT
0

)−1
N−1

0

∥∥∥
C2(Ω)

≤ cτ 2.

Применяя лемму 1.12 получим∥∥∥S0

(
h⃗
)∥∥∥

Ws−1,r(Ω)
≤ cτ 2

∥∥∥h⃗∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

. (2.118)

В силу ограниченности вложения2 W s+1,r(Ω) в Ws−1,r(Ω) из (2.118) следует (2.109).

Объединяя (2.109) с очевидной оценкой∥∥∥S0(⃗h)
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cτ 2
∥∥∥h⃗∥∥∥

W 2,2(Ω)
,

приходим к неравенству (2.110).

(iii) Для операторов

Mi(⃗h) = u⃗
(i)
0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 ) ·N−1

0 h⃗, i = 1, 2,

имеет место следующая цепочка неравенств∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 ) ·N−1

0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤
∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )
∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )
∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ с
∥∥∥N−1

0 u⃗
(i)
0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
,

(2.119)

доказывающая оценку (2.111).

Затем мы имеем∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 ) ·N−1

0 h⃗
∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )
∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
W 1,2(Ω)

+ с
∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )
∥∥∥
W 1,2(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
L∞(Ω)

.

Поскольку u⃗(i)0 ∈ V s,r = W s+1,r(Ω) ∩W 2,2(Ω), то∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )
∥∥∥
L∞(Ω)

≤ с
(∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
V s,r

)
≤ c,∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )
∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
V s,r

≤ c

и, следовательно, ∥∥∥u⃗(i)0 ∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 ) ·N−1

0 h⃗
∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
(2.120)

Из неравенства (2.111) и (2.120) вытекает оценка (2.112).
2Оператор вложения i ограничен в парах пространств i : W 1,r(Ω) → W−1,r(Ω), i : W 2,r(Ω) → Lr(Ω)

и тем самым ограничен из W s+1,r(Ω) =
[
W 1,r(Ω),W 2,r(Ω)

]
s,r

в Ws−1,r(Ω) =
[
W−1,r(Ω), Lr(Ω)

]
s,r

.
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(iv) Обратимся к операторам

Hi(⃗h) = ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗− (NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗)).

Мы имеем ∥∥∥ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ с
∥∥∥ρ1i∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )N−1

0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥ρ1i∥∥W s,r(Ω)

∥∥∥∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )
∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

,

поскольку пространство W s,r(Ω) есть банахова алгебра. Выражение в правой ча-

сти этого неравенства может быть оценено сверху величиной

c
∥∥∥N−1

0 u⃗
(i)
0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
.

Таким образом ∥∥∥ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
. (2.121)

Применяя леммы 1.11 и 1.12, получим∥∥∥(NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗))
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ с
∥∥∥div(ρ1i u⃗(i)1 ⊗ (N−1

0 h⃗))
∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ с
∥∥∥ρ1i u⃗(i)1 ⊗ (N−1

0 h⃗)
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ с
∥∥∥ρ1i u⃗(i)1

∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥(N−1
0 h⃗)

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ с
∥∥∥(N−1

0 h⃗)
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s,r(Ω)
.

(2.122)

Объединяя неравенства (2.121) и (2.122) приходим к (2.113).

Так как ∥∥∥Hi(⃗h)
∥∥∥
Zs,r

=
∥∥∥Hi(⃗h)

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

+
∥∥∥Hi(⃗h)

∥∥∥
L2(Ω)

,∥∥∥h⃗∥∥∥
V s,r

=
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
+
∥∥∥h⃗∥∥∥

W 2,2(Ω)
,

то для доказательства (2.114) достаточно показать, что∥∥∥Hi(⃗h)
∥∥∥
L2(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
. (2.123)

Так как Xs,r непрерывно вложено в C(Ω), а V s,r непрерывно вложено в C1(Ω), мы

имеем ∥∥ρ1i∥∥C(Ω)
≤ с

∥∥ρ1i∥∥Xs,r ≤ c,
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
C1(Ω)

≤ с
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
V s,r

≤ c. (2.124)

78



Таким образом∥∥∥ρ1i∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )N−1

0 h⃗
∥∥∥
L2(Ω)

≤ c ∥ρ1i ∥C(Ω)

∥∥∥∇(N−1
0 u⃗

(i)
0 )
∥∥∥
C(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
L2(Ω)

≤ c
∥∥∥∇(N−1

0 u⃗
(i)
0 )
∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥N−1
0 h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥N−1

0 u⃗
(i)
0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥u⃗(i)0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ c
∥∥∥h⃗∥∥∥

V s,r
.

(2.125)

Затем мы имеем∥∥∥(NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗))
∥∥∥
L2(Ω)

≤ с
∥∥∥ρ1i u⃗(i)1 ⊗ (N−1

0 h⃗)
∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤

≤ с
∥∥∥ρ1i u⃗(i)1

∥∥∥
W 1,2(Ω)

∥∥∥h⃗)∥∥∥
L∞(Ω)

+ с
∥∥∥ρ1i u⃗(i)1

∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥h⃗)∥∥∥
W 1,2(Ω)

.
(2.126)

Так как вложение W 1,2(Ω) ↪→ Xs,r непрерывно, из неравенств (2.124) следует∥∥∥ρ1i u⃗(i)1

∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤ c
∥∥ρ1i∥∥W 1,2(Ω)

≤ c.

Отсюда и из (2.124), (2.126) получаем∥∥∥(NT
0 )

−1div(ρ1i u⃗
(i)
1 ⊗ (N−1

0 h⃗))
∥∥∥
L2(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

L∞(Ω)
+ с

∥∥∥h⃗∥∥∥
W 1,2(Ω)

≤ с
∥∥∥h⃗∥∥∥

W 2,2(Ω)
.

Объединяя последнее неравенство с (2.125), приходим к (2.123), которое вместе с

(2.113) доказывает неравенство (2.114).

Замечание. Доказательства неравенств (2.107)-(2.108), (2.111)-(2.114) по суще-

ству имеются в работе [92] и здесь приведены с целью полноты изложения и для облег-

чения чтения.

Обратимся теперь к интегрально-дифференциальному оператору B, заданному

формулами (2.83), и отметим следующие его свойства.

Лемма 2.11. Пусть выполнено условие 2.6. Тогда B – ограниченный линейный опера-
тор из Vs,r в U s,r и из F s,r в Es,r и при этом выполняются неравенства

∥Bh⃗∥Us,r ≤ c · τ∥h⃗∥Vs,r , (2.127)

∥Bh⃗∥Es,r ≤ c · τ∥h⃗∥Fs,r . (2.128)

Здесь постоянная c, зависит только от Ω, векторных полей U⃗ (1), U⃗ (2) и параметров
r, s.

Доказательство. Введем временные обозначения. Пусть h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)) = B[⃗h∗],

где h⃗(i) = (w⃗(i);ωi, ψi, ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 ;ni), i = 1, 2 (компоненты вектора h⃗(i) - есть строки форму-

лы (2.83)).
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Оценим

w⃗(i) =
2∑
j=1

µjiA0(w⃗
(j)
∗ ) + ReHi(w⃗

(i)
∗ ) + (−1)iS0(w⃗

(2)
∗ − w⃗(1)

∗ )− ψ∗
i · ∇φ1

i , i = 1, 2.

Согласно условию 2.6 имеем, что ∥φ1
i ∥Xs,r ≤ τ , тем самым

∥∥φ1
i

∥∥
W s,r(Ω)

≤
∥∥φ1

i

∥∥
Xs,r ≤ τ. (2.129)

Из непрерывности вложения W s,r(Ω) ↪→ C(Ω) имеем

∥ψ∗
i ∥C(Ω) ≤ c ∥ψ∗

i ∥W s,r(Ω) ≤ c ∥ψ∗
i ∥Xs,r . (2.130)

Применяя лемму 1.14, получим

∥∥ψ∗
i · ∇φ1

i

∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ c ∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω)

∥∥φ1
i

∥∥
W s,r(Ω)

≤ cτ ∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω) . (2.131)

Так как Xs,r = W s,r(Ω) ∩W 1,2(Ω), то из неравенств (2.129), (2.130) следует

∥∥ψ∗
i · ∇φ1

i

∥∥
L2(Ω)

≤ ∥ψ∗
i ∥C(Ω)

∥∥∇φ1
i

∥∥
L2(Ω)

≤ c ∥ψ∗
i ∥Xs,r

∥∥φ1
i

∥∥
Xs,r ≤ cτ ∥ψ∗

i ∥Xs,r

. Объединяя последнее неравенство с (2.131) и учитывая, что Zs,r = Ws−1,r(Ω)∩L2(Ω),

приходим к оценке ∥∥ψ∗
i · ∇φ1

i

∥∥
Zs,r ≤ cτ ∥ψ∗

i ∥Xs,r . (2.132)

Поскольку a,Re ∈ (0, τ 2] и выполнены оценки (2.107), (2.109), (2.113), (2.131), то

∥∥w⃗(i)
∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤
∥∥S0

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)∥∥

Ws−1,r(Ω)
+

2∑
j=1

µji
∥∥A0(w⃗

(j)
∗ )
∥∥
Ws−1,r(Ω)

+ (2.133)

+Re
∥∥Hi

(
w⃗(i)

∗
)∥∥

Ws−1,r(Ω)
+
∥∥ψ∗

i · ∇φ1
i

∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤ cτ

(
2∑
j=1

∥∥w⃗(j)
∗
∥∥
W s+1,r(Ω)

+ ∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω)

)
.

Кроме того из оценок (2.108), (2.110), (2.114), (2.132) получаем неравенство

∥∥w⃗(i)
∥∥
Zs,r ≤

∥∥S0

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)∥∥

Zs,r +
2∑
j=1

µji
∥∥A0(w⃗

(j)
∗ )
∥∥
Zs,r +

+Re
∥∥Hi

(
w⃗(i)

∗
)∥∥

Zs,r +
∥∥ψ∗

i · ∇φ1
i

∥∥
Zs,r ≤ cτ

(
2∑
j=1

∥∥w⃗(j)
∗
∥∥
V s,r + ∥ψ∗

i ∥Xs,r

)
.

(2.134)
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Оценим теперь ωi = Π
2∑

k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k)

]
. Учитывая, что

W s,r(Ω) и Xs,r – банаховы алгебры и применяя лемму 2.7, получим

∥ωi∥W s,r(Ω) ≤ c
2∑

k=1

∥∥∥β̂ki∥∥∥
W s,r(Ω)

∥ψ∗
k∥W s,r(Ω)+

+c
2∑

k=1

[
2∑
j=1

(
|n∗
k|
∣∣χ0

kj

∣∣ ∥∥∥β̃ji∥∥∥
W s,r(Ω)

+ |µkj| ∥βji∥W s,r(Ω) ∥ω
∗
k∥W s,r(Ω)

)]
≤

≤ cτ
2∑

k=1

[
∥ψ∗

k∥W s,r(Ω) + |n∗
k|+ ∥ω∗

k∥W s,r(Ω)

]
(2.135)

и

∥ωi∥Xs,r ≤ c
2∑

k=1

∥∥∥β̂ki∥∥∥
Xs,r

∥ψ∗
k∥Xs,r +

+c
2∑

k=1

[
2∑
j=1

(
|n∗
k|
∣∣χ0

kj

∣∣ ∥∥∥β̃ji∥∥∥
Xs,r

+ |µkj| ∥βji∥Xs,r ∥ω∗
k∥Xs,r

)]
≤

≤ cτ
2∑

k=1

[∥ψ∗
k∥Xs,r + |n∗

k|+ ∥ω∗
k∥Xs,r ] .

(2.136)

Рассмотрим компоненту ψi = ReMi(w⃗
(i)
∗ ) + ψ∗

i divu⃗
(i)
0 +

2∑
k=1

[
α̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

n∗
kχ

0
kjα̃ji

]
.

В силу условий 2.6 справедливы неравенства∥∥∥divu⃗(i)0

∥∥∥
W s,r(Ω)

=
∥∥∥divv⃗(i)0

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤
∥∥∥v⃗(i)0

∥∥∥
W s+1,r(Ω)

≤ cτ ;∥∥∥divu⃗(i)0

∥∥∥
Xs,r

=
∥∥∥divv⃗(i)0

∥∥∥
Xs,r

≤
∥∥∥v⃗(i)0

∥∥∥
V s,r

≤ cτ.

(2.137)

Применяя лемму 2.7, оценки (2.111), (2.112), (2.137), получаем∥∥ψ̄∗
i

∥∥
W s,r(Ω)

≤ Re
∥∥Mi(w⃗

(i)
∗ )
∥∥
W s,r(Ω)

+ ∥ψ∗
i ∥W s,r(Ω)

∥∥∥divu⃗(i)0

∥∥∥
W s,r(Ω)

+

+
2∑

k=1

[
∥α̂ki∥W s,r(Ω) ∥ψ

∗
k∥W s,r(Ω) +

2∑
j=1

|n∗
k||χ0

kj| ∥α̃ji∥W s,r(Ω)

]
≤

≤ cτ

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
W s+1,r(Ω)

+
2∑

k=1

(
|n∗
k|+ ∥ψ∗

k∥W s,r(Ω)

)) (2.138)

и ∥∥ψ̄∗
i

∥∥
Xs,r ≤ Re

∥∥Mi(w⃗
(i)
∗ )
∥∥
Xs,r + ∥ψ∗

i ∥Xs,r

∥∥∥divu⃗(i)0

∥∥∥
Xs,r

+

+
2∑

k=1

[
∥α̂ki∥Xs,r ∥ψ∗

k∥Xs,r +
2∑
j=1

|n∗
k||χ0

kj| ∥α̃ji∥Xs,r

]
≤

≤ cτ

(∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
V s,r +

2∑
k=1

(|n∗
k|+ ∥ψ∗

k∥Xs,r)

)
.

(2.139)
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В заключении рассмотрим компоненты ξ
(i)
j = γ̃ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki. Из леммы 2.7 очевидно сле-

дуют неравенства

∥∥∥ξ(i)j ∥∥∥
W s,r(Ω)

≤ ∥γ̃ij∥W s,r(Ω)

2∑
k=1

|n∗
k|
∣∣χ0

ki

∣∣ ≤ cτ
2∑

k=1

|n∗
k| ,∥∥∥ξ(i)j ∥∥∥

Xs,r
≤ ∥γ̃ij∥Xs,r(Ω)

2∑
k=1

|n∗
k|
∣∣χ0

ki

∣∣ ≤ cτ

2∑
k=1

|n∗
k| .

(2.140)

Объединяя оценки (2.133) – (2.136), (2.138) – (2.140), получим заявленные неравенства

(2.127) и (2.128).

Лемма 2.11 доказана.

Теперь мы можем завершить доказательство существования и единственности ре-

шения сопряженной задачи.

Положим σc = σ3 (максимальное значение из параметров σ∗, из условия 2.6, и σ3,

указанного в лемме 2.9). Пусть min {τ11, τ22} > σc.

Сопряженная задача (2.78) может быть записана в виде операторного уравнения

(I−A−1B)⃗h = A−1f⃗ . (2.141)

В силу (2.80) и (2.127) линейные операторы A−1 : U s,r → Vs,r и A−1B : Vs,r → Vs,r

ограничены, причем

∥A−1B∥L(Vs,r) ≤ cV · τ, (2.142)

где постоянная cV зависит только от данных задачи и параметров r, s. На основании

условия 2.6 параметр τ удовлетворяет условиям 0 < τ ≤ τ ∗(τ11, τ22). Выберем постоян-

ную τc так, чтобы выполнялись неравенства

0 < τc ≤ τ ∗(τ11, τ22), τc · cV ≤ q < 1.

Из (2.142) следует, что для τ ∈ (0; τc] норма ∥A−1B∥L(Vs,r) отделена от единицы и на

основании известной теоремы оператор (I−A−1B)−1 существует и ограничен

∥(I−A−1B)−1∥L(Vs,r) ≤
1

1− q
.

Таким образом для указанных значений τ и любых f⃗ ∈ U s,r сопряженная задача (2.78)

имеет единственное решение h⃗ ∈ Vs,r и для него имеет место неравенство (2.80).
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Пусть теперь правая часть f⃗ задачи (2.78) принадлежит пространству Es,r. Так

как оператор A−1 решения задачи (2.84), (2.85) является ограниченным линейным опе-

ратором, действующим из Es,r в F s,r, то в силу оценок (2.87), (2.128) имеем

∥A−1B∥L(Fs,r) ≤ cF · τ.

Если параметр τ подчинен условию τ ∈ (0; τc], где

0 < τc ≤ τ ∗(τ11, τ22), τc · cF ≤ q < 1,

то подобно предыдущему случаю получаем, что при условии f⃗ ∈ Es,r решение h⃗ задачи

(2.78) принадлежит классу F s,r и справедлива оценка (2.81).

Теорема 2.8 доказана.

3.4. Оценки разностей

Для s ∈ (0, 1), r ∈ (1,∞) обозначим через ⟨ · , · ⟩1 и ⟨ · , · ⟩0 соотношение

двойственности между парами пространств Ws−1,r(Ω), W1−s,r′
0 (Ω) и W−s,r′(Ω), W s,r(Ω)

соответственно.

Лемма 2.12. Пусть выполнены условия теоремы 2.8. Тогда векторные поля
w⃗(j), j = 1, 2, скалярные поля ωj, ψj, ξ

(i)
j , i, j = 1, 2, и постоянные nj, j = 1, 2, опреде-

ленные по формулам (2.62) принадлежат соответственно пространствам W1−s,r′
0 (Ω),

W−s,r′(Ω), R и удовлетворяют тождеству

2∑
i=1

[
⟨H⃗(i), w⃗(i)⟩1 + ⟨ωi, Gi⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 + ⟨ξ(i)1 ,M1i⟩0 + ⟨ξ(i)2 ,M2i⟩0 + nisi

]
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

[
w⃗(i)

∗ (Di + (−1)iE) + d

(
δ̂iψ

∗
i +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
j + n∗

iχ
0
ij δ̃j + µijδjω

∗
i )

)]
dx,

(2.143)

где f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)), f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si), – произвольные функции из
Ws−1,r(Ω) ×W s,r(Ω) × R, а h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)), h⃗(i) = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ), – соответ-
ствующее решение сопряженной задачи (2.78).

Доказательство. Поскольку множество Lr(Ω) ×W 1,r(Ω) × R содержится в Es,r

и плотно в U s,r = Ws−1,r(Ω) × W s,r(Ω) × R (лемма 1.9), то для любого элемента

f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)), f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si), из пространства U s,r найдется последова-

тельность f⃗n = (f⃗
(1)
n , f⃗

(2)
n ), f⃗ (i)

n = (H⃗
(i)
n ;Gin, Fin,M1in,M2in; sin), f⃗

(i)
n ∈ Lr(Ω)×W 1,r(Ω)×R,

такая, что

f⃗n → f⃗ в U s,r, n→ ∞. (2.144)
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Поэтому докажем тождество (2.143) сначала для вектор функции f⃗ из простран-

ства Lr(Ω) × W 1,r(Ω) × R. В этом случае соответствующее решение h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)),

h⃗(i) = (w⃗
(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ), сопряженной задачи (2.78) принадлежит классу

V s,r×Xs,r×R = F s,r (в частности, это означает, что векторные поля w⃗(i)
∗ обладают непре-

рывными производными первого порядка и производными второго порядка, суммируе-

мыми с квадратом, и скалярные функции ω∗
i , ψ

∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 непрерывны и обладают про-

изводными первого порядка, суммируемыми с квадратом). В силу условия 2.6 можем

утверждать, что w⃗(i), v⃗
(i)
k , u⃗

(i)
k ∈ V s,r, ωi, ψi, ξ

(i)
j , ρ

k
i , π

k
i , φ

k
i , ζ

(i)
jk ∈ Xs,r, i, j = 1, 2, k = 0, 1.

Непрерывность вложений V s,r в C1(Ω) обеспечивает непрерывную дифференцируе-

мость в Ω векторных полей w⃗(i), v⃗
(i)
k , u⃗

(i)
k и, разумеется, принадлежность их W 2,2(Ω).

Непрерывность вложения Xs,r в C(Ω) влечет непрерывность скалярных функций

ωi, ψi, ξ
(i)
j , ρki , πki , φki , ζ

(i)
jk , принадлежащих так же пространствам W 1,2(Ω). Отсюда следу-

ет, что уравнения задачи (2.63) выполнены в сильном смысле. Умножая эти уравнения

соответственно на решение w⃗(i)
∗ , ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 , n∗

i , i = 1, 2, сопряженной задачи (2.78),

соответствующее элементу f⃗ ∈ Lr(Ω)×W 1,r(Ω)×R и интегрируя по частям, приходим

к тождеству

2∑
i=1

∫
Ω

(
w⃗(i)H⃗(i) + ωiGi + ψiFi + ξ

(i)
1 M1i + ξ

(i)
2 M2i

)
dx+ nisi

 =

=
2∑
i=1

∫
Ω

[
w⃗(i)

∗ (Di + (−1)iE) + d

(
δ̂iψ

∗
i +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
j + n∗

iχ
0
ij δ̃j + µijδjω

∗
i )

)]
dx.

(2.145)

Действительно, после умножения уравнения (2.63a) скалярно на w⃗
(i)
∗ , i = 1, 2, и

интегрирования по частям (с учетом граничных условий (2.63e), (2.78f) ) получаем

∫
Ω

2∑
j=1

µijw⃗
(j)∆w⃗(i)

∗ +

∫
Ω

ωidivw⃗
(i)
∗ dx =

=

∫
Ω

2∑
j=1

µijw⃗
(j)A0(w⃗

(i)
∗ )dx+

∫
Ω

Rew⃗(i)Hi

(
w⃗(i)

∗
)
dx+

∫
Ω

ReψiMi

(
w⃗(i)

∗
)
dx+

+

∫
Ω

(
Di + (−1)i

[
E + S0

(
w⃗(2) − w⃗(1)

)])
· w⃗(i)

∗ dx.

(2.146)

Переписав уравнение (2.63b) в виде

2∑
j=1

µijdivw⃗
(j) =

2∑
j=1

µij

2∑
k=1

αjkψk +
2∑
j=1

µij

2∑
k=1

βjkωk +
2∑
j=1

µijγjnj +
2∑
j=1

µijδjd, i = 1, 2,

84



и умножив его на ω∗
i , получим после интегрирования по частям:

−
∫
Ω

2∑
j=1

µijw⃗
(j)∇ω∗

i dx =

∫
Ω

[
2∑
j=1

2∑
k=1

ω∗
i (µijαjkψk + µijβjkωk)dx+

2∑
j=1

ω∗
i (µijγjnj + µijδjd)

]
dx, i = 1, 2.

(2.147)

Из (2.63c) и (2.63d) следуют тождества∫
Ω

ψi

(
−div

(
u⃗
(i)
0 ψ

∗
i

)
+ τiiψ

∗
i

)
dx = −

∫
Ω

w⃗(i) +
(
ψ∗
i∇φ1

i

)
dx+

+

∫
Ω

(
2∑
j=1

α̂ijψj +
2∑
j=1

β̂ijωj + γ̂ini + δ̂id

)
ψ∗
i dx, i = 1, 2,

(2.148)

∫
Ω

ξ
(i)
j

(
u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗j + τiiξ

(i)∗
j

)
dx = −

∫
Ω

w⃗(i) · ζ(i)j1 ∇ξ
(i)∗
j dx +

∫
Ω

τjidξ
(i)∗
j dx, i, j = 1, 2. (2.149)

Последнее уравнение (2.63f) умножаем на n∗
i :

nin
∗
i =

2∑
k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃kn

∗
i d+

2∑
j=1

(
α̃kjn

∗
iψj + β̃kjn

∗
iωj + γ̃kjn

∗
i ξ

(k)
j

)]
dx, i = 1, 2. (2.150)

Складывая равенства (2.146) - (2.150) и суммируя результат по i от 1 до 2 получаем

формулу Грина для задачи (2.63)

2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)

(
2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j −A0(w⃗

(j)
∗ )
)
−ReHi

(
w⃗(i)

∗
)
+

+ψ∗
i · ∇φ1

i +
2∑
j=1

ζ
(i)
j1 · ∇υ(i)j − (−1)iS0

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
))

dx+

+

∫
Ω

ωi

(
divw⃗(i)

∗ −
2∑

k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k

)])
dx+

+

∫
Ω

ψi

(
−div

(
ψ∗
i u⃗

(i)
0

)
+ τiiψ

∗
i −ReMi

(
w⃗(i)

∗
)
−

−
2∑
j=1

α̂jiψ
∗
j −

2∑
k=1

[
2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjα̃ji + µkjb

ji
21ω

∗
k

)])
dx+

+
2∑
j=1

∫
Ω

ξ
(i)
j

(
u⃗
(i)
0 ∇ξ(i)∗j + τiiξ

(i)∗
j − γ̃ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki

)
dx+

+ni

n∗
i −

∫
Ω

(
γi

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂iψ

∗
i

)
dx

 =

=
2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)
∗ ·

(
Di + (−1)iE

)
+ d

(
δ̂iψ

∗
i +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
j + n∗

iχ
0
ij δ̃j + µijδjω

∗
i

))
dx

.
(2.151)
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Обратим внимание на то, что функции w⃗
(i)
∗ , i = 1, 2, непрерывно-

дифференцируемы в Ω и принимают нулевое значение на ∂Ω, поэтому

Πdivw⃗(i)
∗ = divw⃗(i)

∗ − 1

|Ω|

∫
Ω

divw⃗(i)
∗ dx = divw⃗(i)

∗ − 1

|Ω|

∫
∂Ω

w⃗(i)
∗ · n⃗ds = divw⃗(i)

∗ .

С другой стороны, в силу (2.63e) Πωi = ωi. Следовательно,∫
Ω

ωi

(
divw⃗(i)

∗ −
2∑

k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k

)])
dx =

=

∫
Ω

ωi

(
divw⃗(i)

∗ − Π
2∑

k=1

[
β̂kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃ji + µkjβjiω

∗
k

)])
dx.

(2.152)

В силу уравнений (2.78) из формул (2.151), (2.152) следует соотношение (2.145).

Заметим, что вектор-функции (H⃗(i);ωi, ψi, ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 ) и (w⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i) принад-

лежат двойственным пространствам Ws−1,r(Ω) × W−s,r′(Ω) и W1−s,r′
0 (Ω) ×W s,r(Ω) со-

ответственно. Действительно, H⃗(i) ∈ Ws−1,r(Ω) поскольку H⃗(i) ∈ Lr(Ω) и имеет место

ограниченное вложение Lr(Ω) в Ws−1,r(Ω). Скалярные поля ωi, ψi, ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 есть элемен-

ты W s,r(Ω), а в силу вложений W s,r(Ω) ⊂ Lr(Ω) ⊂ W−s,r′(Ω) (r > 3, 1 < r′ = r
r−1

< r)

получаем, что эти функции принадлежат W−s,r′(Ω).

Далее, векторное поле w⃗(i) ∈ V s,r и, следовательно, w⃗(i) ∈ C1(Ω). Кроме того w⃗(i)

принимает нулевое значение на ∂Ω. Таким образом, ясно, что w⃗(i) ∈ W 1,r′

0 (Ω). Так как

W1−s,r′
0 (Ω) – интерполяционное пространство

[
Lr

′
(Ω),W 1,r′

0 (Ω)
]
1−s,r′

иW 1,r′

0 (Ω) ⊂ Lr
′
(Ω),

то W 1,r′

0 (Ω) ⊂ W1−s,r′
0 (Ω). Итак, имеет место включение w⃗(i) ∈ W1−s,r′

0 (Ω). С другой

стороны элементы Gi, Fi,M1i,M2i принадлежат, очевидно, W s,r(Ω). В силу вышеска-

занного, интегралы в левой части тождества (2.145) могут быть записаны в терминах

форм двойственности и, таким образом, тождество (2.143) леммы 2.12 доказано для

вектор-функций (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) из более узкого функционального простран-

ства Lr(Ω)×W 1,r(Ω)× R, т.е. имеем право написать
2∑
i=1

{
⟨H⃗(i)

n , w⃗(i)⟩1 + ⟨ωi, Gin⟩0 + ⟨ψi, Fin⟩0 + ⟨ξ(i)1 ,M1in⟩0 + ⟨ξ(i)2 ,M2in⟩0 + nisin

}
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)
n∗(Di + (−1)iE) + d

(
δ̂iψ

∗
in +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
jn + n∗

inχ
0
ij δ̃j + µijδjω

∗
in)

)}
dx,

(2.153)

где h⃗n = (⃗h
(1)
n , h⃗

(2)
n ), h⃗(i)n = (w⃗

(i)
n∗;ω∗

in, ψ
∗
in, ξ

(i)∗
1n , ξ

(i)∗
2n ;n∗

in), – решение задачи (2.78), соответ-

ствующее "правой части"f⃗n = (f⃗
(1)
n , f⃗

(2)
n ). Из (2.144) в силу теоремы 2.8 имеем, что

h⃗n = (⃗h(1)n , h⃗(2)n ) → h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)) в Vs,r, n→ ∞. (2.154)
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Совершая в (2.153) предельный переход при n → ∞, получаем в силу (2.144),(2.154)

заявленное в лемме 2.12 тождество (2.143). Лемма 2.12 доказана.

Доказанное в лемме 2.12 тождество (2.143) означает, что разность q⃗0− q⃗1 является

очень слабым решением линейной задачи (2.63).

Лемма 2.13. Пусть выполнены условия леммы 2.12. Тогда имеет место неравенство

2∑
i=1

(
∥w⃗(i)∥W1−s,r′

0
+ ∥ψi∥W−s,r′ + ∥ωi∥W−s,r′ + ∥ξ(i)1 ∥W−s,r′ + ∥ξ(i)2 ∥W−s,r′ + |ni|

)
≤

≤ c
(
∥d∥L1(Ω) + ∥D1∥L1(Ω) + ∥D2∥L1(Ω) + ∥E∥L1(Ω)

)
,

(2.155)

где постоянная c зависит от данных задачи и параметров r, s.

Доказательство. Обращаясь к тождеству (2.143), заметим, что поскольку коэф-

фициенты δ̂i, δ̃i, δi ограничены по модулю константой, зависящей только от данных

задачи и r, s (см. (2.71)), то правая часть этого тождества может быть оценена вели-

чиной

2∑
i=1

(
∥w⃗(i)

∗ ∥C(Ω) + ∥ψ∗
i ∥C(Ω) + ∥ω∗

i ∥C(Ω) + ∥ξ(i)∗1 ∥C(Ω) + ∥ξ(i)∗2 ∥C(Ω) + |n∗
i |
)
·

·
(
∥d∥L1(Ω) + ∥D1∥L1(Ω) + ∥D2∥L1(Ω) + ∥E∥L1(Ω)

)
· c

(2.156)

Кроме того, в силу теоремы вложения и оценки (2.80) имеем

2∑
i=1

(
∥w⃗(i)

∗ ∥C(Ω) + ∥ψ∗
i ∥C(Ω) + ∥ω∗

i ∥C(Ω) + ∥ξ(i)∗1 ∥C(Ω) + ∥ξ(i)∗2 ∥C(Ω) + |n∗
i |
)
≤

≤ c∥h⃗∥Vs,r ≤ c∥f⃗∥Us,r .

(2.157)

Из (2.156) и (2.157) получим∣∣∣∣∣
2∑
i=1

{
⟨H⃗(i), w⃗(i)⟩1 + ⟨ωi, Gi⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 + ⟨ξ(i)1 ,M1i⟩0 + ⟨ξ(i)2 ,M2i⟩0 + nisi

}∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

2∑
i=1

(
∥d∥L1(Ω) + ∥Di∥L1(Ω) + ∥E∥L1(Ω)

)
∥f⃗∥Us,r .

(2.158)

Из неравенства (2.158), очевидно, следует оценка (2.155). Лемма 2.13 доказана.

Из неравенства (2.155) следует, что отображение, сопоставляющее матричнознач-

ной функции N решение q⃗ неоднородной краевой задачи (2.26), является липшицевым

в слабой норме.
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§ 4. Теорема единственности. Относительная ком-
пактность совокупности решений задачи о воз-
мущениях

Следующая лемма отражает факт относительной компактности совокупности ре-

шений задачи о возмущениях (2.26).

Лемма 2.14. Пусть выполнены условия теоремы 2.3 и ΘN ⊂ Bτ ×W s,r(Ω)×R2 мно-
жество всех решений

(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
задачи (2.26), соответствующих матрице N. Тогда

для каждой матрицы N, такой что ∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2, существует непустое подмно-
жество Θ′

N ⊂ ΘN, такое что множество
∪

N:∥N−I∥C2(Ω)≤τ2
Θ′

N является относительно

компактным в W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R2.

Доказательство. Докажем, что множество решений
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
∈ Bτ×W s,r(Ω)×R2

задачи (2.26) содержит подмножество, которое является относительно компактным в

W s+1,r(Ω)6 ×W s,r(Ω)8 × R2. Выберем число s0 > s так, что пара s0 и r удовлетворяет

условиям (2.27) на показатели s и r, заданным в теореме 2.3 с s замененным на s0, т. е.

0 < s0 < 1, 1 < r <∞, s0r > 3, 2s0 − 3r−1 < 1.

Теперь можно выбрать такие числа σ∗ > 1 и τ ∗ (τ11, τ22), что для всех τ11 > σ∗,

τ22 > σ∗, τ ∈ (0, τ ∗ (τ11, τ22)] , a,Λ
−1, Re ∈ (0, τ 2] , τ12, τ21 ∈ (0, τ ] , ∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2

задача (2.26) имеет решение
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
∈ B0

τ ×W s0,r(Ω)×R2, где

B0
τ =

{
θ⃗ =

(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
:

2∑
j=1

(∥∥v⃗(j)∥∥
V s0,r

+ ∥πj∥Xs0,r
+ ∥φj∥Xs0,r

)
≤ τ

}
⊂ Bτ .

Так как вложения V s0,r ↪→ W s0+1,r(Ω), Xs0,r ↪→W s0,r(Ω) непрерывны, B0
τ - ограничен-

ное подмножество W s0+1,r(Ω)×W s0,r(Ω). С другой стороны из оценок (2.29) и (2.30) с s

замененным на s0 следует, что функции ζ(i)j и константы mi ограничены в Xs0,r(Ω)4×R2.

Следовательно, множество построенных решений
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
∈ Bτ ×W s,r(Ω)×R2 задачи

(2.26) ограничено в W s0+1,r(Ω)×W s0,r(Ω)×R2. Так как s0 > s,то это множество является

относительно компактным в W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R2. Лемма доказана.

Следующая теорема указывает условия, обеспечивающие факты существования и

единственности решения задачи о возмущениях (2.26) и свойства компактности сово-

купности решений, соответствующих различным матрицам N.
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a) b)

Рис. 2.4: Допустимые значения параметров s,r при которых доказано существование
сильного решения (a) и существование и единственность (b).

Теорема 2.15. Предположим, что поверхность Σ, заданные векторные поля
U⃗ (1), U⃗ (2) удовлетворяют условиям 2.1. Кроме того, для чисел r и sвыполнены нера-
венства

1/2 < s < 1, r <∞, 2s− 3r−1 < 1, sr > 3, (1− s) r > 3. (2.159)

Тогда существует такое положительное число σ∗ > 1, зависящее от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s,
что для любых τ11 ≥ σ∗, τ22 ≥ σ∗ найдутся такие положительные числа τ∗ (τ11, τ22) и
c, зависящие от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, τ11, τ22, что если

τ ∈ (0, τ∗] a,Λ
−1, Re ∈

(
0, τ 2

]
, τ12, τ21 ∈ (0, τ ] , ∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2, (2.160)

то задача (2.26) имеет единственное решение θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
∈ Bτ ,

ζ⃗ =
(
ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(2)
1 , ζ

(2)
2

)
∈ Xs,r, m⃗ = (m1,m2) ∈ R2, удовлетворяющее неравенствам

(2.29)-(2.31). Совокупность решений
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
задачи (2.26), соответствующих всем

матричнозначным функциям N из шара B (τ 2) =
{
N : ∥N− I∥C2(Ω) ≤ τ 2

}
, является

относительно компактным подмножеством W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R2.

Доказательство. Пусть τ∗(τ11, τ22) = min {τ ∗ (τ11, τ22) , τc (τ11, τ22) , τ0} и

σ∗ = max {σ∗, σc}, где постоянные σ∗ и τ ∗ (τ11, τ22) заданы теоремой 2.3, σc и τc (τ11, τ22)

- теоремой 2.8, и τ0 определена в лемме 1.19. При таком выборе параметров условия

теорем 2.3, 2.8 и 2.13 выполнены.
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Применяя теорему 2.3, делаем вывод, что если τ11 ≥ σ∗ и τ22 ≥ σ∗, и если

τ, a,Λ−1, Re, τ12, τ21,N удовлетворяют условию (2.160) и τ ∈ [0, τ∗), то задача (2.26) име-

ет решение θ⃗ ∈ Bτ , ζ⃗ ∈ Xs,r, m⃗ ∈ R2, для которого выполняются (2.29)–(2.31).

Докажем, что это решение единственно. Если для некоторой матрицы N задача

(2.26) имеет два решения
(
θ⃗i, ζ⃗i, m⃗i

)
, i = 0, 1, то соответствующие разности w⃗(j), ωj, ψj,

ξ
(i)
j ,nj i, j = 1, 2, удовлетворяют всем условиям теоремы 2.13 с функциями d и операто-

рами Di, i = 1, 2, и E равными нулю. Поэтому элементы w⃗(j), ωj, ψj, ξ
(i)
j , nj,i, j = 1, 2,

равны нулю. Следовательно, решения
(
θ⃗i, ζ⃗i, m⃗i

)
совпадают.

Таким образом множество ΘN ⊂ Bτ × (Xs,r) × R2 решений
(
θ⃗, ζ⃗, m⃗

)
, соот-

ветствующих матрице N состоит из единственного элемента. Из леммы 2.14 сле-

дует, что совокупность
∪

N∈B(τ2)ΘN всех таких решений относительно компактна в

W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R2.
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Глава 3

Дифференцируемость по области
функционала сопротивления и
решений краевой задачи для
уравнений смесей вязких сжимаемых
жидкостей

§ 1. Постановка задачи для материальных производ-
ных.

Для доказательства дифференцируемости функционала сопротивления важным

иструментом являются материальные производные решения задачи (2.26), исследова-

нию которых посвящается значительная часть данной главы. В предыдущей главе про-

ведено исследование задачи (2.26) в возмущенной области, причем структура матрицы

N не играла никакой роли, и полученные результаты справедливы для произвольной

гладкой матрицы N, близкой к единичной. Но в первоначальной постановке, завися-

щей от области, матрица N была определена семейством деформаций x 7→ x + εT⃗ (x)

невозмущенной области Ω, а именно матрица N является присоединенной матрицей

для матрицы Якоби отображения I+ εT⃗ ,

N(ε) = g(ε)
(
I+ εDT⃗

)−1

, g(ε) = det
(
I+ εDT⃗

)
. (3.1)

Поэтому, решение q⃗ = (v⃗(1), v⃗(2); π1, π2, φ1, φ2, ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(2)
1 , ζ

(2)
2 ;m1,m2) задачи (2.26) яв-

ляется функцией пространственной переменной x = (x1, x2, x3) ∈ Ω и параметра ε.

Положим q⃗(ε) = ⟨⟨x→ q (x, ε)⟩⟩ и будем рассматривать q⃗ (и, разумеется, компоненты
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q⃗) как функцию от ε со значениями в пространстве функций от x. В данной главе де-

тально рассмотрен вопрос о дифференцируемости этой функци (что иногда трактуется

как анализ чувствительности) и показано, что подходящая производная существует в

слабом смысле.

Из леммы 1.20 следует, что при достаточно малых значениях параметра ε матри-

цы N(ε) из (3.1) удовлетворяют условиям теоремы 2.15, и тем самым мы располагаем

фактом существвания и единственности решения задачи (2.26) для семейства матриц

N = N(ε), определенных по формуле (3.1).

На протяжении этой главы будем считать выполненными следую-

щие условия на область потока и данные задачи, которые обеспечива-

ют существование и единственность решений задачи (2.26) с матрицей

N(ε) = g(ε)
(
I+ εDT⃗

)
−1, g(ε) = det

(
I+ εDT⃗

)
.

Условие 3.1. a) Граница ∂Ω класса C3 и векторные поля U⃗ (1), U⃗ (2) ∈ C3(Ω) удо-
влетворяют условиям 2.1.

b) Для показателей r и s выполнены неравенства

1/2 < s < 1, r <∞, 2s− 3r−1 < 1, sr > 3, (1− s) r > 3.

c) Для чисел σ∗ > 1 и τ∗ (τ11, τ22) ∈ (0; 1] выполнены условия теоремы 2.15.

d) τ11 ≥ σ∗, τ22 ≥ σ∗ и τ ∈ (0, τc (τ11, τ22)], где τc (τ11, τ22) задано в условиях теоремы
2.8. и

a,Λ−1, Re ∈
(
0, τ 2

]
, τ12, τ21 ∈ (0, τ ] .

e) ε ∈ [0; ε∗], где ε∗ = min
{
c−1
1 τ 2, ε1

}
, где константы c1 и ε1, заданны в лемме 1.20.

Лемма 3.2. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда для каждого ε ∈ [0; ε∗] и N = N(ε)

задача (2.26) имеет единственное решение
(
θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε)

)
∈ Bτ × Xs,r × R. Сово-

купность всех таких решений является относительно компактным подмножеством
W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R.

Доказательство. Лемма 1.20 и выбор ε∗ приводят к тому, что неравенство

∥N(ε)− I∥C2(Ω) ≤ τ 2 выполняется для всех ε ∈ [0; ε∗]. Из условия 3.1 следует, что Ω,

U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, τ11, τ22, a, Λ, Re и N = N(ε) удовлетворяют всем условиям теоремы

2.15, применение которой завершает доказательство.

Материальная производная q⃗ ′(0) =
(
w⃗(1), w⃗(2);ω1, ω2, ψ1, ψ2, ξ

(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(2)
1 , ξ

(2)
2 ;n1, n2

)
решения

q⃗(ε) = (v⃗(1)(ε), v⃗(2)(ε); π1(ε), π2(ε), φ1(ε), φ2(ε), ζ
(1)
1 (ε), ζ

(1)
2 (ε), ζ

(2)
1 (ε), ζ

(2)
2 (ε);m1(ε),m2(ε))

92



задачи (2.26) при ε = 0 определяются следующим образом

w⃗(j) = lim
ε→0

w⃗(j)
ε , ωj = lim

ε→0
ωjε, ψj = lim

ε→0
ψjε,

ξ
(i)
j = lim

ε→0
ξ
(i)
jε , nj = lim

ε→0
njε, i, j = 1, 2.

(3.2)

w⃗(j)
ε = −ε−1

(
v⃗(j)(0)− v⃗(j)(ε)

)
, ωjε = −ε−1 (πj(0)− πj(ε)) ,

ψjε = −ε−1 (φj(0)− φj(ε)) , ξ
(i)
jε = −ε−1

(
ζ
(i)
j (0)− ζ

(i)
j (ε)

)
,

njε = −ε−1 (mj(0)−mj(ε)) , i, j = 1, 2,

(3.3)

при условии, что пределы в (3.2) существуют в некотором смысле.

Уравнения для материальных производных могут быть легко получены формаль-

но подстановкой N(ε) и q⃗(ε) в уравнения (2.26) и дифференцированием результата по

ε в нуле. Эта формальная процедура дает следующую систему уравнений и краевых

условий для материальных производных.
2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi = L∗ (ψi, w⃗(i)

)
+D∗

i + (−1)i
(
E∗ + a

(
w⃗(2) − w⃗(1)

))
в Ω,

divw⃗(i) =
2∑
j=1

α∗
ijψj +

2∑
j=1

β∗
ijωj + γ∗i ni + δ∗i d

∗ в Ω,

u⃗(i)(0) · ∇ψi + τiiψi = −w⃗(i) · ∇φi(0) +
2∑
j=1

α̂∗
ijψj +

2∑
j=1

β̂∗
ijωj + γ̂∗i ni + δ̂∗i d

∗ в Ω, (3.4)

−div
(
u⃗(i)(0)ξ

(i)
j

)
+ τiiξ

(i)
j = div

(
w⃗(i)ζ

(i)
j (0)

)
+ τjid

∗ в Ω,

w⃗(i) = 0 на ∂Ω, ψi = 0 на Σi
in, ωi = Πωi, ξ

(i)
j = 0 на Σi

out,

ni =
2∑

k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃∗kd

∗ +
2∑
j=1

(
α̃∗
kjψj + β̃∗

kjωj + γ̃∗kjξ
(k)
j

)]
dx, i, j = 1, 2.

В записи данных уравнений используются обозначения

u⃗(i)(0) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(0), ρi(0) = ρ∗i + φi(0);

D∗
i = −Reρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇

(
Du⃗(i)(0)

)
+ DTu⃗(i)(0) · ∇u⃗(i)(0)

)
+

+
2∑
j=1

µij
(
div
(
T∇u⃗(i)(0)

)
+ DT∆u⃗(i)(0) + ∆

(
Du⃗(i)(0)

))
;

L∗ (ψi, w⃗(i)
)
= Re

(
ψiu⃗

(i)(0) · ∇u⃗(i)(0) + ρi(0)w⃗
(i) · ∇u⃗(i)(0) + ρiu⃗

(i)(0) · ∇w⃗(i)
)
;

E∗ = aT
(
u⃗(2)(0)− u⃗(1)(0)

)
; d∗ = divT⃗ ;

D = divT⃗ I −DT⃗ ; T = divT⃗ I −DT⃗ −
(
DT⃗
)T

.

(3.5)

93



Коэффициенты α∗
ij, β

∗
ij, γ

∗
i , δ

∗
i ,α̂∗

ij, β̂
∗
ij, γ̂

∗
i , δ̂

∗
i ,α̃∗

ij, β̃
∗
ij, γ̃

∗
ij, δ̃

∗
i , i, j = 1, 2, в правых частях

уравнений (3.4) зависят от решения задачи (2.26), соответствующего ε = 0 и определены

по формулам

α̂∗
ii = Φi

[
θ⃗(0)

]
− 2τii

ρ∗i
φi(0)−

τi,3−i
ρ∗i

φ3−i(0) +mi(0); α̂
∗
ij = −φi(0)

ρ∗i
τi,j − τi,j, i ̸= j;

δ̂∗i = ρi(0)Φi

[
θ⃗(0)

]
− τii
ρ∗i

(φi(0))
2−τiiφi(0)+mi(0)ρi(0)−τi,(3−i)φ3−i(0)−τi,(3−i)

φi(0)φ3−i(0)

ρ∗i

β̂∗
ij =

ρi(0)

Λ

τi,j

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γ̂∗i = ρi(0);

α∗
ij =

τij
ρ∗i

; β∗
ij = − 1

Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γ∗i = −1; δ∗i = −Φi

[
θ⃗(0)

]
+
τii
ρ∗i
φi(0)−mi(0)+

τi,(3−i)
ρ∗i

φ3−i(0);

α̃∗
ij =

ζ
(j)
i (0)

ρ∗i

(
α̂∗
jj −mj(0)

)
+
mj(0)ζ

(j)
i (0)

ρ∗i
+
ζ
(3−j)
i (0)

ρ∗i
α̂∗
3−j,j;

β̃∗
ij =

ζ
(j)
i (0)

ρ∗i
β̂∗
jj +

ζ
(3−j)
i (0)

ρ∗i
β̂∗
3−j,j + β∗

ij; (3.6)

γ̃∗ij =
Ψj

[
θ⃗(0)

]
ρ∗i

+mj(0)

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φj(0)

ρ∗i

)
;

δ̃∗i = Φi

[
θ⃗(0)

]
+

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i (0)

ρ∗i

(
δ̂∗j −mj(0)ρj

)
−mj(0)

(
δij −

ρjζ
(j)
i

ρ∗i

)⟩
.

χik =

{(δij − ρj(0)ζ
(j)
i (0)

ρ∗i

)}2

i,j=1

−1

Для доказательства разрешимости задачи (3.4) введем в рассмотрение сопряжен-

ную задачу в следующей постановке: для заданных векторных полей H⃗(i), скалярных

полей Gi, Fi,M1i,M2i и констант si, i = 1, 2, найти векторные поля w⃗(i)
∗ , скалярные поля

ω∗
i , ψ

∗
i , ξ

(j)∗
i и константы n∗

i , i, j = 1, 2, такие, что

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j

)
−ReH∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+ (−1)i+1a

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)
+ ψ∗

i · ∇φi(0)+

+
2∑
j=1

ζ
(i)
j (0) · ∇ξ(i)∗j = H⃗(i) в Ω,

divw⃗(i)
∗ = Π

2∑
k=1

[
β̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃

∗
ji + µkjβ

∗
jiω

∗
k

)]
+ΠGi в Ω,

w⃗(j)
∗ = 0 на ∂Ω, Πω∗

i = ω∗
i , i = 1, 2;

(3.7a)
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−div
(
ψ∗
i u⃗

(i)(0)
)
+ τiiψ

∗
i = ReM∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+

+
2∑

k=1

[
α̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjα̃

∗
ji + µkjα

∗
jiω

∗
k

)]
+ Fi в Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, i = 1, 2;

(3.7b)

u⃗(i)(0)∇ξ(i)∗j + τiiξ
(i)∗
j = γ̃∗ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki +Mji в Ω, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in, i, j = 1, 2; (3.7c)

n∗
i =

∫
Ω

(
γ∗i

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂∗i ψ

∗
i

)
dx+ si, i = 1, 2; (3.7d)

Здесь линейные операторы H∗
i и M∗

i определены формулами

H∗
i

(
h⃗
)
= ρi(0)∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

(
ρi(0)u⃗

(i)(0)⊗ h⃗
)
,

M∗
i

(
h⃗
)
=
(
u⃗(i)(0)∇u⃗(i)(0)

)
· h⃗, i = 1, 2.

(3.8)

Факт корректности сопряженной задачи (3.7) является результатом следующей

леммы.

Лемма 3.3. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда для каждой вектор функции
f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)), f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, задача (3.7) имеет единствен-
ное решение h⃗∗ =

(
h⃗
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗

)
, h⃗(i)∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r.

Доказательство. Задача (3.7) является частным случаем задачи (2.78) с N0 = I

и g0 = 1, q⃗0 = q⃗(0), u⃗(j)0 = u⃗
(j)
∗ + v⃗(j)(0), ρ0j = ρ∗j + φj(0), j = 1, 2. Поэтому утверждение

леммы является прямым следствием теоремы 2.8.

Линейные уравнения (3.4) получаются формальным дифференцированием и тот

факт, что пределы w⃗(i), ωi, ψi, ξ
(1)
i , ξ

(2)
i , ni, i, j = 1, 2, в (3.2) на самом деле существу-

ют и удовлетворяют равенствам (3.4), не является очевидным. Далее будет показа-

но, что они существуют в слабом смысле, определены как элементы пространства

W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)×R и представляют собой очень слабое решение линейной задачи

(3.4).

Теперь можно сформулировать основной результат текущего раздела.

Теорема 3.4. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда существует h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2))

h⃗(i) =
(
w⃗(i);ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i ;ni

)
∈ W1−s,r′

0 (Ω) × W−s,r′(Ω) × R такое, что w⃗
(i)
ε → w⃗(i)

слабо в W1−s,r′
0 (Ω), i = 1, 2,

(
ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε

)
→

(
ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i

)
слабо в

W−s,r′(Ω), i = 1, 2, niε → ni в R при ε → 0. Кроме того, для любых f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),
f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, выполнено тождество
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2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, Gi⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1 ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ nisi

}
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)

∗ (D∗
i + (−1)iE∗) + d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
j + n∗

iχ
0
ij δ̃

∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i )

)}
dx,

(3.9)
Здесь h⃗∗ =

(
h⃗
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗

)
, h⃗

(i)
∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ Vs,r - решение задачи
(3.7), заданное леммой 3.3; D∗

i , E∗ и d∗ определены формулами (3.5).

§ 2. Доказательство теоремы о существовании мате-
риальных производных

Доказательство теоремы 3.4 представляет собой последовательную реализацию

следующих этапов.

I. Выбираем матрицу N(ε) согласно формуле (3.1) и обозначаем
⃗q(ε) =

(
θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε)

)
соответствующее ей решение задачи (2.26), суще-

ствование которого гарантированно леммой 3.2.

II. Выписываем линейную систему уравнений типа (2.63) для разностей

q⃗(0)− q⃗ (ε) =
(
v⃗(1)(0)− v⃗(1)(ε), v⃗(2)(0)− v⃗(2)(ε); π1(0)− π1(ε), π2(0)− π2(ε),

φ1(0)− φ1(ε), φ2(0)− φ2(ε), ζ
(1)
1 (0)− ζ

(1)
1 (ε), ζ

(1)
2 (0)− ζ

(1)
2 (ε),

ζ
(2)
1 (0)− ζ

(2)
1 (ε), ζ

(2)
2 (0)− ζ

(2)
2 (ε);m1(0)−m1(ε),m2(0)−m2(ε)

)
III. Рассматриваем соответствующую сопряженную задачу и констатируем ее од-

нозначную разрешимость и тождество, связывающее разностные отношения

h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, с решением сопряженной задачи.

IV. Доказываем равномерную по ε ограниченность в соответствующих пространствах

разностных отношений h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
.

V. Доказываем непрерывную зависимость решений возмущенной задачи (2.26) от

параметра ε в точке ε = 0.

VI. Осуществляем предельный переход при ε→ 0 в уравнениях сопряженной задачи.
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VII. Доказываем, что материальные производные (т.е. слабые пределы разностных от-

ношений h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
) являются очень слабым

решением линейной задачи (3.4).

Итак, приступаем к доказательству.

I. Пусть матрица N(ε) и скалярная функция g(ε) определены по формулам (3.1), а

q⃗ (ε) = (θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε)) - решение задачи о возмущениях (2.26), существование которого

гарантированно леммой 3.2.

II. Положим

u⃗(i)(0) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(0), u⃗(i)(ε) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(ε),

ρi(0) = ρ∗i + φi(0), ρi(ε) = ρ∗i + φi(ε).
(3.10)

Введем в рассмотрение для разностей q⃗(0)− q⃗ (ε) линейную краевую задачу вида (2.63),

коэффициенты уравнений которой определяютя по формулам

α̂ii(ε) = Φi

[
θ⃗(0)

]
− ρi(ε)Θii (φi(0), φi(ε))−

τii
ρ∗i

(φi(0) + φi(ε))−
1

ρ∗i
τi,3−iφ3−i(ε) +mi(ε);

α̂ij(ε) = −ρi(ε)Θi,3−i (φi(0), φi(ε))−
φi(0)

ρ∗i
τi,(3−i) − τi,(3−i), i ̸= j;

β̂ij(ε) =
ρi(ε)

Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γ̂i(ε) = ρi(0);

δ̂i(ε) = ρi(ε)Φi

[
θ⃗(ε)

]
− τii
ρ∗i

(φi(ε))
2 − τiiφi(ε) +mi(ε)ρi(ε)−

−τi,(3−i)φ3−i(ε)− τi,(3−i)
φi(ε)φ3−i(0)

ρ∗i
;

αij(ε) = Θi,j (φi(0), φi(ε)) +
τij
ρ∗i

; βij(ε) = − 1

Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

; γi(ε) = −1;

δi(ε) = −Φi

[
θ⃗(ε)

]
+
τii
ρ∗i
φi(ε)−mi(ε) +

τi,(3−i)
ρ∗i

φ3−i(ε); (3.11)

α̃ij(ε) =
ζ
(j)
i (0)

ρ∗i
(α̂jj(ε)−mj(ε)) +

mj(ε)ζ
(j)
i (ε)

ρ∗i
−Θij (φi(0), φi(ε)) +

ζ
(3−j)
i (0)

ρ∗i
α̂3−j,j(ε),

β̃ij(ε) =
ζ
(j)
i (0)

ρ∗i
β̂jj(ε) +

ζ
(3−j)
i (0)

ρ∗i
β̂3−j,j(ε) + βij(ε);

γ̃ij(ε) =
Ψj

[
θ⃗(ε)

]
ρ∗i

+mj(ε)

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φj(0)

ρ∗i

)
,

δ̃i(ε) = Φi

[
θ⃗(ε)

]
+

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i (0)

ρ∗i

(
δ̂j(ε)−mj(ε)ρj(ε)

)
−mj(ε)

(
δij −

ρj(ε)ζ
(j)
i (ε)

ρ∗i

)⟩
;
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Θij (φi(0), φi(ε)) =
τij

p′i (ρ
∗
i ) ρ

∗
i

1∫
0

H ′
i (φi(0)s+ φi(ε) (1− s)) ds;

H ′
i (φi) = p′i (ρ

∗
i + φi)− p′i (ρ

∗
i ) ;χij =

{(δij − ρjζ
(j)
i

ρ∗i

)}2

i,j=1

−1

;

Di(ε) =
2∑
j=1

µij

((
N(ε)T

)−1
div
(
g(ε)−1N(ε)N(ε)T∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

))
−∆u⃗(i)(ε)

)
+

+Reρi(ε)
(
u⃗(i)(ε)∇u⃗(i)(ε)−

(
N(ε)T

)−1 (
u⃗(i)(ε)∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

)))
,

E(ε) = a
(
I− g(ε) ·

(
NT (ε)

)−1
N−1(ε)

) (
u⃗(2)(ε)− u⃗(1)(ε)

)
, (3.12)

d(ε) = 1− g(ε).

Для краткости данную задачу назовем задачей А.

III. Сопряженная задача к задаче A заключается в отыскании функции

h⃗∗ε = (⃗h
(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ), h⃗

(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε), i = 1, 2, удовлетворяющей следую-

щим уравнениям и граничным условиям:

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ε −∇ω∗
jε

)
−ReHiε

(
w⃗(i)

∗ε
)
− (−1)ia

(
w⃗(2)

∗ε − w⃗(1)
∗ε
)
+ ψ∗

iε · ∇φi(ε)+

+
2∑
j=1

ζ
(i)
j (ε) · ∇ξ(i)∗jε = H⃗(i) в Ω,

divw⃗(i)
∗ε = Π

2∑
k=1

[
β̂ki(ε)ψ

∗
kε +

2∑
j=1

(
n∗
kεχkjβ̃ji(ε) + µkjβji(ε)ω

∗
kε

)]
+ΠGi в Ω,

w⃗(i)
∗ε = 0 на ∂Ω, Πω∗

iε = ω∗
iε, i = 1, 2;

(3.13a)

−div
(
ψ∗
iεu⃗

(i)(0)
)
+ τiiψ

∗
iε =ReM∗

i

(
w⃗(i)

∗ε
)
+

+
2∑

k=1

[
α̂ki(ε)ψ

∗
kε +

2∑
j=1

(n∗
kεχkjα̃ji(ε) + µkjαji(ε)ω

∗
kε)

]
+ Fi в Ω, ψ∗

iε = 0 на Σi
out, i = 1, 2;

(3.13b)

u⃗(i)(0)∇ξ(i)∗jε + τiiξ
(i)∗
jε = γ̃ij(ε)

2∑
k=1

n∗
kεχki +Mji в Ω, ξ

(i)∗
jε = 0 на Σi

in, i, j = 1, 2; (3.13c)

n∗
iε =

∫
Ω

(
γi(ε)

2∑
j=1

µjiω
∗
jε + γ̂i(ε)ψ

∗
iε

)
dx+ si, i = 1, 2. (3.13d)

Hiε

(
h⃗
)
= ρi(ε)∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

(
ρi(ε)u⃗

(i)(ε)⊗ h⃗
)
,

M∗
i

(
h⃗
)
=
(
u⃗(i)(0)∇u⃗(i)(0)

)
· h⃗. (3.14)
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Лемма 3.5. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда
1. Для любого f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)), f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r,

задача (3.13) имеет единственное решение h⃗∗ε = (⃗h
(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ),

h⃗
(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε) ∈ Vs,r, i = 1, 2. Это решение удовлетворяет
неравенству

∥h⃗∗ε∥Vs,r ≤ c∥f⃗∥Us,r , (3.15)

где c не зависит от ε.
2. Функции h⃗ε = (⃗h

(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, заданные формулами

(3.3), принадлежат W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)× R и удовлетворяют тождеству.

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

ε

⟩
1
+ ⟨ωiε, Gi⟩0 + ⟨ψiε, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1ε ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2ε ,M2i

⟩
0
+ niεsi

}
=

= −1

ε

2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)
∗ε ·

(
Di(ε) + (−1)iE(ε)

)
+

+d(ε)

(
δ̂i(ε)ψ

∗
iε +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
jε + n∗

iεχij δ̃j(ε) + µijδj(ε)ω
∗
iε

))
dx

}
,

(3.16)
где h⃗∗ε = (⃗h

(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ), h⃗

(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε) ∈ Vs,r, - решение задачи (3.13).

Доказательство.

1. Заметим, что задача (3.13) является частным случаем задачи (2.78) (соответ-

ствующей паре матриц N0 = I, N1 = N(ε)). Поэтому разрешимость задачи (3.13) и

оценки (3.15) следуют непосредственно из теоремы 2.8.

2. Применяя лемму 2.12 находим, что разности q⃗(0)− q⃗(ε) удовлетворяют тожде-

ству типа 2.143, т.е.

2∑
i=1

[
⟨H⃗(i), v⃗(i)(0)− v⃗(i)(ε)⟩1 + ⟨πi(0)− πi(ε), Gi⟩0 + ⟨φi(0)− φi(ε), Fi⟩0+

+⟨ζ(i)1 (0)− ζ
(i)
1 (ε),M1i⟩0 + ⟨ζ(i)2 (0)− ζ

(i)
2 (ε),M2i⟩0 + (mi(0)−mi(ε))si

]
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

[
w⃗(i)

∗ε (Di(ε) + (−1)iE(ε))+

+d(ε)

(
δ̂i(ε)ψ

∗
iε +

2∑
j=1

(τjiξ
(i)∗
jε + n∗

iεχij δ̃j(ε) + µijδj(ε)ω
∗
iε)

)]
dx

(3.17)

В силу формул (3.3) из (3.17) вытекает соотношение (3.16).

IV. Четвертый этап - доказательство равномерной по ε ограниченности разност-

ных отношений h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ; ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, в соответствующих

пространствах, удобно представить в виде следующих двух лемм, первая из которых
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играет вспомогательную роль и существенно используется для доказательства основной

второй леммы.

Лемма 3.6. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда

(i) Имеют место разложения

Di(ε) = −εD1i(ε) + ε2D2i(ε), i = 1, 2, E(ε) = −εE1(ε) + ε2E2(ε),
d(ε) = −εdivT⃗ + ε2d2(ε),

(3.18)

где

D1i(ε)= −Reρi(ε)
(
u⃗(i)(ε) · ∇

(
Du⃗(i)(ε)

)
+ DTu⃗(i)(ε) · ∇u⃗(i)(ε)

)
+

+
2∑
j=1

µij
(
div
(
T∇u⃗(i)(ε)

)
+ DT∆u⃗(i)(ε) + ∆

(
Du⃗(i)(ε)

))
,

E1(ε) = aT
(
u⃗(2)(ε)− u⃗(1)(ε)

)
,

(3.19)

T = divT⃗ I−DT⃗ −
(
DT⃗
)T

, D = divT⃗ I−DT⃗ .

(ii) Для остатков D2i(ε), E2(ε) и d2(ε) выполнены оценки

∥D21(ε)∥L2(Ω) + ∥D22(ε)∥L2(Ω) + ∥E2(ε)∥L2(Ω) + ∥d2(ε)∥C(Ω) ≤ c, (3.20)

где c не зависит от ε.

Доказательство. По лемме 1.20

S(ε) = g(ε)−1N(ε)N(ε)T =

=
(
1− εdivT⃗ + ε2g−

) (
I+ εD+ ε2D+

) (
I+ εD+ ε2D+

)T
= I− εT+ ε2S2(ε),

где для матрицы S2 выполнена оценка

∥S2(ε)∥C2(Ω) ≤ c. (3.21)

Подставляя S(ε) и разложение (1.26) в (3.12) приходим представлению (3.18) с

D2i(ε) =
2∑
j=1

µij

[(
DT
)−1

div
(
S(ε)∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

))
+

+
(
N(ε)T

)−1 S2(ε)∇
(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

)
− εdiv

(
T∇

(
Du⃗(i)(ε)

))]
+

+
2∑
j=1

µij

[(
N(ε)T

)−1
div
(
S(ε)∇

(
D−1u⃗(i)(ε)

))
+

+DT∆
(
Du⃗(i)(ε)

)
− DTdiv

(
T∇u⃗(i)(ε)

)
− div

(
T∇

(
Du⃗(i)(ε)

))]
+

+Reρi(ε)
[
DT u⃗(i)(ε)∇

(
Du⃗(i)(ε)

)
− D−T u⃗(i)(ε)∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

)
−

−
(
N(ε)T

)−1
u⃗(i)(ε)∇

(
D−1u⃗(i)(ε)

)]
.

(3.22)
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По лемме 1.20

S3(ε) = g(ε)
(
N(ε)T

)−1
N(ε)−1 =

=
(
1 + εdivT⃗ + ε2g+

) (
I− εD+ ε2D−)T (I− εD+ ε2D−) = I+ εT+ ε2S4(ε),

где для матрицы S4 выполнена оценка ∥S4(ε)∥C1(Ω) ≤ c. Подставляя S3(ε) в (3.12) для

E(ε), приходим представлению (3.18) с

E2(ε) = −aS4(ε)
(
u⃗(2)(ε)− u⃗(1)(ε)

)
.

Согласно лемме 3.2 вектор-функция θ⃗(ε) =
(
v⃗(1)(ε), v⃗(2)(ε), π1(ε), π2(ε), φ1(ε), φ2(ε)

)
принадлежат шару Bτ и поэтому

2∑
i=1

(∥∥v⃗(i)(ε)∥∥
V s,r + ∥φi(ε)∥Xs,r

)
≤ τ . Так как

V s,r = W s+1,r(Ω) ∩ W 2,2(Ω) и Xs,r = W s,r(Ω) ∩ W 1,2(Ω), sr > 3, функции

u⃗(i)(ε) = u⃗
(i)
∗ + v⃗(i)(ε) и ρi(ε) = ρ∗i + φi(ε), i = 1, 2, удовлетворяют неравенству

2∑
i=1

(∥∥u⃗(i)(ε)∥∥
W 2,2 + ∥ρi(ε)∥C(Ω)

)
≤ c, (3.23)

где c не зависит от ε. Из неравенств (1.27), (3.21) и (3.23) следует, что для D2i(ε), i = 1, 2,

и E2(ε) из (3.22) выполнена оценка (3.20).

Остается отметить, что d2(ε) = −g(ε)+ и неравенство (3.20) для d2 является пря-

мым следствием (1.27).

Лемма доказана.

Лемма 3.7. Пусть выполнено условие 3.1 и h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ),

h⃗
(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, заданны формулами (3.3), тогда существует

число c, не зависящее от ε, такое, что

2∑
i=1

(∥∥w⃗(i)
ε

∥∥
W1−s,r′

0 (Ω)
+ ∥ψiε∥W−s,r′ (Ω) + ∥ωiε∥W−s,r′ (Ω)+

+
∥∥∥ξ(i)1ε

∥∥∥
W−s,r′ (Ω)

+
∥∥∥ξ(i)2ε

∥∥∥
W−s,r′ (Ω)

+ |niε|
)

≤ c.

(3.24)

Доказательство. Достаточно показать, что для всех f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),

f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ U s,r, имеет место неравенство∣∣∣∣∣
2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

ε

⟩
1
+ ⟨ωiε, Gi⟩0 + ⟨ψiε, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1ε ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ niεsi

}∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

2∑
i=1

∥∥∥f⃗ (i)
∥∥∥
Us,r

.

(3.25)
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Заметим, что из леммы 2.7 и ограниченности вложения Xs,r ↪→ C(Ω) коэффициенты

δi, δ̂i, δ̃i по модулю ограничены константой, зависящей только от Ω, U⃗ (1), U⃗ (2), r, s, τ11,

τ22. Из этого и (3.16) получаем неравенство∣∣∣∣∣
2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

ε

⟩
1
+ ⟨ωiε, Gi⟩0 + ⟨ψiε, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1ε ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2ε ,M2i

⟩
0
+ niεsi

}∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ε

2∑
i=1


∫
Ω

∥w⃗(i)
∗ε ∥C(Ω) ·

∣∣Di(ε) + (−1)iE(ε)
∣∣+

+c|d(ε)|

(
∥ψ∗

iε∥C(Ω) +
2∑
j=1

(
∥ξ(i)∗jε ∥C(Ω) + |n∗

iε|+ ∥ω∗
iε∥C(Ω)

))
dx

}
≤

≤ ε−1c

2∑
i=1

(
∥Di(ε)∥L1(Ω) + ∥E(ε)∥L1(Ω) + ∥d(ε)∥L1(Ω)

)∥∥∥h⃗∗ε∥∥∥
C(Ω)×R

,

(3.26)

где h⃗∗ε = (⃗h
(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ), h⃗

(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε) ∈ Vs,r, - решения задачи (3.13).

Так как вложение Vs,r ↪→ C1(Ω)×C(Ω)×R непрерывно, то из оценки (3.15) леммы 3.5

следует, что ∥∥∥h⃗∗ε∥∥∥
C(Ω)×R

≤ с
∥∥∥h⃗∗ε∥∥∥

Vs,r
≤ с

∥∥∥f⃗∥∥∥
Us,r

. (3.27)

С другой стороны, из леммы 3.6 следует

ε−1 ∥Di(ε)∥L2(Ω) ≤ с; ε−1 ∥E(ε)∥L2(Ω) ≤ с; ε−1 ∥d(ε)∥C(Ω) ≤ с. (3.28)

В силу (3.27) и (3.28) из неравенства (3.26) следует (3.25). Лемма доказана.

V. Несмотря на то, что лемма 3.2 устанавливает существование и единственность

решений q⃗(ε) = (θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε) основной задачи (2.26), она ничего не говорит о зависи-

мости этих решений от ε. Теперь возможно доказать, что они непрерывны при ε = 0.

Лемма 3.8. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда решение q⃗(ε) =
(
θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε)

)
задачи (2.26) непрерывно в точке ε = 0, т.е.

(
θ⃗(ε), ζ⃗(ε), m⃗(ε)

)
→
(
θ⃗(0), ζ⃗(0), m⃗(0)

)
в W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R при ε→ 0.

Доказательство.

Напомним, что Vs,r = W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R и введем временное обозначение

T s,r = W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)× R.

В силу леммы 3.2 последовательность q(ε), ε ∈ (0, ε∗], относительно компактна в Vs,r.

Следовательно, она содержит подпоследовательность, за которой сохраним прежнее
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обозначение, которая сходится в Vs,r при ε → 0 к некоторому q⃗∗ =
(
θ⃗∗, ζ⃗∗, m⃗∗

)
, где

θ⃗∗ =
(
v⃗
(1)
∗ , v⃗

(2)
∗ , π∗

1, π
∗
2, φ

∗
1, φ

∗
2

)
, ζ⃗∗ =

(
ζ
(1)
1∗ , ζ

(1)
2∗ , ζ

(2)
1∗ , ζ

(2)
2∗

)
, m⃗∗ = (m∗

1,m
∗
2) .

Заметим, что поскольку v⃗(i)(ε) → v⃗
(i)
∗ в W s+1,r(Ω), то по теореме вложения

v⃗(i)(ε) → v⃗
(i)
∗ в C1(Ω). Так как v⃗(i)(ε) обращается в нуль на ∂Ω, то v⃗(i)(ε) → v⃗

(i)
∗ вW 1,r′

0 (Ω).

С другой стороны, W 1,r′

0 (Ω) непрерывно вложено и плотно в интерполяционном про-

странстве W1−s,r′
0 (Ω) =

[
Lr

′
(Ω),W 1,r′

0 (Ω)
]
1−s,r′

. Поэтому, v⃗(i)(ε) → v⃗
(i)
∗ в W1−s,r′

0 (Ω).

Затем,
(
πi(ε), φi(ε), ζ

(i)
1 (ε), ζ

(i)
2 (ε)

)
→
(
π∗
i , φ

∗
i , ζ

(i)
1∗ , ζ

(i)
2∗

)
, i = 1, 2, в W s,r(Ω) и, следо-

вательно, в Lr(Ω). Так как r > r′, пространство Lr(Ω) непрерывно вложено в Lr′(Ω). В

свою очередь Lr′(Ω) непрерывно вложено и плотно в W−s,r′(Ω) =
[
Lr

′
(Ω),W−1,r′(Ω)

]
s,r′

.

Следовательно,
(
πi(ε), φi(ε), ζ

(i)
1 (ε), ζ

(i)
2 (ε)

)
→
(
π∗
i , φ

∗
i , ζ

(i)
1∗ , ζ

(i)
2∗

)
, i = 1, 2, в W−s,r′(Ω). Та-

ким образом q(ε) → q∗ в T s,r. С другой стороны из формулы (3.3) и леммы 3.7 следует,

что

q(0)− q(ε) = ε
(
w⃗

(1)
ε , w⃗

(2)
ε , ω1ε, ω2ε, ψ1ε, ψ2ε, ξ

(1)
1ε , ξ

(1)
2ε , ξ

(2)
1ε , ξ

(2)
2ε , n1ε, n2ε

)
→ 0 в T s,r.

Поэтому, предел q∗ = q(0) не зависит от выбора сходящейся подпоследователь-

ности последовательности q(ε). Значит вся последовательность q(ε) сходится к q(0) в

Vs,r.

VI. Наш следующий этап – переход к пределу при ε → 0 в сопряженных уравне-

ниях (3.13). Начнем с рассмотрения коэффициентов этих уравнений.

Лемма 3.9. Пусть выполнено условие 3.1. Тогда имеют место следующие соотноше-
ния

{αij(ε), βij(ε), γi(ε), δi(ε)} → {α∗
ij, β

∗
ij, γ

∗
i , δ

∗
i } в W s,r(Ω) при ε→ 0,

{α̂ij(ε), β̂ij(ε), γ̂i(ε), δ̂i(ε)} → {α̂∗
ij, β̂

∗
ij, γ̂

∗
i , δ̂

∗
i } в W s,r(Ω) при ε→ 0, (3.29)

{α̃ij(ε), β̃ij(ε), γ̃ij(ε), δ̃i(ε)} → {α̃∗
ij, β̃

∗
ij, γ̃

∗
ij, δ̃

∗
i } в W s,r(Ω) при ε→ 0, i, j = 1, 2;

Hiε → H∗
i в L

(
W s+1,r(Ω) → Ws−1,r(Ω)

)
, i = 1, 2 (3.30)

−ε−1E(ε) → E∗ в L2(Ω) (3.31)

−ε−1d(ε) → d∗ в C(Ω) при ε→ 0, (3.32)

где αij(ε), . . . , δ̃i(ε) заданы формулами (3.11), α∗
ij, . . . , δ̃

∗
i заданы формулами (3.6). Ли-

нейные операторы Hiε и H∗
i заданы в (3.14) и (3.8) соответственно; E(ε) и d(ε) заданы

формулами (3.12), а E∗, d∗ - в (3.5).

Доказательство.
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Из (3.11) очевидно, что коэффициенты αij(ε), . . . , δ̃i(ε), входящие в уравнения со-

пряженной задачи (3.13),– функции класса C3 от q⃗(ε) и q⃗(0), определенные при лю-

бых значениях указанных аргументов. Отметим также справедливость соотношений

α∗
ij = αij(0), . . . , δ̃

∗
i = δ̃i(0). С другой стороны, по лемме 3.8 q⃗(ε) сходится к q⃗(0) в

W s+1,r(Ω) ×W s,r(Ω) × R при ε → 0. Все перечисленные коэффициенты αij(ε), . . . , δ̃i(ε)

представляют собой операторы композиции, действующие из W s,r(Ω) в W s,r(Ω), удовле-

творяющие условиям леммы 1.15 и, следовательно, непрерывные. Поэтому соотношения

(3.29) являются прямым следствием леммы 1.15.

Оценим нормы разностей Hiε−H∗
i , i = 1, 2. Выберем вектор h⃗ ∈ W s+1,r(Ω), такой

что
∥∥∥h⃗∥∥∥

W s+1,r(Ω)
≤ 1. Принимая во внимание тождества (3.10), имеем

Hiε

(
h⃗
)
−H∗

i

(
h⃗
)
=

= ρi(ε)∇
(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

(
ρi(ε)u⃗

(i)(ε)⊗ h⃗
)
− ρi(0)∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗+

+div
(
ρi(0)u⃗

(i)(0)⊗ h⃗
)
=

= (ρ∗i + φi(ε))∇
(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

(
ρi(ε)u⃗

(i)(ε)⊗ h⃗
)
− (ρ∗i + φi(0))∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗+

+div
(
ρi(0)u⃗

(i)(0)⊗ h⃗
)
=

= (φi(ε)− φi(0))∇
(
u⃗(i)(0)

)
h⃗− div

((
ρi(ε)u⃗

(i) (ε)− ρi(0)u⃗
(i)(0)

)
⊗ h⃗
)
, i = 1, 2.

Применяя лемму 1.11 к слагаемому −div
((
ρi(ε)u⃗

(i) (ε)− ρi(0)u⃗
(i)(0)

)
⊗ h⃗
)
, приходим к

неравенству∥∥∥Hiε

(
h⃗
)
−H∗

i

(
h⃗
)∥∥∥

Ws−1,r(Ω)
≤

≤ c
∥∥∥(φi(ε)− φi(0))∇

(
u⃗(i)(0)

)
h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

+ c
∥∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(0)
)
⊗ h⃗
∥∥∥W s,r(Ω).

(3.33)

Так как W s,r(Ω) банахова алгебра и ∥∇u⃗(0)∥W s,r(Ω) ≤ c ∥u⃗(0)∥W s+1,r(Ω) ≤ c, то∥∥∥(φi(ε)− φi(0))∇
(
u⃗(i)(0)

)
h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c ∥(φi(ε)− φi(0))∥W s,r(Ω)

∥∥∇ (u⃗(i)(0))∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c ∥(φi(ε)− φi(0))∥W s,r(Ω) .

(3.34)

Затем ∥∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗
(i)(0)

)
⊗ h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c
∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(0)
)∥∥

W s,r(Ω)

∥∥∥h⃗∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c
∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(0)
)∥∥

W s,r(Ω)
.
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Используя тождество

ρi(ε)u⃗
(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(0) =

= ρi(ε)u⃗
(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(ε) + ρi(0)u⃗
(i)(ε)− ρi(0)u⃗

(i)(0) =

= (φi(ε)− φi(0)) u⃗
(i)(ε) + ρi(0)

(
v⃗(i)(ε)− v⃗(i)(0)

)
,

и замечая, что u⃗(i)(ε) и ρi(ε) равномерно ограничены в W s,r(Ω), получаем∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗
(i)(0)

)∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c ∥φi(ε)− φi(0)∥W s,r(Ω) + c
∥∥v⃗(i)(ε)− v⃗(i)(0)

∥∥
W s,r(Ω)

.

Таким образом доказано неравенство∥∥∥(ρi(ε)u⃗(i)(ε)− ρi(0)u⃗
(i)(0)

)
⊗ h⃗
∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c ∥φi(ε)− φi(0)∥W s,r(Ω) + c
∥∥v⃗(i)(ε)− v⃗(i)(0)

∥∥
W s,r(Ω)

.
(3.35)

Из (3.33)-(3.35) следует, что ∥∥∥Hiε

(
h⃗
)
−H∗

i

(
h⃗
)∥∥∥

Ws−1,r(Ω)
≤

≤ c ∥φi(ε)− φi(0)∥W s,r(Ω) + c
∥∥v⃗(i)(ε)− v⃗(i)(0)

∥∥
W s,r(Ω)

→ 0 при ε→ 0.

Отсюда заключаем, что Hiε

(
h⃗
)
→ H∗

i

(
h⃗
)

в Ws−1,r(Ω) равномерно на единичном шаре

в W s+1,r(Ω), что приводит к соотношению (3.30).

Докажем утверждения (3.31) и (3.32). Из леммы 3.6 и выражений (3.5), (3.18),

(3.20) следует

E∗ + ε−1E(ε) = aT
(
u⃗(2)(ε)− u⃗(1)(ε)

)
+ ε−1

(
−εaT

(
u⃗(2)(ε)− u⃗(1)(ε)

)
+ ε2E2(ε)

)
=

= εE2(ε) → 0 в C1(Ω) при ε→ 0;

d∗ + ε−1d(ε) = divT⃗ · I+ ε−1 (1− g(ε)) = divT⃗ · I+ ε−1
(
1− 1− εdivT⃗ − ε2g+

)
=

= divT⃗ · I+ ε−1
(
1− 1− εdivT⃗ − ε2g+

)
= −εg+ = εd2(ε) → 0 в C(Ω) при ε→ 0.

Лемма доказана.

Следующая лемма показывает, что решения сопряженной задачи сходятся к ре-

шениям задачи (3.7) при ε→ 0

Лемма 3.10. Пусть выполнено условие 3.1. Пусть h⃗∗ε = (⃗h
(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ),

h⃗
(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε), ε ∈ (0, ε∗] , - решения задачи (3.13). Тогда
h⃗∗ε → h⃗∗ слабо в W s+1,r(Ω) × W s,r(Ω) × R при ε → 0, где h⃗∗ = (⃗h

(1)
∗ , h⃗

(2)
∗ ),

h⃗
(i)
∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ),– решение задачи (3.7).
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Доказательство.

Перейдем к пределу при ε→ 0 в уравнениях (3.13).

Напомним обозначение Vs,r = W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R. По Лемме 1.8 пространство

Vs,r рефлексивно. Ввиду леммы 3.5 последовательность h⃗∗ε ограничена в Vs,r. Следова-

тельно, существуют h⃗∗ ∈ Vs,r и подпоследовательность, также обозначаемая через h⃗∗ε,

которая сходится слабо в Vs,r к h⃗∗ при ε→ 0.

Докажем, что h⃗∗ удовлетворяют уравнениям (3.7).

Задача (3.13a) может быть переписаны следующим образом

2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ε −∇ω∗
jε

)
= Qiε, divw⃗(i)

∗ε = ΠPiε в Ω,

w⃗(i)
∗ε = 0 на ∂Ω, Πω∗

iε = ω∗
iε, i = 1, 2,

(3.36)

где

Qkε = ReHkε

(
w⃗(k)

∗ε
)
+ (−1)ka

(
w⃗(2)

∗ε − w⃗(1)
∗ε
)
− ψ∗

kε · ∇φk(ε)−
2∑
j=1

ζ
(k)
j (ε) · ∇ξ(k)jε + H⃗(k),

Piε =
2∑

k=1

[
β̂ki(ε)ψ

∗
kε +

2∑
j=1

(
n∗
kεχkjβ̃ji(ε) + µkjβji(ε)ω

∗
kε

)]
+Gi, k, i = 1, 2,

Обозначим

Qi = ReH∗
i

(
w⃗(i)

∗
)
+ (−1)ia

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)
− ψ∗

i · ∇φi(0)−
2∑
j=1

ζj(0)
(i) · ∇ξ(i)j + H⃗(i),

Pi =
2∑

k=1

[
β̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχkjβ̃

∗
ji + µkjβ

∗
jiω

∗
k

)]
+Gi, i = 1, 2.

Тогда

Qi −Qiε = ReH∗
i

(
w⃗(i)

∗
)
+ (−1)ia

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)
− ψ∗

i · ∇φi(0)−
2∑
j=1

ζ
(i)
j (0) · ∇ξ(i)∗j + H⃗(i)−

−

(
ReHiε

(
w⃗(i)

∗ε
)
+ (−1)ia

(
w⃗(2)

∗ε − w⃗(1)
∗ε
)
− ψ∗

iε · ∇φi(ε)−
2∑
j=1

ζ
(i)
j (ε) · ∇ξ(i)∗jε + H⃗(i)

)
=

= Re (H∗
i −Hiε)

(
w⃗(i)

∗ε
)
− ψ∗

iε∇ (φi(0)− φi(ε))−
2∑
j=1

(
ζ
(i)
j (0)− ζ

(i)
j (ε)

)
· ∇ξ(i)∗jε +

+ReH∗
i

(
w⃗(i)

∗ − w⃗(i)
∗ε
)
− (ψ∗

i − ψ∗
iε) · ∇φi(0)−

2∑
j=1

ζ
(i)
j (0) · ∇

(
ξ
(i)∗
j − ξ

(i)∗
jε

)
+

+a
2∑
j=1

(−1)i+j
(
w⃗(j)

∗ − w⃗(j)
∗ε
)
.
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По лемме 3.9∥∥(H∗
i −Hiε)

(
w⃗(i)

∗ε
)∥∥

Ws−1,r(Ω)
≤ ∥H∗

i −Hiε∥L(W s+1,r(Ω)→Ws−1,r(Ω))

∥∥w⃗(i)
∗
∥∥
W s+1,r(Ω)

≤

≤ c ∥H∗
i −Hiε∥L(W s+1,r(Ω)→Ws−1,r(Ω)) → 0 при ε→ 0.

(3.37)

Из леммы 1.14 следует, что билинейное отображение

(W s,r(Ω))2 ∋ (φ, ψ) 7→ ψ∇φ ∈ Ws−1,r(Ω)

непрерывно. Этот факт и лемма 3.8 приводят к тому, что

∥ψ∗
iε∇ (φi(0)− φi(ε))∥Ws−1,r(Ω) +

2∑
j=1

∥∥∥(ζ(i)j (0)− ζ
(i)
j (ε)

)
· ∇ξ(i)∗jε

∥∥∥
Ws−1,r(Ω)

≤

≤ c ∥(φi(0)− φi(ε))∥W s,r(Ω) ∥ψ
∗
iε∥W s,r(Ω) + c

2∑
j=1

∥∥∥(ζ(i)j (0)− ζ
(i)
j (ε)

)∥∥∥
W s,r(Ω)

∥∥∥ξ(i)∗jε

∥∥∥
W s,r(Ω)

≤

≤ c ∥(φi(0)− φi(ε))∥W s,r(Ω) + c
2∑
j=1

∥∥∥(ζ(i)j (0)− ζ
(i)
j (ε)

)∥∥∥
W s,r(Ω)

→ 0 при ε→ 0.

(3.38)

Оператор H∗
i является частным случаем оператора Hi с N0 = I и u⃗(i)0 = u⃗(i)(0). Лемма

2.10 показывает, что оператор H∗
i : W s+1,r(Ω) → Ws−1,r(Ω) является непрерывным и,

следовательно, непрерывен в слабой топологии, что приводит к

H∗
i

(
w⃗(i)

∗ − w⃗(i)
∗ε
)
→ 0 слабо в Ws−1,r(Ω) при ε→ 0. (3.39)

Из леммы 1.14 следует, что трилинейная форма

(W s,r(Ω))2 ×W1−s,r′(Ω)∋ (φ, ψ, w⃗) 7→ ⟨ψ∇φ, w⃗⟩1 ∈ R,

где ⟨ , ⟩1 обозначает соотношение двойственности между Ws−1,r(Ω) и W1−s,r′
0 , является

непрерывной. Следовательно, для фиксированного φ ∈ W s,r(Ω) и w⃗ ∈ Ws,r
0 (Ω) отобра-

жение ψ 7→ ⟨ψ∇φ, w⃗⟩1 определяет линейный непрерывный функционал на W s,r(Ω). Так

как ψ∗
i − ψ∗

iε → 0 слабо в W s,r(Ω), то

⟨(ψ∗
i − ψ∗

iε) · ∇φi(0), w⃗⟩1 → 0 для всех w⃗ ∈ W1−s,r′
0 (Ω) при ε→ 0.

Это означает, что (ψ∗
i − ψ∗

iε) ·∇φi(0) → 0 слабо* в Ws−1,r(Ω). Заметим, что Ws−1,r(Ω) яв-

ляется рефлексивным как двойственное пространство к рефлексивному W1−s,r′
0 . Таким

образом получаем

(ψ∗
i − ψ∗

iε) · ∇φi(0) → 0 слабо в Ws−1,r(Ω) при ε→ 0. (3.40)
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Аналогичные рассуждения показывают, что

2∑
j=1

ζ
(i)
j (0) · ∇

(
ξ
(i)∗
j − ξ

(i)∗
jε

)
→ 0 слабо в Ws−1,r(Ω) при ε→ 0. (3.41)

Так как w⃗(j)
∗ε сходится к w⃗(j)

∗ слабо в W s,r(Ω), то

a
2∑
j=1

(−1)i+j
(
w⃗(j)

∗ − w⃗(j)
∗ε
)
→ 0 слабо в Ws−1,r(Ω) при ε→ 0. (3.42)

Объединяя (3.38)- (3.42) получаем

Qiε → Qi слабо в Ws−1,r(Ω) при ε→ 0. (3.43)

Рассмотрим последовательность Piε. По лемме 3.9 коэффициенты

β̂ki(ε), β̃ji(ε), βji(ε) сходятся к β̂∗
ki, β̃∗

ji, β∗
ji в W s,r(Ω). С другой стороны по-

следовательности ω∗
kε, ψ∗

kε сходятся слабо к ω∗
k, ψ∗

k соответственно в W s,r(Ω) и числовая

последовательность n∗
kε сходится к n∗

k в R. Следовательно,

2∑
k=1

[
β̂ki(ε)ψ

∗
kε +

2∑
j=1

(
n∗
kεχkjβ̃ji(ε) + µkjβji(ε)ω

∗
kε

)]
−−→
ε→0

−−→
ε→0

2∑
k=1

[
β̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃

∗
ji + µkjβ

∗
jiω

∗
k

)]
слабо в W s,r(Ω),

откуда

Piε → Pi слабо в W s,r(Ω) при ε→ 0. (3.44)

Из леммы 1.29 следует, что оператор

T : Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω) → W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω),

сопоставляющий паре (Qiε, Piε) решение
(
w⃗

(i)
∗ε , ω∗

iε

)
задачи (3.36), является непрерыв-

ным и, следовательно, он непрерывен в слабой топологии. Вместе с (3.43) и (3.44) это

приводит к выводу, что слабый предел решений задачи (3.36) удовлетворяет уравнени-

ям
2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j

)
= Qi, divw⃗(i)

∗ = ΠPi в Ω,

w⃗(i)
∗ = 0 на ∂Ω,Πω∗

i = ω∗
i , i = 1, 2,

которые совпадают с (3.7a).

Осталось доказать, что ψ∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 , i = 1, 2, удовлетворяют транспортным урав-

нениям из (3.7b) и (3.7c). Отметим, что эти уравнения понимаются в слабом смысле.
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Рассмотрим краевые задачи (3.13b) для функций ψ∗
iε, i = 1, 2. Функции ψ∗

iε являются

слабыми решениями этих задач, если и только если интегральные тождества∫
Ω

[
ψ∗
iεu⃗

(i)(0)∇ϕ+ ϕ

(
τiiψ

∗
iε −ReM∗

i

(
w⃗(i)

∗ε
)
−

2∑
k=1

α̂ki(ε)ψ
∗
kε

)]
dx+

+

∫
Ω

[
ϕ

(
−

2∑
k=1

[
2∑
j=1

(n∗
kεχkjα̃ji(ε) + µkjαji(ε)ω

∗
kε)

]
− Fi

)]
dx = 0, i = 1, 2,

(3.45)

выполняются для каждой ϕ ∈ C1(Ω), обращающейся в нуль в окрестности ∂Ω\Σi
out. Так

как вложение W s+1,r(Ω) ↪→W s,r(Ω) компактно, последовательность w⃗(i)
∗ε сходится к w⃗(i)

∗

сильно в W s,r(Ω). С другой стороны, из леммы 2.10 вытекает непрерывность оператора

M∗
i : W

s,r(Ω) → W s,r(Ω). Таким образом получаем

M∗
i

(
w⃗(i)

∗ε
)
→ M∗

i

(
w⃗(i)

∗
)

в W s,r(Ω) при ε→ 0.

Отсюда M∗
i

(
w⃗

(i)
∗ε

)
→ M∗

i

(
w⃗

(i)
∗

)
в C(Ω). Так как вложение W s,r(Ω) ↪→ C(Ω) компакт-

но, последовательности функций
{
ω∗
iε, ψ

∗
iε, ξ

(i)
1ε , ξ

(i)
2ε

}
сходятся к

{
ω∗
i , ψ

∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2

}
равномерно в Ω при ε → 0. По лемме 3.9 функции {α̂ki(ε), α̃ji(ε), αji(ε)} сходятся к{
α̂∗
ki, α̃

∗
ji, α

∗
ji

}
в C(Ω). Устремляя ε→ 0 в (3.45), получаем тождество∫

Ω

[
ψ∗
i u⃗

(i)(0)∇ϕ+ ϕ

(
τiiψ

∗
i −ReM∗

i

(
w⃗(i)

∗
)
−

2∑
k=1

α̂∗
kiψ

∗
k

)]
dx+

+

∫
Ω

[
ϕ

(
−

2∑
k=1

[
2∑
j=1

(
n∗
kχkjα̃

∗
ji + µkjα

∗
jiω

∗
k

)]
− Fi

)]
dx = 0, i = 1, 2,

которое означает, что ψ∗
i , i = 1, 2, удовлетворяют задаче (3.7b).

С помощью аналогичных рассуждений легко доказывается, что слабые пределы

ξ
(i)∗
j ∈ W s,r(Ω), i, j = 1, 2 последовательностей ξ(i)∗jε решений задачи (3.13c) удовлетворя-

ют транспортным уравнениям (3.7c) и соответствующим граничным условиям.

Наконец, поскольку последовательности γi(ε), γ̂i(ε) сходятся в W s,r(Ω) (а значит

и в С(Ω)) к γ∗i и γ̂∗i соответственно, то в силу вышесказанного очевидно, что∫
Ω

(
γi(ε)

2∑
j=1

µjiω
∗
jε + γ̂i(ε)ψ

∗
iε

)
dx→

∫
Ω

(
γ∗i

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂∗i ψ

∗
i

)
dx при ε→ 0.

Другими словами имеют место соотношения (3.7d).

Объединение полученных результатов приводит к выводу, что h⃗∗ удовлетворяет

уравнениям задачи (3.7). Таким образом доказано, что каждый слабый предел h⃗∗ по-

следовательности h⃗∗ε является решением краевой задачи (3.7). Так как такое решение

является единственным, то вся последовательность h⃗∗ε сходится слабо в Vs,r к h⃗∗.
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VII. Завершающий этап доказательства теоремы 3.4 начнем с рассмотрения сле-

дующей леммы, играющей вспомогательную роль.

Лемма 3.11. Пусть выполнено условие 3.1. Пусть Di(ε), i = 1, 2, заданы формулами
(3.12). Тогда для любой последовательности w⃗ε ∈ W s+1,r(Ω), обладающей свойством
w⃗ε → w⃗ слабо в W s+1,r(Ω) при ε → 0 и w⃗ε = 0 на ∂Ω, w⃗ = 0 на ∂Ω имеют место
соотношения

−ε−1

∫
Ω

w⃗εDi(ε)dx→
∫
Ω

w⃗D∗
i dx при ε→ 0, (3.46)

где D∗
i заданы в (3.5) .

Доказательство. Рассмотрим выражение∫
Ω

(
ε−1w⃗εDi(ε) + w⃗D∗

i

)
dx =∫

Ω

(
ε−1Di(ε) +D∗

i

)
w⃗dx+

∫
Ω

ε−1Di(ε) (w⃗ε − w⃗) dx = J i,1ε + J i,2ε .
(3.47)

Очевидно, J i,2ε =

∫
Ω

ε−1Di(ε) (w⃗ε − w⃗) dx → 0 при ε → 0, на основании того, что имеет

место равномерная по ε оценка ∥ε−1Di(ε)∥L2(Ω) ≤ с (лемма 3.6) и w⃗ε → w⃗ в С1(Ω)

(вложение W s+1,r(Ω) в С1(Ω) компактно).

Рассмотрим интегралы J i,1ε =

∫
Ω

(
ε−1Di(ε) +D∗

i

)
w⃗dx. В силу формул (3.5), (3.18),

(3.19) справедливо равенство

D∗
i + ε−1Di(ε) = εD2i(ε) +D3i(ε) +ReD4i(ε), (3.48)

где D2i(ε) определены формулами (3.22) и для них имеет место равномерная по ε оценка

(3.20), т.е.

∥D2i(ε)∥L2(Ω) ≤ с (лемма 3.6). (3.49)

Выражения D3i(ε), D4i(ε) задаются формулами

D3i(ε) =
2∑
j=1

µij
[
div
(
T∇

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

))
+ DT∆

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

)
+

+∆
(
D
(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

))]
,

(3.50)

D4i(ε) = ρi(ε)
(
u⃗(i)(ε) · ∇

(
Du⃗(i)(ε)

)
+ DTu⃗(i)(ε) · ∇u⃗(i)(ε)

)
−

−ρi(0)
(
u⃗(i)(0) · ∇

(
Du⃗(i)(0)

)
+ DTu⃗(i)(0) · ∇u⃗(i)(0)

)
.

(3.51)

110



Следовательно,

J i,1ε =

∫
Ω

εD2i(ε)w⃗dx+

∫
Ω

D3i(ε)w⃗dx+

∫
Ω

ReD4i(ε)w⃗dx = I i,1ε + I i,2ε + I i,3ε . (3.52)

Ясно, что I i,1ε =

∫
Ω

εD2i(ε)w⃗dx → 0 при ε → 0, так как w⃗ ∈ W s+1,r(Ω) ↪→ С1(Ω) и имеет

место оценка (3.49). Интегралы I i,2ε =
∫
Ω

D3i(ε)w⃗dx в соответствии с формулой (3.50)

представим в виде

I i,2ε =

∫
Ω

2∑
j=1

µij
[
div
(
T∇

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

))]
w⃗dx+

+

∫
Ω

2∑
j=1

µij
[
DT∆

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

)]
w⃗dx+

∫
Ω

2∑
j=1

[
∆
(
D
(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

))]
w⃗dx =

= Ki,1
ε +Ki,2

ε +Ki,3
ε .

Так как w⃗ = 0 на ∂Ω, то

Ki,1
ε = −

2∑
j=1

µij

∫
Ω

[
T∇

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

)]
: ∇w⃗dx.

Поскольку T ∈ C1(R3), то

|Ki,1
ε | ≤ c∥T∥C1(R3)

∫
Ω

|∇
(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

)
| · |∇w⃗|dx.

Согласно лемме 3.8 и формуле (3.10) u⃗(i)(ε) → u⃗(i)(0) при ε → 0 в W s+1,r(Ω)

и следовательно u⃗(i)(ε) → u⃗(i)(0) в С1(Ω) (вложение W s+1,r(Ω) ↪→ C1(Ω)

непрерывно). Таким образом, очевидно, |Ki,1
ε | → 0 при ε → 0. Анало-

гично доказывается, что Ki,2
ε =

∫
Ω

2∑
j=1

µij
[
DT∆

(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

)]
w⃗dx → 0 и

Ki,3
ε =

∫
Ω

2∑
j=1

[
∆
(
D
(
u⃗(i)(0)− u⃗(i)(ε)

))]
w⃗dx→ 0 при ε→ 0.

В итоге имеем I i,2ε → 0 при ε→ 0.

Рассмотрим I i,3ε =

∫
Ω

ReD4i(ε)w⃗dx. Так как ρi(ε) → ρi(0) в W s,r(Ω) (лемма 3.8

и равенство (3.10)) и вложение W s,r(Ω) ↪→ C(Ω) непрерывно, то ρi(ε) → ρi(0) в

C(Ω) при ε → 0. К тому же u⃗(i)(ε) → u⃗(i)(0) в C1(Ω) при ε → 0. Следовательно,

D4i(ε) → 0 равномерно в Ω. Отсюда вытекает, что I i,3ε → 0 при ε→ 0. В итоге получаем

J i,1ε → 0 при ε→ 0.
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Таким образом соотношение (3.46) доказано.

Теперь можно завершить доказательство теоремы 3.4. Так как по лемме 3.7 после-

довательность h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, заданная в (3.3) ограни-

чена в рефлексивном пространстве W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)×R, то можно предположить,

переходя если необходимо к подпоследовательности, что существуют h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)),

h⃗(i) =
(
w⃗(i);ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i ;ni

)
∈ W1−s,r′

0 (Ω)×W−s,r′(Ω)× R, такие что

w⃗(i)
ε → w⃗(i) слабо в W1−s,r′

0 (Ω),

{
ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε

}
→
{
ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i

}
слабо в W−s,r′(Ω), niε → ni в R при ε→ 0.

С другой стороны, из леммы 3.5 для f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),

f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R, имеем:

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

ε

⟩
1
+ ⟨ωiε, Gi⟩0 + ⟨ψiε, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1ε ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2ε ,M2i

⟩
0
+ niεsi

}
=

= −1

ε

2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)
∗ε ·

(
Di(ε) + (−1)iE(ε)

)
+

+d(ε)

(
δ̂i(ε)ψ

∗
iε +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
jε + n∗

iεχij δ̃j(ε) + µijδj(ε)ω
∗
iε

))
dx

}
,

(3.53)

где h⃗∗ε = (⃗h
(1)
∗ε , h⃗

(2)
∗ε ), h⃗

(i)
∗ε = (w⃗

(i)
∗ε ;ω∗

iε, ψ
∗
iε, ξ

(i)∗
1ε , ξ

(i)∗
2ε ;n∗

iε), - решение задачи (3.13). Так как

пространство W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)×R является сопряженным к Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R,

то, переходя к пределу в левой части этого тождества, получаем

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

ε

⟩
1
+ ⟨ωiε, Gi⟩0 + ⟨ψiε, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1ε ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2ε ,M2i

⟩
0
+ niεsi

}
→

→
2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, G⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1 ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ nisi

}
при ε→ 0.

Так как вложение Vs,r = W s+1,r(Ω)×W s,r(Ω)×R в C1(Ω)×C(Ω)×R компактно, то из

леммы 3.10 следует, что

h⃗∗ε → h⃗∗ в C1(Ω)× C(Ω)× R.

Здесь h⃗∗ = (⃗h
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗ ), h⃗(i)∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ), - решение задачи (3.7), заданное

леммой 3.3.
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Свойства (3.29)-(3.32) леммы 3.9 и соотношение (3.46) леммы 3.11 позволяют со-

вершить предельный переход в при ε→ 0 в правой части тождества (3.53)

−1

ε

2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)

∗ε ·
(
Di(ε) + (−1)iE(ε)

)
+

+d(ε)

(
δ̂i(ε)ψ

∗
iε +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
jε + n∗

iεχij δ̃j(ε) + µijδj(ε)ω
∗
iε

))}
dx→

→
2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)

∗ ·
(
D∗
i + (−1)iE∗)+ d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
j + n∗

iχij δ̃
∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i

))}
dx

Таким образом в результате предельного перехода в (3.53) получаем тождество

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, Gi⟩0 + ⟨ψi, Fi⟩0 +

⟨
ξ
(i)
1 ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ nisi

}
=

=
2∑
i=1

∫
Ω

{
w⃗(i)

∗ ·
(
D∗
i + (−1)iE∗)+ d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
j + n∗

iχij δ̃
∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i

))}
dx,

(3.54)

где h⃗∗ = (⃗h
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗ ), h⃗(i)∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ), - решение задачи (3.7). Таким обра-

зом доказано, что каждый слабый предел h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)), h⃗(i) =
(
w⃗(i);ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i ;ni

)
,

последовательности h⃗ε = (⃗h
(1)
ε , h⃗

(2)
ε ), h⃗

(i)
ε =

(
w⃗

(i)
ε ;ωiε, ψiε, ξ

(1)
iε , ξ

(2)
iε ;niε

)
, удовлетворяет

тождеству (3.54).

Осталось показать, что последовательность имеет единственную слабую пре-

дельную точку и, следовательно, сходится слабо к этой точке. Предположим,

что существует пара векторов h⃗ = (⃗h(1), h⃗(2)), h⃗(i) =
(
w⃗(i);ωi, ψi, ξ

(1)
i , ξ

(2)
i ;ni

)
, и

h⃗′ = (⃗h′(1), h⃗′(2)), h⃗′(i) =
(
w⃗′(i);ω′

i, ψ
′
i, ξ

′(1)
i , ξ

′(2)
i ;n′

i

)
, из W1−s,r′

0 (Ω) × W−s,r′(Ω) × R, каж-

дый из которых удовлетворяет тождеству (3.54). Тогда для всех f⃗ = (f⃗ (1), f⃗ (2)),

f⃗ (i) = (H⃗(i);Gi, Fi,M1i,M2i; si) ∈ Ws−1,r(Ω)×W s,r(Ω)× R, выполняется соотношение

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), w⃗(i) − w⃗′(i)

⟩
1
+ ⟨ωi − ω′

i, Gi⟩0 + ⟨ψi − ψ′
i, Fi⟩0

}
+

+
2∑
i=1

{⟨
ξ
(i)
1 − ξ

′(i)
1 ,M1i

⟩
0
+
⟨
ξ
(i)
2 − ξ

′(i)
2 ,M2i

⟩
0
+ (ni − n′

i) si

}
= 0.

Так как пространство Ws−1,r
0 (Ω) × W s,r(Ω) × R является сопряженным к

W1−s,r′
0 (Ω)×W−s,r′(Ω)× R, то из этого тождества следует, что h⃗ = h⃗′.
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§ 3. Производная по области функционала сопротив-
ления.

3.1. Связь материальной производной и производной по обла-
сти.

Исследование влияния возмущения области на решения краевой задачи (2.1) при-

водит к необходимости оперировать к таким понятиям как материальная производная

и производная по области. Напомним подход, который реализуется в данной работе.

Чтобы описать возмущения области рассматривается однопараметрическое се-

мейство областей Ωε =
(
I+ εT⃗

)
(Ω), где T⃗ : R3 → R3 - произвольное достаточ-

но гладкое отображение с компактным носителем. Таким образом мы получаем две

краевые задачи. Первая – краевая задача (2.1) для физических параметров течения(
u⃗(i), ρi

)
, i = 1, 2, в невозмущенной области Ω, и вторая – краевая задача (2.2) для

параметров
(
¯⃗u
(i)
ε , ρ̄εi

)
, i = 1, 2, в возмущенной области Ωε. Отметим, что поля ско-

ростей u⃗(i) (x) и поля плотностей ρi (x), i = 1, 2, вычисляются в физических точках

x ∈ Ω, а поля скоростей ¯⃗u
(i)
ε (y) и поля плотностей ρ̄εi (y), i = 1, 2, вычисляются в фи-

зических точках y возмущенной области Ωε. Таким образом физические параметры

течений
(
u⃗(i), ρi

)
и
(
¯⃗u
(i)
ε , ρ̄εi

)
определены в разных областях и для того, чтобы иметь

возможность их сравнивать, используются преобразованные поля скоростей u⃗(i)ε и поля

плотностей ρεi , i = 1, 2, которые определены в невозмущенной области Ω посредством

формул (см. (2.3))

u⃗(i)ε (x) = N(ε) (x) ¯⃗u(i)ε

(
x+ εT⃗ (x)

)
ρεi (x) = ρ̄εi

(
x+ εT⃗ (x)

)
, x ∈ Ω,

где

N(ε) = det
(
I+ εDT⃗

)(
I+ εDT⃗

)
−1.

По этой причине мы говорим о невозмущенной области Ω как об «опорной» области,

чтобы акцентировать внимание на том, что при ε ̸= 0 точки этой области нельзя рас-

сматривать как точки «физического» евклидова пространства.

Замена независимых переменных в задаче (2.2) привела нас к задаче (2.4) для

преобразованных функций. Построение решений задачи (2.4) сведено к построению

решеий задачи (2.26) - задачи для возмущений в «опорной» области.
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Теорема 2.15 и лемма 3.2 устанавливают существование однопараметрического се-

мейства решений θ⃗(ε) =
(
v⃗(1)(ε), v⃗(2)(ε), π1(ε), π2(ε), φ1(ε), φ2(ε)

)
задачи (2.26). В свою

очередь, функции u⃗(i)(ε) = u⃗
(i)
∗ + v⃗(i)(ε), ρi(ε) = ρ∗i + φi(ε), i = 1, 2, являются решением

задачи (2.4). Здесь
(
u⃗
(i)
∗ , ρ∗i

)
,i = 1, 2, - характеристики «базового» течения, описывае-

мые задачей (2.15).

Теорема 3.4 показывает, что существуют w⃗(i) ∈ W1−s,r′
0 (Ω) и

ψi ∈ W−s,r′(Ω), i = 1, 2, такие, что

ε−1
(
u⃗(i)(ε)− u⃗(i)

)
→ w⃗(i) слабо в W1−s,r′

0 (Ω), ε−1 (ρi(ε)− ρi) → ψi слабо в W−s,r′(Ω).

Функции w⃗(i) и ψi, i = 1, 2, называются материальными производными решений задачи

(2.4) и обозначаются так:

˙⃗u(i)(0) = w⃗(i), ρ̇i(0) = ψi, i = 1, 2.

Эти искусственные величины не имеют физического смысла, поскольку они выра-

жают производные преобразованных скоростей и производные плотностей в нефизиче-

ской «опорной» области. Настоящие производные по области скоростей и плотностей в

фиксированной точке реального физического пространства определяются следующим

образом:

u⃗′(i)(0) = lim
ε→0

ε−1
(
¯⃗u(i)ε − u⃗(i)

)
, ρ′i(0) = lim

ε→0
ε−1 (ρ̄εi − ρi) , i = 1, 2.

Формально установить связь между материальной производной и производной по об-

ласти можно используя формулы

¯⃗u(i)ε = (N(ε))−1 ◦
(
I+ εT⃗

)−1

u⃗(i)(ε) ◦
(
I+ εT⃗

)−1

ρ̄εi = ρi(ε) ◦
(
I+ εT⃗

)−1

.

Прямые вычисления показывают, что производные по области могут быть восстанов-

лены из материальных производных:

u⃗′(i)(0) = ˙⃗u(i)(0)−∇u⃗(i)T⃗ +DT⃗ u⃗(i) − divT⃗ u⃗(i), ρ′i(0) = ρ̇i(0)−∇ρi · T⃗ , i = 1, 2.

Так как u⃗(i) ∈ W 2,2(Ω) и ρi ∈ W 1,2(Ω), все слагаемые в правых частях определены.

3.2. Производная по области функционала сопротивления.

Предположим выполненным условие 3.1. Тогда каждой матрице N(ε) соответству-

ет единственное решение

q⃗(ε) =
(
v⃗(1)(ε), v⃗(2)(ε); π1(ε), π2(ε), φ1(ε), φ2(ε), ζ

(1)
1 (ε), ζ

(1)
2 (ε), ζ

(2)
1 (ε), ζ

(2)
2 (ε);m1(ε),m2(ε)

)

115



задачи (2.26), которое в свою очередь порождает решение задачи (2.4):

u⃗(i)(ε) = u⃗(i)∗ + v⃗(i)(ε), ρi(ε) = ρ∗i + φi(ε),

qi(ε) = q∗i + πi(ε) + Λ · pi (ρ∗i ) +
2∑
j=1

(µij + λij)mj(ε), i = 1, 2.
(3.55)

Обратимся к функционалу сопротивления JD (Ωε), записанному в невозмущенной

области Ω (см. приложение А):

JD (Ωε) = −
2∑
i=1

U⃗∞ ·

⟨∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx+

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg
−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N− div

(
u⃗(j)
)
I
)
− qiI

)
NT∇ηdx

⟩
,

(3.56)

где η - произвольная гладкая функция, тождественно равная 1 в окрестности препят-

ствия S и тождественно равная нулю в окрестности границы Σ. Подставляя функции

(3.55) в выражение (3.56), получим:

JD (Ωε) =
2∑
i=1

(
U⃗∞ · J⃗ (i)

1 (Ωε) + U⃗∞ · J⃗ (i)
2 (Ωε)

)
, (3.57)

где

J⃗
(i)
1 (Ωε) = −

∫
Ω

Re ηρi(ε)u⃗
(i)(ε)∇

(
N(ε)−1u⃗(i)(ε)

)
dx,

J⃗
(i)
2 (Ωε) =

∫
Ω

qi(ε)N(ε)T∇ηdx−

−
∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg(ε)
−1
(
N(ε)T∇

(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)
+

+∇
(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)T
N(ε)− div

(
u⃗(j)(ε)

)
I
))

N(ε)T∇ηdx.

(3.58)

Хотя решения задачи (2.4) не имеют определенного физического смысла, сопро-

тивление Re−1J (Ωε) является реальной физической величиной. Оно равно силе, порож-

денной гидродинамической силой действующей на тело Sε. Вычисление сопротивления

и его изменений относительно возмущений препятствия S имеет практическое значение,

например, для построения численного алгоритма поиска оптимальной формы обтекае-

мого препятствия.

В этом разделе будет получена явная формула для производной

dJD(Ω)
[
T⃗
]
= lim

ε→0

1

ε
(JD (Ωε)− JD(Ω)) . (3.59)
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Заметим, что возмущенные области Ωε =
(
I+ εT⃗

)
(Ω) порождаются деформация-

ми I+ εT⃗ окружающего пространства R3. Кроме того Ωε может быть представлена как

сдвиг Ω вдоль интегральных линий векторного поля T (x, ε) =

(
T⃗ ◦

(
I+ εT⃗

)−1
)
(x). С

этой точки зрения величина (3.59) - не что иное, как производная Гато функционала

формы JD(Ω) в направлении T⃗ . Вычислять dJD(Ω)
[
T⃗
]

удобно в терминах материаль-

ных производных решений задачи (2.26). Соответствующий результат приводится в

следующей теореме, которая является прямым следствием теоремы 3.4.

Теорема 3.12. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4. Тогда производная
dJD(Ω)

[
T⃗
]
, определяемая по формуле (3.59) существует и может быть представ-

лена в виде
dJD(Ω)

[
T⃗
]
= Lu

(
T⃗
)
+ Le

(
T⃗
)
. (3.60)

Здесь форма Lu определена равенством

Lu

(
T⃗
)
=

2∑
i=1

(⟨
B⃗(i), w⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, A⟩0 + ⟨ψi, Ci⟩0

)
, (3.61)

где материальные производные w⃗(i), ωi, ψi, i = 1, 2, заданы теоремой 3.4, и

B⃗(i) =
[
(µ1i + µ2i)∆ηU⃗∞ +Re ρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
· U⃗∞ −Reρi(0)∇u⃗(i)(0) · U⃗∞η

]
A = ∇η · U⃗∞, Ci = −Reη

(
u⃗(i)(0) · ∇u⃗(i)(0)

)
· U⃗∞,

(3.62)

и Le имеет вид

Le

(
T⃗
)
= −

2∑
i=1

U⃗∞Re

∫
Ω

[
ρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
Du⃗(i)(0)

]
dx+

2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
qi(0)DT)∇ηdx−

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij
(
DT∇

(
u⃗(j)(0)

)
−∇

(
Du⃗(j)(0)

)))
∇ηdx+

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

[(
DT∇

(
u⃗(j)(0)

)
−∇

(
Du⃗(j)(0)

))T])∇ηdx+

+
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇
(
u⃗(j)(0)

)
+∇

(
u⃗(j)(0)

)T − div
(
u⃗(j)(0)

)
I
))(

DT⃗
)T

∇ηdx,

(3.63)
где D = divT⃗ I−DT⃗ .

Доказательство. В соответствии с формулой (3.57) разностное отношение
1

ε
(JD (Ωε)− JD(Ω)) может быть представлено в виде:

1

ε
(JD (Ωε)− JD(Ω)) =

2∑
i=1

(
U⃗∞ · 1

ε

(
J⃗
(i)
1 (Ωε)− J⃗

(i)
1 (Ω)

)
+ U⃗∞ · 1

ε

(
J⃗
(i)
2 (Ωε)− J⃗

(i)
2 (Ω)

))
,
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где

1

ε

(
J⃗
(i)
1 (Ωε)− J⃗

(i)
1 (Ω)

)
=
Re

ε

∫
Ω

η
[
ρi(ε)u⃗

(i)(ε)∇
((
I−N(ε)−1

)
u⃗(i)(ε)

)]
dx−

−Re
ε

∫
Ω

η
[
ρi(ε)

(
u⃗(i)(ε)− u⃗(i)(0)

)
∇
(
u⃗(i)(ε)

)]
dx−

−Re
ε

∫
Ω

η
[
(ρi(ε)− ρi(0)) u⃗

(i)(0)∇
(
u⃗(i)(ε)

)]
dx+

+
Re

ε

∫
Ω

η
[
ρi(0)u⃗

(i)(0)∇
(
u⃗(i)(ε)− u⃗(i)(0)

)]
dx,

(3.64)

1

ε

(
J⃗
(i)
2 (Ωε)− J⃗

(i)
2 (Ω)

)
=

1

ε

∫
Ω

[
qi(ε)

(
N(ε)T − I

)
+ (qi(ε)− qi(0)) I

]
∇ηdx

−1

ε

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg(ε)
−1
(
N(ε)T∇

(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)
+

+∇
(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)T
N(ε)− div

(
u⃗(j)(ε)

)
I
))

N(ε)T∇ηdx+

+
1

ε

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇u⃗(j)(ε) +∇

(
u⃗(j)(ε)

)T − div
(
u⃗(j)(ε)

)
I
))

∇ηdx−

−1

ε

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij
(
∇
(
u⃗(j)(ε)− u⃗(j)(0)

)
+

+∇
(
u⃗(j)(ε)− u⃗(j)(0)

)T − div
(
u⃗(j)(ε)− u⃗(j)(0)

)
I
))

∇ηdx

(3.65)

Из формул (3.64), (3.65) и соотношений

u⃗(i)(ε)− u⃗(i)(0) = εw⃗(i)
ε , ρi(ε)−ρi(0) = εψiε, qi(ε)−qi(0) = εωiε+ε

2∑
j=1

(µij+λij)njε, i = 1, 2,

легко вытекает следующая формула представления разностного отношения

1

ε
(JD (Ωε)− JD(Ω)) = Lε,u + Lε,e, (3.66)

где

Lε,u = −
2∑
i=1

ReU⃗∞

∫
Ω

η
[
ρi(ε)w⃗

(i)
ε ∇u⃗(i)(ε) + ψiεu⃗

(i)(0)∇u⃗(i)(ε) + ρi(0)u⃗
(i)(0)∇w⃗(i)

ε

]
dx−

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇w⃗(j)

ε +∇
(
w⃗(j)
ε

)T − div
(
w⃗(j)
ε

)
I
))

∇ηdx+

+
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
ωiε +

2∑
j=1

(µij + λij)nεj

)
I∇ηdx,

(3.67)
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εLε,e =
2∑
i=1

U⃗∞Re

∫
Ω

η
[
ρi(ε)u⃗

(i)(ε)∇
((
I−N(ε)−1

)
u⃗(i)(ε)

)]
dx+

+
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇
(
u⃗(j)(ε)

)
+∇

(
u⃗(j)(ε)

)T − div
(
u⃗(j)(ε)

)
I
)
− qi(ε)I

)
∇ηdx−

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg(ε)
−1
(
N(ε)T∇

(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)
+

+∇
(
N(ε)−1u⃗(j)(ε)

)T
N(ε)− div

(
u⃗(j)(ε)

)
I
)
− qi(ε)I

)
N(ε)T∇ηdx.

(3.68)

Отметим, что u⃗(i)(ε), u⃗(i)(0), w⃗(i)
ε , i = 1, 2, непрерывно дифференцируемы в Ω и при-

надлежат классу W 2,2(Ω). В свою очередь ρi(ε), ρi(0), ψiε, qi(ε), qi(0), ωiε, i = 1, 2, непре-

рывны в области Ω и принадлежат классу W 1,2(Ω). Таким образом, принимая во вни-

мание что w⃗(i)
ε равны нулю на ∂Ω и выполнены уравнения div

(
ρi(0)u⃗

(i)(0)
)
= 0, i = 1, 2,

в Ω, произведем преобразование следующих интегралов∫
Ω

Reρi(0)u⃗
(i)(0) · ∇w⃗(i)

ε ηdx = −
∫
Ω

Re ρi(0)
(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
w⃗(i)
ε dx, (3.69)

∫
Ω

2∑
j=1

{
µij

(
∇w⃗(j)

ε +∇
(
w⃗(j)
ε

)T − div
(
w⃗(j)
ε

)
I
)}

∇ηdx = −
2∑
j=1

µij

∫
Ω

w⃗(j)
ε ∆ηdx.

Так как функция η обращается в нуль в окрестности Σ и равна единице в окрестности

∂S, то ∫
Ω

2∑
k=1

(µik + λik)nkε∇ηdx = −
2∑

k=1

(µik + λik)nkε

∫
∂S

n⃗ds = 0. (3.70)

Принимая во внимание формулы (3.69) и (3.70), функционал Lε,u из (3.67) преобразуем

следующим образом

Lε,u =
2∑
i=1

∫
Ω

(
B⃗(i)
ε · w⃗(i)

ε + ωiε · A+ ψiε · Ciε
)
dx,

где

B⃗(i)
ε = (µ1i + µ2i)∆ηU⃗∞ +Re ρi(0)

(
u⃗(i)(0) · ∇η

)
· U⃗∞ −Reρi(ε)∇u⃗(i)(ε) · U⃗∞η,

A = ∇η · U⃗∞, Ciε = −Reηu⃗(i)(0) ∇u⃗(i)(ε)U⃗∞.

Из (3.55), леммы 3.8 и непрерывности вложений W s+1,r(Ω) ↪→ C1(Ω) и W s,r(Ω) ↪→ C(Ω)

следует, что

B⃗(i)
ε → B⃗(i) в C(Ω) при ε→ 0.
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В частности, из непрерывности вложений C(Ω) ↪→ Lr(Ω) ↪→ Ws−1,r(Ω) заключаем, что

B⃗
(i)
ε сходится к B⃗(i) в Ws−1,r(Ω).

С другой стороны, ввиду теоремы 3.4 функции w⃗
(i)
ε сходятся к

w⃗(i) слабо в W1−s,r′
0 (Ω). Таким образом мы получаем

∫
Ω

B⃗(i)
ε · w⃗(i)

ε dx =
⟨
B(i)
ε , w⃗

(i)
ε

⟩
1
→
⟨
B⃗(i), w⃗(i)

⟩
1

при ε→ 0. (3.71)

В силу леммы 3.8 u⃗(i)(ε) → u⃗(i)(0) в W s+1,r(Ω) и, следовательно, ∇u⃗(i)(ε) → ∇u⃗(i)(0) в

W s,r(Ω). Тогда

Ciε = −Reηu⃗(i)(0)∇u⃗(i)(ε) · U⃗∞ → −Reηu⃗(i)(0)∇u⃗(i)(0) · U⃗∞ = Ci в W s,r(Ω).

Теорема 3.4 обеспечивает слабую сходимость ψiε → ψi в W−s,r′(Ω), что приводит к

соотношению

∫
Ω

ψiεCiεdx = ⟨ψiε, Ciε⟩0 → ⟨ψi, Ci⟩0 при ε→ 0. (3.72)

Наконец заметим, что A ∈ C1(Ω) ⊂ W s,r(Ω) и ωiε → ωi слабо в W−s,r′(Ω), что дает

∫
Ω

ωiεAdx = ⟨ωiε, A⟩0 → ⟨ωi, A ⟩0 при ε→ 0. (3.73)

Объединяя (3.71) – (3.73) получаем

Lε,u

(
T⃗
)
→ Lu

(
T⃗
)

при ε→ 0. (3.74)

Чтобы перейти к пределу в выражении для Lε,e, заметим, что u⃗(i)(ε) ограничены

в C1(Ω) и ρi(ε), qi(ε) ограничены в C(Ω). Подставляя представление (1.26) для N(ε) и
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g(ε) в (3.68) получаем

Lε,e = O (ε) +
1

ε

2∑
i=1

U∞Re

∫
Ω

η
[
ρi (ε) u⃗

(i) (ε)∇
(
(εD) u⃗(i) (ε)

)]
dx+

+
1

ε

2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇
(
u⃗(j) (ε)

)
+∇

(
u⃗(j) (ε)

)T − div
(
u⃗(j) (ε)

)
I
)
− qi (ε) I

)
∇ηdx−

−1

ε

2∑
i=1

U∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
1− εdivT⃗

)(
(I+ εD)T ∇

(
(I− εD)−1 u⃗(j) (ε)

)
+

+∇
(
(I− εD)−1 u⃗(j) (ε)

)T
(I+ εD)− div

(
u⃗(j) (ε)

)
I
)
− qi (ε) I

)
(I+ εD)T ∇ηdx =

= O(ε)−
2∑
i=1

U⃗∞Re

∫
Ω

[
ρi(ε)

(
u⃗(i)(ε) · ∇η

)
Du⃗(i)(ε)

]
dx−

−
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij
(
DT∇

(
u⃗(j)(ε)

)
−∇

(
Du⃗(j)(ε)

)
+

+
(
DT∇

(
u⃗(j)(ε)

)
−∇

(
Du⃗(j)(ε)

))T)− qi(ε)DT
)
∇ηdx+

+
2∑
i=1

U⃗∞

∫
Ω

(
2∑
j=1

µij

(
∇
(
u⃗(j)(ε)

)
+∇

(
u⃗(j)(ε)

)T − div
(
u⃗(j)(ε)

)
I
))(

DT⃗
)T

∇ηdx.

Как было упомянуто выше u⃗(i)(ε) → u⃗(i)(0) в C1(Ω) и {qi(ε), ρi(ε)} → {qi(0), ρi(0)} в

C(Ω). Таким образом мы получаем

Lε,e

(
T⃗
)
→ Le

(
T⃗
)

при ε→ 0. (3.75)

Устремляя ε→ 0 в (3.66), в силу соотношений (3.74), (3.75) приходим к формуле (3.60).

Теорема доказана.

Замечание 3.13. Функция η ∈ C∞ (Ω) - произвольная функция такая, что η=1 в
окрестности ∂S и η=0 в окрестности Σ = ∂B. В частности, ∇η = 0 в окрестности
∂Ω. Функционалы JD (Ω) и dJD (Ω)

[
T⃗
]

не зависят от выбора функции η. С другой

стороны T⃗ ∈ C∞
0 (R3) - произвольное векторное поле, обращающееся в нуль в окрест-

ности Σ. Следовательно, для заданного T⃗ можно всегда выбрать такую функцию η,
что Le

(
T⃗
)
= 0.

Формулы, аналогичные (3.60) широко используются для решения задач опти-

мизации формы. Стандартная градиентная схема в оптимизации формы выглядит

следующим образом. Выбираем произвольное компактное множество S ⊂ B как на-

чальную точку итерационного процесса. Затем находим векторное поле T⃗ такое, что

dJD(Ω)
[
T⃗
]
< 0. Множество Sε =

(
I+ εT⃗

)
(S) может быть принято в качестве следу-

ющего итерационного шага. Затем берем Ω = Ω(ε) и повторяем вычисления. Можно
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надеяться, что после некоторого числа шагов получим форму, близкую к оптимальной.

Реализация такой схемы требует эффективного метода для вычисления производной

по области первого порядка dJD.

Однако, с точки зрения численных методов представление (3.60) не вполне удо-

влетворительно.

Далее будем называть задачу (2.26) с N = I (невозмущенный случай) уравнением

состояния. Решения этой задачи θ⃗ =
(
v⃗(1), v⃗(2), π1, π2, φ1, φ2

)
, ζ⃗ =

(
ζ
(1)
1 , ζ

(1)
2 , ζ

(2)
1 , ζ

(2)
2

)
и

m⃗ = (m1,m2) называть переменными состояния. Переменные состояния полностью опи-

сывают поток в невозмущенной области Ω и не зависят от векторного поля T⃗ . Теорема

3.12 показывает, что производная функционала dJD (Ωε) состоит из двух частей Lu и

Le. Геометрическая часть Le - это просто интеграл линейной формы от T⃗ по области Ω.

Коэффициенты этой формы определены через переменные состояния. Следовательно,

Le нетрудно вычислить для всех гладких T⃗ . Динамическая часть Lu, напротив, зависит

от T⃗ неявно. Чтобы вычислить Lu следует найти очень слабое решение линеаризован-

ной задачи, и затем подставить это решение в (3.61). Очень слабое решение задается

теоремой 3.4 и зависит от T⃗ неявным образом. Если потребуется найти Lu для другого

векторного поля T⃗ , то придется повторить все вычисления. К счастью, ситуация мо-

жет быть радикально улучшена, если выразить Lu через, так называемое, сопряженное

состояние.

3.3. Представление производной функционала сопротивления в
терминах сопряженного состояния.

Известный факт теории оптимизации состоит в том, что для того, чтобы вычис-

лить производную по области первого порядка dJD от функционала, не требуется вы-

числять материальные производные или производные по области решений краевой за-

дачи. Кроме того, можно выразить dJD как интеграл от линейной формы от T⃗ с коэф-

фициентами, зависящими только от переменных состояния и сопряженного состояния,

которое определяется следующим образом.

Определение 3.14. Сопряженное состояние – это решение h⃗∗ = (⃗h
(1)
∗ , h⃗

(2)
∗ ),

h⃗
(i)
∗ = (w⃗

(i)
∗ ;ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 ;n∗

i ) ∈ W s+1,r(Ω) × W s,r(Ω) × R, i = 1, 2, сопряженной
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задачи.
2∑
j=1

µji
(
∆w⃗(j)

∗ −∇ω∗
j

)
−ReH∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+ (−1)i+1a

(
w⃗(2)

∗ − w⃗(1)
∗
)
+ ψ∗

i · ∇φi+

+
2∑
j=1

ζ
(i)
j · ∇ξ(i)∗j = B⃗(i) в Ω,

divw⃗(i)
∗ = Π

2∑
k=1

[
β̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjβ̃

∗
ji + µkjβ

∗
jiω

∗
k

)]
+ΠA в Ω,

w⃗(j)
∗ = 0 на ∂Ω, Πω∗

i = ω∗
i , i = 1, 2;

(3.76a)

−div
(
ψ∗
i u⃗

(i)
)
+ τiiψ

∗
i = ReM∗

i

(
w⃗(j)

∗
)
+

+
2∑

k=1

[
α̂∗
kiψ

∗
k +

2∑
j=1

(
n∗
kχ

0
kjα̃

∗
ji + µkjα

∗
jiω

∗
k

)]
+ Ci в Ω, ψ∗

i = 0 на Σi
out, i = 1, 2;

(3.76b)

u⃗(i)∇ξ(i)∗j + τiiξ
(i)∗
j = γ̃∗ij

2∑
k=1

n∗
kχ

0
ki в Ω, ξ

(i)∗
j = 0 на Σi

in, i, j = 1, 2; (3.76c)

n∗
i =

∫
Ω

(
γ∗i

2∑
j=1

µjiω
∗
j + γ̂∗i ψ

∗
i

)
dx, i = 1, 2; (3.76d)

где коэффициенты α∗
ij, β

∗
ij, γ

∗
i , δ

∗
i ,α̂∗

ij, β̂
∗
ij, γ̂

∗
i , δ̂

∗
i ,α̃∗

ij, β̃
∗
ij, γ̃

∗
ij, δ̃

∗
i , i, j = 1, 2, заданы формула-

ми (3.6), функции A, B⃗(i), Ci заданы формулами (3.62), и

H∗
i

(
h⃗
)
= ρi∇

(
u⃗(i)

)
h⃗− div

(
ρiu⃗

(i) ⊗ h⃗
)
, M∗

i

(
h⃗
)
=
(
u⃗(i) ∇u⃗(i)

)
· h⃗, i = 1, 2.

Коэффициенты и заданные функции определены через переменные состояния.

Следовательно, сопряженное состояние полностью определено через переменные состо-

яния и не зависит от T⃗ .

Отметим, что B⃗(i) ∈ Ws−1,r(Ω) и A,Ci ∈ W s,r(Ω). Следовательно, согласно лемме

3.3 краевая задача для сопряженного состояния имеет единственное решение класса

W s+1,r(Ω)×Ws,r(Ω)×R. Поэтому сопряженное состояние корректно определено и един-

ственно. Следующая теорема показывает, что Lu можно представить как интеграл от

линейной формы от T⃗ .

Теорема 3.15. В предположениях теоремы 3.12 справедлива формула

Lu

(
T⃗
)
=

2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)
∗ ·

(
D∗
i + (−1)iE∗)+ d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
j + n∗

iχij δ̃
∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i

))
dx


где

(
w⃗

(i)
∗ , ω∗

i , ψ
∗
i , ξ

(i)∗
1 , ξ

(i)∗
2 , n∗

i

)
, i = 1, 2,- сопряженное состояние и

D∗
i = −Reρi

(
u⃗(i) · ∇

(
Du⃗(i)

)
+ DTu⃗(i) · ∇u⃗(i)

)
+

2∑
j=1

µij
(
div
(
T∇u⃗(i)

)
+ DT∆u⃗(i) +∆

(
Du⃗(i)

))
,
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E∗ = aT
(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
; d∗ =

1

2
Tr (D) = divT⃗ ·I,D = divT⃗ ·I−DT⃗ ,T = divT⃗ I−DT⃗−

(
DT⃗
)T

.

Доказательство. Выбирая
(
H⃗(i) , Gi, Fi,M1i,M2i, si

)
=
(
B⃗(i) , A, Ci, 0, 0, 0

)
, i = 1, 2,

и применяя теорему 3.4, получаем

Lu

(
T⃗
)
=

2∑
i=1

{⟨
H⃗(i), B⃗(i)

⟩
1
+ ⟨ωi, A⟩0 + ⟨ψi, Ci⟩0

}
=

=
2∑
i=1


∫
Ω

w⃗(i)
∗ ·

(
D∗
i + (−1)iE∗)+ d∗

(
δ̂∗i ψ

∗
i +

2∑
j=1

(
τjiξ

(i)∗
j + n∗

iχij δ̃
∗
j + µijδ

∗
jω

∗
i

))
dx

.
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Заключение

На защиту выносятся следующие основные результаты:

• Доказано существование и единственность сильного решения неоднородной кра-

евой задачи для нелинейной системы дифференциальных уравнений составного

типа, моделирующей движение смеси вязких сжимаемых жидкостей.

• Проведено исследование зависимости решения задачи обтекания препятствия по-

током смеси вязких сжимаемых жидкостей от формы области течения. В частно-

сти проведено построение очень слабых решений одного класса линейных задач с

сингулярными коэффициентами.

• Доказана дифференцируемость решения задачи обтекания по области.

• Доказана дифференцируемость по области функционала сопротивления обтекае-

мого препятствия набегающему потоку смеси вязких сжимаемых жидкостей. По-

лучена формула представления этой производной в виде суммы двух слагаемых,

одно из которых явно зависит от отображения, задающего форму области, а дру-

гое может быть выражено в терминах сопряженного состояния, зависящего только

от решения исходной задачи в недеформированной области.
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Приложение A

О функционале сопротивления
препятствия набегающему потоку
смеси вязких сжимаемых жидкостей

Тензор напряжения i-той компоненты смеси имеет вид:

P (i) = σ(i) − piI, i = 1, 2,

где σ(i) - вязкая часть тензора напряжений i-той компоненты смеси:

σ(i) = µi1

(
∇u⃗(1) +

(
∇u⃗(1)

)T)
+ µi2

(
∇u⃗(2) +

(
∇u⃗(2)

)T)
+ λi1divu⃗

(1)I+ λi2divu⃗
(2)I.

Сила, действующая со стороны i-той компоненты смеси на точку границы x ∈ ∂S,

связана с тензором напряжений формулой

R⃗
(i)
f = −P (i) · n⃗ = −

(
σ(i) − piI

)
· n⃗,

где n⃗ - вектор внешней нормали к ∂S. Действующая на тело гидродинамическая сила

i-той компоненты смеси определяется следующим образом [68,92]:

J⃗ (i) (S) = −
∫
∂S

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I

)
· n⃗ds.

Действующая на тело результирующая гидродинамическая сила равна сумме гидроди-

намических сил составляющих ее компонент:

J⃗ (S) = J⃗ (1) (S) + J⃗ (2) (S) . (A.1)
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Функционалом сопротивления препятствия набегающему потоку смеси жидкостей

JD (S) является компонента гидродинамической силы параллельная U⃗∞ (U⃗∞ - посто-

янный вектор, скорость смеси на бесконечности)

JD (S) = U⃗∞ · J⃗ (S) =

= −U⃗∞ ·
2∑
i=1

∫
∂S

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I

)
· n⃗ds.

(A.2)

Замена переменных в формуле для функционала сопротивления

Проведем замену переменных в формуле для функционала сопротивления. Пусть

η ∈ C∞ (Ω)- произвольная функция, равная 1 в окрестности тела S и нулю в окрестности

Σ. Тогда формулу для гидродинамической силы (A.1) можно переписать следующим

образом

J⃗ (S) = −
2∑
i=1

∫
∂S

η

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I

)
·n⃗ds, (A.3)

где n⃗ - внешняя единичная нормаль к ∂S.

Используя тот факт, что η = 0 на Σ и применяя к интегралу (A.3) формулу

Гаусса-Остроградского, получаем следующее выражение для функции J⃗(S)

J⃗ (S) = −
2∑
i=1

⟨∫
Ω

div (Fi) ηdx+

∫
Ω

Fi∇ηdx

⟩
, (A.4)

где введены обозначения

Fi =
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I.

В силу уравнений (2.1a) имеем

div (Fi) = Reρi
(
u⃗(i) · ∇

)
u⃗(i) + (−1)i a

(
u⃗(2) − u⃗(1)

)
. (A.5)
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Из формул (A.5) и (A.4) следует, что:

J⃗ (S) = −
2∑
i=1

⟨∫
Ω

[
Reρi

(
u⃗(i) · ∇

)
u⃗(i) + (−1)i a

(
u⃗(2) − u⃗(1)

)]
ηdx+

∫
Ω

Fi∇ηdx

⟩
=

= −
2∑
i=1

⟨∫
Ω

[
Reρi

(
u⃗(i) · ∇

)
u⃗(i)
]
ηdx+

∫
Ω

Fi∇ηdx

⟩
=

= −
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j) +

(
∇u⃗(j)

)T)
+ λijdivu⃗

(j)I
]
− Re

Ma2
pi (ρ) I

)
∇ηdx−

−
2∑
i=1

∫
Ω

Reηρi
(
u⃗(i) · ∇

)
u⃗(i)dx.

Сила сопротивления, действующая на возмущенное препятствие Sε, задается фор-

мулой

J⃗ (Sε) = −
2∑
i=1

⟨∫
Ωε

Reηερiε

(
u⃗
(i)

ε · ∇
)
u⃗
(i)

ε dy+

+

∫
Ωε

(
2∑
j=1

[
µij

(
∇u⃗(j)ε +

(
∇u⃗(j)ε

)T)
+ λijdivu⃗

(j)

ε I

]
− Re

Ma2
pi (ρiε) I

)
∇ηεdy

⟩
.

(A.6)

где u⃗
(i)

ε , ρiε, i = 1, 2, - решение задачи (2.2) в области Ωε, ηε - гладкая функция, равная

1 в окрестности Sε и нулю в окрестности Σ. Положим ηε = ηε

(
x+ εT⃗ (x)

)
. Используя

замену переменных (2.3) и формулы, полученные при доказательстве леммы 2.2:(
u⃗
(i)

ε · ∇
)
u⃗
(i)

ε (y (x)) = g−1u⃗(i)ε (x)∇
(
N−1u⃗(i)ε

)
(x) ,

∇u⃗(j)ε (y (x)) = g−1NT∇u⃗(j)ε (x) ,

divu⃗
(j)

ε (y (x)) = g−1div
(
N · u⃗(j)ε

)
(x) ,

получим следующее выражение для силы сопротивления:

J⃗ (Sε) = −
2∑
i=1

∫
Ω

Reηερiεg
−1u⃗(i)ε ∇

(
N−1u⃗(i)ε

)
gdx−

−
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

[
µij

(
g−1NT∇

(
N−1u⃗(j)ε

)
+
(
g−1NT∇

(
N−1u⃗(j)ε

))T)
+ λijg

−1div
(
u⃗(j)ε
)
I
]

− Re

Ma2
pi (ρiε) I

)
g−1NT∇ηεgdx.

Опуская индекс ε в правой части последнего равенства, и используя формулу (2.11)
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для эффективного вязкого давления, получим

J⃗ (Sε) = −
2∑
i=1

∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx−

−
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

[
µijg

−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N
)
+ λijg

−1div
(
u⃗(j)
)
I
]

− Re

Ma2
pi (ρi) I

)
NT∇ηdx =

= −
2∑
i=1

∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx−

−
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg
−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N− div

(
u⃗(j)
)
I
)

+
2∑
j=1

g−1 (λij + µij) div
(
u⃗(j)
)
I− Re

Ma2
pi (ρi) I

)
NT∇ηdx =

= −
2∑
i=1

∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx−

−
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg
−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N− div

(
u⃗(j)
)
I
)
− qiI

)
NT∇ηdx.

Следовательно, функционал сопротивления можно записать в виде

JD (Ωε) = JD (Sε) = −U⃗∞ ·
2∑
i=1

∫
Ω

Reηρiu⃗
(i)∇

(
N−1u⃗(i)

)
dx−

−U⃗∞ ·
2∑
i=1

∫
Ω

(
2∑
j=1

µijg
−1
(
NT∇

(
N−1u⃗(j)

)
+∇

(
N−1u⃗(j)

)T
N− div

(
u⃗(j)
)
I
)

−qiI)NT∇ηdx.
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Приложение B

Вывод уравнений для разности

В этом приложении приведен вывод уравнений (2.63), которые используются для

исследования зависимости решения задачи (2.26) от деформации области.

Вывод уравнений (2.63a). Из (2.26a) следует равенство
2∑
j=1

µij

(
∆v⃗

(j)
0 −∆v⃗

(j)
1

)
−
(
∇π0

1 −∇π1
1

)
=

2∑
j=1

µij

(
A0(u⃗

(j)
0 )−A1(u⃗

(j)
1 )
)
+

+Re
(
B0

(
ρ0i , u⃗

(i)
0 , u⃗

(i)
0

)
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

))
+ (−1)i

(
S0

(
u⃗
(2)
0 − u⃗

(1)
0

)
− S1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

))
,

(B.1)

где Ai,Bi,Si заданы формулами (2.4e)-(2.4f) с Ni вместо N. В силу формул (2.14) и

(2.62) имеем
2∑
j=1

µij

(
∆v⃗

(j)
0 −∆v⃗

(j)
1

)
−
(
∇π0

1 −∇π1
1

)
=

2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi; (B.2)

A0(u⃗
(j)
0 )−A1(u⃗

(j)
1 ) = A0(u⃗

(j)
0 )−A0(u⃗

(j)
1 ) +A0(u⃗

(j)
1 )−A1(u⃗

(j)
1 ) =

= A0(u⃗
(j)
0 − u⃗

(j)
1 ) +A0(u⃗

(j)
1 )−A1(u⃗

(j)
1 ) = A0(w⃗

(j)) +A0(u⃗
(j)
1 )−A1(u⃗

(j)
1 );

(B.3)

B0

(
ρ0i , u⃗

(i)
0 , u⃗

(i)
0

)
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
=

= ρ0i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
− ρ1i

(
NT

1

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

1 u⃗
(i)
1

))
︸ ︷︷ ︸

B1

(
ρ1i ,u⃗

(i)
1 ,u⃗

(i)
1

)
=

= ρ0i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
− ρ1i

(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
+

+ρ1i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
=

= ψi
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
︸ ︷︷ ︸

B0

(
ψi,u⃗

(i)
0 ,u⃗

(i)
0

)
+ρ1i

(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
0 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
−

−ρ1i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
+ ρ1i

(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
=

(B.4)
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= B0

(
ψi, u⃗

(i)
0 , u⃗

(i)
0

)
+ ρ1i

(
NT

0

)−1


w⃗(i)︷ ︸︸ ︷(

u⃗
(i)
0 − u⃗

(i)
1

)
∇
(
N−1

0 u⃗
(i)
0

)
︸ ︷︷ ︸

B0

(
ρ1i ,w⃗

(i),u⃗
(i)
0

)
+

+ρ1i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
0

))
− ρ1i

(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
1

))
+

+ρ1i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
1

))
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
=

= B0

(
ψi, u⃗

(i)
0 , u⃗

(i)
0

)
+ B0

(
ρ1i , w⃗

(i), u⃗
(i)
0

)
+ ρ1i

(
NT

0

)−1

u⃗(i)1 ∇

N−1
0

w⃗(i)︷ ︸︸ ︷⟨
u⃗
(i)
0 − u⃗

(i)
1

⟩


︸ ︷︷ ︸
B0

(
ρ1i ,u⃗

(i)
1 ,w⃗(i)

)
+

+ ρ1i
(
NT

0

)−1
(
u⃗
(i)
1 ∇

(
N−1

0 u⃗
(i)
1

))
︸ ︷︷ ︸

B0

(
ρ1i ,u⃗

(i)
1 ,u⃗

(i)
1

)
−B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
= B0

(
ψi, u⃗

(i)
0 , u⃗

(i)
0

)
+

+B0

(
ρ1i , w⃗

(i), u⃗
(i)
0

)
+ B0

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , w⃗

(i)
)
+ B0

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
− B1

(
ρ1i , u⃗

(i)
1 , u⃗

(i)
1

)
,

S0

(
u⃗
(2)
0 − u⃗

(1)
0

)
− S1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
=

= g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
0 − u⃗

(1)
0

)
− g1a

(
NT

1

)−1
N−1

1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
=

= g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
0 − u⃗

(1)
0

)
− g0a

(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
+

+g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
− g1a

(
NT

1

)−1
N−1

1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
=

= g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

⟨u⃗(2)0 − u⃗
(2)
1

⟩
︸ ︷︷ ︸

w⃗(2)

−
⟨
u⃗
(1)
0 − u⃗

(1)
1

⟩
︸ ︷︷ ︸

w⃗(1)

+

+g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
− g1a

(
NT

1

)−1
N−1

1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
=

= g0a
(
NT

0

)−1
N−1

0

(
w⃗(2) − w⃗(1)

)
+ g0a

(
NT

0

)−1
N−1

0

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
−

−g1a
(
NT

1

)−1
N−1

1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
=

= S0

(
w⃗(2) − w⃗(1)

)
+ S0

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
− S1

(
u⃗
(2)
1 − u⃗

(1)
1

)
.

(B.5)

Объединяя равенства (B.1)-(B.5), получим уравнения (2.63a)
2∑
j=1

µij∆w⃗
(j) −∇ωi =

2∑
j=1

µijA0(w⃗
(j)) + ReL(ψi, w⃗(i)) +Di + (−1)i(E + S0(w⃗

(2) − w⃗(1))).

Вывод уравнений (2.63b). Из уравнений (2.26b), соответствующих матрицам

N0 и N1 следует формула

divw⃗(i) = −
(
g0m

0
i − g1m

1
i

)
+

(
g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
j −

g1
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j

)
+
(
−g0Φi

[
θ⃗0

]
+ g1Φi

[
θ⃗1

] )
(B.6)
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Преобразуем правую часть (B.6)

g0m
0
i − g1m

1
i = g0m

0
i − g0m

1
i︸ ︷︷ ︸

g0ni

+ g0m
1
i − g1m

1
i︸ ︷︷ ︸

m1
i d

= g0ni +m1
i d; (B.7)

−g0Φi

[
θ⃗0

]
+ g1Φi

[
θ⃗1

]
= −g0Φi

[
θ⃗0

]
+ g1Φi

[
θ⃗1

]
− g0Φi

[
θ⃗1

]
︸ ︷︷ ︸

−Φi[θ⃗1]d

+g0Φi

[
θ⃗1

]
=

= −Φi

[
θ⃗1

]
d+ g0

(
Φi

[
θ⃗1

]
− Φi

[
θ⃗0

])
=

−Φi

[
θ⃗1

]
d− g0

(
1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

))
;

(B.8)

g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
j −

g1
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j =

=
g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j −

g1
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j︸ ︷︷ ︸

d
ρ∗
i

2∑
j=1

τijφ1
j

+
g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
j −

g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j︸ ︷︷ ︸

g0
ρ∗
i

2∑
j=1

τijψj

=

=
d

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j +

g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijψj.

(B.9)

Следовательно, правая часть (B.6) примет вид

−
(
g0m

0
i − g1m

1
i

)
+

(
g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
j −

g1
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j

)
+
(
−g0Φi

[
θ⃗0

]
+ g1Φi

[
θ⃗1

] )
=

= −g0ni −m1
i d− Φi

[
θ⃗1

]
d− g0

(
1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

))
+

d

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j +

g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijψj = g0

(
Θii

(
φ0
i , φ

1
i

)
+
τii
ρ∗i

)
︸ ︷︷ ︸

αii

ψi−
g0
Λ

τii
p′i (ρ

∗
i ) ρ

∗
i︸ ︷︷ ︸

βii

ωi −g0︸︷︷︸
γi

ni+

+ g0

(
Θi,3−i

(
φ0
i , φ

1
i

)
+
τi,(3−i)
ρ∗i

)
︸ ︷︷ ︸

αi,3−i

ψ3−i−
g0
Λ

τi,(3−i)

p′3−i
(
ρ∗3−i

)
ρ∗3−i︸ ︷︷ ︸

βi,3−i

ω3−i+

+

(
−Φi

[
θ⃗1

]
+
τii
ρ∗i
φ1
i −m1

i +
τi,(3−i)
ρ∗i

φ1
3−i

)
︸ ︷︷ ︸

δi

d =

=
2∑
j=1

αijψj +
2∑
j=1

βijωj + γini + δid.

(B.10)

В результате получаем уравнение (2.63b)

divw⃗(i) =
2∑
j=1

αijψj +
2∑
j=1

βijωj + γini + δid.
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Вывод уравнений (2.63c). Из (2.26с) вытекает равенство

u⃗
(i)
0 · ∇φ0

i − u⃗
(i)
1 · ∇φ1

i + τiiφ
0
i − τiiφ

1
i = Ψi

[
θ⃗0

]
−Ψi

[
θ⃗1

]
+ g0ρ

0
im

0
i − g1m

1
i ρ

1
i , (B.11)

преобразуя левую часть которого получаем

u⃗
(i)
0 · ∇φ0

i − u⃗
(i)
1 · ∇φ1

i + τiiφ
0
i − τiiφ

1
i =

= u⃗
(i)
0 · ∇φ0

i − u⃗
(i)
0 · ∇φ1

i︸ ︷︷ ︸
u⃗
(i)
0 ·∇ψi

+
(
u⃗(i)∗ + v⃗

(i)
0

)
· ∇φ1

i −
(
u⃗(i)∗ + v⃗

(i)
1

)
· ∇φ1

i︸ ︷︷ ︸
w⃗(i)·∇φ1

i

+ τiiφ
0
i − τiiφ

1
i︸ ︷︷ ︸

τiiψi

=

= u⃗
(i)
0 · ∇ψi + τiiψi + w⃗(i) · ∇φ1

i .

(B.12)

Преобразуем правую часть (B.11), используя формулы (2.20)

Ψi

[
θ⃗0

]
−Ψi

[
θ⃗1

]
+ g0ρ

0
im

0
i − g1m

1
i ρ

1
i =

= −g0τi,(3−i)φ0
3−i − g0

1

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
iφ

0
j + g0ρ

0
iΦi

[
θ⃗0

]
+ (1− g0) τiiφ

0
i + g1τi,(3−i)φ

1
3−i+

+g1
1

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
iφ

1
j − g1ρ

1
iΦi

[
θ⃗1

]
− (1− g1) τiiφ

1
i + g0ρ

0
im

0
i − g1m

1
i ρ

1
i .

(B.13)

Рассмотрим слагаемые, входящие в равенство (B.13):

(1− g0) τiiφ
0
i − (1− g1) τiiφ

1
i = (1− g0) τiiφ

0
i − (1− g0) τiiφ

1
i︸ ︷︷ ︸

τii(1−g0)ψi

+ g1τiiφ
1
i − g0τiiφ

1
i︸ ︷︷ ︸

−τiiφ1
i d

=

= τii (1− g0)ψi − τiiφ
1
i d;

(B.14)

g0ρ
0
iΦi

[
θ⃗0

]
= g0

(
ρ∗i + φ0

i

)
Φi

[
θ⃗0

]
− g0φ

1
iΦi

[
θ⃗0

]
+ g0φ

1
iΦi

[
θ⃗0

]
=

= g0φ
0
iΦi

[
θ⃗0

]
− g0φ

1
iΦi

[
θ⃗0

]
︸ ︷︷ ︸

g0Φi[θ⃗0]ψi

+ g0ρ
∗
iΦi

[
θ⃗0

]
+ g0φ

1
iΦi

[
θ⃗0

]
︸ ︷︷ ︸

g0ρ1iΦi[θ⃗0]

= g0Φi

[
θ⃗0

]
ψi + g0ρ

1
iΦi

[
θ⃗0

]
;

(B.15)

−g1ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
= g0ρ

1
iΦi

[
θ⃗1

]
− g1ρ

1
iΦi

[
θ⃗1

]
︸ ︷︷ ︸

ρ1iΦi[θ⃗1]d

−g0ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
= ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
d− g0ρ

1
iΦi

[
θ⃗1

]
; (B.16)

g0ρ
0
im

0
i − g1m

1
i ρ

1
i = g0ρ

0
im

0
i − g0ρ

0
im

1
i︸ ︷︷ ︸

g0ρ0ini

+ g0ρ
0
im

1
i − g0m

1
i ρ

1
i︸ ︷︷ ︸

g0m1
iψi

+ g0m
1
i ρ

1
i − g1m

1
i ρ

1
i︸ ︷︷ ︸

m1
i ρ

1
i d

=

= g0ρ
0
ini + g0m

1
iψi +m1

i ρ
1
i d;

(B.17)

−g0τi,(3−i)φ0
3−i + g1τi,(3−i)φ

1
3−i =

g1τi,(3−i)φ
1
3−i − g0τi,(3−i)φ

1
3−i︸ ︷︷ ︸

−τi,(3−i)φ
1
3−id

−g0τi,(3−i)φ0
3−i + g0τi,(3−i)φ

1
3−i︸ ︷︷ ︸

−g0τi,(3−i)ψ3−i

=

= −τi,(3−i)φ1
3−id− g0τi,(3−i)ψ3−i;

(B.18)
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−g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
iφ

0
j +

g1
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
iφ

1
j =

= −g0φ
0
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
0
j +

g1φ
1
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j −

g0φ
1
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j︸ ︷︷ ︸

−
φ1
i
d

ρ∗
i

2∑
j=1

τijφ1
j

+
g0φ

1
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j =

=
g0
ρ∗i


−φ0

i

2∑
j=1

τijφ
0
j + φ0

i

2∑
j=1

τijφ
1
j︸ ︷︷ ︸

−φ0
i

2∑
j=1

τijψj

−φ0
i

2∑
j=1

τijφ
1
j + φ1

i

2∑
j=1

τijφ
1
j︸ ︷︷ ︸

−ψi

2∑
j=1

τijφ1
j


− φ1

i d

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j =

= −φ
1
i d

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j −

g0
ρ∗i

(
φ0
i

2∑
j=1

τijψj + ψi

2∑
j=1

τijφ
1
j

)
.

(B.19)

Подставляя (B.14)-(B.19) в (B.13) и группируя слагаемые при разностях, получаем

Ψi

[
θ⃗0

]
−Ψi

[
θ⃗1

]
+ g0ρ

0
im

0
i − g1m

1
i ρ

1
i =

=

(
τii (1− g0) + g0Φi

[
θ⃗0

]
− g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j + g0m

1
i

)
ψi+

+

(
ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
− τiiφ

1
i −

φ1
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j +m1

i ρ
1
i − τi,(3−i)φ

1
3−i

)
d−

−g0φ
0
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijψj − g0τi,(3−i)ψ3−i + g0ρ
0
ini + g0ρ

1
i

(
Φi

[
θ⃗0

]
− Φi

[
θ⃗1

])
.

(B.20)

Преобразуем последнее слагаемое в (B.20) с учетом формул (2.19) для Φi

g0ρ
1
i

(
Φi

[
θ⃗0

]
− Φi

[
θ⃗1

])
=

= g0ρ
1
i

(
1

Λ

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

(
q∗j + π0

j

)
−

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
Hj

(
φ0
j

))
−

−g0ρ1i

(
1

Λ

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

(
q∗j + π1

j

)
−

2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
Hj

(
φ1
j

))
=

= g0ρ
1
i

(
1

Λ

2∑
j=1

τij
(
π0
j − π1

j

)
p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

(
Hj

(
φ0
j

)
−Hj

(
φ1
j

)))
=

(B.21)

= g0ρ
1
i

 1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

τijψj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

1∫
0

H ′
j

(
φ0
js+ φ1

j (1− s)
)
ds

 =

= g0ρ
1
i

(
1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

))
.
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Подставляем (B.21) в правую часть (B.20):(
τii (1− g0) + g0Φi

[
θ⃗0

]
− g0
ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j + g0m

1
i

)
ψi +

g0ρ
1
i

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j i

+

+g0ρ
0
ini − g1τi,(3−i)ψ3−i −

g0φ
0
i

ρ∗i

2∑
j=1

τijψj − g0ρ
1
i

2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

)
+

+

(
ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
− φ1

i

ρ∗i

2∑
j=1

τijφ
1
j − τiiφ

1
i +m1

i ρ
1
i − τi,(3−i)φ

0
3−i

)
d =

(B.22)

=

(
τii (1− g0) + g0Φi

[
θ⃗0

]
− g0ρ

1
iΘii

(
φ0
i , φ

1
i

)
− τiig0

ρ∗i

(
φ0
i + φ1

i

)
− g0
ρ∗i
τi,3−iφ

1
3−i + g0m

1
i

)
︸ ︷︷ ︸

α̂ii

ψi+

+
g0ρ

1
i

Λ

τii
p′i (ρ

∗
i ) ρ

∗
i︸ ︷︷ ︸

β̂ii

ωi + g0ρ
0
i︸︷︷︸

γ̂i

ni +

(
−g0ρ1iΘi,3−i

(
φ0
i , φ

1
i

)
− g0φ

0
i

ρ∗i
τi,(3−i) − g0τi,(3−i)

)
︸ ︷︷ ︸

α̂i,3−i

ψ3−i+

+
g0ρ

1
i

Λ

τi,(3−i)

p′3−i
(
ρ∗3−i

)
ρ∗3−i︸ ︷︷ ︸

β̂i,3−i

ω3−i+

+

(
ρ1iΦi

[
θ⃗1

]
− τii
ρ∗i

(
φ1
i

)2 − τiiφ
1
i +m1

i ρ
1
i − τi,(3−i)φ

1
3−i − τi,(3−i)

φ1
iφ

0
3−i

ρ∗i

)
︸ ︷︷ ︸

δ̂i

d.

Объединяя равенства (B.11), (B.12), (B.20) и (B.22) с учетом введенных обозначений

для коэффициентов, получаем уравнения (2.63c)

u⃗
(i)
0 · ∇ψi + τiiψi = −w⃗(i) · ∇φ1

i +
2∑
j=1

α̂ijψj +
2∑
j=1

β̂ijωj + γ̂ini + δ̂id.

Вывод уравнений (2.63d). Из уравнений (2.21) процедурой вычитания получа-

ем соотношение

−div
(
u⃗
(i)
0 · ζ(i)j0

)
+ div

(
u⃗
(i)
1 · ζ(i)j1

)
+ τii · ζ(i)j0 − τii · ζ(i)j1︸ ︷︷ ︸

τii·ξ
(i)
j

= τjig0 − τjig1︸ ︷︷ ︸
τjid

.

Поскольку

−div
(
u⃗
(i)
0 · ζ(i)j0

)
+ div

(
u⃗
(i)
1 · ζ(i)j1

)
=

= −div
(
u⃗
(i)
0 · ζ(i)j0

)
+ div

(
u⃗
(i)
0 · ζ(i)j1

)
︸ ︷︷ ︸

−div
(
u⃗
(i)
0 ·ξ(i)j

)
−div

(
u⃗
(i)
0 · ζ(i)j1

)
+ div

(
u⃗
(i)
1 · ζ(i)j1

)
︸ ︷︷ ︸

−div
(
w⃗(i)·ζ(i)j1

)
,

то получаем уравнения −div
(
u⃗
(i)
0 · ξ(i)j

)
+ τii · ξ(i)j = div

(
w⃗(i) · ζ(i)j1

)
+ τjid.
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Вывод уравнений (2.63f). Из формул (2.25) следует

m⃗0 − m⃗1 =
(
k0E − A0

)−1
f⃗ 0 −

(
k1E − A1

)−1
f⃗ 1. (B.23)

Преобразуем правую часть (B.23):(
k0E − A0

)−1
f⃗ 0 −

(
k1E − A1

)−1
f⃗ 1 =

=
(
k0E − A0

)−1
f⃗ 0 −

(
k0E − A0

)−1
f⃗ 1 +

(
k0E − A0

)−1
f⃗ 1 −

(
k1E − A1

)−1
f⃗ 1 =

=
(
k0E − A0

)−1
[(
f⃗ 0 − f⃗ 1

)
+ f⃗ 1 −

(
k0E − A0

) (
k1E − A1

)−1
f⃗ 1
]
=

=
(
k0E − A0

)−1
[(
f⃗ 0 − f⃗ 1

)
+
(
k1E − A1

)
m⃗1 +

(
k0E − A0

)
m⃗1
]
=

=
(
k0E − A0

)−1
[(
f⃗ 0 − f⃗ 1

)
−
⟨(
k0E − A0

)
−
(
k1E − A1

)⟩
m⃗1
]
.

(B.24)

Рассмотрим выражение

f 0
i − f 1

i =

=

∫
Ω

(
1

ρ∗i

2∑
j=1

ζ
(j)
i0 Ψj

[
θ⃗0

]
+ g0Φi

[
θ⃗0

])
dx−

∫
Ω

(
1

ρ∗i

2∑
j=1

ζ
(j)
i1 Ψj

[
θ⃗1

]
+ g1Φi

[
θ⃗1

])
dx =

=

∫
Ω

(
1

ρ∗i

2∑
j=1

(
ζ
(j)
i0 Ψj

[
θ⃗0

]
− ζ

(j)
i1 Ψj

[
θ⃗1

])
+ g0Φi

[
θ⃗0

]
− g1Φi

[
θ⃗1

])
dx.

(B.25)

Так как

ζ
(j)
i0 Ψj

[
θ⃗0

]
− ζ

(j)
i1 Ψj

[
θ⃗1

]
= ζ

(j)
i0 Ψj

[
θ⃗0

]
− ζ

(j)
i0 Ψj

[
θ⃗1

]
︸ ︷︷ ︸

ζ
(j)
i0 (Ψj[θ⃗0]−Ψj[θ⃗1])

+ ζ
(j)
i0 Ψj

[
θ⃗1

]
− ζ

(j)
i1 Ψj

[
θ⃗1

]
︸ ︷︷ ︸

Ψj[θ⃗1]ξ(i)j

=

= ζ
(j)
i0

(
τjj (1− g0) + g0Φj

[
θ⃗0

]
− g0
ρ∗j

2∑
k=1

τjkφ
1
k

)
ψj + ζ

(j)
i0

g0ρ
1
j

Λ

2∑
k=1

τjkωk
p′k (ρ

∗
k) ρ

∗
k

−

−ζ(j)i0 g1τj,(3−j)ψ3−j − ζ
(j)
i0

g0φ
0
j

ρ∗j

2∑
k=1

τjkψk − ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

2∑
k=1

ψkΘjk

(
φ0
j , φ

1
j

)
+

+ζ
(j)
i0

(
ρ1jΦj

[
θ⃗1

]
−
φ1
j

ρ∗j

2∑
k=1

τjkφ
1
k − τjjφ

1
j − τj,(3−j)φ

0
3−j

)
d+Ψj

[
θ⃗1

]
ξ
(j)
i =

= ζ
(j)
i0

(
τjj (1− g0) + g0Φj

[
θ⃗0

]
− g0ρ

1
jΘjj

(
φ0
j , φ

1
j

)
− τjjg0

ρ∗j

(
φ0
j + φ1

j

)
− g0
ρ∗j
τj,3−jφ

1
3−j

)
ψj+

+
ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τjj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
ωi + ζ

(j)
i0

(
−g0ρ1jΘj,3−j

(
φ0
j , φ

1
j

)
−
g0φ

0
j

ρ∗j
τj,(3−j) − g1τj,(3−j)

)
ψ3−j+

+ζ
(j)
i0

(
ρ1jΦj

[
θ⃗1

]
− τjj
ρ∗j

(
φ1
j

)2 − τjjφ
1
j − τj,(3−j)φ

0
3−j − τj,(3−j)

φ1
jφ

0
3−j

ρ∗j

)
d+

+
ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τj,(3−j)

p′3−j
(
ρ∗3−j

)
ρ∗3−j

ω3−j +Ψj

[
θ⃗1

]
ξ
(i)
j ,
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то с учетом (B.8) из (B.25) получаем

f 0
i − f 1

i =
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
Ψj

[
θ⃗1

]
ξ
(i)
j

]
dx+

1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
τjj (1− g0) + g0Φj

[
θ⃗0

])
ψj

]
dx+

1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
−g0ρ1jΘjj

(
φ0
j , φ

1
j

)
− τjjg0

ρ∗j

(
φ0
j + φ1

j

)
− g0
ρ∗j
τj,3−jφ

1
3−j

)
ψj

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
−g0ρ1jΘj,3−j

(
φ0
j , φ

1
j

)
−
g0φ

0
j

ρ∗j
τj,(3−j) − g1τj,(3−j)

)
ψ3−j

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τjj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
ωj +

ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τj,(3−j)

p′3−j
(
ρ∗3−j

)
ρ∗3−j

ω3−j

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
ρ1jΦj

[
θ⃗1

]
− τjj
ρ∗j

(
φ1
j

)2 − τjjφ
1
j − τj,(3−j)φ

0
3−j − τj,(3−j)

φ1
jφ

0
3−j

ρ∗j

)
d

]
dx+

+

∫
Ω

[
Φi

[
θ⃗1

]
d+ g0

(
1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

))]
dx.

(B.26)

Так как

−g0

(
ρ0jζ

(j)
i0

ρ∗i
−
ρ1jζ

(j)
i1

ρ∗i

)
=

= g0

(
−
(
ρ∗j + φ0

j

)
ζ
(j)
i0

ρ∗i
+

(
ρ∗j + φ1

j

)
ζ
(j)
i1

ρ∗i

)
= g0

(
−
ρ∗j
ρ∗i
ξ
(j)
i −

φ0
jζ

(j)
i0

ρ∗i
+
φ1
jζ

(j)
i1

ρ∗i

)
=

= g0

−
ρ∗j
ρ∗i
ξ
(j)
i − 1

ρ∗i

φ0
jζ

(j)
i0 − φ0

jζ
(j)
i1︸ ︷︷ ︸

φ0
jξ

(j)
i

+φ0
jζ

(j)
i1 − φ1

jζ
(j)
i1︸ ︷︷ ︸

ψjζ
(j)
i1


 =

= g0ξ
(j)
i

(
−
ρ∗j
ρ∗i

−
φ0
j

ρ∗i

)
+ ψj

(
−g0ζ

(j)
i1

ρ∗i

)
,

то имеет место равенство

g0

(
δij −

ρ0jζ
(j)
i0

ρ∗i

)
− g1

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
=

= g0

(
δij −

ρ0jζ
(j)
i0

ρ∗i

)
− g0

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
︸ ︷︷ ︸

−g0

(
ρ0
j
ζ
(j)
i0

ρ∗
i

−
ρ1
j
ζ
(j)
i1

ρ∗
i

)
+ g0

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
− g1

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
︸ ︷︷ ︸(

δij−
ρ1
j
ζ
(j)
i1

ρ∗
i

)
d

=

=

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
d+ g0ξ

(j)
i

(
−
ρ∗j
ρ∗i

−
φ0
j

ρ∗i

)
+ ψj

(
−g0ζ

(j)
i1

ρ∗i

)
.
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Следовательно,

(k0E − A0)− (k1E − A1) =

=


∫
Ω

((
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
d+ g0ξ

(j)
i

(
−
ρ∗j
ρ∗i

−
φ0
j

ρ∗i

)
+ ψj

(
−g0ζ

(j)
i1

ρ∗i

))
dx


2

i,j=1

.
(B.27)

Таким образом, объединяя (B.27) и (B.26) получаем

{(
f⃗ 0 − f⃗ 1

)
− ⟨(k0E − A0)− (k1E − A1)⟩ m⃗1

}
i
=

=
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
Ψj

[
θ⃗1

]
ξ
(i)
j

]
dx+

1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
τjj (1− g0) + g0Φj

[
θ⃗0

])
ψj

]
dx+

1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
−g0ρ1jΘjj

(
φ0
j , φ

1
j

)
− τjjg0

ρ∗j

(
φ0
j + φ1

j

)
− g0
ρ∗j
τj,3−jφ

1
3−j

)
ψj

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
−g0ρ1jΘj,3−j

(
φ0
j , φ

1
j

)
−
g0φ

0
j

ρ∗j
τj,(3−j) − g1τj,(3−j)

)
ψ3−j

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τjj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j
ωj +

ζ
(j)
i0 g0ρ

1
j

Λ

τj,(3−j)

p′3−j
(
ρ∗3−j

)
ρ∗3−j

ω3−j

]
dx+

+
1

ρ∗i

∫
Ω

2∑
j=1

[
ζ
(j)
i0

(
ρ1jΦj

[
θ⃗1

]
− τjj
ρ∗j

(
φ1
j

)2 − τjjφ
1
j − τj,(3−j)φ

0
3−j − τj,(3−j)

φ1
jφ

0
3−j

ρ∗j

)
d

]
dx+

+

∫
Ω

[
Φi

[
θ⃗1

]
d+ g0

(
1

Λ

2∑
j=1

τijωj

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j

−
2∑
j=1

ψjΘij

(
φ0
i , φ

1
i

))]
dx

−
∫
Ω

2∑
j=1

((
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)
d+ g0ξ

(j)
i

(
−
ρ∗j
ρ∗i

−
φ0
j

ρ∗i

)
+ ψj

(
−g0ζ

(j)
i1

ρ∗i

))
m1
jdx =

∫
Ω

2∑
j=1

ζ
(j)
i0

ρ∗i

 τjj (1− g0) + g0Φj

[
θ⃗0

]
− g0ρ

1
jΘjj

(
φ0
j , φ

1
j

)
− τjjg0

ρ∗j

(
φ0
j + φ1

j

)
−

−g0
ρ∗j
τj,3−jφ

1
3−j +m1

jg0


︸ ︷︷ ︸

α̂jj

ψjdx+

+

∫
Ω

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
−m1

jg0
)
+
m1
jg0ζ

(j)
i1

ρ∗i
− g0Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)⟩
ψjdx+

+

∫
Ω

2∑
j=1

ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
−g0ρ1jΘj,3−j

(
φ0
j , φ

1
j

)
−
g0φ

0
j

ρ∗j
τj,(3−j) − g1τj,(3−j)

)
︸ ︷︷ ︸

α̂j,3−j

ψ3−jdx+

+

∫
Ω


2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
ρ1jΦj

[
θ⃗1

]
− τjj
ρ∗j

(
φ1
j

)2 − τjjφ
1
j − τj,(3−j)φ

0
3−j − τj,(3−j)

φ1
jφ

0
3−j

ρ∗j

)
︸ ︷︷ ︸

δ̂j−m1
jρ

1
j

⟩
d

 dx+
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+

∫
Ω

([
Φi

[
θ⃗1

]
+

2∑
j=1

⟨
−m1

j

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)⟩]
d

)
dx+

+

∫
Ω

 2∑
j=1

⟨
Ψj

[
θ⃗1

]
ρ∗i

+ g0m
1
j

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φ0
j

ρ∗i

)⟩
ξ
(i)
j

 dx+

+

∫
Ω


2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

g0ρ
1
jτjj

Λp′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j︸ ︷︷ ︸

β̂jj

+
ζ
(3−j)
i0

ρ∗i

g0ρ
1
3−jτ(3−j),j

Λp′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j︸ ︷︷ ︸

β̂3−j,j

+
g0
Λ

τij

p′j
(
ρ∗j
)
ρ∗j︸ ︷︷ ︸

βij

⟩
ωj

 dx =

=

∫
Ω

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
α̂jj −m1

jg0
)
+
m1
jg0ζ

(j)
i1

ρ∗i
− g0Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)⟩
ψjdx+

+

∫
Ω

2∑
j=1

ζ
(j)
i0

ρ∗i
α̃j,3−jψ3−jdx+

∫
Ω

2∑
j=1

(
ζ
(j)
i0

ρ∗i
β̂jj +

ζ
(3−j)
i0

ρ∗i
β̂3−j,j + βij

)
ωjdx+

+

∫
Ω

([
Φi

[
θ⃗1

]
+

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
δ̂j −m1

jρ
1
j

)
−m1

j

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)⟩]
d

)
dx+

+

∫
Ω

 2∑
j=1

⟨
Ψj

[
θ⃗1

]
ρ∗i

+ g0m
1
j

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φ0
j

ρ∗i

)⟩
ξ
(i)
j

 dx =

=

∫
Ω

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
α̂jj −m1

jg0
)
+
m1
jg0ζ

(j)
i1

ρ∗i
− g0Θij

(
φ0
i , φ

1
i

)
+
ζ
(3−j)
i0

ρ∗i
α̂3−j,j

⟩
︸ ︷︷ ︸

α̃ij

ψjdx+

+

∫
Ω

2∑
j=1

(
ζ
(j)
i0

ρ∗i
β̂jj +

ζ
(3−j)
i0

ρ∗i
β̂3−j,j + βij

)
︸ ︷︷ ︸

β̃ij

ωjdx+

+

∫
Ω


[
Φi

[
θ⃗1

]
+

2∑
j=1

⟨
ζ
(j)
i0

ρ∗i

(
δ̂j −m1

jρ
1
j

)
−m1

j

(
δij −

ρ1jζ
(j)
i1

ρ∗i

)⟩]
︸ ︷︷ ︸

δ̃i

d

 dx+

+

∫
Ω


2∑
j=1

⟨
Ψj

[
θ⃗1

]
ρ∗i

+ g0m
1
j

(
ρ∗j
ρ∗i

+
φ0
j

ρ∗i

)⟩
︸ ︷︷ ︸

γ̃ij

ξ
(i)
j

 dx =

=

∫
Ω

2∑
j=1

α̃ijψjdx+

∫
Ω

2∑
j=1

β̃ijωjdx+

∫
Ω

2∑
j=1

γ̃ijξ
(i)
j dx+

∫
Ω

δ̃id =

=

∫
Ω

[
δ̃id+

2∑
j=1

(
α̃ijψj + β̃ijωj + γ̃ijξ

(i)
j

)]
dx.
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Следовательно, ni =
2∑

k=1

χ0
ik

∫
Ω

[
δ̃kd+

2∑
j=1

(
α̃kjψj + β̃kjωj + γ̃kjξ

(k)
j

)]
dx.
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