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Введение

Актуальность темы исследования. Теория неклассических уравне-

ний математической физики является интенсивно развивающимся разде-

лом современной теории уравнений с частными производными. К данной

теории относятся уравнения с меняющимся направлением времени, вырож-

дающиеся уравнения или уравнения соболевского типа, и уравнения сме-

шанного и смешанно-составного типов.

Исследования краевых задач для неклассических уравнений математи-

ческой физики начались с работ Ф. Трикоми [87], С.Геллерстеда [101] в

20-30 годах прошлого века. Тогда впервые были поставлены и исследованы

краевые задачи для модельных уравнений смешанного типа

y2m+1uxx + uyy = f,

которые в одной части области определения являются уравнением эллип-

тического типа, а в другой части – гиперболического типа. Такие задачи

называют задачами Трикоми и Геллерстеда.

Следующим этапом развития теории краевых задач для неклассических

уравнений математической физики стали работы М.А. Лаврентьева [53],

И.Н. Векуа [10],С.А. Христиановича [90], С.А. Чаплыгина [91], А.В. Би-

цадзе [6], К.Г. Гудерлея [18], Ф.И. Франкля [88, 89], М.В. Келдыша [44, 45]

и др . Они указали на важность изучения проблемы неклассических урав-

нений математической физики при решении задач, возникающих в транс-

звуковой газовой динамике, в безмоментной теории оболочек с кривизной

переменного знака, до- и сверхзвуковых течениях сжимаемой жидкости и

во многих других прикладных задачах механики и физики.

В настоящее время проблемой разрешимости неклассических уравне-

ний математической физики занимаются многие математики. Так, пробле-



ма разрешимости уравнений с меняющимся направлением времени наибо-

лее широко раскрыта в работах С.А. Терсенова [77,78], А.М. Нахушева [63],

И.Е. Егорова [24], С.Г. Пяткова [70], И.М. Петрушко [67], С.В. Попова [68],

Н.В. Кислова [46] и др [72,98, 116]. Разрешимостью уравнений соболевско-

го типа занимаются Г.В. Демиденко [97], А.И. Кожанов [102], Г.А. Свири-

дюк [114], В.Е. Федоров [99] и др [94, 100, 109]. Проблемой разрешимости

уравнений смешанного и смешанно-составного типа занимаются И.Е. Его-

ров [38], Е.И. Моисеев [105], М.С. Салахитдинов [112], К.Б. Сабитов [111]

и др [51,103,106,107,113,117,118].

Наиболее полную библиографию по проблемам разрешимости неклас-

сических уравнений математической физики можно найти в монографиях

В.Н. Врагова [15], И.Е. Егорова [24,27], С.В. Успенского [19], Е.И. Моисее-

ва [60] Г.А. Свиридюка [115], М.С. Салахитдинова [74], А.И. Кожанова [50],

А.Г. Кузьмина [52].

Теория уравнений смешанного типа является одним из важнейших раз-

делов теории неклассических уравнений математической физики. Пробле-

мой разрешимости краевых задач для уравнений смешанного типа начали

заниматься А.В. Бицадзе [2–6], М.М. Смирнов [75], A.M. Нахушев [2,61,62],

Г.Д. Каратопраклиев [43], Т.Ш. Кальменов [40, 41], М.С. Салахитдинов

[73, 74], Т.Д. Джураев [23], Е.И. Моисеев [59, 104], M.H. Protter [108], N.

Popivanov [69] и др. [47–49,66,71,95].

Построение общей теории уравнений смешанного типа с произвольным

многообразием изменения типа началось с работ Врагова В.Н. [14–16] и ря-

да других авторов. Исследованием разрешимости краевых задач для урав-

нений смешанного типа второго порядка занимались Н.А. Ларькин [56,57],

А.Н. Терехов [76], Б.А. Бубнов [9], И.Е. Егоров [28], Г.Д. Каратопракли-

ев [42]. Далее начались исследования уравнений смешанного типа высокого

порядка. В.Н. Врагов [16], И.Е. Егоров, С.Г. Пятков [27] и В.Е. Федоров [28]
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начали построение общей теории краевых задач для уравнения смешанного

типа высокого порядка с произвольным многообразием изменения типа.

Отдельный интерес представляют нелинейные уравнения смешанного

типа с произвольным многообразием изменения типа. Так, в работе А.Г.

Кузьмина [52] рассмотрена краевая задача Врагова для нелинейного урав-

нения смешанного типа второго порядка с вещественным параметром. Так-

же А.В. Чуешевым [93] исследован обширный класс уравнений смешанного

типа высокого порядка с вещественным параметром. Уравнения смешан-

ного типа со спектральным (комплексным) параметром рассматривались в

работах Е.И. Моисеева [60], М.С. Салахитдинова [73] и И.Е. Егорова [29].

В работе В.Н.Врагова [14] впервые была дана постановка корректной

краевой задачи для уравнений смешанного типа второго порядка в цилин-

дрической области D = G× (0, T ), где G — ограниченная область перемен-

ной x = (x1, x2, ..., xn) с кусочно гладкой границей γ:

Lu = k(x, t)utt −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x, t)uxj

) + a(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t). (1)

u |ST
= 0, u |t=0= 0, ut |P+

0
= 0, ut |P−T = 0, (2)

где ST = γ × (0, T ),

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0)>0

<0, x ∈ Ω},

P±
T = {(x, T ) : k(x, T )>0

<0, x ∈ Ω}.

Так как на знак старшего коэффициента уравнения (1) внутри области

D не наложено никаких условий, то в класс таких уравнений входят урав-

нения эллиптического, гиперболического, параболического, эллиптико-

гиперболического типов, уравнение Трикоми и др. В данной работе при
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некоторых условиях на старший коэффициент доказана обобщенная раз-

решимость краевой задачи. Разрешимость доказывается регуляризацией

уравнения (1) уравнением составного типа. Также при выполнении опре-

деленных условий доказывается регулярная разрешимость. В настоящее

время краевую задачу (1)-(2) принято называть краевой задачей Врагова.

Затем результаты этой работы были обобщены В.Н.Враговым [16] на

случай уравнения смешанного типа четного порядка 2m в цилиндрической

области Q = (0, 1)× Ω:

Lu =
2m∑
i=1

ki(x, t)Di
tu + (−1)m+1

∑

|α|+|β|=2m

Dα
x(aαβ(t, x)Dβ

xu)+

+(−1)m+1
∑

|α|=2m−2

aαDα
xu = f(x, t), (3)

с краевыми условиями

∂iu

∂νi

∣∣∣∣
S

= 0, i = 0, 1, ..., m− 1;

Di
tu|t=0 = 0, i = 1,m− 1; Dm

t u|
P

+

0
= 0;

Dj
tu|t=1 = 0, j = 0,m− 1; Dm

t u|
P
−
1

= 0, (4)

где ν = (ν0, ..., νn) - вектор внутренней нормали; S = (0, 1)× ∂Ω,

P±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, (−1)m−1k2s(x, 0)>0

<0},

P±
T = {(x, T ) : x ∈ Ω, (−1)m−1k2s(x, T )>0

<0}.

В работе Терехова А.Н. [76] исследована первая краевая задача для

уравнения смешанного типа второго порядка (1) с краевыми условиями

u |ST
= 0, u |t=0= 0, ut |P+

0
= 0, u |

P
−
T
= 0. (5)

Исследованием разрешимости краевых задач для уравнений высокого

порядка занимались И.Е. Егоров, В.Е. Федоров. Так, в работе [28] ими
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были изучены первая краевая задача и задача Врагова для уравнения сме-

шанного типа четного порядка с произвольным многообразием изменения

типа, которая, имеет разный порядок по времени и по пространственным

переменным:

Lu =
2s∑

i=1

ki(x, t)Di
tu + (−1)m

∑

|α|,|β|=m

Dα
x(aαβ(t, x)Dβ

xu) + a0(x)u = f(x, t).

(6)

Чуешев А.В. в работе [92] исследовал разрешимость краевых задач для

дифференциального уравнения вида

Lu = k(t)u(l) + a(t)u(l−1) +
l−2∑
j=0

aj(t)u
(j) −

∑

|α|62v

bα(x)Dα
xu+

+
l−2∑

k=0

∑

|α|6 2v(l−1−k)
d

ak,α(t, x)Dk
t D

α
xu = f(x, t).

К исследованию краевых задач для уравнений смешанного типа при-

менялись теория сингулярных интегральных уравнений, функциональные

методы, метод регуляризации, нестационарный метод Галеркина [5, 6, 14,

15,23,28,74,75].

Проекционные и проекционно-разностные методы исследования приме-

няются для решения различных краевых задач для обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, уравнений с частными производными и других

задач. Основателями этих методов являются Б.Г. Галеркин [17], И.Г. Буб-

нов [8], Г.И. Петров [64,65], В. Ритц [110], М.В. Келдыш [45] и другие.

Метод Галеркина широко применяется к решению краевых задач для

уравнений математической физики [11–13, 20–22, 54, 58]. В работах [11, 12,

22] получены оценки погрешности метода Галеркина для эллиптических и

параболических уравнений.
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Целью диссертационной работы является применение стационар-

ного и нестационарного метода Галеркина к исследованию краевых задач

для уравнений смешанного типа с произвольным многообразием изменения

типа. Для достижения поставленной цели сформулированы следующие за-

дачи исследования:

– получение глобальных априорных оценок;

– доказательство регулярной разрешимости краевых задач;

– установление оценок погрешности приближенных решений.

Методы исследования. В диссертации применяются стационар-

ный метод Галеркина со специальным выбором базиса и модифициро-

ванный (нестационарный) метод Галеркина с привлечением метода ε-

регуляризации . Регулярная разрешимость краевых задач для уравнений

смешанного типа доказывается на основе глобальных априорных оценок

для приближенных решений, построенных по методу Галеркина. При этом

для каждой задачи установлена оценка погрешности метода Галеркина.

Научная новизна. В диссертационной работе получены следующие

научные результаты:

- для исследуемых краевых задач впервые получены глобальные апри-

орные оценки на всей области исследования для приближенных решений,

построенных по стационарному и модифицированному (нестационарному)

методам Галеркина;

- на основе полученных априорных оценок, доказаны теоремы об одно-

значной регулярной разрешимости поставленных краевых задач при опре-

деленных условиях на коэффициенты и правую часть уравнения;

- впервые получены оценки погрешности приближенных решений, по-

строенных по методам Галеркина, относительно точного решения, для ис-

следованных задач.
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Все выводы и положения выносимые на защиту основываются на стро-

гих математических доказательствах.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва-

лись:

– на научном семинаре Института гидродинамики им. М.А. Лаврентье-

ва СО РАН под руководством член-корр. РАН П.И. Плотникова (2016);

– на научном семинаре Института математики им. С.Л. Соболева СО

РАН "Избранные вопросы математического анализа"под руководством

профессора Г.В. Демиденко (2017);

– на семинаре Научно-исследовательского института математики СВ-

ФУ "Неклассические уравнения математической физики"под руковод-

ством профессора И.Е. Егорова (2010-2017);

– на Международной школе-конференции «Соболевские чтения» (г. Но-

восибирск, 2016);

–на Международной конференции «Дифференциальные уравнения и

математическое моделирование»(г. Улан-Удэ, Россия, 2015);

– на VI и VII Международных конференциях по математическому мо-

делированию (г. Якутск, Россия, 2011, 2014);

– на Международной конференции "Дифференциальные уравнения.

Функциональные пространства. Теория приближений"(г. Новосибирск,

2013);

– на Международной конференции "Обратные и некорректные задачи

математической физики"(г. Новосибирск, 2012);

– на III Всероссийской научной конференции студентов, аспирантов, мо-

лодых ученых и специалистов "Математическое моделирование развития

северных территорий Российской Федерации"(г. Якутск, 2012);

– на XVIII международной научной конференции студентов, аспирантов

и молодых ученых "Ломоносов"(г. Москва, 2011);
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– на XII и XIV Лаврентьевских чтениях(г. Якутск, 2009, 2010).

Работа выполнена при поддержке: Минобрнауки России в рамках го-

сударственного задания на выполнение НИР на 2014-2016 гг. (проект

№3047) и на 2017-2019 гг. (проект №1.6069.2017/8.9); ФЦП "Научные и

научно-педагогические кадры инновационной России"на 2009-2013 гг. (ГК

02.740.11.0609).

Публикации. По теме диссертации опубликованы 17 работ, из них 7

[25, 26, 30, 33, 37, 39, 84] - в изданиях, входящих в перечень ВАК РФ, 8 [31,

34, 36, 80–83, 85] - тезисы докладов. В совместных публикациях соавторам

принадлежат постановки задачи и методика их исследования, а автором

непосредственно произведены доказательства утверждений лемм и теорем.

В работе [84] результаты получены автором единолично.

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, двух

глав, заключения и списка литературы. Общий объем диссертации состав-

ляет 89 страниц. Список литературы содержит 118 наименований.

Содержание работы. В диссертационной работе с помощью метода

Галеркина исследованы краевые задачи для уравнения смешанного типа

второго и четного порядков. Для всех задач доказана регулярная разреши-

мость. Также для каждой из этих краевых задач получена оценка погреш-

ности метода Галеркина. Задачи исследуются в цилиндрической области

Q = Ω × (0, T ), Ω ⊂ Rn - ограниченная односвязная область с гладкой

границей S. ST = S × (0, T ), T = const > 0; Ωt = Ω× {t}, t ∈ [0, T ].

Первая глава состоит из 4-х параграфов и посвящена исследованию

краевых задач для уравнений смешанного типа с помощью стационарно-

го метода Галеркина. Оценка погрешности стационарного метода Галерки-

на получена через собственные функции оператора Лапласа по простран-

ственным переменным и по времени.
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В первом параграфе рассмотрена краевая задача для уравнения сме-

шанного типа второго порядка в известной постановке В.Н. Врагова. В

цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu = k(x, t)utt −
n∑

i=1

uxixi
+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q. (0.1)

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0)>0

<0, x ∈ Ω},

P±
T = {(x, T ) : k(x, T )>0

<0, x ∈ Ω}.

Краевая задача Врагова: Найти решение уравнения (0.1) в области Q

такое, что выполнялись условия

u|ST
= 0, (0.2)

u|t=0 = 0, ut|P+

0
= 0, ut|P−T = 0. (0.3)

Для краевой задачи Врагова рассмотрено два случая, когда уравнение

(0.1) принадлежит гиперболическому типу вблизи нижнего основания и

гиперболо-параболическому типу вблизи верхнего основания цилиндриче-

ской области и эллиптическому типу вблизи обоих оснований цилиндриче-

ской области.

В случае, когда k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, краевые условия (0.3) прини-

мают вид

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0. (0.3∗)

В случае когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, краевые условия (0.3) прини-

мают вид

u|t=0 = 0, ut|t=T = 0. (0.3∗∗)

Во втором параграфе рассматривается новая краевая задача, условно

названной "второй"краевой задачей.
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Вторая краевая задача: Найти в области Q решение уравнения (0.1),

такое, что выполняются условия (0.2) и

ut |P−0 = 0, u |
P

+

T
= 0, ut |t=T= 0. (0.4)

Для данной краевой задачи рассмотрен случай когда уравнение при-

надлежит эллиптическому типу вблизи обоих оснований цилиндрической

области.

В этом случае, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 краевые условия (0.4)

принимают вид

ut |t=0= 0, ut |t=T= 0. (0.4∗)

В третьем параграфе рассматривается частный случай первой краевой

задачи, когда уравнение смешанного типа принадлежит эллиптическому

типу вблизи нижнего и верхнего оснований цилиндрической области.

В случае, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 исследована

Первая краевая задача: Найти решение уравнения (0.1) в области Q,

такое, что выполняются условие (0.2) и

u |t=0= 0, u |t=T= 0. (0.5)

В четвертом параграфе рассматривается уравнение четного порядка

Lu =
2s∑
i=1

ki(x, t)Di
tu−

n∑
i=1

uxixi
+ a(x)u = f(x, t), (0.6)

где Dtu = ∂u
∂t .

В случае, когда (−1)s−1k2s(x, 0) < 0, (−1)s−1k2s(x, T ) < 0 исследована

следующая

Краевая задача: Найти решение уравнения (0.1) в области Q, такое, что

выполнялись условия (0.2) и

Di
tu|t=0 = 0, i = 0, s− 1; Dj

tu|t=T = 0, j = 0, s− 1. (0.7)
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Во второй главе рассматриваются краевые задачи для уравнения сме-

шанного типа второго порядка с помощью модифицированного метода Га-

леркина. Оценка погрешности нестационарного метода Галеркина получе-

на через параметр регуляризации и собственные значения спектральной

задачи Дирихле для уравнения Лапласа по пространственным перемен-

ным.

В первом параграфе исследована краевая задача Врагова (0.1)-(0.3) в

четырех случаях:

k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0;

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0;

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0;

k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0.

Во втором параграфе исследована "вторая"краевая задача (0.1), (0.2),

(0.4), в случае k(x, 0) < 0. В случае k(x, 0) > 0 краевая задача (0.1), (0.2),

(0.4) совпадает с краевой задачей Врагова (0.1)-(0.3).

В заключении приведены основные результаты работы.
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ГЛАВА 1.

Стационарный метод Галеркина для

уравнений смешанного типа

В первой главе рассматриваются краевые задачи для уравнений смешан-

ного типа второго и четного порядков с произвольным многообразием из-

менения типа. Используя стационарный метод Галеркина с выбором специ-

ального базиса, доказана регулярная разрешимость данных задач. Также

для каждой из этих краевых задач получена оценка погрешности стацио-

нарного метода Галеркина.

1.1 Исследование разрешимости краевой

задачи Врагова

Пусть Ω ⊂ Rn – ограниченная область с гладкой границей S,

Q = Ω × (0, T ), ST = S × (0, T ), Ωt = Ω× {t}, 0 ≤ t ≤ T .

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu ≡ k(x, t)utt −∆u + a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.1.1)

коэффициенты которого являются достаточно гладкими функциями.

Коэффициент k(x, t) может менять знак внутри области Q произволь-

ным образом. Поэтому уравнение (1.1.1) является уравнением смешанного

типа с произвольным многообразием изменения типа.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, P±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.



В данном параграфе рассматриваются частные случаи краевой задачи

в известной постановке В.Н. Врагова, когда уравнение смешанного типа

принадлежит:

1. гиперболическому типу вблизи нижнего основания и гиперболо-

параболическому типу вблизи верхнего основания цилиндрической обла-

сти;

2. эллиптическому типу вблизи обоих оснований цилиндрической обла-

сти.

Краевая задача Врагова. Найти решение уравнения (1.1.1) в области Q

такое, что

u|ST
= 0, (1.1.2)

u|t=0 = 0, ut|P+

0
= 0, ut|P−T = 0. (1.1.3)

Отметим, что краевая задача Врагова впервые была изучена В.Н. Враго-

вым [14] с помощью метода регуляризации.

Для целого k ≥ 1 через || · ||k будем обозначать норму пространства

Соболева W k
2 (Q) и

(u, v) =

∫

Q

u(x, t)v(x, t)dQ, ||u|| =
√

(u, u), u, v ∈ L2(Q).

Пусть CL – класс гладких функций, удовлетворяющих краевым усло-

виям (1.1.2), (1.1.3).

Справедлива следующая лемма [14,28].

Лемма 1.1.1 Пусть выполнены условия c(x) ≥ c0 > 0, a − 1
2kt ≥ δ > 0.

Тогда существует константа γ > 0 такая, что имеет место неравен-

ство

(Lu, e−2γtut) ≥ C1||u||21, C1 = e−2γTmin{δ/2, γ, γc0},

для всех функций u ∈ CL.
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Введем следующие обозначения: W̃ 1
2 (Q) – замыкание CL по норме || · ||1,

Ŵ 1
2 (Q) – подпространство W 1

2 (Q), выделенное условиями

η|ST
= 0, η|

P
−
0

= 0, η|
P

+

T
= 0.

Для уравнения смешанного типа (1.1.1) рассмотрим случай когда

k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0. Тогда краевая задача Врагова примет следу-

ющий вид:

Краевая задача 1.1.1 Найти решение уравнения (1.1.1) в области Q та-

кое, что выполняются условия (1.1.2) и

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0. (1.1.4)

Отметим, что Лемма 1.1.1, будет справедлива и для краевой зада-

чи 1.1.1.

Рассмотрим вспомогательное уравнение

L̃v ≡ k(x, t)vtt −4v + (a + kt)vt + cv = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.1.5)

где g ∈ L2(Q).

Определение 1.1.1 Функция v(x, t) ∈ W̃ 1
2 (Q) называется обобщенным

решением краевой задачи (1.1.5), (1.1.2), (1.1.4), если выполнено инте-

гральное тождество
∫

Q

[−kvtηt +
n∑

i=1

vxi
ηxi

+ avtη + cvη]dQ = (g, η) ∀η ∈ Ŵ 1
2 (Q). (1.1.6)

Теорема 1.1.1 Пусть коэффициент c(x) ≥ c0 > 0 достаточно большой

и выполнены условия k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) ≥ 0, a − 1
2kt ≥ δ > 0. То-

гда краевая задача (1.1.5), (1.1.2), (1.1.4) может иметь не более одного

обобщенного решения из W 1
2 (Q).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В тождестве (1.1.6) с g ≡ 0 возьмем функцию

η(x, t) =

T∫

t

e−2γτvdτ.

Поскольку функция v принадлежит W̃ 1
2 (Q), интегрируя по частям, име-

ем равенство

0 =

∫

Q




(
a− 1

2
kt + γk

)
e−2γtv2 + γe2γτ

n∑
i=1




T∫

t

e−2γτvxi
dτ




2

+

+γce2γt




T∫

t

e−2γτvdτ




2

− atv

T∫

t

e−2γτvdτ


 dQ +

1

2

∫

ΩT

ke−2γTv2dx+

+
1

2

∫

Ω0




n∑
i=1




T∫

0

e−2γτvxi
dτ




2

+ c(x)




T∫

0

e−2γτvdτ




2

 dx.

Выберем число γ > 0 так, чтобы a− 1
2kt+γk ≥ δ/2. Тогда из последнего

равенства с учетом условий теоремы, используя неравенство Коши с малым

параметром, получаем, что v(x, t) = 0 для почти всех (x, t) ∈ Q.

Теорема 1.1.1 доказана.

Теорема 1.1.2 Пусть коэффициент c(x) ≥ c0 > 0 достаточно большой

и выполнены условия

k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, x ∈ Ω;

a− 1

2
kt ≥ δ > 0, a +

3

2
kt ≥ δ > 0;

f, ft, ftt ∈ L2(Q); f |t=0 = 0, ft|t=0 = 0.

Тогда для единственного решения краевой задачи 1.1.1 из W 2
2 (Q) име-

ет место ut ∈ W 2
2 (Q).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно, что при выполнении условий теоре-

мы 1.1.2 краевая задача 1.1.1 имеет единственное решение u(x, t) из про-

странства W 2
2 (Q) [14, 28]. Нетрудно показать, что функция ut ∈ W̃ 1

2 (Q)

является обобщенным решением краевой задачи (1.1.5), (1.1.2), (1.1.4) при

g = ft − atut. Заметим, что g, gt ∈ L2(Q) и g|t=0 = 0. Тогда краевая задача

(1.1.5), (1.1.2), (1.1.4) имеет единственное решение v(x, t) из пространства

W 2
2 (Q), которое также будет обобщенным решением краевой задачи (1.1.5),

(1.1.2), (1.1.4). Теперь в силу теоремы 1.1.1 получаем, что v = ut. Следова-

тельно, имеем ut ∈ W 2
2 (Q).

Теорема 1.1.2 доказана.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются ре-

шениями спектральной задачи

∆̃v ≡ vtt + ∆v = −λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST
= 0, v|t=0 = 0, vt|t=T = 0. (1.1.7)

При этом λk – соответствующие собственные числа спектральной задачи,

такие, что 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · и λk → +∞ при k →∞.

Приближенное решение краевой задачи 1.1.1 ищется в виде

uN =
N∑

l=1

cN
l

t∫

0

ϕl(x, τ)dτ,

где коэффициенты cN
l определяются как решение системы алгебраических

уравнений

(e−2γtLuN , ϕl) = (e−2γtf, ϕl), l = 1, N. (1.1.8)

Теорема 1.1.3 Пусть коэффициент k(x, t) равен k(t), c(x) ≥ c0 > 0 и

k(0) > 0, k(T ) ≥ 0; a− 1

2
kt ≥ δ > 0, a +

1

2
kt ≥ δ > 0;
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f, ft ∈ L2(Q), f |t=0 = 0, f |t=T = 0.

Тогда галеркинские приближения uN вычисляются при всех N однозначно

из системы (1.1.8), для них верна оценка

||uN ||2 ≤ C2(||f ||+ ||ft||), C2 > 0, (1.1.9)

и при N → ∞ они слабо сходятся в W 2
2 (Q), к решению краевой задачи

1.1.1 из пространства W 2
2 (Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала выбираем число γ > 0 так, чтобы

a− 1

2
kt + γk ≥ δ/2, a +

1

2
kt − γ(k + 2) ≥ δ/2.

Для системы (1.1.8) имеет место теорема единственности. Действитель-

но, если uN есть решение однородной системы (1.1.8), то, умножая каждое

уравнение на cN
l и складывая по l, приходим к соотношению

(e−2γtLuN , uN
t ) = 0.

Из которого в силу леммы 1.1.1 получим uN
t ≡ 0, т.е. все cN

l = 0. Итак,

система (1.1.8) однозначно определяет uN . Умножим каждое уравнение из

(1.1.8) на cN
l и сложим по l от 1 до N . Это дает равенство

(e−2γtLuN , uN
t ) = (e−2γtf, uN

t ),

из которого в силу леммы 1.1.1 следует оценка

||uN ||1 ≤ C3||f ||, C3 > 0. (1.1.10)

Теперь, умножая каждое из (1.1.8) на λlc
N
l и складывая по l, приходим к

равенству

−(e−2γtLuN , 4̃uN
t ) = −(e−2γtf, 4̃uN

t ). (1.1.11)

Заметим, что функции uN удовлетворяют краевым условиям

uN |ST
= 0, uN |t=0 = 0, uN

t |t=0 = 0, uN
tt |t=T = 0.
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Тогда левая часть равенства (1.1.11) принимает вид

−
∫

Q

e−2γtLuN4̃vtdQ =

∫

Q

e−2γt

[(
a +

1

2
kt − γk

)
(uN

tt )
2+

+

(
a− 1

2
kt + γk + γ

) n∑
i=1

(uN
txi

)2 + γ(4uN)2

]
dQ +

∫

Q

e−2γt{2γ4uNuN
tt +

+[(at − 2γa + c)uN
t − 2γcuN ]uN

tt +
n∑

i=1

(axi
uN

t + cuN
xi

+ cxi
uN)uN

txi
}dQ+

+
1

2

∫

Ω0

k(uN
tt )

2dx +
1

2
e−2γT

∫

ΩT

[(k + 1)
n∑

i=1

(uN
txi

)2 + (4uN)2]dx.

Отсюда, используя неравенство Коши, получим

−
∫

Q

e−2γtLuN4̃uN
t dQ ≥

∫

Q

e−2γt{(a +
1

2
kt − γk − 2γ − ε1)(u

N
tt )

2+

+(a− 1

2
kt + γk + γ − ε2)

n∑
i=1

(uN
txi

)2 +
γ

2
(4uN)2}dQ−

−C4(ε1, ε2)||uN ||21, ε1 > 0, ε2 > 0. (1.1.12)

В неравенстве (1.1.12) выбирая ε1 = ε2 = δ/4, из равенства (1.1.11) с

учетом (1.1.10), получим оценку
∫

Q

[(uN
tt )

2 +
n∑

i=1

(uN
txi

)2 + (4uN)2]dQ ≤ C5(||f ||2 + ||ft||2), C5 > 0. (1.1.13)

Теперь из (1.1.10), (1.1.13) следует оценка (1.1.9), из которой получаем

утверждения теоремы.

Теорема 1.1.3 доказана.

Теорема 1.1.4 Пусть коэффициент c(x) ≥ c0 > 0 достаточно большой

и выполнены условия

k(0) > 0, k(T ) ≥ 0; a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, a +

3

2
kt ≥ δ > 0;
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f, ft, ftt ∈ L2(Q); f |t=0 = 0, f |t=T = 0, ft|t=0 = 0.

Тогда для погрешности стационарного метода Галеркина для краевой

задачи 1.1.1 справедлива оценка

||u− uN ||1 ≤ C6(||f ||+ ||ft||+ ||ftt||)λ−1/2
N+1 , C6 > 0, (1.1.14)

где λN+1 – собственное число спектральной задачи (1.1.7).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1.1.2 краевая задача 1.1.1 име-

ет единственное решение из W 2
2 (Q), такое, что ut ∈ W 2

2 (Q), ut =
∑∞

k=1 ckϕk, ck = (ut, ϕk).

Справедливо равенство

−4̃ut =
∞∑

k=1

ckλkϕk.

Отсюда в силу равенства Парсеваля получаем

∞∑

k=1

c2
kλ

2
k = ||4̃ut||2 < ∞.

Тогда из теоремы 1.1.2 следует оценка

∞∑

k=1

c2
kλ

2
k ≤ C7(||f ||2 + ||ft||2 + ||ftt||2). (1.1.15)

Пусть HN - линейное подпространство W 1
2 (Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN ,

и PN - оператор проектирования на HN . Из равенств (1.1.8) нетрудно по-

лучить соотношения

(e−2γtLuN , η) = (e−2γtf, η), (e−2γtLu, η) = (e−2γtf, η) ∀η ∈ HN .

Отсюда получаем равенство

(e−2γtL(u− uN), η) = 0 ∀η ∈ HN .

21



Полагая в полученном равенстве η = w− uN
t с произвольной функцией

w из HN , будем иметь

(e−2γtL(u− uN), ut − uN
t ) = (e−2γtL(u− uN), ut − w).

Отсюда в силу леммы 1.1.1 получаем оценку

||u− uN ||21 ≤ C8(||f ||+ ||ft||)||ut − w||, C8 > 0. (1.1.16)

Имеем

||ut − PNut||2 =
∞∑

k=N+1

c2
k ≤

1

λ2
N+1

∞∑

k=N+1

c2
kλ

2
k. (1.1.17)

Из неравенства (1.1.16), полагая в нем w = PNut и используя (1.1.18),

(1.1.17), получаем оценку (1.1.14) погрешности стационарного метода Га-

леркина для краевой задачи 1.1.1.

Теорема 1.1.4 доказана.

Теперь рассмотрим случай k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Тогда краевая

задача Врагова примет следующий вид:

Краевая задача 1.1.2 Найти решение уравнения (1.1.1) в области Q та-

кое, что выполняются условия (1.1.2) и

u|t=0 = 0, ut|t=T = 0. (1.1.18)

Из условий на k(x, 0), k(x, T ) следует, что существуют положительные

числа t0 < T0 и δ1, δ2 такие, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0; k(x, t) ≤ −δ2 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Лемма 1.1.2 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой и

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, x ∈ Ω ; a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда для всех функций u ∈ CL справедливо неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C9||u||21, C9 > 0. (1.1.19)
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для некоторых бесконечно дифференцируемых и неотрицательных функ-

ций ξ(t), η(t).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Бесконечно дифференцируемые функции

ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0 ; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

−1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T .

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ δ−1(max
Q

|k|+ δ).

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (1.1.2),

(1.1.18) получаем соотношение

(Lu, ξut+ηu) =

∫

Q

[(a−1

2
kt)ξ−k(η+

1

2
ξt)]u

2
tdQ+

∫

Q

(η−1

2
ξt)[

N∑

i=1

u2
xi

+cu2]dQ+

+
1

2

∫

Q

[(kη)tt − (aη)t]u
2dQ− µ

2

∫

Ω0

ku2
tdx. (1.1.20)

Теперь выберем µ ≥ δ−1(δ1 + max | k |). Тогда имеем

(a− 1

2
kt)ξ − k(η +

1

2
ξt) ≥ δ1 > 0, (η − 1

2
ξt) ≥ 1.

В силу выбора ξ(t), η(t) и условий леммы из (1.1.20) получаем априорную

оценку (1.1.19).

Лемма 1.1.2 доказана.

Лемма 1.1.3 Пусть коэффициент k(x, t) равен k(t) и

k(0) < 0, k(T ) < 0 ; a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0.
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Тогда для всех функций u(x, t) из CL имеет место неравенство

−(Lu, ξ∆̃ut + η∆̃u) ≥ C10

∫

Q

[u2
tt +

n∑

i=1

u2
txi

+ (∆u)2]dQ− C11||u||21, (1.1.21)

где C10, C11 > 0 и ∆̃u = utt + ∆u, функции ξ(t), η(t) определены при

доказательстве леммы 1.1.2

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть число µ удовлетворяет условию

µ ≥ 2δ−1(max
Q

|k|+ δ1).

В силу выбора функций ξ(t), η(t) получаем:

(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)
> δ1 + 1,

(
a +

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)
> δ1,

η − 1

2
ξt > 1, η − 3

2
ξt > 1, η +

1

2
ξt > 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (1.1.2),

(1.1.18) получаем:

(Lu, ξ∆̃ut+η∆̃u) =

∫

Q

{[(
a +

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)]
u2

tt +

(
η − 1

2
ξt

)
(∆u)2 +

+

[(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)] n∑
i=1

u2
txi

}
dQ + ..., (1.1.22)

где многоточием обозначены подчиненные члены. Используя неравенство

Коши и теоремы вложения [1], из равенства (1.1.22) получаем априорную

оценку (1.1.21).

Лемма 1.1.3 доказана.

Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt(x, t) + η(t)ϕk(x, t),
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где функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются решени-

ями спектральной задачи (1.1.7).

Теорема 1.1.5 Функции {ψk(x, t)}∞k=1 линейно независимы и множество

их линейных комбинаций плотно в L2(Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть имеет место равенство

0 =
N∑

k=1

ckψk =
N∑

k=1

ckξϕkt +
N∑

k=1

ckηϕk. (1.1.23)

Введем обозначение: z =
∑N

k=1 ckϕk . Умножим равенство (1.1.23) на z и

полученное соотношение проинтегрируем по Q. Тогда получаем

0 =

∫

Q

ξztzdQ +

∫

Q

ηz2dQ =

∫

Q

(−1

2
ξt + η)z2dQ ≥

N∑

k=1

c2
k.

Отсюда следует что ck = 0, k = 1, 2, ..., N. Следовательно, {ψk(x, t)} -

система линейно независимых функций в L2(Q). Теперь допустим, что для

v ∈ W 0,1
2 (Q) выполнено равенство

0 =

∫

Q

v

N∑

k=1

ckψkdQ =
N∑

k=1

ck

∫

Q

ξvϕktdQ +
N∑

k=1

ck

∫

Q

ηvϕkdQ =

=
N∑

k=1

ck

∫

Q

[(η − ξt)v − ξvt]ϕkdQ, ∀ck, ∀N. (1.1.24)

Обозначим: dk =
∫

Q[(η − ξt)v − ξvt]ϕkdQ. Тогда из (1.1.24) получим

N∑

k=1

ckdk = 0.

Полагая в последнем равенстве ck = dk, получим dk = 0. Теперь с учетом

разложения v по функциям ϕk, будем иметь равенство
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0 =

∫

Q

[(η − ξt)v
2 − ξvtv]dQ =

∫

Q

(η − 1

2
ξt)v

2dQ.

Из этого равенства следует, что ν = 0 для почти всех (x, t) ∈ Q, и

множество {ψk(x, t)} плотно в L2(Q), поскольку W 0,1
2 (Q) плотно в L2(Q).

Теорема 1.1.5 доказана.

Приближенное решение краевой задачи 1.1.2 ищется в виде

uN =
N∑

k=1

cN
k ϕk(x, t).

При этом коэффициенты cN
k определяются как решение системы алгеб-

раических уравнений

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.1.25)

Теорема 1.1.6 Пусть выполнены условия лемм 1.1.2, 1.1.3. Тогда для

любой функции f ∈ L2(Q), такой, что ft ∈ L2(Q), существует един-

ственное регулярное решение u(x, t) краевой задачи 1.1.2 из простран-

ства W 2
2 (Q). При этом приближенные решения uN(x, t) слабо сходятся

к u(x, t) в пространстве W 2
2 (Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства теоремы 1.1.6 заметим, что

из равенств (1.1.25) получаются соотношения

(LuN , ξuN
t + ηuN) = (f, ξuN

t + ηuN),

−(LuN , ξ∆̃uN
t + η∆̃uN) = (f, ξ∆̃uN

t + η∆̃uN).

Отсюда в силу (1.1.19), (1.1.21) следует справедливость оценки

||uN ||2 ≤ C12(||f ||+ ||ft||), C12 > 0,

которая позволяет получить утверждения теоремы 1.1.6. Из теоремы 1.1.5

будем иметь, что уравнение (1.1.1) выполняется для почти всех (x, t) ∈ Q.
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Замечание 1.1.1 В силу единственности регулярного решения краевой

задачи 1.1.2 вся последовательность {uN} слабо сходится к функции u в

W 2
2 (Q).

Теорема 1.1.7 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и вы-

полнены условия

k(0) < 0, k(T ) < 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0 ; f, ft ∈ L2(Q).

Тогда для погрешности стационарного метода Галеркина для краевой

задачи 1.1.2 справедлива оценка

||u− uN ||1 ≤ C13(||f ||+ ||ft||)λ−1/4
N+1 , C13 > 0,

где постоянная C13 не зависит от функций f, u, uN и λN+1 - собственное

число спектральной задачи (1.1.7).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для решения u(x, t) краевой задачи 1.1.2, гаран-

тированного теоремой 1.1.6, справедливы разложение в ряд Фурье

u =
∞∑

k=1

ckϕk , ck = (u, ϕk)

и равенство

−4̃u =
∞∑

k=1

ckλkϕk.

Отсюда получаем неравенство

||4̃u||2 =
∞∑

k=1

c2
kλ

2
k ≤ C14(||f ||2 + ||ft||2), C14 > 0. (1.1.26)

Пусть HN – линейное подпространство W 1
2 (Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN ,

и PN – оператор проектирования на HN . Из равенств (1.1.25) получаем

равенства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.1.27)
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Теперь из (1.1.25) и (1.1.27) получаем равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0, ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = ω − uN с произвольной функцией

ω из HN , имеем

(L(u− uN), ξ(ut − uN
t ) + η(u− uN) = (L(u− uN), ξ(ut − ωt) + η(u− ω).

Отсюда в силу леммы 1.1.2 получаем оценку

||u− uN ||21 ≤ C15(||f ||+ ||ft||)‖u− ω‖, C15 > 0. (1.1.28)

С другой стороны, имеем:

||u− PNu||21 ≤ C16

∞∑

k=N+1

λkc
2
k 6 C16λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2
kλ

2
k, C16 > 0. (1.1.29)

Из неравенства (1.1.28), полагая в нем ω = PNu и используя (1.1.26),

(1.1.29), получаем оценку погрешности стационарного метода Галеркина

для краевой задачи 1.1.2.
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1.2 Исследование разрешимости второй краевой

задачи

В данном параграфе исследована новая краевая задача для уравнения

(1.1.1), условно названная "второй"краевой задачей. Рассматривается слу-

чай, когда уравнение принадлежит эллиптическому типу вблизи обоих ос-

нований цилиндрической области. Впервые постановка второй краевой за-

дачи была рассмотрена в работе [79].

Вторая краевая задача. [79] Найти в области Q решение уравнения

(1.1.1), такое, что выполняются условия (1.1.2) и

ut |P−0 = 0, u |
P

+

T
= 0, ut |t=T= 0.

Для второй краевой задачи для уравнения смешанного типа рассмот-

рим случай k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Тогда вторая краевая задача примет

следующий вид:

Краевая задача 1.2. Найти в области Q решение уравнения (1.1.1), та-

кое, что выполняются условия (1.1.2) и

ut |t=0= 0, ut |t=T= 0. (1.2.1)

Через CL обозначим класс гладких функций, удовлетворяющих усло-

виям (1.1.2), (1.2.1).

Лемма 1.2.1 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и вы-

полнены условия:

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ],

такие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1‖u‖2
1; C1 = const > 0. (1.2.2)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдется положительное число t0 < T , а так же

числа t1, t2, такие, что

k(x, t) 6 −δ1 < 0, t ∈ [0, t0], 0 < t2 < t1 < t0 < T.

Выбираем функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] таким образом, чтобы

ξ(0) = 0, ξt(t) > 0, t ∈ [0, t2]; ξt(t) 6 0, t ∈ [t2, T ];

ξ(t) = e−2λt, t ∈ [t1, T ], λ > 0;

η(t) = 1 +
1

2
ξt(t), t ∈ [0, t2]; η(t) = 1− 1

2
ξt(t), t ∈ [t2, t1];

ηt(t) 6 0, t ∈ [t1, T ]; η(t) = 0, t ∈ [t0, T ].

Для функций u ∈ CL с помощью интегрирования по частям получим

соотношение

(Lu, ξut + ηu) =

∫

Q

{
[(a− 1

2
kt)ξ − (η +

1

2
ξt)k]u2

t+

+(η − 1

2
ξt)

[
n∑

i=1

u2
xi

+ cu2

]
+ [aη − (kη)t]utu

}
dQ + I, (1.2.3)

где

I ≡ 1

2
e−2λT

∫

ΩT

(
cu2 +

n∑

i=1

u2
xi

)
dx > 0.

Теперь выберем λ > 0 так, чтобы δ + λk > δ/2. Тогда получим, что

(a− 1

2
kt)ξ − k(η +

1

2
ξt) > min{δ1,

1

2
δe−2λT}, η − 1

2
ξt > min{1, λe−2λT}.

Далее из соотношения (1.2.3), используя неравенство Коши и условия лем-

мы, получаем утверждение леммы 1.2.1.

Лемма 1.2.1 доказана.
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Следствие 1.2.1 Пусть выполнены все условия леммы 1.2.1. Тогда кра-

евая задача 1.2 может иметь не более одного решения из пространства

W 2
2 (Q).

Лемма 1.2.2 Пусть выполнены условия:

k(x, t) ≡ k(t), k(0) < 0, k(T ) < 0, a± 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ], та-

кие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξ∆̃ut +η∆̃u) ≥ C2

∫

Q

[
u2

tt +
n∑

i=1

u2
txi

+ (∆u)2

]
dQ−C3‖u‖2

1, C2, C3 > 0,

(1.2.4)

где ∆̃u = −utt −∆u.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку k(0) < 0, k(T ) < 0, то существуют

положительные числа t0 < T0 < T и δ1 такие, что

k(t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0; k(t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0 ; ξt(t) ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

−1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T .

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ 2δ−1(max
Q

|k|+ δ1).

В силу такого выбора функций ξ(t), η(t) получаем:
(

a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)
> δ1 + 1,
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(
a +

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)
> δ1,

η − 1

2
ξt > 1, η − 3

2
ξt > 1, η +

1

2
ξt > 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий

(1.1.2),(1.2.1) получаем:

(Lu, ξ∆̃ut+η∆̃u) =

∫

Q

{[(
a +

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)]
u2

tt +

(
η − 1

2
ξt

)
(∆u)2 +

+

[(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)] n∑

i=1

u2
txi

}
dQ + ..., (1.2.5)

где многоточием обозначены подчиненные члены. Используя неравенство

Коши и теоремы о вложении [1], из равенства (1.2.5) получаем априорную

оценку (1.2.4).

Лемма 1.2.2 доказана.

Замечание 1.2.1 Отметим, что априорная оценка (1.2.2) остается

справедливой и для новых функций ξ(t), η(t) из доказательства леммы

1.2.2.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются ре-

шениями спектральной задачи

∆̃v ≡ −vtt −∆v = λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST
= 0, vt|t=0 = 0, vt|t=T = 0. (1.2.6)

В дальнейшем будем считать, что собственные числа данной спектраль-

ной задачи пронумерованы следующим образом: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·, и
λk → +∞ при k →∞.

Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt(x, t) + η(t)ϕk(x, t),

где ξ(t), η(t) удовлетворяют лемме 1.2.2.
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Теорема 1.2.1 Функции {ψk(x, t)}∞k=1 линейно независимы и множество

их линейных комбинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы 1.2.1 полностью совпадает с доказательством

теоремы 1.1.5.

Теорема 1.2.2 Пусть выполнены условия лемм 1.2.1, 1.2.2. Тогда для лю-

бой функции f ∈ L2(Q), такой, что ft ∈ L2(Q), существует единствен-

ное регулярное решение краевой задачи 1.2 из пространства W 2
2 (Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приближенное решение краевой задачи 1.2

ищется в виде

uN =
N∑

k=1

cN
k ϕk(x, t),

причем коэффициенты cN
k определяются как решение системы алгебраиче-

ских уравнений

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.2.7)

Из равенств (1.2.7) нетрудно получить соотношения

(LuN , ξuN
t + ηuN) = (f, ξuN

t + ηuN),

(LuN , ξ∆̃uN
t + η∆̃uN) = (f, ξ∆̃uN

t + η∆̃uN).

Отсюда с учетом гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1.2.1, 1.2.2 бу-

дем иметь, что для приближенных решений uN справедливы априорные

оценки (1.2.2), (1.2.4). Следовательно, существуют подпоследовательность

uNk(x, t) и функция u(x, t) ∈ W 2
2 (Q), такие, что uNk → u слабо в W 2

2 (Q).

При этом справедлива оценка

||u||2 ≤ C4(||f ||+ ||ft||), C4 > 0 .
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Теперь, переходя к пределу при Nk →∞ в равенстве (1.2.7), получаем

∫

Q

[kutt −
n∑

i=1

uxixi
+ a(x, t)ut + c(x)u]ψkdQ =

∫

Q

f(x, t)ψkdQ, k = 1, 2, ...

Отсюда в силу теоремы 1.2.1 будем иметь, что уравнение (1.1.1) вы-

полняется для почти всех (x, t) ∈ Q, и краевые условия (1.1.2), (1.2.1)

удовлетворяются в среднем.

Теорема 1.2.2 доказана.

Теорема 1.2.3 Пусть выполнены условия теоремы 1.2.2. Тогда для по-

грешности стационарного метода Галеркина для краевой задачи 1.2 спра-

ведлива оценка

||u− uN ||1 ≤ C5(||f ||+ ||ft||)λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

где постоянная C5 не зависит от N и λN+1 - собственное число спек-

тральной задачи (1.2.6)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1.2.2 краевая задача 1.2 име-

ет единственное решение u ∈ W 2
2 (Q). Имеет место разложение функции

u(x, t) в ряд Фурье:

u =
∞∑

k=1

ckϕk , ck = (u, ϕk). (1.2.8)

При этом ряд (1.2.8) сходится в W 1
2 (Q) и L2(Q). Из уравнений (1.2.7) по-

лучаем равенства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.2.9)

С другой стороны, в силу равенства Парсеваля имеет место неравенство

∞∑

k=1

c2
kλ

2
k = ‖∆̃u‖2 ≤ C6(||f ||2 + ||ft||2), C6 > 0. (1.2.10)
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Пусть HN - линейное подпространство L2(Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN , и

PN - оператор проектирования на HN . Из равенств (1.2.7) , (1.2.9) нетрудно

получить равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0, ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = ω − uN с произвольной функцией

ω из HN , имеем

(L(u− uN), ξ(ut − uN
t ) + η(u− uN) = (L(u− uN), ξ(ut − ωt) + η(u− ω).

Отсюда в силу леммы 1.2.1 получаем оценку

||u− uN ||21 ≤ C7(||f ||+ ||ft||)‖u− ω‖1,1, C7 > 0. (1.2.11)

С другой стороны, имеем:

||u− PNu||21 ≤ C8

∞∑

k=N+1

λkc
2
k 6 C8λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2
kλ

2
k, C9 > 0. (1.2.12)

Из неравенства (1.2.11), полагая в нем ω = PNu и используя (1.2.10),

(1.2.12), получаем оценку погрешности стационарного метода Галеркина.

Теорема 1.2.3 доказана.
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1.3 Исследование разрешимости первой краевой

задачи для уравнения второго порядка

В этом параграфе рассматривается частный случай первой краевой зада-

чи, когда уравнение смешанного типа принадлежит эллиптическому типу

вблизи нижнего и верхнего оснований цилиндрической области.

Рассмотрим случай

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0.

Краевая задача 1.3 Найти решение уравнения (1.1.1) в области Q, такое,

что выполняются условия (1.1.2) и

u |t=0= 0, u |t=T= 0. (1.3.1)

Пусть CL – класс гладких функций, удовлетворяющих условиям

(1.1.2), (1.3.1).

Лемма 1.3.1 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и вы-

полнены условия:

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, x ∈ Ω, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] та-

кие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1 ‖ u ‖2
1, C1 = const > 0. (1.3.2)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку k(x, T ) < 0, то существуют числа T0, δ1

такие, что 0 < T0 < T , и выполнено неравенство

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.
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Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(T ) = 0,

ξ(t) = µ, 0 ≤ t ≤ T0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T ;

η(t) = −1

2
ξt + 1, 0 ≤ t ≤ T.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (1.1.2),

(1.3.1) получаем соотношение

(Lu, ξut+ηu) =

∫

Q

[(a−1

2
kt)ξ−k(η+

1

2
ξt)]u

2
tdQ+

∫

Q

(η−1

2
ξt)[

N∑

i=1

u2
xi

+cu2]dQ+

+
1

2

∫

Q

[(kη)tt − (aη)t]u
2dQ− µ

2

∫

Ω0

ku2
tdx. (1.3.3)

Теперь выберем µ ≥ δ−1(δ1 + max | k |).
Тогда имеем

(a− 1

2
kt)ξ − k(η +

1

2
ξt) ≥ δ1 > 0, (η − 1

2
ξt) ≥ 1.

В силу выбора ξ(t), η(t) и условий леммы из (1.3.3) получаем априорную

оценку (1.3.2).

Лемма 1.3.1 доказана.

Следствие 1.3.1 Пусть выполнены все условия леммы 1.3.1, тогда кра-

евая задача 1.3 может иметь не более одного решения из простран-

ства W 2
2 (Q).

Лемма 1.3.2 Пусть выполнены условия:

k(x, t) = k(t), k(0) < 0, k(T ) < 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∝[0, T ], та-

кие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

−(Lu, ξ∆̃ut+η∆̃u) ≥ C2

∫

Q

[
u2

tt +
n∑

i=1

u2
txi

+ (∆u)2

]
dQ−C3 ‖ u ‖2

1, C2, C3 > 0,

(1.3.4)
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где ∆̃u = utt + ∆u.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку k(0) < 0, k(T ) < 0, то существуют по-

ложительные числа t0 < T0 и δ1, δ2 такие, что k(t) ≤ −δ1 < 0 при

0 ≤ t ≤ t0, k(t) ≤ −δ2 < 0 при T0 ≤ t ≤ T. Функции ξ(t), η(t) выби-

раем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0;

1, t0 ≤ t ≤ T0;

−1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T.

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ δ−1(max|k|+ δ).

В силу такого выбора функций ξ(t), η(t) получаем:

(a− 1

2
kt)ξ − k(η +

1

2
ξt) ≥ min{δ, δ1, δ2},

(a +
1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt) ≥ min{δ, δ1, δ2},

η − 1

2
ξt ≥ 1, η − 3

2
ξt ≥ 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий

(1.1.2), (1.3.1) получаем:

−(Lu, ξ∆̃ut +η∆̃u) =

∫

Q

{
[(a +

1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt)]u

2
tt + (η − 1

2
ξt)(∆u)2+

+[(a− 1

2
kt)ξ − k(η +

1

2
ξt) + (η − 3

2
kt)]

n∑
i=1

u2
txi

}
dQ + ... (1.3.5)

где многоточием обозначены подчиненные члены.

Используя неравенство Коши, из равенства (1.3.5) получаем априорную

оценку (1.3.4).

Лемма 1.3.2 доказана.
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Замечание 1.3.1 Отметим, что априорная оценка (1.3.2) остается

справедливой и для новых функций ξ(t), η(t) из доказательства леммы

1.3.2.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются ре-

шениями спектральной задачи

∆̃v ≡ vtt + ∆v = −λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST
= 0, v|t=0 = 0, v|t=T = 0. (1.3.6)

Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt + η(t)ϕk, k = 1, 2, ... ,

где функции ξ(t), η(t) – из леммы 1.3.2.

Теорема 1.3.1 Функции {ψk(x, t)} линейно независимы, и множество их

линейных комбинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы 1.3.1 полностью совпадает с доказательством

теоремы 1.1.5.

Теорема 1.3.2 Пусть выполнены условия лемм 1.3.1, 1.3.2. Тогда для лю-

бой функции f ∈ L2(Q), такой, что ft ∈ L2(Q) существует единственное

регулярное решение краевой задачи 1.3 из пространства W 2
2 (Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приближенное решение краевой задачи 1.3 ищется

в виде

uN =
N∑

i=1

cN
k ϕk.

Коэффициенты cN
k определяются как решение системы алгебраических

уравнений

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.3.7)
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Из равенства (1.3.7) нетрудно получить соотношения

(LuN , ξuN
t + ηuN) = (f, ξuN

t + ηuN),

−(LuN , ξ∆̃uN
t + η∆̃uN) = −(f, ξ∆̃uN

t + η∆̃uN).

Отсюда с учетом гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1.3.1, 1.3.2 бу-

дем иметь, что для приближенных решений uN справедливы априорные

оценки (1.3.2), (1.3.4). Следовательно, существуют подпоследовательность

{uNk(x, t)} и функция u(x, t) ∈ W 2
2 (Q) такие, что uNk → u слабо в W 2

2 (Q)

[54]. При этом справедлива оценка

‖u‖2 ≤ C4(‖f‖+ ‖ft‖), C4 > 0.

Теперь переходя к пределу при Nk →∞ в равенстве (1.3.7), получаем
∫

Q

[k(t)utt−
n∑

i=1

uxixi
+a(x, t)ut + c(x)u]ψkdQ =

∫

Q

f(x, t)ψkdQ, k = 1, 2, ... .

Отсюда в силу теоремы 1.3.1 будем иметь, что уравнение Lu = f(x, t)

выполняется для почти всех (x, t) ∈ Q, и краевые условия (1.1.2), (1.3.1)

удовлетворяются в среднем.

Теорема 1.3.2 доказана.

Теорема 1.3.3 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и вы-

полнены условия

k(0) < 0, k(T ) < 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0 ; f, ft ∈ L2(Q).

Тогда для погрешности стационарного метода Галеркина для краевой за-

дачи 1.3 справедлива оценка

||u− uN ||1 ≤ C5(||f ||+ ||ft||)λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

где постоянная C5 не зависит от функций f, u, uN , λN+1 - собственное

число спектральной задачи (1.3.6).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1.3.2 краевая задача 1.3 имеет

единственное решение u ∈ W 2
2 (Q). Имеем разложение функции u(x, t) в

ряд Фурье:

u =
∞∑

k=1

ckϕk , ck = (u, ϕk). (1.3.8)

При этом ряд (1.3.8) сходится в W 1
2 (Q) и L2(Q). Из уравнений (1.3.7) по-

лучаем равенства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.3.9)

С другой стороны, в силу равенства Парсеваля имеет место неравенство
∞∑

k=1

c2
kλ

2
k = ‖∆̃u‖2 ≤ C6(||f ||2 + ||ft||2), C6 > 0. (1.3.10)

Пусть HN – линейное подпространство L2(Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN , и

PN – оператор проектирования на HN . Из равенств (1.3.7), (1.3.9) нетрудно

получить равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0, ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = ω − uN с произвольной функцией

ω из HN , имеем

(L(u− uN), ξ(ut − uN
t ) + η(u− uN) = (L(u− uN), ξ(ut − ωt) + η(u− ω).

Отсюда в силу леммы 1.2.1 получаем оценку

||u− uN ||21 ≤ C7(||f ||+ ||ft||)‖u− ω‖, C7 > 0. (1.3.11)

С другой стороны, имеем:

||u− PNu||21 ≤ C8

∞∑

k=N+1

λkc
2
k 6 C8λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2
kλ

2
k, C9 > 0. (1.3.12)

Из неравенства (1.3.11), полагая в нем ω = PNu и используя (1.3.10),

(1.3.12), получаем оценку погрешности стационарного метода Галеркина.

Теорема 1.3.3 доказана.
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1.4 Исследование разрешимости первой краевой

задачи для уравнения четного порядка

В данном параграфе с помощью стационарного метода Галеркина иссле-

дуется первая краевая задача для уравнения смешанного типа четного по-

рядка. Случай уравнения смешанного типа второго порядка этой задачи

рассмотрена в §1.3.

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu =
2s∑
i=1

ki(x, t)Di
tu−

n∑
i=1

uxixi
+ a(x)u = f(x, t), (1.4.1)

где Dtu = ∂u
∂t , s – произвольное натуральное число.

Отметим, что коэффициент k2s(x, t) может менять знак внутри обла-

сти Q произвольным образом. Поэтому в класс уравнений вида (1.4.1)

входят эллиптико-параболические, гиперболо-параболические, эллиптико-

гиперболические и другие уравнения. Предполагается, что коэффициенты

уравнения – гладкие функции.

Рассмотрим случай когда

k(−1)s−1k2s(x, 0) < 0, (−1)s−1k2s(x, T ) < 0.

Краевая задача 1.4 Найти решение уравнения (1.4.1) в области Q такое,

что

u|ST
= 0, (1.4.2)

Di
tu|t=0 = 0, i = 0, s− 1; Dj

tu|t=T = 0, j = 0, s− 1. (1.4.3)

Wm,s
2 (Q) – пространство Соболева со скалярным произведением

(u, v)m,s =

∫

Q


Ds

tuDs
tv +

∑

|α|≤m

DαuDαv


 dQ
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и нормой ‖u‖2
m,s = (u, v)m,s.

Пусть CL – класс гладких функций, удовлетворяющих условиям (1.4.2),

(1.4.3), а
0

W 1,s
2 (Q) – замыкание CL по норме ‖u‖1,s.

Лемма 1.4.1 Пусть коэффициент a(x) > 0 достаточно большой и

(−1)s−1k2s(x, 0) < 0, (−1)s−1k2s(x, T ) < 0,

(−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ]

такие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1 ‖u‖2
1,s , C1 = const > 0. (1.4.4)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку (−1)sk2s(x, T ) < 0, то существуют

числа T0, δ1 такие, что 0 < T0 < T и выполнено неравенство

(−1)s−1k2s(x, t) ≤ −δ1 < 0 T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(T ) = 0,

ξ(t) = µ, 0 ≤ t ≤ T0; ξt(t) ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T ;

η(t) = −2s− 1

2
ξt(t) + 1, 0 ≤ t ≤ T.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (1.4.2)-

(1.4.3) получаем соотношение

(Lu, ξut + ηu) = −(−1)s−1µ

2

∫

Ω0

k2s(D
s
tu)2dx+

+

∫

Q

{
(−1)s−1

2
[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t]ξ + (−1)sk2s[

2s− 1

2
ξt + η]

}
(Ds

tu)2dQ+
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+

∫

Q

(η − 1

2
ξt)[

n∑
i=1

u2
xi

+ au2]dQ + ..., (1.4.5)

где члены, обозначенные многоточием, играют подчиненную роль.

Теперь выберем µ ≥ 2δ−1(δ1 + max|k2s|). Тогда имеем

(−1)s−1

2
[2k2s−1+(1−2s)k2s,t]ξ+(−1)sk2s[

(2s− 1)

2
ξt+η] ≥ δ1 > 0, (η−1

2
ξt) ≥ 1.

В силу выбора ξ(t), η(t) и условий леммы из (1.4.5) получаем априорную

оценку (1.4.4). При этом для оценки подчиненных членов использованы

неравенства ‖Dj
tu‖2 ≤ ε‖u‖2

m,j + C2j(ε)‖u‖2, C2j(ε), ε > 0, j = 0, s− 1.

Лемма 1.4.1 доказана.

Следствие 1.4.1 Пусть выполнены все условия леммы 1.4.1. Тогда кра-

евая задача 1.4 может иметь не более одного решения из простран-

ства W 2,2s
2 (Q).

Лемма 1.4.2 Пусть выполнены условия:

k2s(x, t) = k2s(t), (−1)s−1k2s(0) < 0, (−1)s−1k2s(T ) < 0,

(−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0,

(−1)s−1[2k2s−1 + k2st] ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ]

такие, что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξ∆̃ut + η∆̃u) ≥

≥ C3

∫

Q

[
(D2s

t u)2 +
n∑

i=1

(Ds
tuxi

)2 + (∆u)2

]
dQ− C4 ‖u‖2

1,s , C3, C4 > 0,

(1.4.6)

где ∆̃u = (−1)sD2s
t u−∆u.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку

(−1)s−1k2s(0) < 0, (−1)s−1k2s(T ) < 0,

то существуют положительные числа t0 < T0 и δ1 такие, что

(−1)s−1k(t) ≤ −δ1 < 0 при 0 ≤ t ≤ t0, (−1)s−1k(t) ≤ −δ1 < 0 при

T0 ≤ t ≤ T. Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0; ξt(t) ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





2s+1
2 ξt(t) + 1, 0 ≤ t ≤ t0;

1, t0 ≤ t ≤ T0;

−2s−1
2 ξt(t) + 1, T0 ≤ t ≤ T.

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ 2δ−1(max|k2s|+ δ1).

В силу такого выбора функций ξ(t), η(t) получаем

(−1)s−1(k2s−1 +
1− 2s

2
k2s,t)ξ + (−1)sk2s(η +

2s− 1

2
ξt) + (η − 2s− 1

2
ξt) ≥ δ1,

(−1)s−1(k2s−1 +
1

2
k2s,t)ξ + (−1)sk2s(η − 1

2
ξt) ≥ δ1,

η − 1

2
ξt ≥ 1, η − 2s + 1

2
ξt ≥ 1, η +

2s− 1

2
ξt ≥ 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (1.4.2),

(1.4.3) получаем:

(Lu, ξ∆̃ut + η∆̃u) =

=

∫

Q

{
[(−1)s−1(k2s−1 +

1

2
k2s,t)ξ + (−1)sk2s(η − 1

2
ξt)](D

2s
t u)2+

+(η − 1

2
ξt)(∆u)2 + [(−1)s−1(k2s−1 +

1− 2s

2
k2s,t)ξ+

+(−1)sk2s(η +
2s− 1

2
ξt) + (η − 2s− 1

2
ξt)]

n∑
i=1

(Ds
tuxi

)2

}
dQ + ..., (1.4.7)

где многоточием обозначены подчиненные члены.
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Используя неравенство Коши, из равенства (1.4.7) получаем априорную

оценку (1.4.6).

Лемма 1.4.2 доказана.

Замечание 1.4.1 Отметим, что априорная оценка (1.4.4) остается

справедливой и для новых функций ξ(t), η(t) из доказательства леммы

1.4.2.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются ре-

шениями спектральной задачи

∆̃v ≡ (−1)sD2s
t v −∆v = λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST
= 0, Di

tv|t=0
t=T

= 0, i = 0, s− 1. (1.4.8)

В дальнейшем будем считать, что собственные числа данной спектраль-

ной задачи пронумерованы следующим образом: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ..., λk →
+∞ при k →∞. Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt + η(t)ϕk, k = 1, 2, ... ,

где функции ξ(t), η(t) – из леммы 1.4.2.

Теорема 1.4.1 Функции {ψk(x, t)} линейно независимы, и множество их

линейных комбинаций плотно в L2(Q).

Теорема 1.4.2 Пусть выполнены условия лемм 1.4.1, 1.4.2. Тогда для лю-

бой функции f ∈ L2(Q), такой, что ft ∈ L2(Q), существует единствен-

ное регулярное решение краевой задачи 1.4 из пространства W 2,2s
2 (Q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приближенное решение краевой задачи 1.4

ищется в виде

uN =
N∑

i=1

cN
k ϕk.
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Коэффициенты cN
k определяются как решение системы алгебраических

уравнений

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.4.9)

Из равенства (1.4.9) нетрудно получить соотношения

(LuN , ξuN
t + ηuN) = (f, ξuN

t + ηuN),

(LuN , ξ∆̃uN
t + η∆̃uN) = (f, ξ∆̃uN

t + η∆̃uN).

Отсюда с учетом гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1.4.1, 1.4.2 бу-

дем иметь, что для приближенных решений uN справедливы априорные

оценки (1.4.4), (1.4.6). Следовательно, существуют подпоследовательность

uNk(x, t) и функция u(x, t) ∈ W 2,2s
2 (Q)

⋂ 0

W 1,s
2 (Q) такие, что uNk → u слабо

в W 2,2s
2 (Q). При этом справедлива оценка

‖u‖2,2s ≤ C5(‖f‖+ ‖ft‖), C5 > 0.

Теперь переходя к пределу при Nk →∞ в равенстве (1.4.9), получаем
∫

Q

[
2s∑

i=1

ki(x, t)Di
tu−

n∑

i=1

uxixi
+ a(x)u

]
ψkdQ =

∫

Q

f(x, t)ψkdQ, k = 1, 2, ... .

Отсюда в силу теоремы 1.4.1 будем иметь, что уравнение Lu = f(x, t)

выполняется для почти всех (x, t) ∈ Q, и краевые условия (1.4.2), (1.4.3)

удовлетворяются в среднем.

Теорема 1.4.2 доказана.

Теорема 1.4.3 Пусть выполнены условия теоремы 1.4.2. Тогда для по-

грешности стационарного метода Галеркина для краевой задачи 1.4 спра-

ведлива оценка

∥∥u− uN
∥∥

1,s
≤ C6(‖f‖+ ‖ft‖)λ−

1/4
N+1, C6 > 0,

где постоянная C6 не зависит от N , λN+1 – собственное число спек-

тральной задачи (1.4.8).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1.4.2 краевая задача 1.4 имеет

единственное решение u(x, t), такое, что u ∈ W 2,2s
2 (Q). Имеем разложение

функции u(x, t) в ряд Фурье:

u =
∞∑

k=1

ckϕk, k = (u, ϕk). (1.4.10)

При этом ряд (1.4.10) сходится сильно в
0

W 1,s
2 (Q) и L2(Q). Из уравнения

(1.4.1) получаем равенства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (1.4.11)

С другой стороны в силу равенства Парсеваля имеем
∞∑

k=1

c2
kλ

2
k = ||∆̃u||2 ≤ C7(||f ||2 + ||ft||2), C7 > 0. (1.4.12)

Пусть HN – линейное подпространство
0

W 1,s
2 (Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN ,

и PN – оператор проектирования на HN . Из равенств (1.4.9), (1.4.11)

нетрудно получить равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0 ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = w − uN с произвольной функцией

w из HN , имеем

(L(u− uN), ξ(ut − uN
t ) + η(u− uN)) = (L(u− uN), ξ(ut − wt) + η(u− w)).

Отсюда в силу леммы 1.4.1 получаем оценку

||u− uN ||21,s ≤ C8(||f ||+ ||ft||)||u− w||1,s, C8 > 0. (1.4.13)

С другой стороны, имеем

||u− PNu||21,s ≤ C9

∞∑

k=N+1

λkc
2
k ≤ C9λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2
kλ

2
k, C9 > 0 (1.4.14)
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Из неравенства (1.4.13), полагая а нем w = PNu и используя (1.4.12),

(1.4.14), получаем оценку скорости сходимости стационарного метода Га-

леркина.

Теорема 1.4.3 доказана.
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2. ГЛАВА 2.

Нестационарный метод Галеркина для

уравнений смешанного типа

Во второй главе рассмотрены краевые задачи для уравнения смешанно-

го типа второго порядка с произвольным многообразием изменения типа.

Для доказательства регулярной разрешимости используется нестационар-

ный метод Галеркина, с привлечением ε - регуляризации. Также для этих

краевых задач получены оценки погрешности нестационарного метода Га-

леркина.

2.1 Исследование разрешимости краевой задачи

в постановке Врагова.

В области Q рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu ≡ k(x, t)utt −4u + a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (2.1.1)

коэффициенты которого являются достаточно гладкими функциями.

Положим

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, P±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Краевая задача Врагова. Найти решение уравнения (2.1.1) в области Q

такое, что

u|ST
= 0, u|t=0 = 0, ut|P+

0
= 0, ut|P−T = 0. (2.1.2)

Пусть CL – класс гладких функций, удовлетворяющих краевым усло-

виям (2.1.2).

Справедлива следующая лемма [15,28].



Лемма 2.1.1 Пусть выполнены условия

c(x) > c0 > 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существует число λ > 0 такое, что справедливо неравенство
∫

Q

e−2λtutLudQ ≥ C1(λ)||u||21, C1 > 0,

для всех u(x, t) из CL.

Обозначим скалярное произведение в L2(Q) через (u, v), ||u||2 = (u, u)

для u, v из L2(Q) и

(f, g)0 =

∫

Ω
f(x)g(x)dx, ||f ||20 = (f, f)0, f, g ∈ L2(Ω).

Для ε > 0 положим Lεu = −εuttt + Lu. В качестве базисных функций

берем ϕk(x), которые являются собственными функциями спектральной

задачи

−∆ϕ = λϕ, x ∈ Ω, ϕ|S = 0. (2.1.3)

При этом функции ϕk(x) образуют ортонормированный базис в L2(Ω),

а соответствующие собственные числа таковы, что 0 < λ1 6 λ2 6 ... и

λk → +∞ при k →∞.

Приближенное решение uN,ε(x, t) краевой задачи Врагова ищем в виде

uN,ε(x, t) =
N∑

k=1

cN,ε
k (t)ϕk(x), N > 1, ε > 0,

где cN,ε
k (t) определяются как решение следующей краевой задачи для си-

стемы обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка:

(Lεu
N,ε, ϕl)0 = (f, ϕl)0, (2.1.4)

cN,ε
l (0) = 0, Dtc

N,ε|t=0 = 0, D2
t c

N,ε
l |t=T = 0 (2.1.5)
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для случая k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0;

cN,ε
l (0) = 0, Dtc

N,ε|t=0 = 0, Dtc
N,ε
l |t=T = 0 (2.1.42)

для случая k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0;

cN,ε
l (0) = 0, Dtc

N,ε|t=T = 0, D2
t c

N,ε
l |t=0 = 0 (2.1.43)

для случая k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0;

cN,ε
l (0) = 0, D2

t c
N,ε|t=0 = 0, D2

t c
N,ε
l |t=T = 0 (2.1.44)

для случая k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0.

В силу леммы 2.1.1 для уравнения (2.1.4) с краевыми условиями (2.1.4p),

где p = 1, 4, при достаточном малом λ > 0 устанавливается

Лемма 2.1.2 Пусть выполнены условия леммы 2.1.1, и имеет место

один из следующих случаев: либо k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, либо k(x, 0) >

0, k(x, T ) < 0, либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0.

Тогда существует число ε0 > 0 такое, что имеет место неравенство

ε‖uN,ε
tt ‖2 + ‖uN,ε‖2

1 6 C2‖f‖2, C2 > 0, 0 < ε 6 ε0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим (2.1.4) на e−2λtcN,ε
kt , просуммируем по-

лученные равенства по k от 1 до N и проинтегрируем от 0 до T :

−ε

∫

Q

uN,ε
ttt uN,ε

t e−2λtdQ + (LuN,ε, e−2λtuN,ε
t ) =

∫

Q

fuN,ε
t e−2λtdQ.

Далее, используя лемму 2.1.1 и неравенство Коши, получаем оценку

ε‖uN,ε
tt ‖2 + ‖uN,ε‖2

1 6 C2‖f‖2, C2 > 0, 0 < ε 6 ε0 =
C1

4λ2 . (2.1.6)
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Оценка (2.1.6) гарантирует существование единственного решения кра-

евой задачи (2.1.4), (2.1.4p), где p = 1, 4. Следовательно, приближенные

решения uN,ε однозначно определяются краевой задачей (2.1.4), (2.1.4p),

где p = 1, 4, и имеет место cN,ε
k ∈ W 3

2 (0, T ).

Лемма 2.1.2 доказана.

Лемма 2.1.3 Пусть выполнены условия лемм 2.1.1, 2.1.2 и

a +
1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существует неотрицательные гладкие функции ξ(t), η(t) и чис-

ло ε1 > 0 такие, что имеет место неравенство

−(Lεu
N,ε, ξD3

t u
N,ε + ηD2

t u
N,ε) > C3

∫

Q

(
(uN,ε

tt )2+

+ σ
n∑

i=1

(uN,ε
txi

)2

)
dQ− C4||uN,ε||21, C3 > 0, C4 > 0, 0 < ε 6 ε1,

где σ = 1 для k(x, T ) < 0 и σ = 0 для k(x, T ) > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим (2.1.4) на −(ξD3
t c

N,ε
l + ηD2

t c
N,ε
l ), про-

суммируем полученные равенства по k от 1 до N и проинтегрируем от 0

до T :

−(Lεu
N,ε, ξuN,ε

ttt + ηuN,ε
tt ) = ε

∫

Q

ξ(uN,ε
ttt )2dQ + ε

∫

Q

ηuN,ε
ttt uN,ε

tt dQ

−(LuN,ε, ξuN,ε
ttt + ηuN,ε

tt ),

где ξ, η – неотрицательные бесконечно дифференцируемые функции.

После интегрирования по частям с учетом условий (2.1.4p), где p = 1, 4,

получаем:

−(Lεu
N,ε, ξuN,ε

ttt + ηuN,ε
tt ) = ε‖

√
ξuN,ε

ttt ‖2+ (2.1.7)

+

∫

Q

{[
(a +

1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt)

]
(uN,ε

tt )2 + (η − 3

2
ξt)

n∑
i=1

(uN,ε
tx1

)2

}
dQ
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−ε

2

∫

Q

ηt(u
N,ε
tt )2dQ +

∫

Q

[(aξ)t + cξ − aη] uN,ε
tt uN,ε

t dQ

+

∫

Q

(cξt − cη) uN,ε
tt uN,εdQ +

∫

Q

(ηt − ξtt)
n∑

i=1

uN,ε
txi

uN,ε
xi

dQ + A,

где

A ≡ 1

2

∫

Ω

[
(εη − kξ)(uN,ε

tt )2 + ξ

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2 − 2aξuN,ε
tt uN,ε

t

]
dx|t=T

t=0

+

∫

ΩT

{[
(∆uN,ε − cuN,ε)ξuN,ε

tt

]
+ (ξt − η)

n∑
i=1

uN,ε
txi

uN,ε
xi

}
dx.

1. Рассмотрим случай, когда k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0. В данном случае

достаточно рассмотреть ситуацию, когда ξ(t) = 1, η(t) = 0. При этом будем

иметь

A =
1

2

∫

ΩT

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2dx +
1

2

∫

Ω0

k(uN,ε
tt )2dx > 0,

I = (a +
1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt) > δ > 0.

Далее в силу неравенства Коши из равенства (2.1.4) получаем априор-

ную оценку леммы 2.1.3 при σ = 0

2. Рассмотрим случай, когда k(x, 0) > k0 > 0, k(x, T ) < 0. Тогда суще-

ствуют положительные числа T0 < T и δ1 такие, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Бесконечно дифференцируемые функции ξ(t), η(t) выбираем следую-

щим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, 0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





1, 0 ≤ t ≤ T0,

1− 1
2ξt, T0 ≤ t ≤ T .
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Найдется µ > 0 такое, что δµ > max |k|. С учетом свойств выбранных

функций ξ(t), η(t) получаем:

а) когда 0 ≤ t ≤ T0,

I = (a +
1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt) > δ2 = δµ−max |k| > 0,

η − 3

2
ξt = 1;

b) когда T0 ≤ t ≤ T ,

I > δ1, η − 3

2
ξt > 1.

С учетом условий леммы и (2.1.42) получаем, что I > min{δ1, δ2} и

A =
ε

2

∫

ΩT

η(uN,ε
tt )2dx +

1

2

∫

Ω0

(kξ − εη)(uN,ε
tt )2dx.

Теперь выбираем положительное число ε1 так, чтобы

ε1 6 k0µ, min{δ1, δ2} − 1

2
ε1 max |ηt| > δ3 > 0.

Тогда величина A > 0, т. е. граничные интегралы в (2.1.7) будут неот-

рицательными, и

I − 1

2
ε|ηt| > δ3, 0 < ε 6 ε1.

Применяя неравенство Коши в подчиненных членах равенства (2.1.7), по-

лучим априорную оценку леммы 2.1.3.

3. Рассмотрим случай, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Тогда существуют

положительные числа 0 < t0 < T0 < T и δ1 такие, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, t ∈ [0, t0]
⋃

[T0, T ].
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Бесконечно дифференцируемые функции ξ(t), η(t) выбираем следую-

щим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt > 0, 0 ≤ t ≤ t0, ξt 6 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





1 + 3
2ξt, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

1− 1
2ξt, T0 ≤ t ≤ T .

Найдется µ > 0 такое, что δµ > max |k|. С учетом свойств выбранных

функций ξ(t), η(t) получаем:

а) если 0 ≤ t ≤ t0, то

I > δ1, η − 3

2
ξt = 1;

b) если t0 ≤ t ≤ T0, то

I > δ2, η − 3

2
ξt = 1;

c) если T0 ≤ t ≤ T , то

I > δ1, η − 3

2
ξt > 1.

В силу условий леммы и (2.1.43), получаем:

I > min{δ1, δ2}, A =
ε

2

∫

ΩT

η(uN,ε
tt )2dx > 0.

Теперь утверждения леммы 2.1.3 следует из аналогичных рассуждений

пункта 2.

4. Рассмотрим случай, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Также считаем,

что существуют положительные числа 0 < t0 < T и δ1 такие, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0.
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Бесконечно дифференцируемые функции ξ(t), η(t) выбираем следую-

щим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0,

η(t) =





1 + 3
2ξt, 0 ≤ t ≤ t0,

> 0, t0 ≤ t ≤ T,

η(T ) = ηt(T ) = 0.

Найдется µ > 0 такое, что δµ > max |k|. С учетом выбранных функций

ξ(t), η(t) получаем:

а) когда 0 ≤ t ≤ t0,

I > δ1, η − 3

2
ξt = 1,

b) когда t0 ≤ t ≤ T ,

I > δ2, η − 3

2
ξt > 0.

В силу условий леммы и (2.1.44) получаем:

I > min{δ1, δ2}, A =
µ

2

∫

ΩT

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2dx > 0.

Далее доказательство оценки леммы 2.1.3 проводится аналогично пунк-

ту 2.

Лемма 2.1.3 доказана.

Лемма 2.1.4 Пусть выполнены условия

c(x) > c0 > 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q),

и имеет место один из следующих случаев: либо k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0,

f(x, 0) = 0 либо k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0, либо
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k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0, либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Тогда

справедливы априорные оценки

∫

Q

[
(uN,ε

tt )2 + σ

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2

]
dQ 6 C5[‖f‖2 + ‖ft‖2], C5 > 0 (2.1.8)

‖∆uN,ε‖2 6 C6(‖f‖2 + ‖ft‖2), C6 > 0, (2.1.9)

где σ = 1 для k(x, T ) < 0 и σ = 0 для k(x, T ) > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим случай k(x, 0) > 0, k(x, T ) >
0, f(x, 0) = 0

Если учесть условия леммы 2.1.4, то правая часть равенства (2.1.7) при-

нимает вид

∫

Q

[(fξ)t − fη] uN,ε
tt dQ.

Тогда в силу неравенства Коши и леммы 2.1.2 неравенство (2.1.8) следует

из оценки леммы 2.1.3.

Умножим (2.1.4) на e−2λtλlDtc
N,ε
l , λ > 0 и просуммируем полученные

равенства по l от 1 до N , затем проинтегрируем по t от 0 до T .

Тогда получим

(εuN,ε
ttt , e−2λt∆uN,ε

t )− (LuN,ε, e−2λt∆uN,ε
t ) = −(f, e−2λt∆uN,ε

t ).

Интегрируя по частям в последнем равенстве, будем иметь:

(
(fe−2λt)t, ∆uN,ε

)
= ε

∫

Q

e−2λt
n∑

i=1

(uN,ε
ttxi

)2dQ+

+λ

∫

Q

e−2λt(∆uN,ε)2dQ +

∫

Q

e−2λt

(
a− 1

2
kt + λk

) n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2dQ
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+

∫

Q

e−2λt

(
n∑

i=1

kxi
uN,ε

txi
uN,ε

tt +
n∑

i=1

axi
uN,ε

txi
uN,ε

t +
n∑

i=1

(cuN,ε)xi
uN,ε

txi

)
dQ

−2λε

∫

Q

e−2λt
n∑

i=1

uN,ε
ttxi

uN,ε
txi

dQ + J, (2.1.10)

где

J ≡
∫

Ω
e−2λt

[
εuN,ε

tt ∆uN,ε
t +

1

2
k

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2

]
dx|t=T

t=0 +
1

2

∫

ΩT

e−2λT (∆uN,ε)2dx.

При k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0 с учетом краевых условий (2.1.41) имеем:

J =
ε

2

∫

ΩT

n∑
i=1

(uN,ε
txi

)2dx.

При k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 с учетом краевых условий (2.1.42) имеем:

J =
1

2

∫

ΩT

e−2λT (∆uN,ε)2dx > 0.

А при k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 получаем, что

J = −
∫

Ω0

k
n∑

i=1

(uN,ε
txi

)2dx +
1

2

∫

ΩT

e−2λT (∆uN,ε)2dx > 0.

В случае k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0 имеем:

J =
1

2

∫

Ω
ke−2λt

n∑

i=1

(uN,ε
txi

)2dx|t=T
t=0 +

1

2

∫

ΩT

e−2λT (∆uN,ε)2dx > 0.

В силу неотрицательности J , применяя неравенство Коши и оценки

лемм 2.1.2, 2.1.3 и (2.1.8), из равенства (2.1.10) получаем неравенство (2.1.9)

при достаточном малом λ > 0,для которого, a− 1
2kt + λk > δ

2 .

Лемма 2.1.4 доказана.

Из неравенств (2.1.6), (2.1.8), (2.1.9) получаем, что для приближенных

решений справедлива оценка
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‖uN,ε‖2
2 6 C7(‖ft‖2 + ‖f‖2), C7 > 0. (2.1.11)

На основании оценки (2.1.11) получаем, что справедлива следующая тео-

рема.

Теорема 2.1.1 Пусть выполнены условия

c(x) > c0 > 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q),

и имеет место один из следующих случаев: либо k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0,

f(x, 0) = 0, либо k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0, либо

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0, либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0.

Тогда краевая задача Врагова имеет единственное решение u(x, t) из

W 2
2 (Q), и справедлива оценка

‖u‖2 6 C8(‖f‖+ ‖ft‖), C8 > 0.

Теорема 2.1.2 Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1. Тогда для

погрешности модифицированного метода Галеркина для краевой задачи

Врагова справедлива оценка

||u− uN,ε||1 ≤ C9(||f ||+ ||ft||)(ε 1
2 + λ

−1/4
N+1), C9 > 0, (2.1.12)

где u - точное решение, λN+1 – собственное число спектральной задачи

(2.1.3).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 2.1.1 краевая задача (2.1.1),

(2.1.2) имеет единственное решение из W 2
2 (Q). Так же ut ∈ W 1

2 (Q), ut =
∑∞

k=1 c′kϕk, ck = (u, ϕk)0, и справедлива оценка

∞∑

k=1

λk

∫ T

0
|c′k(t)|2dt =

∫

Q

n∑

k=1

(utxk
)2dQ 6 C10(‖ft‖2 + ‖f‖2), C10 > 0.

(2.1.13)
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Рассмотрим случай k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0.

В пространстве L2(Q) введем линейное многообразие

HN = {η(x, t) =
N∑

l=1

al(t)ϕl(x) : al ∈ W 2
2 (0, T ), al(0) = a′l(0) = a′l(T ) = 0,

l = 1, N},

Из равенств (2.1.4) и уравнения (2.1.1) нетрудно получить соотношения

(Lεu
N,ε, e−2λtηt) = (f, e−2λtηt), ∀η ∈ HN ,

(Lu, e−2λtηt) = (f, e−2λtηt) ∀η ∈ HN .

Отсюда получаем равенство

(L(u− uN,ε), e−2λtηt) = −(εuN,ε
ttt , e−2λtηt); ∀η ∈ HN .

Положив η = w−uN,ε с произвольной функцией w из HN , будем иметь
∫

Q

L(u− uN,ε)e−2λt(ut − uN,ε
t )dQ

= −ε

∫

Q

e−2λtuN,ε
ttt (ωt − uN,ε

t )dQ +

∫

Q

(f − LuN,ε)e−2λt(ut − wt)dQ

= ε

∫

Q

e−2λtuN,ε
tt [(ωtt − uN,ε

tt )− 2λ(ωt − uN,ε
t ]dQ

+

∫

Q

e−2λt(f − LuN,ε)(ut − wt)dQ. (2.1.14)

Пусть PN - оператор проектирования на HN . При

ω = PNu =
N∑

k=1

ck(t)ϕk(x)

справедливо равенство

∫

Ω
|ut − wt|2dx = ||

∞∑

k=N+1

c′k(t)ϕk||20 =
∞∑

k=N+1

|c′k(t)|2.
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Тогда получаем, что

||ut − PNut||2 =
∞∑

k=N+1

∫ T

0
|c′k(t)|2dt 6 1

λN+1

∞∑

k=N+1

λk

∫ T

0
|c′k(t)|2dt. (2.1.15)

Используя лемму 2.1.1, с учетом неравенств (2.1.13), (2.1.15) из равен-

ства (2.1.14) получаем оценку (2.1.12) погрешности модифицированного ме-

тода Галеркина для первого случая.

Для доказательства теоремы 2.1.2 в остальных случаях, линейное мно-

гообразие HN в пространстве L2(Q) определяется следующим образом: в

случае k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0

HN = {η(x, t) =
N∑

l=1

al(t)ϕl(x) : al ∈ W 2
2 (0, T ), al(0) = a′l(0) = 0, l = 1, N},

в случае k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0

HN = {η(x, t) =
N∑

l=1

al(t)ϕl(x) : al ∈ W 2
2 (0, T ), al(0) = a′l(T ) = 0, l = 1, N},

в случае k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0

HN = {η(x, t) =
N∑

l=1

al(t)ϕl(x) : al ∈ W 2
2 (0, T ), al(0) = 0, l = 1, N}.

Далее доказательство оценки проводится аналогично первому случаю.

Теорема 2.1.2 доказана.
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2.2 Исследование разрешимости второй

краевой задачи

Вторая краевая задача Найти в области Q решение уравнения (2.1.1), та-

кое, что

u |ST
= 0, u |

P
+

0
= 0, ut |t=0= 0, ut |P−T = 0. (2.2.1)

Отметим, что при k(x, 0) > 0 вторая краевая задача совпадает с задачей

Врагова (2.1.1), (2.1.2).

Пусть CL есть множество гладких функций, удовлетворяющих услови-

ям (2.2.1).

Лемма 2.2.1 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и вы-

полнены условия:

k(x, 0) < 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные гладкие функции ϕ(t), ψ(t), такие,

что для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ϕut + ψu) ≥ C1‖u‖2
1; C1 = const > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдется положительное число t0 < T , а так же

числа t1, t2, такие, что

k(x, t) 6 −δ1 < 0, t ∈ [0, t0], 0 < t2 < t1 < t0 < T.

Выбираем функции ϕ(t), ψ(t) ∈ C∞[0, T ] таким образом, чтобы

ϕ(0) = 0, ϕt(t) > 0, t ∈ [0, t2]; ϕt(t) 6 0, t ∈ [t2, T ];

ϕ(t) = e−2λt, t ∈ [t1, T ], λ > 0;

ψ(t) = 1 +
1

2
ϕt(t), t ∈ [0, t2]; ψ(t) = 1− 1

2
ϕt(t), t ∈ [t2, t1];

ψt(t) 6 0, t ∈ [t1, T ]; ψ(t) = 0, t ∈ [t0, T ].

63



Для функций u ∈ CL с помощью интегрирования по частям получим

соотношение

(Lu, ϕut + ψu) =

∫

Q

{
[(a− 1

2
kt)ϕ− (ψ +

1

2
ϕt)k]u2

t+

+(ψ − 1

2
ϕt)

[
n∑

i=1

u2
xi

+ cu2

]
+ [aψ − (kψ)t]utu

}
dQ + I, (2.2.2)

где

I ≡ 1

2
e−2λT

[∫

P+
T

ku2
tdx +

∫

ΩT

(
cu2 +

n∑
i=1

u2
xi

)
dx

]
> 0.

Теперь выберем λ > 0 так, чтобы δ + λk > δ/2. Тогда получим, что

(a− 1

2
kt)ϕ− k(ψ +

1

2
ϕt) > min{δ1,

1

2
δe−2λT}, ψ − 1

2
ϕt > min{1, λe−2λT}.

Далее из соотношения (2.2.2), используя неравенство Коши и условия

леммы, получаем утверждение леммы 2.2.1.

Лемма 2.2.1 доказана.

Для ε > 0 положим Lεu = −εuttt + Lu. В качестве базисных функ-

ций берем ϕk(x), которые являются собственными функциями спектраль-

ной задачи (2.1.3). При этом функции ϕk(x) образуют ортонормирован-

ный базис в L2(Ω), а соответствующие собственные числа таковы, что

0 < λ1 6 λ2 6 ... и λk → +∞ при k →∞.

В дальнейшем будем считать, что k(x, 0) < 0. Приближенное решение

uN,ε(x, t) второй краевой задачи ищем в виде

uN,ε(x, t) ≡ v(x, t) =
N∑

k=1

cN,ε
k (t)ϕk(x), N > 1, ε > 0,

в котором cN,ε
k (t) определяются как решение следующей краевой задачи для

системы обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка:

(Lεu
N,ε, ϕl)0 = (f, ϕl)0, (2.2.3)
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Dtc
N,ε
l |t=0 = 0, D2

t c
N,ε|t=0 = 0, Dtc

N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N, (2.2.4)

при k(x, T ) < 0 или

Dtc
N,ε
l |t=0 = 0, D2

t c
N,ε|t=0 = 0, D2

t c
N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N, (2.2.42)

при k(x, T ) > 0.

Лемма 2.2.2 Пусть выполнены условия леммы 2.2.1, f ∈ L2(Q) и имеет

место один из следующих случаев: либо k(x, T ) < 0, либо k(x, T ) > 0.

Тогда существует число ε0 > 0, такое, что для приближенных решений

второй краевой задачи справедлива оценка

ε

∫

Q

ϕv2
ttdQ + ‖v‖2

1 6 C2‖f‖2, C2 > 0, 0 < ε 6 ε0 (2.2.5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (2.2.3), (2.2.4) получаем соотношение

(f, ϕvt + ψv) = ε

∫

Q

ϕv2
ttdQ− ε

∫

Q

[
1

2
(3ψt + ϕtt)v

2
t + ψttvtv

]
dQ

+
1

2
ε

∫

ΩT

ϕtv
2
t dx + (Lv, ϕvt + ψv). (2.2.6)

Для функций v имеет место равенство (2.2.2). Достаточно рассмотреть слу-

чай k(x, T ) > δ2 > 0. Выберем число ε0 > 0 так, что λε0 6 δ2

2 . Тогда имеем

I − λεe−2λT

∫

ΩT

v2
t dx > 0.

Теперь при необходимости уменьшая ε0, с учетом (2.2.2) из соотношения

(2.2.6) получаем априорную оценку (2.2.5).

Лемма 2.2.5 доказана.

Лемма 2.2.3 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, выпол-

нены условия

a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0; f, ft ∈ L2(Q),
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и имеет место один из следующих случаев: либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0,

либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Тогда существует число ε0 > 0, такое,

что для приближенных решений краевой задачи (2.1.1), (2.2.1) справедли-

ва оценка
∫

Q

[
v2

tt + σ
n∑

i=1

v2
txi

]
dQ 6 C3

[||f ||2 + ||ft||2
]
, C3 > 0, 0 < ε 6 ε0, (2.2.7)

где σ = 1 при k(x, T ) < 0 и σ = 0 при k(x, T ) > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для неотрицательных бесконечно дифференци-

руемых функций ξ(t), η(t) из (2.2.3), (2.2.4) получаем соотношение

−(f, ξvttt + ηvtt) = ε

∫

Q

ξ(vttt)
2dQ− 1

2
ε

∫

Q

ηtv
2
ttdQ+

+

∫

Q

{[
(a +

1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt)

]
v2

tt + (η − 3

2
ξt)

n∑
i=1

(vtxi
)2

}
dQ

+

∫

Q

[(aξ)t + cξ − aη] vttvtdQ

+

∫

Q

(cξt − cη) vttvdQ +

∫

Q

(ηt − ξtt)
n∑

i=1

vtxi
vxi

dQ + J, (2.2.8)

где

J ≡ ∫
Ω

[
1
2(εη − kξ)v2

tt − aξvttvt + 1
2ξ

n∑
i=1

v2
txi

+

∆v(ξvtt − ξtvt)− cξvvtt − η
n∑

i=1
vxi

vtxi

]
dx|t=T

t=0 .

Сначала рассмотрим случай, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0.Тогда най-

дется положительное число T0 < T такое, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Выберем функции ξ(t), η(t), такие, что

ξ(t) = µ > 0, 0 ≤ t ≤ T0;
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ξ(T ) = 0; ξt(t) 6 0, T0 ≤ t ≤ T ;

η(t) ≡ 1.

Теперь выберем число µ > 0 так, чтобы

δµ−max
Q
|k| > δ2 > 0.

Тогда будем иметь

A ≡ (a +
1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt) > min{δ1, δ2}.

В силу условий (2.2.4) получаем, что

J =
1

2
ε

∫

ΩT

v2
ttdx > 0.

Применяя неравенство Коши в подчиненных членах равенства (2.2.8),

получим априорную оценку (2.2.7) при σ = 1.

Теперь рассмотрим случай, когда k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Пусть ξ(t) ≡
1, η(t) ≡ 0. Тогда с учетом условий леммы и (2.2.42) получаем, что

J =
1

2

∫

ΩT

n∑
i=1

v2
txi

dx > 0, A > δ.

Применяя неравенство Коши в подчиненных членах равенства (2.2.8),

получим априорную оценку (2.2.7) при σ = 0.

Лемма 2.2.3 доказана.

Лемма 2.2.4 Пусть выполнены все условия леммы 2.2.3. Тогда суще-

ствует число ε0 > 0, такое, что для приближенных решений второй

краевой задачи справедлива оценка

‖∆v‖2 6 C4(‖f‖2 + ‖ft‖2), C4 > 0, 0 < ε 6 ε0. (2.2.9)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для неотрицательных гладких функций

ξ(t), η(t) из леммы 2.2.3 получаем соотношение

−(f, ξ∆vt+η∆v) = ε

∫

Q

[
ξ

n∑

i=1

v2
ttxi
− 1

2
(ξtt + 3ηt)

n∑

i=1

v2
txi
− ηtt

n∑

i=1

vxi
vtxi

]
dQ+

+
∫
Q

{(
η − 1

2ξt

)
(∆v)2 +

[
aξ − 1

2(kξ)t

] n∑
i=1

v2
txi

+ ξvtt

n∑
i=1

kxi
vtxi

+

+vtξ
n∑

i=1
axi

vtxi
+ ξc

n∑
i=1

vtxi
vxi

+ ξv
n∑

i=1
cxi

vtxi
− η(kvtt + avt + cv)∆v

}
dQ + K,

(2.2.10)

где

K ≡ ∫
Ω

[
1
2ε(ξt + η)

n∑
i=1

v2
txi

+ εξvtt∆vt + εηt

n∑
i=1

vtxi
vxi

+

+εηvtt∆v + 1
2ξ(∆v)2 + 1

2kξ
n∑

i=1
v2

txi

]
dx|t=T

t=0 .

При k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 предполагаем, что ξ(t) = ϕ(t), η(t) = ψ(t),

где функции ϕ(t), ψ(t) построены в ходе доказательства леммы 2.2.1. С

учетом условий леммы и (2.2.4) получаем, что

K =
e−2λT

2

∫

ΩT

(∆v)2dx > 0.

Теперь с учетом теоремы о следах для f(x, T ) и выражения для K,

неравенства (2.2.5), оценки (2.2.7) при σ = 1 из соотношения (2.2.10) полу-

чим оценку (2.2.9).

В случае k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0 достаточно положить ξ(t) ≡ 0, η(t) ≡
1. С учетом условия (2.2.42) соотношение (2.2.10) принимает вид

−(f, ∆v) =

∫

Q

[
(∆v)2 − (kvtt + avt + cv)∆v

]
dQ +

1

2
ε

∫

ΩT

n∑
i=1

v2
txi

dx.
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Из последнего соотношения, используя неравенство Коши и оценки

(2.2.5), (2.2.7) при σ = 0, получаем априорную оценку (2.2.9).

Лемма 2.2.4 доказана.

Теорема 2.2.1 Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, вы-

полнены условия

a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q),

и имеет место один из следующих случаев: либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0,

либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Тогда вторая краевая задача имеет един-

ственное решение u(x, t) из W 2
2 (Q), и справедлива оценка

‖u‖2 6 C5(‖f‖+ ‖ft‖), C5 > 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из неравенств (2.2.5), (2.2.7), (2.2.9) и второго

основного неравенства для оператора Лапласа [54] для приближенных ре-

шений краевой задачи (2.1.1), (2.2.1) имеет место оценка

‖uN,ε‖2 6 C5(‖f‖+ ‖ft‖), 0 < ε 6 ε0. (2.2.11)

В силу оценки (2.2.11) стандартным образом доказывается существование

искомого решения второй краевой задачи, а его единственность следует из

леммы 2.2.1.

Теорема 2.2.1 доказана.

Теорема 2.2.2 Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.1. Тогда для

погрешности модифицированного метода Галеркина для второй краевой

задачи справедлива оценка

||u− uN,ε||1 ≤ C6(||f ||+ ||ft||)(ε1/2 + λ
−1/4
N+1), C6 > 0, 0 < ε 6 ε0, (2.2.12)

где u(x, t) – точное решение второй краевой задачи, λN+1 – собственное

число спектральной задачи (2.1.3).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функции ξ(t) = ϕ(t), η(t) = ψ(t),

построенные в ходе доказательства леммы 2.2.1. В пространстве L2(Q) вве-

дем линейное многообразие

HN = {γ(x, t) =
N∑

l=1

dl(t)ϕl(x) : dl ∈ W 2
2 (0, T ), d′l(0) = d′l(T ) = 0, l = 1, N},

при k(x, T ) < 0, или

HN = {γ(x, t) =
N∑

l=1

dl(t)ϕl(x) : dl ∈ W 2
2 (0, T ), d′l(0) = 0, l = 1, N},

при k(x, T ) > 0.

Из равенств (2.2.3) путем арифметических действий легко получить

соотношение

(Lεu
N,ε, ξγt + ηγ) = (f, ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .

Кроме того, (Lu, ξγt + ηγ) = (f, ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .

Из этих неравенств получаем:

(L(u− uN,ε), ξγt + ηγ) = −(εuN,ε
ttt , ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .

Для любой функции ω из HN положим γ = ω − uN,ε. Тогда

∫

Q

L(u− uN,ε)[ξ(ut − uN,ε
t ) + η(u− uN,ε)]dQ =

= ε

∫

Q

uN,ε
tt [ξ(ωtt − uN,ε

tt ) + η(ωt − uN,ε
t ) + ξt(ωt − uN,ε

t ) + ηt(u− ω)]dQ+

+

∫

Q

(f − LuN,ε)[ξ(ut − ωt) + η(u− ω)]dQ. (2.2.13)
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В силу теоремы 2.2.1 краевая задача (2.1.1), (2.2.1) имеет единственное

решение u(x, t) из W 2
2 (Q), такое, что

u =
∞∑

k=1

ckϕk, ut ∈ W 1
2 (Q), ut =

∞∑

k=1

c′kϕk, ck = (u, ϕk)0,

и справедливо соотношение
∞∑

k=1

λk

∫ T

0
|c′k(t)|2dt =

∫

Q

n∑

k=1

(utxk
)2dQ 6 C7(‖ft‖2+‖f‖2), C7 > 0. (2.2.14)

При ω =
N∑

k=1
ck(t)ϕk(x) имеем:

∫

Ω
|ut − ωt|2dx = ‖

∞∑

k=N+1

c′k(t)ϕk‖2
0 =

∞∑

k=N+1

|c′k(t)|2.

Тогда

‖ut − ωt‖2 =
∞∑

k=N+1

∫ T

0
|c′k(t)|2dt 6 1

λN+1

∞∑

k=N+1

λk

∫ T

0
|c′k(t)|2dt. (2.2.15)

Аналогично справедлива оценка
∞∑

k=1

λk

∫ T

0
|ck(t)|2dt =

∫

Q

n∑

k=1

(uxk
)2dQ 6 C8‖f‖2, C8 > 0, (2.2.16)

а также равенство
∫

Ω
|u− ω|2dx = ‖

∞∑

k=N+1

ck(t)ϕk‖2
0 =

∞∑

k=N+1

|ck(t)|2.

Тогда

‖u− ω‖2 =
∞∑

k=N+1

∫ T

0
|ck(t)|2dt 6 1

λN+1

∞∑

k=N+1

λk

∫ T

0
|ck(t)|2dt. (2.2.17)

Используя лемму 2.2.1, с учетом неравенств (2.2.14)–(2.2.17) из равен-

ства (2.2.13) получаем оценку (2.2.12) погрешности модифицированного ме-

тода Галеркина.

Теорема 2.2.2 доказана.
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Замечание 2.2.1 Краевая задача (2.1.1), (2.2.1) при k(x, 0) > 0, k(x, T ) >
0 и k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 совпадает с краевой задачей В.Н. Врагова. Сле-

довательно, для краевой задачи (2.1.1), (2.2.1) в этих случаях справедливы

аналогичные результаты из параграфа §2.1.
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Заключение

В диссертации с помощью стационарного и нестационарного методов

Галеркина исследованы краевая задача Врагова, первая краевая задача,

"вторая"краевая задача для уравнения смешанного типа.

В диссертации получены следующие основные результаты:

1 Для исследуемых краевых задач получены глобальные априорные

оценки на всей области исследования для приближенных решений по-

строенных по методу Галеркина.

2 Доказаны теоремы об однозначной регулярной разрешимости постав-

ленных краевых задач при определенных условиях на коэффициенты

и правую часть уравнения.

3 Благодаря выводу глобальных априорных оценок на всей области ис-

следования, для приближенных решений, получены оценки погрешно-

сти краевой задачи относительно точного решения. Оценка погрешно-

сти приближенного решения, построенного по стационарному методу

Галеркина, выражена через собственные функции оператора Лапласа

по пространственным переменным и по времени. А для нестационар-

ного метода Галеркина, оценка погрешности получена через параметр

регуляризации и собственные значения спектральной задачи Дирихле

для уравнения Лапласа по пространственным переменным. При вы-

воде оценки используется разложение в ряд Фурье и равенство Пар-

севаля.
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