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Введение

1. Общая характеристика работы.

Актуальность темы. Диссертация посвящена изучению задач сопря-

жения (дифракции) для эллиптических уравнений. Задачи дифракции

возникают при математическом моделировании многих процессов механи-

ки, физики и т.д. в случаях двух и более соприкасающихся сред с различ-

ными физическими характеристиками. В случае установившихся процес-

сов (без учета изменений во времени) для моделирования используются

эллиптические уравнения.

Для тех или иных классов дифференциальных уравнений задачи с

условиями сопряжения изучаются довольно давно. Первоначально вопрос

о разрешимости краевой задачи рассматривался как вопрос о решении

задачи о существовании неподвижной точки того или иного преобразо-

вания. К середине 20 века разрешимость указанных задач сводилась к

получению априорных оценок подходящего вида.

Фундаментальные результаты о разрешимости задач сопряжения для

дифференциальных уравнений с частными производными были получены

О.А Ладыженской, О.А. Олейник, В.А. Ильиным.

В работах О.А Ладыженской [40, 41, 42] изучены классические задачи

дифракции для дифференциальных уравнений эллиптического, парабо-

лического, гиперболического типов.

В статьях О.А Олейник изучены задачи с условиями сопряжения для

дифференциальных уравнений различных типов [47, 48]. В работе [48]

рассмотрены задача Дирихле для общего эллиптического уравнения вто-
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рого порядка с разрывными коэффициентами и первая краевая задача

для общего параболического уравнения с разрывными коэффициентами.

Решение этих задач для уравнений с разрывными коэффициентами полу-

чено как предел решений соответствующих задач для уравнений с глад-

кими коэффициентами, приближающимися к заданным разрывным. С

использованием интегральных априорных оценок С.Н. Бернштейна и с

помощью теорем вложения С.М. Никольского доказаны существование и

единственность классического и обобщенного решения указанных урав-

нений.

В статьях В.А. Ильина рассматриваются вопросы разрешимости в

классическом смысле краевых задач для дифференциальных уравнений

различных типов. В работах [20, 21, 22] изучается вопрос о разрешимо-

сти задач Дирихле и Неймана для общего линейного самосопряженно-

го эллиптического оператора 2-го порядка с разрывными коэффициента-

ми. Решение гиперболического уравнения с разрывными коэффициента-

ми приведено в работе [24]. В ходе доказательств строится функция Гри-

на для оператора с разрывными коэффициентами, устанавливается ряд

ее свойств. При помощи этих свойств доказывается существование полной

в L2 ортонормированной системы классических собственных функций и

ее совпадение с системой обобщенных собственных функций.

В более поздних работах В.А. Ильина, опубликованных в соавторстве

с П.В. Луференко и другими [25, 26], изучаются смешанные задачи для

разрывного волнового уравнения, описывающего продольные колебания

стержня. Данный стержень состоит из двух участков, имеющих разные

линейные плотности и разные упругости, но одинаковые импедансы. В

работе [25] установлены актуальные для проведения оптимизации гра-

ничных управлений выражения через функции, входящие в граничные

условия первого или второго родов. В работе [26] получены обобщенные

решения рассматриваемых задач в пространстве W 1
2 (Q).
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В статьях А.М. Рогожникова [56, 57] исследуется задача о продольных

колебаниях, возбуждаемых в стержне, состоящем из нескольких участ-

ков из материалов с произвольными плотностями и упругостями. Иссле-

дование проводится в терминах обобщенного решения. В статье [56] при-

веден явный вид решения смешанной задачи о возбуждении колебаний

в стержне, состоящем из n произвольных участков с различными свой-

ствами и утверждается единственность полученного решения. Также рас-

смотрен случай, когда время прохождения волны по каждому из участков

было одинаковым [57]. В ходе исследования получено явное аналитиче-

ское решение задачи о возбуждении колебаний в указанном стержне и

доказана его единственность.

Также задачи с условиями спряжения (склейки) рассматриваются в

теории уравнений смешанного и смешанно-составного типа. Краевые за-

дачи для уравнений смешанного типа изучены в работах А.В. Бицадзе [8],

М.С. Салахитдинова [59], М.М. Смирнова [62], Т.Д. Джураева [15], Е.И.

Моисеева [46] и во многих других.

К задачам с условиями сопряжения сводятся многие задачи, возника-

ющие в теории упругости - например, задачи, связанные с контактным

взаимодействием упругих тел. Из работ последнего времени отметим мо-

нографию [71], статьи [53, 72], [115]-[120], [122, 124]. Задачи дифракции

возникают также при математическом моделировании процессов тепло-

массообмена в многофазных средах. Подобные задачи рассматриваются

в статьях [6, 45, 54] и многих других авторов.

Заметим, что во многих случаях, связанных прежде всего с матема-

тическим моделированием, условия сопряжения соответствуют условиям

непрерывности решения и градиента решения при переходе через поверх-

ность контакта. Более общие задачи - именно, задачи с общими условия-

ми сопряжения, задачи с неидеальным контактом изучались в работе M.

Schechter [126], в которой обсуждается вопрос о фредгольмовости задачи,
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в работах [43, 45, 123] А.Р. Манаповой, В.Ф. Лубышева, в которых было

доказано существование обобщенных решений, в недавней работе В.А. Бе-

лоногова [6], в которой изучалась задача дифракции для параболических

уравнений при наличии неидеального контакта.

Ещё одним источником появления задач с условиями сопряжения

(склейки) является теория краевых задач для дифференциальных урав-

нений с меняющимся направлением эволюции. Большое внимание указан-

ным задачам уделили в своих работах С.А.Терсенов [65], С.Г.Пятков [54],

С.В. Попов [52].

В последнее время задачи сопряжения стали изучаться и для некласси-

ческих дифференциальных уравнений. Решению таких задач посвящены

исследования А.И.Кожанова, Е. Ф. Шарина, С.В. Потаповой, В.В. Шу-

бина [29, 121, 32, 30, 31, 113].

В работах А.И Кожанова [29], А.И Кожанова, Е.Ф. Шарина [121, 32]

исследуется разрешимость задач сопряжения для неклассических диф-

ференциальных уравнений высокого порядка. C использованием метода

регуляризации, метода продолжения по параметру получены априорные

оценки, на основании которых доказано существование и единственность

регулярных решений для уравнений составного типа.

В статьях А.И Кожанова, С.В. Потаповой изучается задача сопряже-

ния для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками со

знакопостоянной [30] и со знакопеременной функцией [31] при старшей

производной. Рассматривается ситуация, когда коэффициент h(x) имеет

при x = 0 разрыв первого рода и меняет знак при переходе через точку

разрыва. Теоремы существования и единственности регулярных решений

доказываются с помощью метода регуляризации, метода продолжения по

параметру.

В работе В.В. Шубина [113] рассматриваются краевые задачи для урав-

нений третьего порядка со сменой направления эволюции, доказываются
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теоремы существования и единственности регулярных решений постав-

ленных задач.

В последнее время в связи с широким использованием новых мате-

риалов все возрастающий интерес имеет исследование процессов тепло-

массопереноса в кусочно-однородных средах, а также в средах, содер-

жащих тонкие сильно и слабопроницаемые пленки — трещины и завесы

[5, 9, 44, 55, 58, 111, 125]. Трещины и завесы имеют место на неидеальных

контактах составных разнородных материалов [2, 3, 14, 18, 33, 114].

С другой стороны, искусственные сильно и слабо проницаемые плен-

ки моделируют различные экраны, дренажи, проводники, мембраны и

т.д., которые широко используются на практике [38, 39, 61, 85]. Построе-

ние математических моделей динамических процессов для установивших-

ся режимов в указанных средах приводит к граничным задачам отно-

сительно уравнения Лапласа с теми или иными условиями сопряжения

[4, 13, 27, 37, 50, 67, 81, 82, 83, 110].

Следует отметить, что кусочно-постоянные коэффициенты уравне-

ний, кроме непосредственного моделирования процессов в кусочно-

однородных средах, также используются для аппроксимации непрерыв-

ных функций проницаемости.

В задачах с кусочно-постоянными коэффициентами уравнений в обла-

стях, разделенных параллельными прямыми или окружностями, исполь-

зуются методы отражения, преобразования Лапласа, разложения в ряды

Тейлора и др.[12, 34, 35, 36, 55, 112]. При решении задач сопряжения так-

же применяется метод представления потенциалов в виде криволиней-

ных интегралов с неизвестной плотностью по линиям сопряжения, что

приводит к интегральным уравнениям, которые решаются приближенно

итерационными методами [10, 11, 16, 23, 60, 64, 66, 69, 86, 127]. Краевые

задачи с неоднородными условиями сопряжения на сторонах разреза рас-

смотрены в работах [38, 39, 110], где задача сводится к решению системы
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интегральных уравнений.

В случае линий сопряжения, совпадающих с координатными линиями

декартовой или полярной системы координат, применяется метод Фурье

[17, 19, 51, 84]. Зачастую полученные этим методом решения в неогра-

ниченных областях имеют вид кратных несобственных интегралов от

быстро осциллирующих функций, что существенно затрудняет исполь-

зование полученных решений в численных расчетах. Также метод Фу-

рье для неограниченных областей применим лишь для функций, которые

должны удовлетворять достаточно сильным ограничениям в бесконечно-

сти [34, 37, 50].

При решении краевых задач в средах с условиями сопряжения на

трещине, как и в случае классических условий сопряжения, потен-

циалы обычно представляются в виде интегралов по контуру трещи-

ны с неизвестной плотностью, что приводит к сингулярным интегро-

дифференциальным уравнениям [2, 3, 44]. В работах [2, 3] комплексные

потенциалы при наличии прямолинейной или кольцевой трещины выра-

жены через заданные аналитические функции комплексной переменной,

удовлетворяющие определенным ограничениям. Частные задачи в средах

с трещиной и завесой исследуются в работах [4, 11, 14, 44].

Решению краевых задач с условиями сопряжения посвящены работы

С.Е. Холодовского [73]-[80]. В статье [80] выведены обобщенные гранич-

ные условия на многослойных пленках, ограничивающих полупростран-

ство и состоящих из чередующихся бесконечно тонких сильно- и слабо

проницаемых прослоек. Получены формулы, выражающие в однократ-

ных квадратурах решение задачи для уравнения Лапласа в полуплоско-

сти D, ограниченной трехслойной пленкой, через решение классической

задачи Дирихле в D без пленки.

Таким образом, построение решений новых классов краевых задач в

кусочно-однородных областях с трещинами и завесами является актуаль-
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ной задачей.

Цель работы:

1) исследование разрешимости краевой задачи для линейного эллип-

тического уравнения, изучение зависимости существования и единствен-

ности решения от граничных условий и условий сопряжения на границе

раздела двух сред;

2) исследование влияния параметров на единственность и неединствен-

ность, существование и несуществование регулярных решений некоторых

неклассических задач сопряжения (обобщенных задач дифракции), ис-

следование разрешимости задач сопряжения для оператора Лапласа со

спектральным параметром в составной области при задании на поверхно-

сти раздела специальных условий сопряжения(склейки);

3) решение различных классов краевых задач в кусочно-однородных

полуцилиндрах и полупространствах, в том числе содержащих пленочные

включения, с использованием метода свертывания разложений Фурье.

Методы исследования.

В данной работе для нахождения решений и доказательства теорем

использовались метод спектральных разложений, метод продолжения по

параметру, метод априорных оценок, метод свертывания разложений Фу-

рье, а также методы общей теории обыкновенных дифференциальных

уравнений.

Апробация работы.

Результаты диссертационной работы докладывались на следующих на-

учных конференциях, семинарах:

• Международная конференция "Дифференциальные уравнения и ма-

тематическое моделирование (Улан-Удэ 2015) [107];

• Международный семинар "Актуальные вопросы вещественного и

функционального анализа (Улан-Удэ 2014, 2015) [106, 108];
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• V Международная конференция “Математика, ее приложения и ма-

тематическое образование”, (Улан-Удэ 2014) [103];

• VII Международная конференция по математическому моделирова-

нию, (г. Якутск 2014) [104];

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения,

функциональные пространства, теория приближений, посвященная

100-летию со дня рождения С.Л.Соболева» (Новосибирск 2008) [94];

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения,

функциональные пространства, теория приближений, посвященная

105-летию со дня рождения С.Л.Соболева» (Новосибирск 2013) [100];

• Международная научная конференция «Методы создания, исследо-

вания и идентификации математических моделей», посвященной 85-

летию со дня рождения А.С. Алексеева (Новосибирск 2013) [101];

• VМеждународная молодежная научная школа-конференция «Теория

и численные методы решения обратных и некорректных задач» (Но-

восибирск 2013) [102];

• VIII и IX Всероссийские симпозиумы по прикладной и промышленной

математике (Адлер 2007, Кисловодск 2008, 2009) [89, 93, 95];

• VII Всероссийская научно-практическая конференция «Кулагинские

чтения» (Чита 2007) [90];

• Межвузовские научные конференции в ЗабГПУ (Чита 2005-2011) [87,

88, 91, 92, 96, 98, 99];

• Семинар Института математики СО РАН им. С.Л. Соболева "Неклас-

сические дифференциальные уравнения"под руководством профессо-

ра А. И. Кожанова;
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• Семинар Института математики и фундаментальной информатики

сибирского федерального университета "Обратные задачи"под руко-

водством профессора Ю. Я. Белова.

• Семинар Института математики СО РАН им. С.Л. Соболева "Избран-

ные вопросы математического анализа"под руководством профессора

Г. В. Демиденко;

• Семинар Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН

«Математические модели механики сплошных сред» под руковод-

ством профессора П. И. Плотникова, профессора В.И.Старовойтова.

Публикации.

По материалам диссертации опубликованы 23 статьи [87]-[109], из них 9

статей [89, 93], [95] - [99], [105, 109] в изданиях, рекомендованных ВАК для

публикации результатов диссертаций. Остальные результаты опубликова-

ны в сборниках трудов и тезисов научных конференций, том числе всерос-

сийских и международных. Статья [109] опубликована в издании, вклю-

ченном в международную базу цитирования Scopus. Работы [87, 96, 97]

опубликованы в соавторстве. Соавтору в данных случаях принадлежат

постановки задач.

Благодарности.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю д. ф. –

м. н., профессору А.И. Кожанову за содержательные лекции, ответствен-

ное руководство и постоянное участие, помощь в постановке задач, а так

же д. ф. – м. н., профессору С.Е. Холодовскому за помощь и полезные

советы при работе над диссертацией.

2. Краткое содержание работы

Первая часть диссертации посвящена исследованию разрешимости кра-

евой задачи для линейного эллиптического уравнения, доказательству

теорем существования и единственности решения, при выполнении соот-
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ветствующих граничных условий и условий сопряжения на границе разде-

ла двух сред. А также исследуется влияние параметров на единственность

и неединственность регулярных решений некоторых неклассических за-

дач сопряжения (обобщенных задач дифракции), устанавливается суще-

ствование собственных чисел и собственных функций для оператора Ла-

пласа при задании на некоторой внутренней поверхности специальных

условий сопряжения.

Известно, что классическая задача дифракции соответствует ситуа-

ции, в которой то или иное дифференциальное уравнение (возможно, с

разрывными коэффициентами) рассматривается в двух областях с об-

щим участком границы, и при этом на общем участке границы задаются

условия непрерывности решения и потока (или же условия, обеспечиваю-

щие заданный скачок решения и потока) при переходе через поверхность

раздела. Учитывая это обстоятельство, обобщенной задачей дифракции

(задачей сопряжения), назовем такую задачу, в которой вместо условий

непрерывности задаются условия сопряжения (склейки) с произвольны-

ми коэффициентами. Несмотря на то, что для уравнения второго порядка

задачи дифракции изучаются давно, вопрос о влиянии на разрешимость

задачи параметров — например, коэффициентов условий сопряжения —

представляется на сегодняшний день изученным не полностью.

Как следует из обзора литературы, задачи сопряжения с теми или ины-

ми условиями, отличными от условий непрерывности, ранее изучались и

как математические задачи, и как задачи, связанные с математическим

моделированием. В настоящей работе задачи сопряжения рассматрива-

ются с математической точки зрения, и при этом основной целью явля-

ется доказательство существования регулярных решений и изучение их

свойств (регулярным решением называем решение, имеющее все обобщен-

ные по С.Л.Соболеву производные, входящие в уравнение).

В § 1.1 изучается разрешимость краевой задачи для линейного эллип-
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тического уравнения, доказываются теоремы существования и единствен-

ности решения, при выполнении соответствующих граничных условий и

общих условий сопряжения для решения и его первых производных на

границе раздела двух сред.

Пусть Ω есть ограниченная область пространства Rn с гладкой (для

простоты - бесконечно дифференцируемой) границей Γ, Q есть ци-

линдр Ω × (−1, 1), Q− и Q+ — цилиндры Q− = Ω × (−1, 0), Q+ =

Ω × (0, 1). Далее, пусть p(x, y), c(x, y), f(x, y), αi(x), βi(x) (i = (1, 4))

— заданные функции, определенные при x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1], при-

чем функция p(x, y) строго положительна при (x, y) ∈ Q̄ и может

иметь разрыв первого рода при переходе через плоскость y = 0,

(α1(x), α2(x), α3(x), α4(x)), (β1(x), β2(x), β3(x), β4(x)) — линейно независи-

мые при каждом фиксированном x ∈ Ω вектор-функции, B1 и B2 есть

линейные операторы, ставящие в соответствие функции u(x, y) функцию

(Biu)(x) (свойства которых будут описаны позже). Пусть L — диффе-

ренциальный оператор, действие которого на заданной функции v(x, y)

определяется равенством

Lv ≡ ∆xv +
∂

∂y
(p(x, y)vy) + c(x, y)v,

где ∆x =
n∑
i=1

∂2

∂x2i
.

Задача сопряжения: найти функцию u(x, y), являющуюся в цилиндрах

Q− и Q+ решением уравнения

Lu = f(x, y)

и такую, что для нее выполняются граничные условия на боковой поверх-

ности S(S = Γ× (−1, 1))

u(x, y)|S = 0,

на основаниях

u(x,−1) = 0, u(x, 1) = 0, x ∈ Ω;
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а также условия сопряжения на границе раздела областей Q− и Q+:

α1(x)u(x,−0) + α2(x)u(x,+0) + α3(x)uy(x,−0) + α4(x)uy(x,+0)+

+(B1u)(x) = 0,

β1(x)u(x,−0) + β2(x)u(x,+0) + β3(x)uy(x,−0) + β4(x)uy(x,+0)+

+(B2u)(x) = 0.

Вследствие линейной независимости векторов (αi(x)), (βi(x))(i = (1, 4))

данную задачу можно переформулировать как три отдельные задачи:

Задача I.

uy(x,−0) = a1(x)u(x,−0)+a2(x)u(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

uy(x,+0) = b1(x)u(x,−0) + b2(x)u(x,+0) + b3(x)(B1u)(x) + b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача II.

u(x,−0) = a1(x)uy(x,−0)+a2(x)uy(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0)+b2(x)uy(x,+0)+b3(x)(B1u)(x)+b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача III.

u(x,−0) = a1(x)u(x,+0) + a2(x)uy(x,−0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u,

uy(x,+0) = b1(x)u(x,+0) + b2(x)uy(x,−0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u,

x ∈ Ω.

Для каждой из этих задач доказаны теоремы существования и единствен-

ности регулярного решения. Доказательства теорем построены на полу-

чении априорных оценок, использовании метода продолжения по пара-

метру, метода регуляризации и теорем вложения.
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В § 1.2 исследуется влияние параметров на единственность и неедин-

ственность регулярных решений некоторых неклассических задач сопря-

жения (обобщенных задач дифракции), устанавливается существование

собственных чисел и собственных функций для оператора Лапласа при

задании на некоторой внутренней поверхности специальных условий со-

пряжения.

Рассматривается ограниченная область Ω из пространства Rn с беско-

нечно дифференцируемой границей Γ, x - точка Ω, y есть точка интервала

(a, 1), −∞ < a < 0, Q есть цилиндр Ω × (a, 1), S = Γ × (a, 1) есть бо-

ковая граница Q, α, β - есть заданные действительные числа. Обозначим

Q1 = Ω× (a, 0), Q2 = Ω× (0, 1).

Задача на собственные значения с условиями сопряжения: найти

функцию u(x, y) и число λ такие, что в цилиндрах Q1 и Q2 выполняет-

ся уравнение

∆u = λu (1)

при выполнении для функции u(x, y) условий

u(x, y)|S = 0, (2)

u(x, a) = u(x, 1) = 0, x ∈ Ω, (3)

u(x,−0) = αu(x,+0), uy(x,+0) = βuy(x,−0), x ∈ Ω. (4)

В доказанных в ходе исследования теоремах описаны все действитель-

ные собственные числа и все отвечающие конкретному собственному чис-

лу собственные функции задачи (1)− (4).

Введено понятие критического числа — числа a = a(α, β, λ), определя-

ющего высоту цилиндра Q и неединственность решений задачи (1)− (4)

при фиксированных α, β и λ.

При фиксированном a определены значения параметров α, β, при ко-

торых либо существует только нулевое решение, либо есть собственные
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числа, либо любое число будет собственным числом бесконечной крат-

ности, а также появляются положительные собственные числа, причем

любое положительное число может оказаться собственным числом.

Исследован вопрос о множестве значений критических чисел при фик-

сированных значениях параметров α, β. Выявлены условия, при которых

существуют критические числа, существует счетное множество критиче-

ских чисел или же критических чисел нет.

Также определены условия единственности и неединственности, суще-

ствования и несуществования решений неоднородной задачи.

Следующая часть работы посвящена решению краевых задач для урав-

нения Лапласа в полуцилиндрах и полупространствах с классическими

и обобщенными условиями сопряжения на трещинах и завесах. Приме-

няемый метод позволяет выражать решения рассматриваемых задач в

виде достаточно простых формул непосредственно через решения клас-

сических краевых задач в соответствующих полуцилиндрах (без условий

сопряжения).

Во второй главе решены краевые задачи в кусочно-однородных полу-

цилиндрахD с классическими условиями сопряжения. В §§ 2.1-2.3 данной

главы решены краевые задачи с граничными условиями 1-го, 2-го и 3-го

рода на основании Q полуцилиндров при произвольных однородных усло-

виях на боковой поверхности, когда плоскость разрыва проницаемости

(плоскость сопряжения) параллельна основанию Q. В § 2.4 решены ана-

логичные краевые задачи в кусочно-однородных полуцилиндрах, когда

плоскость сопряжения перпендикулярна основанию Q полуцилиндров,

при этом полуцилиндры симметричны относительно указанной плоско-

сти. В § 2.5 решены краевые задачи в кусочно-однородных полуцилин-

драх, состоящих из четырех зон с двумя пересекающимися плоскостями

сопряжения, рассмотренными в предыдущих параграфах. Решения всех

рассмотренных задач выражены через решения классических задач в со-
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ответствующем однородном полуцилиндре с условием Дирихле или Ней-

мана на его основании Q.

В § 2.1 рассмотрен двухслойный полуцилиндр D = D1 ∪ D2, D1 =

{(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}, кусочно-постоянной проница-

емости ki в Di. В данном полуцилиндре рассмотрены краевые задачи с

условием Дирихле (1-го рода) на его основании:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где ∆ =
m−1∑
i=1

∂2
xi

+ ∂2
y — оператор Лапласа, ∂kx = ∂k/∂xk, S = (x ∈

∂Q) × (y < 0)− боковая поверхность полуцилиндра D, оператор G[u] =

α∂nu+ βu, −→n− вектор нормали к поверхности S. Так как α ≥ 0 и β ≥ 0

— в общем случае функции, не зависящие от y, то на поверхности S мо-

гут быть заданы однородные граничные условия 1-го, 2-го и 3-го рода на

различных участках. При этом функция u1 при y → −∞ удовлетворя-

ет условию, обеспечивающему единственность соответствующей задачи

Дирихле: в R2 u1 = O(1) при y → −∞, в R3 u1 → 0 при y → −∞
[4, 67]. В частном случае Q = Rm−1 область D является двухслойным по-

лупространством, при этом граничные условия на боковой поверхности

отсутствуют.

Решение данной задачи получено в виде

u1(x, y) = (1− ν)
∞∑
n=0

νnF (x, y − 2nl), y < −l,

u2(x, y) =
∞∑
n=0

νn[F (x, y − 2nl)− νF (x,−y − 2l(n+ 1))], −l < y < 0,

где постоянная ν = (k1 − k2)/(k1 + k2), функция F (x, y) является ре-

шением соответствующей краевой задачи в однородном полуцилиндре
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D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с условием Дири-

хле на основании при сохранении граничной функции f(x):

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 2.2 рассмотрен класс краевых задач с граничным условием вто-

рого рода на основании двухслойного полуцилиндра D = D1 ∪ D2,

D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) :

x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}:

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где ki - проницаемость зоны Di, оператор G определен в § 2.1, S - боковая

поверхность полуцилиндра D. Решение получено в виде:

u1(x, y) = (1 + µ)
∞∑
n=0

µnF (x, y − 2nl),

u2(x, y) = F (x, y) +
∞∑
n=0

µn[F (x, y − 2nl) + F (x,−y − 2nl)],

где µ = (k2 − k1)/(k1 + k2), (|µ| < 1), функция F (x, y) является ре-

шением соответствующей краевой задачи в однородном полуцилиндре

D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с граничной функцией

f(x):

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 2.3 в двухслойном полуцилиндре D = D1 ∪D2, D1 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1,−l < y < 0} рассмотрен класс краевых задач вида:

∆ui = 0, ∂yu2 + γu2|y=0 = f(x),
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y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

G[ui]|S = 0,

где γ > 0 - постоянная, оператор G определен в § 2.1, S - боковая поверх-

ность полуцилиндра D.

Решение получено в виде

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzpF (x, y − 2nl − z)dz,

u2 =
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzp[F (x, y − 2nl − z)+

+µF (x,−y − 2l(n+ 1)− z)]dz,

где постоянная µ = (k2 − k1)/(k1 + k2), Cp
n — биномиальные коэффици-

енты, функция F (x, y) является решением краевой задачи в однородном

полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с

условием Дирихле на его основании при сохранении граничной функции

f(x):

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

.

В § 2.4 рассмотрен в пространстве Rm кусочно-однородный полуци-

линдр D = D− ∪ D+ проницаемости k± в D±, D− = {(x, y, ξ) : −r(ξ) <
x < 0, y < 0}, D+ = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ), y < 0}, где r(ξ) ≥ 0 — за-

данная непрерывная функция. В данном случае полуцилиндр D симмет-

ричен относительно плоскости x = 0 разрыва проницаемости, при этом

уравнение боковой поверхности S± полуцилиндраD имеет вид x = ±r(ξ).
Рассмотрим в данном полуцилиндре D = D− ∪D+ класс краевых задач

∆ϕ± = 0, G[ϕ±]|x=±r(ξ) = 0,
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G0[ϕ
−]|y=0 = 0, G0[ϕ

+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ− = ϕ+, k−∂xϕ
− = k+∂xϕ

+,

где G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂n±ϕ
± или G[ϕ±] = ∂n±ϕ

± + γ1ϕ
±, γ1 = const >

0 соответственно в случае граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода

на боковой поверхности S полуцилиндра D. Аналогично G0[ϕ
±] = ϕ±,

G0[ϕ
±] = ∂yϕ

± или G0[ϕ
±] = ∂yϕ

± + γϕ±, γ = const > 0 соответственно

в случае граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода на основании y = 0

полуцилиндра D. Уравнение Лапласа выполняется по всем переменным

x, y, ξ1, ..., ξm−2. Решение данной задачи имеет вид:

ϕ− =
2k+

k− + k+
F (x, y), x < 0,

ϕ+ = F (x, y) +
k+ − k−

k+ + k−
F (−x, y), x > 0,

где F (x, y) — решение задачи Дирихле в однородной полуплоскости с

сохранением граничной функции:

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x), x > 0.

В § 2.5 рассмотрен полуцилиндр D предыдущего пункта, состоящий из

четырех зон: D = D−1 ∪D−2 ∪D+
1 ∪D+

2 , разделенных плоскостями x = 0

и y = −l на зоны D±i проницаемости ki в D+
i и kip в D−i , где постоянная

p > 0, D−1 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0, y < −l}, D+
1 = {(x, y, ξ) :

0 < x < r(ξ), y < −l}, D−2 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0,−l < y < 0},
D+

1 = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ),−l < y < 0} (полуцилиндр D симметричен

относительно плоскости x = 0).

Для потенциалов ϕ±i в D±i рассмотрены задачи в полуцилиндре D с

граничным условием 1-го, 2-го или 3-го рода при y = 0:

∆ϕ±i = 0, G[ϕ±i ]|x=±r(ξ) = 0,

y = −l : ϕ±1 = ϕ±2 , k1∂yϕ
±
1 = k2∂yϕ

±
2 ,
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x = 0 : ϕ−i = ϕ+
i , p∂xϕ

−
i = ∂xϕ

+
i ,

с одним из граничных условий на основании полуцилиндра D:

ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ),

или

∂yϕ
−
2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2|y=0 = f(x, ξ),

или

∂yϕ
−
2 + γϕ−2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2 + γϕ+

2|y=0 = f(x, ξ).

Решения данных задач получены в виде композиции операторов

ϕ−i =
2

1 + p
ui(x, y, ξ), ϕ+

i = ui(x, y, ξ) +
1− p
1 + p

ui(−x, y, ξ),

где функции ui(x, y, ξ), в зависимости от граничных условий на основа-

нии полуцилиндра, строятся по соответствующим итоговым формулам

предыдущих параграфов.

Третья глава посвящена решению задач в полуцилиндрах с сильно и

слабопроницаемыми пленочными включениями, параллельными основа-

нию. Сильно проницаемые пленки названы трещинами, а слабо прони-

цаемые пленки - завесами, при этом трещины моделируются бесконечно

тонкими слоями с бесконечно большой проницаемостью, завесы - беско-

нечно тонкими слоями с бесконечно малой проницаемостью [77].

В § 3.1 приведен вывод обобщенных условий сопряжения на трещинах

и завесах.

В § 3.2 рассмотрен однородный полуцилиндр D = {(x, y) : x = (x1, ...,

xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с сильно проницаемой трещиной y = −l,
разделяющей область D на две зоны D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l <
y < 0}. В полуцилиндре D рассмотрена задача

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),
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y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1,

G[ui]|S = 0,

где A > 0 — параметр трещины, S — боковая поверхность полуцилиндра

D, оператор G[u] = α∂nu + βu, −→n — вектор внешней нормали к поверх-

ности S, ui — искомые потенциалы в Di. На поверхности S могут быть

заданы однородные граничные условия 1-го, 2-го и 3-го рода на различ-

ных участках, так как α ≥ 0 и β ≥ 0 — в общем случае функции, не

зависящие от y. В данном случае проницаемость зон Di одинаковая, т. е.

k1 = k2 = 1.

Решение данной задачи получено в виде

u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz,

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)

−F (x,−y − 2nl − z)] dz,

где γ = 2/A > 0, F (x, y) — решение соответствующей краевой задачи в од-

нородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0} без трещины:

∆F = 0 F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.3 решена задача в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < 0} со слабопроницаемой завесой y = −l, разделяющей

область D на две зоны D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

−l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0} с условия-

ми Дирихле на основании вида:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x),
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y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1,

G[ui]|S = 0.

где B - параметр завесы, характеризующий ее малую толщину (l → 0) и

малую проницаемость (k0 → 0), при этом B = lim|k0→0,l→0 k0/l.

Решение данной задачи получено в виде:

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz,

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)−

−F (x,−y − 2nl − z)] dz,

где γ = 2/B > 0, F (x, y) - решение соответствующей краевой задачи в од-

нородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0} без завесы:

∆F = 0, F|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.4 в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0}, где зоны Di (D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l},
D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}) разделены

трещиной y = −l, с условиями Неймана на основании, рассмотрена задача

вида

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1,

G[ui]|S = 0,

где A > 0− параметр трещины, S− боковая поверхность полуцилиндра

D, оператор G[u] определен в § 3.3.
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Решение получено в виде:

u1 =
∞∑
n=0

(−1)n+1
n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl),

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n
n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl) + Φk(x,−y − 2nl)],

где Ck
n− биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0,

F (x, y) - решение соответствующей краевой задачи в однородном полуци-

линдре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} без трещины

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В § 3.5 рассмотрена задача в полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ...,

xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0}, где зоны Di (D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l <
y < 0}) разделены слабо проницаемой завесой y = −l с параметром B.

Для потенциалов ui в Di решена задача

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x),

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1,

G[ui]|S = 0.

Решение задачи имеет вид:

u1 = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl),

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl) + Φk(x,−y − 2nl)],
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где Ck
n — биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0,

F (x, y) — решение аналогичной задачи в однородном полуцилиндре D =

{(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0}:

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x),

G[F ]|S = 0.

В четвертой главе решены краевые задачи в кусочно-однородном полу-

пространстве (частный случай полуцилиндра) с трещиной (§ 4.1) и заве-

сой (§ 4.2) перпендикулярной границе полупространства, когда на границе

заданы условия 1-го, 2-го или 3-го рода. В § 4.3 решены краевые задачи в

кусочно-однородном полупространстве с произвольной комбинацией двух

пересекающихся трещин и завес, рассмотренных в § 4.1, § 4.2, при этом ре-

шения имеют вид композиции соответствующих операторов, полученных

в §§ 3.2-3.5 и § 4.1, § 4.2.

В § 4.1 рассмотрена в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y <

0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} трещина в виде плоскости x = 0, раз-

деляющей D на две зоны D−{(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈
Q ⊆ Rm−2} и D+{(x, y, ξ) : x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}
проницаемости k± в D±. На границе D (при y = 0) заданы произвольные

граничные условия 1-го, 2-го или 3-го рода, однородные при x < 0, что не

умаляет общности. Для потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D± рассмотрен класс

краевых задач вида

∆ϕ± = 0,

G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+ = ϕ−, k+∂xϕ
+ − k−∂xϕ− = A∂2

xϕ
−,
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где A — параметр трещины, оператор G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂yϕ
± или

G[ϕ±] = ∂yϕ
± + hϕ±, h = const > 0 соответственно в случае граничных

условий 1-го, 2-го или 3-го рода, уравнение Лапласа выполняется по всем

переменным x, y, ξ1, ..., ξm−2. Решение имеет вид:

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0,

ϕ+ = F (x, y, ξ)− F (−x, y, ξ) +
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

где β = (k+ +k−)/A, r < β, F (x, y, ξ) — решение соответствующей задачи

в однородном полупространстве (без трещины и при k+ = k−):

∆F = 0, y < 0; G[F ]|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.

В § 4.2 рассмотрена в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y <

0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} завеса x = 0, разделяющая D на зоны

D− = {(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} и D+ =

{(x, y, ξ) : x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}) проницаемости k±

в D±. На границе ∂D, как и выше, заданы граничные условия 1-го, 2-го

или 3-го рода, однородные при x < 0. Для потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D±

решены краевые задачи вида

∆ϕ± = 0,

G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+ − ϕ− = Bk−∂xϕ
−, k+∂xϕ

+ = k−∂xϕ
−,

где B — параметр завесы, оператор G определен в § 4.1.

Решение получено в виде:

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0,
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ϕ+ = F (x, y, ξ) + F (−x, y, ξ)− 2

Bk+

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

где β = (k+ + k−)/(Bk−k+), r < β, где F (x, y, ξ) — решение соответству-

ющей задачи в однородном полупространстве:

∆F = 0, y < 0; G[F ]|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.

В § 4.3 решены краевые задачи в однородном полупространстве D =

{(x, y, ξ) : x ∈ R, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}, состоящем из

четырех зон: D = D−1 ∪ D−2 ∪ D+
1 ∪ D+

2 , где D
−
1 = {(x, y, ξ) : x < 0, y <

−l, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}, D+
1 = {(x, y, ξ) : x > 0, y < −l, ξ =

(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}, D−2 = {(x, y, ξ) : x < 0,−l < y < 0, ξ =

(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2}, D+
2 = {(x, y, ξ) : x > 0,−l < y < 0, ξ =

(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Q ⊆ Rm−2} разделенных пересекающимися трещинами

x = 0 и y = −l с параметрами соответственно A1 и A2. На внешней

границе D имеет место граничное условие 1-го рода, однородное при x <

0. Для потенциалов ϕ±i (x, y, ξ) в D±i задача примет вид

∆ϕ±i = 0, ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ+
i = ϕ−i , ∂xϕ

+
i − ∂xϕ−i = A1∂

2
xϕ
−
i ,

y = −l : ϕ±2 = ϕ±1 , ∂yϕ
±
2 − ∂yϕ±1 = A2∂

±
y ϕ
±
1 .

Если зоны D±i разделены трещиной x = 0 и завесой y = −l с па-

раметрами соответственно A1 и B2, то условия сопряжения заменяются

условиями вида

y = −l : ϕ±2 − ϕ±1 = B2∂yϕ
±
2 , ∂yϕ

±
2 = ∂yϕ

±
1 .

Если зоны D±i разделены завесой x = 0 и трещиной y = −l с па-

раметрами соответственно B1 и A2, то условия сопряжения заменяются

условиями вида

x = 0 : ϕ+
i − ϕ−i = B1∂xϕ

−
i , ∂xϕ

+
i = ∂xϕ

−
i .
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Решение всех вышеперечисленных задач получено в виде композиции

соответствующих операторов, полученных в главе 3.

Решения всех рассмотренных во второй, третьей и четвертой главах

данной работы задач в кусочно-однородных полуцилиндрах D с трещи-

нами и завесами при граничных условиях 1-го, 2-го или 3-го рода на ос-

новании Q выражены через решения классических краевых задач в со-

ответствующих однородных полуцилиндрах Q с условиями Дирихле или

Неймана на Q(на плоскости x, y область Q является полосой, квадрантом

или полуплоскостью). Другими словами, решив некоторую классическую

краевую задачу в однородном полуцилиндре D с условием Дирихле или

Неймана на основании Q, по найденным формулам автоматически полу-

чаем решения серии краевых задач в кусочно-однородных полуцилиндрах

D с комбинациями трещин и завес и при различных комбинациях гра-

ничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода на Q. С другой стороны, каждая

полученная формула также дает решения серии краевых задач для про-

извольных полуцилиндров с соответствующими условиями сопряжения

на поверхностях разрыва проницаемости, на трещинах и завесах.

В "Заключении"перечислены основные результаты данной работы.
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Глава 1

Некоторые задачи сопряжения для
уравнений эллиптического типа

1.1 О разрешимости некоторых задач сопряжения для уравне-
ний эллиптического типа

Пусть Ω есть ограниченная область пространства Rn с гладкой (для

простоты - бесконечно дифференцируемой) границей Γ, Q есть ци-

линдр Ω × (−1, 1), Q− и Q+ — цилиндры Q− = Ω × (−1, 0), Q+ =

Ω × (0, 1). Далее, пусть p(x, y), c(x, y), f(x, y), αi(x), βi(x) (i = (1, 4))

— заданные функции, определенные при x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1], при-

чем функция p(x, y) строго положительна при (x, y) ∈ Q̄ и может

иметь разрыв первого рода при переходе через плоскость y = 0,

(α1(x), α2(x), α3(x), α4(x)), (β1(x), β2(x), β3(x), β4(x)) — линейно независи-

мые при каждом фиксированном x ∈ Ω вектор-функции, B1 и B2 есть

линейные операторы, ставящие в соответствие функции u(x, y) функцию

(Biu)(x) (свойства которых будут описаны позже). Пусть L — диффе-

ренциальный оператор, действие которого на заданной функции v(x, y)

определяется равенством

Lv ≡ ∆xv +
∂

∂y
(p(x, y)vy) + c(x, y)v,

где ∆x =
n∑
i=1

∂2

∂x2i
.
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Задача сопряжения: найти функцию u(x, y), являющуюся в цилин-

драх Q− и Q+ решением уравнения

Lu = f(x, y) (1.1.1)

и такую, что для нее выполняются граничные условия на боковой поверх-

ности S = S1

⋃
S2, S1 = Γ× (−1, 0), S2 = Γ× (0, 1) :

u(x, y)|S1

⋃
S2

= 0, (1.1.2)

на основаниях:

u(x,−1) = 0, u(x, 1) = 0, x ∈ Ω, (1.1.3)

а также условия сопряжения на границе раздела областей Q− и Q+:

α1(x)u(x,−0) + α2(x)u(x,+0) + α3(x)uy(x,−0) + α4(x)uy(x,+0)+

+(B1u)(x) = 0, (1.1.4)

β1(x)u(x,−0) + β2(x)u(x,+0) + β3(x)uy(x,−0) + β4(x)uy(x,+0)+

+(B2u)(x) = 0, (1.1.5)

где x ∈ Ω.

Условие линейной независимости векторов (αi(x)), (βi(x)) (i = (1, 4))

означает, что в каждой точке x из Ω один из миноров второго порядка

матрицы α1(x) α2(x) α3(x) α4(x)

β1(x) β2(x) β3(x) β4(x)


отличен от нуля.

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда отличными от нуля

являются один из миноров

∆1(x) = α3(x)β4(x)− α4(x)β3(x), ∆2(x) = α1(x)β2(x)− α2(x)β1(x),
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∆3(x) = α1(x)β4(x)− α4(x)β1(x), ∆4(x) = α2(x)β3(x)− α3(x)β2(x).

Более того, будем считать, что выполняется следующее

Условие А. Если существует точка x0 из Ω, такая, что ∆i(x0) 6= 0 для

одного из чисел i = 1, 2, 3, 4, то выполняется ∆i(x) 6= 0 для всех x из Ω и

того же числа i.

При выполнении условия А задача сопряжения (1.1.1)-(1.1.5) может

быть переформулирована как одна из следующих задач.

Задача I. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1.1.1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (1.1.2),

(1.1.3), а также условия

uy(x,−0) = a1(x)u(x,−0)+a2(x)u(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

uy(x,+0) = b1(x)u(x,−0) + b2(x)u(x,+0) + b3(x)(B1u)(x) + b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача II. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1.1.1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (1.1.2),

(1.1.3), а также условия

u(x,−0) = a1(x)uy(x,−0)+a2(x)uy(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0)+b2(x)uy(x,+0)+b3(x)(B1u)(x)+b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Задача III. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1.1.1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (1.1.2),

(1.1.3), а также условия

u(x,−0) = a1(x)u(x,+0)+a2(x)uy(x,−0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

uy(x,+0) = b1(x)u(x,+0)+b2(x)uy(x,−0)+b3(x)(B1u)(x)+b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.
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Задача IV. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1.1.1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (1.1.2),

(1.1.3), а также условия

u(x,+0) = a1(x)u(x,−0)+a2(x)uy(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x),

uy(x,−0) = b1(x)u(x,−0)+b2(x)uy(x,+0)+b3(x)(B1u)(x)+b4(x)(B2u)(x),

x ∈ Ω.

Уточним, что здесь функции a1(x), a2(x), a3(x), a4(x), b1(x), b2(x),

b3(x), b4(x) для каждой из задач вполне определенно вычисляются че-

рез исходные функции αi(x), βi(x), i = 1, 4. Очевидно, что задачи III и

IV однотипные. Далее будет рассмотрена только одна из них, а именно

задача III. Кроме того, в данных задачах предполагается, что функция

a1(x)b2(x) − a2(x)b1(x) может обращаться в нуль, в том числе и тожде-

ственно, при x ∈ Ω.

В заключение постановки задачи определим требуемое ниже простран-

ство. Именно, обозначим через V следующее множество функций:

V = {v(x, y) : v(x, y) ∈ W 2
2 (Q−) ∪W 2

2 (Q+)}.

Прежде, чем сформулировать теорему 1.1.1, введем некоторые допол-

нительные обозначения. Пусть

ā3 = max
Ω

(p(x,+0)|a3(x)|), ā4 = max
Ω

(p(x,−0)|a4(x)|),

b̄3 = max
Ω

(p(x,+0)|b3(x)|), b̄4 = max
Ω

(p(x,−0)|b4(x)|),

A1 =
γ0(m11b3 +m12b4) +m11a3 +m12a4

2δ2
0

+
δ2

0γ0(b3 + b4)

2
,

A2 =
γ0(m21b3 +m22b4) +m21a3 +m22a4

2δ2
0

+
δ2

0(a3 + a4)

2
,

A3 =
γ0(m31b3 +m32b4) +m31a3 +m32a4

2
,
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A4 =
γ0(m41b3 +m42b4) +m41a3 +m42a4

2
,

Φ(ξ, η) = [γ0b2(x)p(x,+0)− A1]ξ
2 + [γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]ξη−

−[a1(x)p(x,−0) + A2]η
2

(γ0 и δ0 здесь есть положительные постоянные, точное значение которых

будет указано ниже).

Обсудим вначале вопрос о единственности решений задач сопряжения

I-III.

Теорема 1.1.1 Пусть выполняются условия:

p(x, y) ∈ C1(Q−), p(x, y) ≥ p1 > 0, (x, y) ∈ Q−, (1.1.6)

p(x, y) ∈ C1(Q+), p(x, y) ≥ p2 > 0, (x, y) ∈ Q+, (1.1.7)

‖Biv‖2
L2(Ω) ≤ m1i‖v(x,+0)‖2

L2(Ω) +m2i‖v(x,−0)‖2
L2(Ω)+

+m3i‖v‖2
L2(Q−) +m4i‖v‖2

L2(Q+), v(x, y) ∈ V, i = 1, 2, (1.1.8)

c(x, y) ≤ −c0 ≤ 0, (x, y) ∈ Q±, (1.1.9)

∃γ0 > 0,∃δ0 > 0 : Φ(ξ, η) ≥ 0, ∀(η, ξ) ∈ R2, c(x, y) + A3/δ
2
0 ≤ 0,

c(x, y) + A4/δ
2
0 ≤ 0, x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1]. (1.1.10)

Тогда задача I в пространстве V не может иметь более одного реше-

ния.

Доказательство. Достаточно показать, что если правая часть ис-

ходного уравнения (1.1.1) тождественно равна нулю, то выполняется

u(x, y) ≡ 0. Рассмотрим равенство

−
∫
Q−

uLudxdy − γ0

∫
Q+

uLudxdy = 0

и выделим в нем неотрицательно определенные слагаемые.

34



Применяя формулу интегрирования по частям, получим

−
∫
Q−

uLudxdy − γ0

∫
Q+

uLudxdy =

=
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xi
dxdy+γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy−

∫
Q−

c(x, y)u2dxdy−γ0

∫
Q+

c(x, y)u2dxdy+

+

∫
Q−

p(x, y)u2
ydxdy + γ0

∫
Q+

p(x, y)u2
ydxdy+

+

∫
∂Q−

p(x, y)u · uyνydS + γ0

∫
∂Q+

p(x, y)u · uyνydS. (1.1.11)

Используя условия сопряжения, преобразуем два последних слагаемых

равенства (1.1.11):∫
∂Q−

p(x, y)u · uyνydS + γ0

∫
∂Q+

p(x, y)u · uyνydS =

= −
∫
Ω

p(x,−0)u(x,−0)uy(x,−0)dx+ γ0

∫
Ω

p(x,+0)u(x,+0)uy(x,+0)dx =

=

∫
Ω

γ0b2(x)p(x,+0)u2(x,+0)dx+

+

∫
Ω

[γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0)dx−

−
∫
Ω

p(x,−0)a1(x)u2(x,−0)]dx+

+

∫
Ω

[γ0b3(x)p(x,+0)u(x,+0)− a3(x)p(x,−0)u(x,−0)]B1udx+

+

∫
Ω

[γ0b4(x)p(x,+0)u(x,+0)− a4(x)p(x,−0)u(x,−0)]B2udx.

Применяя введенные ранее обозначения, а также учитывая условие

(1.1.8), получим
n∑
i=1

∫
Q−
u2
xi
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy+
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+

∫
Q−

p(x, y)u2
ydxdy + γ0

∫
Q+

p(x, y)u2
ydxdy+

+

∫
Ω

[γ0b2(x)p(x,+0) + A1]u
2(x,+0)+

+

∫
Ω

[γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0)dx−

−
∫
Ω

[p(x,−0)a1(x)− A2]u
2(x,−0)dx−

−
∫
Q−

[c(x, y)− A3/δ
2
0]u2(x, y)dxdy−

−γ0

∫
Q+

[c(x, y)− A4/δ
2
0]u2(x, y)dxdy ≤ 0.

Следовательно, выполняется неравенство
n∑
i=1

∫
Q−
u2
xi
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy+

+

∫
Q−

p(x, y)u2
ydxdy + γ0

∫
Q+

p(x, y)u2
ydxdy−

−
∫
Q−

c(x, y)u2dxdy − γ0

∫
Q+

c(x, y)u2dxdy ≤ 0. (1.1.12)

Отсюда очевидным образом получаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Для формулировки теоремы 1.1.2 введем дополнительные обозначения:

A11 =
γ0(b3 + b4)

2
, A21 =

a3 + a4

2
,

A5 =
γ0(m11b3 +m12b4) +m11a3 +m12a4

2
,

A6 =
γ0(m21b3 +m22b4) +m21a3 +m22a4

2
,

Φ1(ξ, η) = [γ0b2(x)p(x,+0)−A11δ
2
1]ξ2+[γ0b1(x)p(x,+0)−a2(x)p(x,−0)]ξη−

−[a1(x)p(x,−0) + A21δ
2
1]η2.
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Теорема 1.1.2 Пусть выполняются условия (1.1.6)-(1.1.9), а также

условия

∃γ0 > 0∃δ1 > 0 : Φ1(η, ξ) ≥ 0, (η, ξ) ∈ R2,

p1−A5/δ
2
1 > 0, p2−A6/δ

2
1 > 0, c(x, y)+A3/δ

2
1 ≤ 0, c(x, y)+A4/δ

2
1 ≤ 0,

x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1].

Тогда задача II в пространстве V не может иметь более одного реше-

ния.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1.1.1, в данном

случае достаточно показать, что если правая часть исходного уравнения

(1.1.1) тождественно равна нулю, то u(x, y) ≡ 0. Используя условия со-

пряжения, учитывая условие (1.1.8) и применяя очевидные неравенства∫
Ω

u2(x,−0)dx ≤
∫
Q−

u2
y(x, y)dxdy,

∫
Ω

u2(x,+0)dx ≤
∫
Q+

u2
y(x, y)dxdy,

(1.1.13)

получим
n∑
i=1

∫
Q−
u2
xi
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy+

+

∫
Q−

[p(x, y) + A5/δ
2
1]u2

ydxdy + γ0

∫
Q+

[p(x, y) + A6/δ
2
1]u2

ydxdy+

+

∫
Ω

[γ0b2(x)p(x,+0) + A11δ
2
1]u2

y(x,+0)−

−
∫
Ω

[p(x,−0)a1(x) + A21δ
2
1]u2

y(x,−0)dx−

−
∫
Ω

[γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)uy(x,−0)dx−

−
∫
Q−

[c(x, y) + A3/δ
2
1]u2(x, y)dxdy − γ0

∫
Q+

[c(x, y) + A4/δ
2
1]u2(x, y)dxdy ≤ 0.
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Следовательно, выполняется неравенство (1.1.12). Отсюда очевидным об-

разом получаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Введем обозначение

Φ2(ξ, η) = [γ0b2(x)p(x,+0)−A11δ
2
2]ξ2+[γ0b1(x)p(x,+0)−a2(x)p(x,−0)]ξη−

−[a1(x)p(x,−0) + A21δ
2
2]η2.

Теорема 1.1.3 Пусть выполняются условия (1.1.6)-(1.1.9), а также

условия

∃γ0 > 0∃δ2 > 0 : Φ2(η, ξ) ≥ 0, (η, ξ) ∈ R2,

p1−A5/δ
2
2 > 0, p2−A6/δ

2
2 > 0, c(x, y)+A3/δ

2
2 ≤ 0, c(x, y)+A4/δ

2
2 ≤ 0,

x ∈ Ω, y ∈ [−1, 1].

Тогда задача III в пространстве V не может иметь более одного

решения.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1.1.1 c учетом

условия (1.1.8) получим:
n∑
i=1

∫
Q−
u2
xi
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy+

+

∫
Q−

[p(x, y) + A5/δ
2
2]u2

ydxdy + γ0

∫
Q+

[p(x, y) + A6/δ
2
2]u2

ydxdy+

+

∫
Ω

[γ0b2(x)p(x,+0) + A11δ
2
2]u2

y(x,+0)−

−
∫
Ω

[p(x,−0)a1(x) + A21δ
2
2]u2

y(x,−0)dx−

−
∫
Ω

[γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)uy(x,−0)dx−

−
∫
Q−

[c(x, y) + A3/δ
2
2]u2(x, y)dxdy − γ0

∫
Q+

[c(x, y) + A4/δ
2
2]u2(x, y)dxdy ≤ 0.
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Следовательно, выполняется неравенство (1.1.12). Отсюда очевидным об-

разом получаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Прежде чем сформулировать следующую теорему, введем дополни-

тельные обозначения:

ã3 = max
Ω

(|a3(x)|), ã4 = max
Ω

(|a4(x)|), b̃3 = max
Ω

(|b3(x)|), b̃4 = max
Ω

(|b4(x)|).

Теорема 1.1.4 (теорема существования). Пусть выполняются усло-

вия (1.1.6)-(1.1.10), а также следующие условия:

c(x, y) ∈ C(Q̄), ai(x) ∈ C2(Ω), i = 1, 2, (1.1.14)

существуют операторы B̃i такие, что для всех v(x, y) ∈ V выполняет-

ся
∂

∂xj
(Biv) = Bivxj + B̃iv,

‖B̃iv‖2
L2(Ω) ≤ m̃1i‖v(x,+0)‖2

L2(Ω) + m̃2i‖v(x,−0)‖2
L2(Ω)+

+m̃3i‖v‖2
L2(Q−) + m̃4i‖v‖2

L2(Q+), v(x, y) ∈ V, i = 1, 2, (1.1.15)

существуют положительные числа δ01 − δ04 такие,что верны неравен-

ства

2− (1 + ã2
3)δ

2
01 − (1 + ã2

4)δ
2
02 − m̃21

(
ã2

3

δ2
01

+
γ0b̃

2
3

δ2
03

)
− m̃32

(
ã2

4

δ2
02

+
γ0b̃

2
4

δ04

)
> 0,

2− (1 + b̃2
3)δ

2
03 − (1 + b̃2

4)δ
2
04 − m̃12

(
ã2

4

δ2
02

+
γ0b̃

2
4

δ2
04

)
− m̃11

(
ã2

3

δ2
01

+
γ0b̃

2
3

δ01

)
> 0.

(1.1.16)

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует

функция u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся реше-

нием задачи I.

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру.

Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим семейство краевых задач.
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Задача Iλ. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1.1.1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (1.1.2),

(1.1.3), а также условия

uy(x,−0) = λ[a1(x)u(x,−0)+a2(x)u(x,+0)+a3(x)(B1u)(x)+a4(x)(B2u)(x)],

uy(x,+0) = λ[b1(x)u(x,−0)+b2(x)u(x,+0)+b3(x)(B1u)(x)+b4(x)(B2u)(x)].

(1.1.17)

Обозначим через Λ множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых

задача Iλ разрешима в пространстве V . Согласно теореме о методе про-

должения по параметру [68], множество Λ совпадает со всем отрезком

[0, 1], если оно непустое, открытое и замкнутое (в топологии метрическо-

го пространства X = [0, 1]). Совпадение множества Λ с отрезком [0, 1]

будет означать, что задача Iλ, то есть исходная задача I, разрешима в

пространстве V .

Непустота Λ очевидна, так как число 0 принадлежит ему [41].

Открытость и замкнутость множества Λ будет иметь место, если для

всевозможных решений задачи Iλ из пространства V выполняется апри-

орная оценка

‖u‖V ≤ R0

с постоянной K, не зависящей от функции u(x, y) и от λ. Покажем, что

требуемая оценка имеет место.

Рассмотрим равенство

−
∫
Q−

uLudxdy − γ0

∫
Q+

uLudxdy = −
∫
Q−

uf(x, y)dxdy − γ0

∫
Q+

uf(x, y)dxdy.

(1.1.18)

Применяя формулу интегрирования по частям, получим
n∑
i=0

∫
Q−

u2
xi
dxdy+γ0

n∑
i=0

∫
Q+

u2
xi
dxdy−

∫
Q−

c(x, y)u2dxdy−γ0

∫
Q+

c(x, y)u2dxdy+
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+

∫
Q−

p(x, y)u2
ydxdy + γ0

∫
Q+

p(x, y)u2
ydxdy +

∫
∂Q−

p(x, y)u · uyυydS+

γ0

∫
∂Q+

p(x, y)u · uyυydS = −
∫
Q−

uf(x, y)dxdy − γ0

∫
Q+

uf(x, y)dxdy.

Учитывая, что имеют место неравенства∫
Q−

u2(x, y)dxdy ≤
∫
Q−

u2
y(x, y)dxdy,

∫
Q+

u2(x, y)dxdy ≤
∫
Q+

u2
y(x, y)dxdy,

применив к правой части неравенство Юнга и используя условия (1.1.16)

задачи Iλ, а также условия теоремы, получим
n∑
i=1

∫
Q−
u2
xi
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy +

∫
Q−

p(x, y)u2
ydxdy+

+γ0

∫
Q+

p(x, y)u2
ydxdy + λ

∫
Ω

[γ0b2(x)p(x,+0) + A1]u
2(x,+0)+

+λ

∫
Ω

[γ0b1(x)p(x,+0)− a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0)dx−

−λ
∫
Ω

[p(x,−0)a1(x)− A2]u
2(x,−0)dx−

−
∫
Q−

[c(x, y) + A3/δ
2
0]u2(x, y)dxdy − γ0

∫
Q+

[c(x, y) + A4/δ
2
0]u2(x, y)dxdy ≤

≤ 1

2δ2

∫
Q−

f 2dxdy +
γ0

2δ2

∫
Q+

f 2dxdy +
δ2

2

∫
Q−

u2
ydxdy +

γ0δ
2

2

∫
Q+

u2
ydxdy.

Используя условия (1.1.6)-(1.1.9), получим неравенство

k

{
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xi
dxdy +

∫
Q−

u2
ydxdy +

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xi
dxdy +

∫
Q+

u2
ydxdy

}
≤

≤ K

(∫
Q−

f 2(x, y)dxdy +

∫
Q+

f 2(x, y)dxdy

)
,
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в котором k = min

(
1, p02 , γ,

γ0p0
2

)
> 0, K = max

(
1

2p0
, γ02p0

)
.

Отсюда первая оценка имеет вид:

‖u‖2
W 1

2 (Q−) +‖u‖2
W 1

2 (Q+) ≤ K1

(∫
Q−

f 2(x, y)dxdy+

∫
Q+

f 2(x, y)dxdy

)
. (1.1.19)

Для получения второй априорной оценки рассмотрим равенство∫
Q−

uyyLudxdy+γ0

∫
Q+

uyyLudxdy =

∫
Q−

uyyf(x, y)dxdy+γ0

∫
Q+

uyyf(x, y)dxdy.

(1.1.20)

Применяя формулу интегрирования по частям, получим
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy −

n∑
i=1

∫
Ω

uxiy(x,−0)uxi(x,−0)dx+

+γ0

n∑
i=1

∫
Ω

uxiy(x,+0)uxi(x,+0)dx+

∫
Q−

pu2
yydxdy + γ0

∫
Q+

pu2
yydxdy =

=

∫
Q−

f(x, y)uyydxdy + γ0

∫
Q+

f(x, y)uyydxdy −
∫
Q−

pyuyuyydxdy−

−γ0

∫
Q+

pyuyuyydxdy −
∫
Q−

c(x, y)uuyydxdy − γ0

∫
Q+

c(x, y)uuyydxdy. (1.1.21)

Преобразуем отдельно третье и четвертое слагаемые левой части (1.1.21),

используя условия сопряжения (1.1.17).

−
∫
Ω

uxiy(x,−0)uxi(x,−0)dx+ γ0

∫
Ω

uxiy(x,+0)uxi(x,+0)dx =

= λ

∫
Ω

[
γ0b2(x)u2

xi
(x,+0) + [γ0b1(x)− a2(x)]uxi(x,−0)uxi(x,+0)−

−a1(x)u2
xi

(x,−0)−(uxi(x,−0)u(x,−0)a1xi(x)−uxi(x,−0)u(x,+0)a2xi(x)
]
−

−λ
∫
Ω

(
uxi(x,−0)

∂

∂xi
(B1u)a3(x)− uxi(x,−0)B1ua3xi(x)−
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uxi(x,−0)
∂

∂xi
(B2u)a4(x)− uxi(x,−0)B2ua4xi(x)+

+γ0

(
uxi(x,+0)u(x,−0)b1xi(x) + uxi(x,+0)u(x,+0)b2xi(x)+

+uxi(x,+0)
∂

∂xi
(B1u)b3(x) + uxi(x,+0)B1ub3xi(x)+

+uxi(x,+0)
∂

∂xi
(B2u)b4(x) + uxi(x,+0)B2ub4xi(x)

))
dx.

Все слагаемые правой части данного равенства, кроме первого, оцени-

ваются с помощью неравенства Юнга, неравенств (1.1.13), примененных

для производных uxi(x,−0), uxi(x,+0), условий (1.1.8), (1.1.15) на опера-

торы B1, B2. Далее, слагаемые в правой части (1.1.20) оцениваются сверху

с помощью неравенства Юнга и первой оценки. В результате получим∫
Ω

(
γ0u

2
xi

(x,+0)b2(x) + uxi(x,−0)uxi(x,+0)[γ0b1(x)− a2(x)]−

−u2
xi

(x,−0)a1(x)
)
dx+

p1

2

∫
Q−

u2
yydxdy +

γ0p2

2

∫
Q+

u2
yydxdy+

+
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy

(
1− (1 + ã2

3)δ
2
01

2
− (1 + ã2

4)δ
2
02

2
− m̃21

[
ã2

3

δ2
01

+
γ0b̃

2
3

δ2
03

]
−

−m̃32

[
ã2

4

δ2
02

+
γ0b̃

2
4

δ04

])
dxdy

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy

(
1− (1 + b̃2

3)δ
2
03

2
−

−(1 + b̃2
4)δ

2
04

2
− m̃12

[
ã2

4

δ2
02

+
γ0b̃

2
4

δ2
04

]
− m̃11

[
ã2

3

δ2
01

+
γ0 − b̃2

3

δ01

])
dxdy ≤

≤ δ

∫
Q−

u2
yydxdy + γ0

∫
Q+

u2
yydxdy

+M.

Отсюда и из условий (1.1.16) следует∫
Q−

u2
yydxdy +

n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy + γ0

∫
Q+

u2
yydxdy + γ0

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy ≤M1.
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Третья априорная оценка
n∑

i,j=1

∫
Q−

u2
xixj

dxdy + γ0

n∑
i,j=1

∫
Q+

u2
xixj

dxdy ≤M2

очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного нера-

венства для эллиптических операторов [41]. Из полученных трех оценок

следует искомая оценка

‖u‖V ≤ R0. (1.1.22)

Оценка (1.1.22) означает, что задача Iλ разрешима в пространстве V для

всех λ из отрезка [0,1] - то ест ь и для λ = 1. Но тогда и искомая задача

I будет разрешима в пространстве V . Теорема доказана.

Замечание. Для решения u(x, y) задачи I имеют место включения

uxiy(x,−0) ∈ L2(Ω), uxiy(x,+0) ∈ L2(Ω), i = 1, .., n - это следует из выпол-

нения условий сопряжения и из того, что в условиях сопряжения каждое

слагаемое правой части имеет обобщенную производную по переменной

xi.

Для x из Ω̄ и переменных ξ и η определим квадратичную по (ξ, η)

форму Φ3(x, ξ, η) :

Φ3(x, ξ, η) = −a1(x)ξ2 + [γ1b1(x)− a2(x)]ξη + γ1b2(x)η2,

(γ1 - положительное число, роль которого будет пояснена ниже).

Теорема 1.1.5 (теорема существования). Пусть выполняются усло-

вия (1.1.6)-(1.1.9), (1.1.14), (1.1.15) а также следующие условия:

a1(x) ≤ 0, b2(x) ≥ 0, a1(x)b2(x)− a2(x)b1(x) ≤ 0, x ∈ Ω,

∃γ1 > 0 : Φ3(x, ξ, η) ≥ ϕ1(x)ξ2 + ϕ2(x)η2, ϕ1(x) ≥ 0, ϕ2(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

|a2xi(x)| ≤ C
√
ϕ1(x), |b1xi(x)| ≤ C

√
ϕ2(x), C = const, x ∈ Ω, i = 1, .., n,

существуют положительные числа δ01− δ04 такие,что выполняется

2− (1 + ã2
3)δ

2
01 − (1 + ã2

4)δ
2
02 − m̃21

(
ã2

3

δ2
01

+
γ1b̃

2
3

δ2
03

)
− m̃32

(
ã2

4

δ2
02

+
γ1b̃

2
4

δ04

)
> 0;
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2− (1 + b̃2
3)δ

2
03 − (1 + b̃2

4)δ
2
04 − m̃12

(
ã2

4

δ2
02

+
γ1b̃

2
4

δ2
04

)
− m̃11

(
ã2

3

δ2
01

+
γ1b̃

2
3

δ01

)
> 0.

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует

функция u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся реше-

нием задачи II.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай aj(x) ≡ 0, bj(x) ≡ 0, j =

3, 4. Пусть ε есть положительное число. Обозначим

a1ε(x) = a1(x)− ε, b2ε(x) = b2(x) + ε.

Рассмотрим задачу: найти функцию u(x, y), являющуюся в цилиндрах

Q− и Q+ решением уравнения (1.1.1) и такую, что выполняются условия

(1.1.2), (1.1.3), а также условия

u(x,−0) = a1ε(x)uy(x,−0) + a2(x)uy(x,+0), x ∈ Ω,

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0) + b2ε(x)uy(x,+0), x ∈ Ω. (1.1.23)

Поскольку функция a1ε(x)b2ε(x)− a2(x)b1(x) строго отрицательна в Ω̄,

то от (1.1.22), (1.1.23) можно перейти к соотношениям

uy(x,−0) = ã1ε(x)u(x,−0) + ã2ε(x)u(x,+0), x ∈ Ω,

uy(x,+0) = b̃2ε(x)u(x,−0) + b̃2ε(x)u(x,+0), x ∈ Ω (1.1.24)

- то есть к условиям задачи I. Согласно теореме 4, рассматриваемая за-

дача имеет решение uε(x, y), принадлежащее пространству V . Покажем,

что для семейства {uε(x, y)} имеют место оценки, которые позволят пе-

рейти к пределу при ε→ 0. При получении оценок индекс "ε"у решения

опустим.

Для решений задачи (1.1.1)-(1.1.3), (1.1.23) имеет место оценка (1.1.19)

(что показывается дословным повторением доказательства той же оценки

в теореме 4). Далее, преобразовав равенство (1.1.20) к виду (1.1.21), рас-

смотрим отдельно его третье и четвертое слагаемые. Используя условия
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сопряжения (1.1.23), получим

−
n∑
i=1

∫
Ω

uxiy(x,−0)uxi(x,−0)dx+ γ1

n∑
i=1

∫
Ω

uxiy(x,+0)uxi(x,+0)dx =

=
n∑
i=1

∫
Ω

[
γ1b2(x)u2

xi,y
(x,+0) + [γ1b1(x)− a2(x)]uxi,y(x,−0)uxi,y(x,+0)−

−a1(x)u2
xi,y

(x,−0)
]
dx+

∫
Ω

[1

2
∆a1(x)u2

y(x,−0)− 1

2
γ1∆b2(x)u2

y(x,+0)−

−
n∑
i=1

a2xi(x)uy(x,+0)uxiy(x,−0) + γ1

n∑
i=1

b1xi(x)uy(x,−0)uxiy(x,+0)+

+ε
n∑
i=1

(u2
xiy

(x,−0) + γ1u
2
xiy

(x,+0)
]
dx.

В результате придем к равенству
n∑
i=1

∫
Ω

[
b2(x)γ1u

2
xiy

(x,+0) + [γ1b1(x)− a2(x)]uxiy(x,−0)uxiy(x,+0)−

−a1(x)u2
xiy

(x,−0)
]
dx+

p1

2

∫
Q−

u2
yydxdy +

γ1p2

2

∫
Q+

u2
yydxdy+

+
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy + γ1

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy+

+ε
n∑
i=1

∫
Ω

[
u2
xiy

(x,−0) + γ1u
2
xiy

(x,+0)
]
dx =

=

∫
Ω

[
−1

2
∆xa1(x)u2

y(x,−0) +
1

2
∆xb1(x)u2

y(x,+0)
]
dx+

+
n∑
i=1

∫
Ω

[
a2xiuy(x,+0)uxiy(x,−0) + γ1b1xiuy(x,+0)uxiy(x,−0)

]
dx+

+

∫
Q−

c(x, y)uyyudxdy − γ1

∫
Q+

c(x, y)uyyudxdy.
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Применяя далее неравенство Юнга, используя условия теоремы и инте-

гральные неравенства типа (1.1.13), получим оценку∫
Q−

u2
yydxdy +

n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy +

∫
Q+

u2
yydxdy +

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy+

+ε
n∑
i=1

∫
Ω

(
u2
xiy

(x,−0) + u2
xiy

(x,+0)
)
dx ≤M3. (1.1.25)

Третья априорная оценка
n∑

i,j=1

∫
Q−

u2
xixj

dxdy +
n∑

i,j=1

∫
Q+

u2
xixj

dxdy ≤M4. (1.1.26)

очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного нера-

венства для эллиптических операторов [41].

Из оценок (1.1.19), (1.1.25) и (1.1.26), из свойств рефлексивности гиль-

бертова пространства и из теорем вложения (см. [41],[63]) следует, что

существуют числовая последовательность {εm}, функциональная после-

довательность

{um(x, y)}, (um(x, y) = uεm(x, y)) функций из семейства {uε(x, y)}, и суще-

ствует функция u(x, y) такие, что при m → ∞ имеют место сходимости

εm → 0, um(x, y) → u(x, y) слабо в пространствах W 2
2 (Q−) и W 2

2 (Q+),

um(x,−0) → u(x,−0), um(x,+0) → u(x,+0), umy(x,−0) → uy(x,−0),

umy(x,+0) → uy(x,+0), εmumy(x,−0) → 0, εmumy(x,+0) → 0 почти всю-

ду в Ω.

Из этих сходимостей следует, что для предельной функции u(x, y) в об-

ластях Q− и Q+ будет выполняться уравнение (1.1.1), будут выполняться

условия (1.1.2), (1.1.3), а также требуемые условия сопряжения задачи II.

В случае ненулевых функций a3(x), b3(x), a4(x) и b4(x) доказательство

приводится вполне аналогично вышеприведенному (лишь с более гро-

моздкими выкладками).

Теорема доказана.
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Для x из Ω̄ и переменных ξ и η определим квадратичную по (ξ, η)

форму Φ4(x, ξ, η) :

Φ4(x, ξ, η) = −a2(x)ξ2 + [γ2b2(x)− a1(x)]ξη + γ2b1(x)η2,

(γ2 - положительное число, роль которого будет пояснена ниже).

Теорема 1.1.6 (теорема существования). Пусть выполняются усло-

вия (1.1.6)-(1.1.9), (1.1.14), (1.1.17) а также следующие условия

a2(x) ≤ 0,∀ x ∈ Ω,

∃γ2 > 0 : Φ4(x, ξ, η) ≥ ψ1(x)ξ2 + ψ2(x)η2, ψ1(x) ≥ 0, ψ2(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄,

|a1xi(x)| ≤ C
√
ψ1(x), |b1xi(x)| ≤ C

√
ψ2(x), C = const, x ∈ Ω̄, i = 1, .., n;

существуют положительные числа δ01 − δ04 такие,что выполняется

2− (1 + ã2
3)δ

2
01 − (1 + ã2

4)δ
2
02 − m̃21

(
ã2

3

δ2
01

+
γ2b̃

2
3

δ2
03

)
− m̃32

(
ã2

4

δ2
02

+
γ2b̃

2
4

δ04

)
> 0;

2− (1 + b̃2
3)δ

2
03 − (1 + b̃2

4)δ
2
04 − m̃12

(
ã2

4

δ2
02

+
γ2b̃

2
4

δ2
04

)
− m̃11

(
ã2

3

δ2
01

+
γ2b̃

2
3

δ01

)
> 0.

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует

функция u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся реше-

нием задачи III.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1.1.5, рассмот-

рим вначале случай aj(x) ≡ 0, bj(x) ≡ 0, j = 3, 4. Обозначим

a2ε(x) = a2(x)− ε, ε > 0.

Рассматривая задачу нахождения решения уравнения (1.1.1), удовлетво-

ряющего условиям (1.1.2), (1.1.3), а также условиям

u(x,−0) = a1(x)uy(x,+0) + a2ε(x)uy(x,−0), x ∈ Ω,
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uy(x,+0) = b1(x)uy(x,+0) + b2(x)uy(x,−0), x ∈ Ω, (1.1.27)

переходим к соотношениям вида (1.1.24), выражающим условия задачи I.

Данная задача имеет решение uε(x, y), принадлежащее пространству V ,

для функций uε(x, y) имеет место первая априорная оценка (1.1.19).

Для получения следующих оценок рассмотрим соотношение (1.1.21).

Используя условия сопряжения (1.1.27), получим:

n∑
i=1

∫
Ω

[
γ2b1(x)u2

xi
(x,+0) + [γ2b2(x)− a1(x)]uxiy(x,−0)uxi(x,+0)−

−a2(x)u2
xiy

(x,−0)
]
dx+

p1

2

∫
Q−

u2
yydxdy +

γ2p2

2

∫
Q+

u2
yydxdy

+
n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy +

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy + ε

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xiy

(x,−0)dx =

=

∫
Ω

[
−1

2
∆xa2(x)u2

y(x,−0) +
1

2
∆xb1(x)u2

y(x,+0)
]
dx+

+
n∑
i=1

∫
Ω

[
a1xiu(x,+0)uxiy(x,−0) + γ2b2xiuy(x,−0)uxiy(x,+0)

]
dx+

+

∫
Q−

c(x, y)uyyudxdy − γ2

∫
Q+

c(x, y)uyyudxdy.

Применяя далее неравенство Юнга, используя условия теоремы и инте-

гральные неравенства типа (1.1.13), получим оценку∫
Q−

u2
yydxdy +

n∑
i=1

∫
Q−

u2
xiy
dxdy +

∫
Q+

u2
yydxdy +

n∑
i=1

∫
Q+

u2
xiy
dxdy+

+ε
n∑
i=1

∫
Ω

u2
xiy

(x,−0)dx ≤M5. (1.1.28)

Третья априорная оценка
n∑

i,j=1

∫
Q−

u2
xixj

dxdy +
n∑

i,j=1

∫
Q+

u2
xixj

dxdy ≤M6. (1.1.29)
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очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного нера-

венства для эллиптических операторов [41].

Из оценок (1.1.19), (1.1.28), (1.1.29) следует, что вновь можно осу-

ществить всю схему выбора сходящихся последовательностей {εm} и

{um(x, y)}, и что существует функция u(x, y), которая является решени-

ем уравнения (1.1.1), удовлетворяет условиям (1.1.2), (1.1.3) и условиям

сопряжения задачи III.

Теорема доказана.

Примерами операторов B1 и B2, обладающих нужными свойствами,

являются интегральные операторы, действия которых на функции υ(x, y)

определяются равенствами

(Biυ)(x) =

∫
Ω

K1i(x, ξ)υ(ξ,+0)dξ +

∫
Ω

K2i(x, ξ)υ(ξ,−0)dξ+

+

∫
Q−

N1i(x, ξ, η)υ(ξ, η)dξdη +

∫
Q+

N2i(x, ξ, η)υ(ξ, η)dξ

с заданными ядрами K1i(x, ξ), K2i(x, ξ), N1i(x, ξ, η), N2i(x, ξ, η), i = 1, 2.

Условия на эти ядра, достаточные для выполнения условий теорем 1-6,

нетрудно найти с помощью неравенств Гельдера.

Оператор ∆x, участвующий в рассматриваемой задаче, можно заме-

нить общим эллиптическим оператором порядка 2m (m > 0 - целое),

действующим по переменным x1, .., xn (с соответствующим дополнением

граничных условий на S).

1.2 О влиянии параметров задач сопряжения на корректность

Пусть x есть точка ограниченной области Ω пространства Rn с гладкой

(для простоты - бесконечно-дифференцируемой) границей Γ, y есть точка

интервала (a, 1),−∞ < a < 0,Q есть цилиндр Ω×(a, 1), S = Γ×(a, 1) есть
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боковая граница Q. Далее, пусть f(x, y) есть заданная функция, опреде-

ленная при (x, y) ∈ Q, α, β и λ есть заданные действительные числа.

ОбозначимQ1 = Ω×(a, 0),Q2 = Ω×(0, 1), S1 = Γ×(a, 0), S2 = Γ×(0, 1).

Задача сопряжения: найти функцию u(x, y) такую, что в цилин-

драх Q1 и Q2 выполняется уравнение

∆u = λu+ f(x, y) (1.2.1)

и при этом для функции u(x, y) выполняются условия

u(x, y)|S1∪S2
= 0, (1.2.2)

u(x, a) = u(x, 1) = 0, x ∈ Ω, (1.2.3)

u(x,−0) = αu(x,+0), uy(x,+0) = βuy(x,−0), x ∈ Ω. (1.2.4)

Задача (1.2.1)-(1.2.4) в случае α = β = 1 представляет собой хорошо

изученную классическую задачу дифракции, в случае же произвольных

чисел α и β она уже не представляется хорошо изученной.

Всюду в дальнейшем будем рассматривать случай αβ 6= 0 — поскольку

при αβ = 0 задача является распадающейся на независимые задачи в

цилиндрах Q1 и Q2, и исследование их разрешимости не представляется

сложным.

Обозначим через V множество функций

V = {v(x, y) : v(x, y) ∈ W 2
2 (Q1), v(x, y) ∈ W 2

2 (Q2)}.

Очевидно, что для функций из пространства V определены следы

v(x,+0), v(x,−0), vy(x,+0), vy(x,−0) (см. [31],[32]). Также очевидно, что

пространство V есть банахово пространство с нормой

‖v‖V =
(
‖v‖2

W 2
2 (Q1) + ‖v‖2

W 2
2 (Q2)

) 1
2

.

Всюду ниже под решением (или регулярным решением) задачи (1.2.1)-

(1.2.4) будем понимать функцию v(x, y) из пространства V , являющуюся
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решением уравнения (1.2.1) в цилиндрах Q1 и Q2 и такую, что для нее

выполняются условия (1.2.2)-(1.2.4).

Как уже говорилось выше, целью работы является исследование влия-

ния параметров α, β, a и λ на единственность и неединственность, суще-

ствование и несуществование решений задачи (1.2.1)-(1.2.4).

Вопрос о единственности и неединственности решений задачи (1.2.1)-

(1.2.4) эквивалентен вопросу о существовании или несуществовании

нетривиальных в цилиндрах Q1 и Q2 решений уравнения

∆u = λu, (1.2.10)

удовлетворяющих условиям (1.2.2)-(1.2.4). Другими словами, вопрос о

единственности или неединственности решений задачи (1.2.1)-(1.2.4) эк-

вивалентен вопросу о существовании собственных чисел и собственных

функций в задаче (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Как будет показано ниже, при фиксированных α, β и λ единственность

или неединственность решений задачи (1.2.1)-(1.2.4) (или задачи (1.2.10),

(1.2.2)-(1.2.4)) будет определяться числом a. Числа a = a(α, β, λ), опреде-

ляющие высоту цилиндра Q и такие, что при фиксированных α, β и λ

имеет место неединственность решений задачи (1.2.1)-(1.2.4), назовем

критическими числами задачи сопряжения.

Пусть {Wk(x)}∞k=1 есть ортонормированная в пространстве L2(Ω)

система собственных функций задачи Дирихле для оператора ∆x(
∆x =

n∑
i=1

∂2

∂x2i

)
с соответствующими собственными числами µk:

∆xWk = µkWk, Wk|Γ = 0.

Известно, что собственные числа µk все отрицательные, конечнократные

и имеют единственную предельную точку в −∞. Будем считать, что чис-

ла µk упорядочены по убыванию.

Рассмотрим вначале случай λ > µ1.
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Для неотрицательных действительных чисел t и для неположительных

чисел a определим функцию ϕ(t, a):

ϕ(t, a) = −(1− e2ta)(1 + e−2t)

(1 + e2ta)(1− e−2t)
.

Установим вначале вспомогательное утверждение о свойствах этой функ-

ции.

Утверждение 1.2.1 При фиксированном отрицательном a таком, что

a 6= −1 функция ϕ(t, a) будет строго монотонна по t при t > 0.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай a < −1. Положим b = −a,
z = e−2t, ψ0(z) = (zb−1)(z+1)

(zb+1)(z−1) . Справедливы равенства

ϕ(t, a) = −ψ0(z), ψ0(0 + 0) = 1, ψ0(1− 0) = b.

Покажем, что производная ψ′0(z) не обращается в нуль при z ∈ (0, 1).

Имеем

ψ′0(z) =
−2z2b + 2bzb+1 − 2bzb−1 + 2

(zb + 1)2(z − 1)2
, ψ′0(0 + 0) = 2, ψ′0(1− 0) = 0.

Предположим, что существует точка z0 из интервала (0, 1), в которой

выполняется ψ′0(z0) = 0. Обозначим ψ1(z) = z2b − bzb+1 + bzb−1 − 1. Для

функции ψ1(z) имеют место равенства

ψ1(z0) = 0, ψ1(0 + 0) = −1, ψ1(1− 0) = 0.

Но тогда в интервале (0, 1) обязательно найдется точка z1 такая, что

ψ′1(z1) = 0. Положим

ψ2(z) = 2bzb+1 − b(b+ 1)z2 + b(b− 1).

Имеем

ψ′1(z) = zb−2ψ2(z), ψ2(z1) = 0, ψ2(0 + 0) = b(b− 1), ψ2(1− 0) = 0.

Но тогда либо при z ∈ (0, 1) выполняется ψ′2(z) < 0, либо в интервале

(0, 1) найдется точка z2 такая, что ψ′2(z2) = 0. Последнее равенство на ин-

тервале (0, 1) невозможно, значит, выполняется ψ′2(z) < 0 при z ∈ (0, 1).
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Поскольку ψ2(0 + 0) > 0, ψ2(1 − 0) = 0, то выполняется ψ1(z) > 0 при

z ∈ (0, 1). Получили противоречие с предположением о существовании

точки z0 такой, что z0 ∈ (0, 1), ψ′0(z0) = 0.

Итак, для функции ψ′0(z) выполняется

ψ′0(z) < 0, при z ∈ (0, 1), ψ′0(1− 0) ≤ 0.

А это и означает, что функция ϕ(t, a) строго монотонна при t > 0.

Случай −1 < a < 0 сводится к рассмотренному с помощью замены

z = e−2t, c = −1
a .

Утверждение доказано.

Обозначим δk(λ) =
√
|λ− µk|, γk(λ) = ϕ(δk(λ), a), k = 1, 2, . . ..

Теорема 1.2.1 Пусть α, β, a и λ0 есть фиксированные действительные

числа, причем число a отрицательно. Тогда

1. если a 6= −1, λ0 > µ1, αβ ≥ γ1(λ0) или αβ ≤ −1 при a ∈ (−1, 0),

αβ ≤ γ1(λ0) или αβ ≥ −1 при a < −1, то задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-

(1 .2 .4 ) при λ = λ0 имеет только нулевое решение;

2. если a 6= −1, λ0 > µ1, αβ ∈ (−1, γ1(λ0)) при a ∈ (−1, 0), αβ ∈
(γ1(λ0),−1) при a < −1 и для некоторого фиксированного натураль-

ного числа k0 выполняется равенство

αβ = ϕ(δk0(λ0), a),

то число λ0 будет собственным, причем простым, числом зада-

чи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), если при тех же α, β, a и λ0 для всех

натуральных чисел k выполняется

αβ 6= ϕ(δk(λ0), a),

то задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0 имеет только нуле-

вое решение;
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3. если a = −1, αβ = −1, то любое число λ0 из промежутка (µ1,+∞)

будет собственным числом задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), причем

бесконечной кратности, если же a = −1, αβ 6= −1, λ0 > µ1, то

задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0 имеет только нулевое

решение.

Доказательство. Решение u(x, y) задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ =

λ0 ищем в виде

u(x, y) =

 u1(x, y), (x, y) ∈ Q1,

u2(x, y), (x, y) ∈ Q2,

Функции u1(x, y) и u2(x, y) определим равенствами

u1(x, y) =
∞∑
k=1

ck(y)Wk(x), u2(x, y) =
∞∑
k=1

dk(y)Wk(x).

Уравнение (1.2.10) и условия (1.2.3) и (1.2.4) дают для функций ck(y)

и dk(y) соотношения

c′′k(y) + (µk − λ0)ck(y) = 0, d′′k(y) + (µk − λ0)dk(y) = 0,

ck(a) = 0, dk(1) = 0,

ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0).

Поскольку µk − λ0 < 0, то функции ck(y) и dk(y) имеют вид

ck(y) = Ake
δk(λ0)y +Bke

−δk(λ0)y, dk(y) = Cke
δk(λ0)y +Dke

−δk(λ0)y,

и для чисел Ak, Bk, Ck и Dk выполняется система

Ak +Bk = α(Ck +Dk),

Ck −Dk = β(Ak −Bk),

Ake
δk(λ0)a +Bke

−δk(λ0)a = 0,

Cke
δk(λ0) +Dke

−δk(λ0) = 0.

У этой системы существует нетривиальное решение, если выполняется

равенство

(1 + αβ)[eδk(λ0)(a−1) − e−δk(λ0)(a−1)] + (1− αβ)[eδk(λ0)(a+1) − e−δk(λ0)(a+1)] = 0.
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Это равенство эквивалентно следующему:

αβ = ϕ(δk(λ0), a). (1.2.5)

Поскольку функция ϕ(t, a) монотонно убывает при a ∈ (−1, 0) от a до

−1, монотонно возрастает при a < −1 вновь от a до −1 (см. доказанное

выше утверждение (1.2.1)), то при λ0 > µ1, a ∈ (−1, 0), αβ ≥ γ1(λ0)

или αβ ≤ −1, при λ > µ1, a < −1, αβ ≤ γ1(λ0) или αβ ≥ −1 равен-

ство (1.2.5) выполняться не может, числа Ak, Bk, Ck и Dk есть нули для

всех натуральных чисел k, все компоненты функций u1(x, y) и u2(x, y)

есть тождественно нулевые функции.

Пусть теперь выполняются неравенства и включения п. 2, и пусть для

некоторого фиксированного натурального числа k0 выполняется равен-

ство

αβ = ϕ(δk0(λ0), a). (1.2.5′)

Тогда компоненты ck0(y)Wk0(x) и dk0(y)Wk0(x) функций u1(x, y) и u2(x, y)

будут ненулевыми. Это и означает существование нетривиального реше-

ния задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ = λ0. Далее, вследствие дока-

занного выше утверждения (1.2.1), равенство (1.2.5′), определяющее соб-

ственное число λ0, может выполняться лишь для одного натурального

числа k0. Тем самым этому числу λ0 соответствует лишь одна собствен-

ная функция (определенная с точностью до постоянного множителя), и,

значит, при выполнении условия (1.2.5′) число λ0 будет простым собствен-

ным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Если для всех натуральных чисел k выполняется

αβ 6= ϕ(δk(λ0), a),

то число λ0 не будет собственным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4)

— это очевидно.

Наконец, пусть выполняется a = −1. Тогда, если αβ = −1, то равен-

ство (1.2.5) будет выполняться для всех чисел λ0 из промежутка (µ1,+∞)
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и для всех натуральных чисел k. Другими словами, каждая из функций

u1(x, y) и u2(x, y) будет содержать бесконечно много ненулевых линейно-

независимых слагаемых. А это и означает, что любое число λ0 из проме-

жутка (µ1,+∞) будет собственным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4)

бесконечной кратности.

Наоборот, если a = −1 и αβ 6= −1, то равенство (1.2.5) не будет выпол-

няться, и тем самым при всех числах λ0 из промежутка (µ1,+∞) зада-

ча (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ = λ0 будет иметь только нулевое решение.

Теорема полностью доказана.

Обсудим теперь вопрос о критических числах задачи (1.2.10), (1.2.2)-

(1.2.4) в случае λ > µ1.

Обозначим

bk(λ) = −1 + e−2δk(λ)

1− e−2δk(λ)
, k = 1, 2, . . . .

Теорема 1.2.2 Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные

числа такие, что αβ < 0, λ0 > µ1. Тогда имеют место свойства

1. если αβ > −1, то существует счетное множество чисел {a∗k}∞k=1,

принадлежащих интервалу (−1, 0) и являющихся критическими

для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0, причем для чисел

a∗k выполняется a∗k → 0 при k →∞;

2. если αβ = −1, то лишь число a = −1 будет критическим для зада-

чи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

3. если αβ ∈ (b1(λ0),−1), то существует лишь конечное число крити-

ческих чисел для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

4. если αβ ≤ b1(λ0), то критических чисел задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-

(1 .2 .4 ) при λ = λ0 не имеет.

Доказательство. Число a будет критическим для задачи (1.2.10),
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(1.2.2)-(1.2.4) при фиксированных α, β и при λ = λ0, если будет вы-

полняться равенство (1.2.5).

Обозначим b̃k(λ0) = −bk(λ0). Равенство (1.2.5) эквивалентно равенству

a =
1

2δk(λ0)
ln
b̃k(λ0) + αβ

b̃k(λ0)− αβ
. (1.2.6)

Если αβ > −1, то выполняется b̃k(λ0) + αβ > 0. Следовательно, ра-

венство (1.2.6) и будет определять искомую последовательность {a∗k}∞k=1

критических чисел, и для этой последовательности будет выполняться

a∗k → 0 при k →∞.

Очевидно, что при αβ = −1 лишь при a = −1 будет выполняться

равенство (1.2.5).

Пусть теперь выполняется b1(λ0) < αβ < −1. Поскольку последова-

тельность {bk(λ0)}∞k=1 монотонно возрастает и имеет своим пределом −1,

то существует натуральное число k1 такое, что выполняются неравенства

bk1(λ0) < αβ ≤ bk1+1(λ0).

Но тогда равенство (1.2.5) будет выполняться лишь для конечного набора

отрицательных чисел a∗k, k = 1, . . . , k1. Эти числа и будут критическими

для задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ = λ0.

Наконец, пусть выполняется αβ ≤ b1(λ0). Очевидно, что в этом случае

равенство (1.2.5) не может выполняться. Критических чисел нет.

Теорема полностью доказана.

На следующем шаге обсудим вопрос о собственных числах зада-

чи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4), лежащих на промежутке (−∞, µ1].

Положим h(t, a) = αβ cos at · sin t− cos t · sin at.

Утверждение 1.2.2 Пусть a, α и β есть фиксированные действитель-

ные числа такие, что a < 0, и если a = −1, то αβ 6= −1. Тогда функция

h(t, a) имеет при t ≥ 0 счетное множество нулей, причем это множе-

ство не имеет конечных предельных точек.
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Доказательство. Прежде всего заметим, что если считать переменную t

комплексной (t = τ + iθ), то функция h(t, a) будет аналитической на всей

комплексной плоскости функцией, и в силу внутренней теоремы един-

ственности [8] она не может иметь более чем счетное множество нулей,

само же это множество не может иметь конечных предельных точек. Сле-

довательно, и при сужении функции h(t, a) на полуось t ≥ 0 множество

ее нулей не может иметь конечных предельных точек.

Очевидно, что при αβ = ±1 функция h(t, a) имеет при t ≥ 0 бесконечно

много нулей. Пусть теперь αβ 6= ±1. Определим функцию h1(t, b):

h1(t, b) =
αβ + 1

αβ − 1
sin(b+ 1)t− sin(b− 1)t.

Покажем, что при b > 0 функция h1(t, b) имеет на полуоси t ≥ 0 бесконеч-

но много нулей. Предположим, что это не так. Тогда найдется положи-

тельное число T такое, что при t > T функция h1(t, b) либо положительна,

либо отрицательна. Пусть для определенности выполняется h1(t, b) < 0

при t > T . Рассмотрим вначале случай b > 1. Зафиксируем натуральное

число k. Имеем

2(k + 1)(b+ 1)

b− 1
− (2k + 1)(b+ 1)

b− 1
=
b+ 1

b− 1
> 1.

Следовательно, на интервале
(

(2k+1)(b+1)
b−1 , 2(k+1)(b+1)

b−1

)
имеется по крайней

мере одно натуральное число lk. Положим tk = πlk
b+1 . Имеем h1(tk, b) =

− sin πlk(b−1)
b+1 > 0. Поскольку число k можно неограниченно увеличивать,

то указанный выше интервал будет неограниченно сдвигаться вправо, и

число lk можно сделать сколь угодно большим — в частности, таким, что

будет выполняться tk > T . Получаем противоречие с предположением об

отрицательности функции h1(t, b) при t > T .

Рассмотрим теперь случай 0 < b < 1. Зафиксируем натуральное число

k и определим натуральное число l∗k как число, принадлежащее интервалу(
2k(1+b)

1−b , (2k+1)(1+b)
1−b

)
(такое натуральное число l∗k существует). Положим
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t∗k =
πl∗k
b+1 . Имеем h1(t

∗
k, b) > 0. Произвольность числа k и предположение

об отрицательности функции h1(t, b) вновь дают противоречие.

Предположение о положительности функции h1(t, b) при t > T и ана-

логичные изложенным выше рассуждения также приводят в случаях

0 < b < 1 или b > 1 к противоречию. Следовательно, при b > 0, b 6= 1

функция h1(t, b) имеет бесконечно много нулей при t ≥ 0. Наличие у

функции h1(t, b) при b = 1 бесконечного числа нулей очевидно.

Итак, функция h1(t, b) при b > 0 имеет бесконечно много нулей. Поло-

жив b = −a и учитывая равенство

h(t, a) =
1

2
[(αβ − 1) sin(a+ 1)t− (αβ + 1) sin(a− 1)t] ,

очевидным образом получаем, что и функция h(t, a) при a < 0, t ≥ 0

имеет бесконечно много нулей.

Из проведенных выше рассуждений и следует, что утверждение (1.2.2)

полностью доказано.

Вернемся к задаче (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Обозначим через tm, m = 1, 2, . . ., положительные корни функции

h(t, a), расположенные в порядке возрастания, через λk,m обозначим чис-

ла λk,m = µk − t2m. Далее, для a > −1, αβ ∈ (−1, a), или a < −1,

αβ ∈ (a,−1) обозначим через t0,k(λ) положительное решение уравне-

ния αβ = ϕ(δk(λ), a) (если оно существует). Наконец, для заданного чис-

ла λ0 из промежутка (−∞, µ1] через λk,0, k = 1, 2, . . ., обозначим число

λk,0 = µk + t20,k(λ0).

Теорема 1.2.3 Пусть α, β, a и λ0 есть фиксированные действитель-

ные числа, причем число a отрицательно, число λ0 принадлежит про-

межутку (−∞, µ1]. Тогда

1. если αβ > 0, λ0 = λk,m для некоторых натуральных чисел k и m,

то λ0 будет собственным числом задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ),
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если же αβ > 0, λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m, то

задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0 будет иметь только

нулевое решение;

2. если a 6= −1, αβ ∈ (−1, a) при a > −1 или αβ ∈ (a,−1) при a < −1,

λ0 = λk,m или λ0 = λl,0 (если число λl,0 определено) для некоторых

натуральных чисел k, m и l, то λ0 будет собственным числом зада-

чи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), если же λ0 при тех же ограничениях

на числа a и αβ не совпадает ни с одним из чисел λk,m или λl,0, то

задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) будет иметь только нулевое реше-

ние;

3. если a 6= −1, αβ ≤ −1 или αβ ∈ (a, 0) при a > −1, αβ ∈ (−∞, a)

или αβ ∈ [−1, 0) при a < −1, λ0 = λk,m для некоторых натураль-

ных чисел k и m, то λ0 будет собственным числом задачи (1 .2 .10 ),

(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), если же λ0 при тех же ограничениях на числа a

и αβ не совпадает ни с одним из чисел λk,m, то задача (1 .2 .10 ),

(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0 будет иметь только нулевое решение;

4. если a 6= −1, αβ = a, λ0 = λk,m или λ0 = µl для некоторых на-

туральных чисел k, m и l, то λ0 будет собственным числом зада-

чи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), если же λ0 не совпадает ни с одним из

чисел λk,m или µl, то задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) будет иметь

только нулевое решение;

5. если a = −1, αβ = −1, то любое число λ0 из промежутка (−∞, µ1]

будет собственным числом задачи (1 .2 .10 ), (2)-(4), если же a = −1,

αβ < 0, αβ 6= −1, λ0 = λk,m для некоторых натуральных чисел

k и m, то λ0 будет собственным числом задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-

(1 .2 .4 ), если же λ0 при тех же ограничениях на числа a и αβ не

совпадает ни с одним из чисел λk,m, то задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-

(1 .2 .4 ) будет иметь только нулевое решение.
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Доказательство. Решение задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) вновь опреде-

лим с помощью функций u1(x, y) и u2(x, y) (см. доказательство теоре-

мы 1), функции u1(x, y) и u2(x, y) вновь определим рядами

u1(x, y) =
∞∑
k=1

ck(y)Wk(x), u2(x, y) =
∞∑
k=1

dk(y)Wk(x).

Для функций ck(y), dk(y) и числа λ0 должны выполняться равенства

c′′k(y) + (µk − λ0)ck(y) = 0, d′′k(y) + (µk − λ0)dk(y) = 0,

ck(a) = 0, dk(1) = 0,

ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0).

Если λ0 = λk,m, то имеем µk − λk,m = t2m > 0,

ck(y) = Ak cos tmy +Bk sin tmy,

dk(y) = Ck cos tmy +Dk sin tmy,

для чисел Ak, Bk, Ck и Dk выполняются равенства

Ak = αCk,

Dk = βBk,

Ak cos tma+Bk sin tma = 0,

Ck cos tm +Dk sin tm = 0.

Определитель этой системы есть число h(tm, a), и это число равно нулю.

Следовательно, числа Ak, Bk, Ck, Dk не все одновременно обращаются в

нуль, функции u1(x, y) и u2(x, y) будут содержать ненулевую компонен-

ту, и тем самым число λk,m будет представлять собой собственное число

задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Пусть теперь число λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m. Если λ0

есть собственное число задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4), то хотя бы для од-

ного натурального числа k1 функции ck1(y) и dk1(y) не будут тождествен-

но нулевыми. C другой стороны, если для данного числа k1 выполняется

µk1 − λ0 > 0, то определитель соответствующей алгебраической системы
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для чисел Ak1, Bk1, Ck1 и Dk1 должен обращаться в нуль. Но тогда число

λ0 должно совпадать с одним из чисел λk1,m, а это не так. Далее, если

для числа k1 выполняется µk1 − λ0 < 0, то должно выполняться равен-

ство (1.2.5), а это невозможно в силу положительности произведения αβ.

Аналогично, равенство µk1 − λ0 = 0 не может выполняться, поскольку в

этом случае из равенства соответствующего определителя нулю следует

a = αβ, что также невозможно. Следовательно, предположение о том,

что число λ0 есть собственное число задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при-

водит к противоречию. Другими словами, число λ0, не совпадающее ни

с одним из чисел λk,m, не является собственным числом задачи (1.2.10),

(1.2.2)-(1.2.4).

Первая часть теоремы доказана.

Вторая часть теоремы доказывается в целом аналогично, добавляется

лишь то, что при принадлежности αβ указанным промежуткам появля-

ется, быть может, дополнительное собственное число λl,0.

Третья часть теоремы теперь очевидна.

Пусть выполняется a 6= −1, αβ = a. Если λ0 = µl, то имеют место

равенства cl(y) = Aly + Bl, dl(y) = Cly + Dl, условия (1.2.3) и (1.2.4)

порождают алгебраическую систему, определитель которой равен нулю.

Следовательно, функции cl(y) и dl(y) будут ненулевыми, число λ0 будет

собственным числом для задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Если λ0 = λk,m, то существование нетривиальных функций u1(x, y) и

u2(x, y) устанавливается аналогично первому случаю.

Если λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m или µl, то, вновь ана-

логично первому случаю, устанавливается, что все функции ck(y) и dk(y)

будут тождественно нулевыми, и тем самым число λ0 не будет собствен-

ным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Четвертая часть теоремы доказана.

Пусть теперь αβ = a = −1, и пусть λ0 есть произвольное число из
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промежутка (−∞, µ1]. Если для некоторого натурального числа k1 вы-

полняется λ0 < µk1, то определитель соответствующей алгебраической

системы будет равен нулю, числа Ak1, Bk1, Ck1 и Dk1 не будут одновре-

менно обращаться в нуль, соответствующие функции u1(x, y) и u2(x, y) не

будут тождественно нулевыми. Если для некоторого натурального числа

k2 выполняется λ0 > µk2, то вновь функции u1(x, y) и u2(x, y) не будут

тождественно нулевыми — поскольку вновь определитель соответству-

ющей алгебраической системы будет нулевым. Наконец, если для неко-

торого натурального числа k0 выполняется λ0 = µk0, то согласно дока-

занному в четвертой части теоремы число λ0 будет собственным числом

задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4).

Если теперь в случае a = −1, αβ < 0, αβ 6= −1 выполняется λ0 =

λk,m, или, наоборот, число λ0 не совпадает ни с одним из чисел λk,m, то

требуемое в пятой части теоремы установлено ранее.

Теорема полностью доказана.

Резюмируем доказанное в теоремах 1.2.1 и 1.2.3:

1. при αβ > 0 задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) не имеет собствен-

ных чисел, принадлежащих промежутку (µ1,+∞), на промежутке

же (−∞, µ1] собственными числами являются числа λk,m, k,m =

1, 2, . . ., и только они;

2. при a 6= −1, αβ < 0 на промежутке (µ1,+∞) может лежать

лишь одно собственное число задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), или

же собственных чисел на этом промежутке нет;

3. при a 6= −1, αβ < 0, αβ 6= a собственными числами задачи (1 .2 .10 ),

(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), принадлежащими промежутку (−∞, µ1], являют-

ся числа λk,m, k,m = 1, 2, . . ., а также, возможно, одно из чисел

λl,0;

4. при a 6= −1, αβ < 0, αβ = a собственными числами задачи (1 .2 .10 ),
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(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), принадлежащими промежутку (−∞, µ1], являют-

ся числа λk,m, k,m = 1, 2, . . ., а также числа µl, l = 1, 2, . . .;

5. при a = −1, αβ 6= −1 собственными числами задачи (1 .2 .10 ),

(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ), принадлежащими промежутку (−∞, µ1], являют-

ся числа λk,m, k,m = 1, 2, . . .;

6. при a = −1, αβ = −1 любое действительное число λ будет соб-

ственным числом задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ).

Замечание 1.2.1 Нетрудно установить, что каждое из чисел λk,m или

µl (в соответствующей ситуации) будет собственным числом зада-

чи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) конечной кратности, но при этом не обяза-

тельно простым (последнее нетрудно показать на примере одномерной

области Ω).

Обсудим теперь вопрос о критических числах задачи (1.2.10), (1.2.2)-

(1.2.4) в случае λ ∈ (−∞, µ1]. Рассмотрим вначале случай, когда пара-

метр λ совпадает с одним из чисел µk.

Заметим, что при фиксированном положительном t уравнение

h(t, a) = 0

относительно параметра a представляет собой простейшее тригонометри-

ческое уравнение, причем его отрицательные корни можно расположить в

последовательность, сходящуюся к −∞. Для числа t, равного δk(λ), через

al,k(λ), l, k = 1, 2, . . ., обозначим корни уравнения (1.2.7), расположенные

в указанную выше последовательность.

Теорема 1.2.4 Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные

числа, причем λ0 = µk0 для некоторого числа k0. Имеют место свой-

ства:

1. если k0 > 1, то для любого натурального числа k1 такого, что

1 ≤ k1 < k0, числа al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для
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задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0, причем как в случае

αβ > 0, так и в случае αβ < 0;

2. если αβ < 0, то дополнительно к числам al,k1(λ0) критическим бу-

дет также число a = αβ;

3. если αβ > 0, k0 = 1, то критических чисел задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-

(1 .2 .4 ) при λ = λ0 не имеет;

4. если αβ ∈ (−1, 0), то существует последовательность {a∗k,k0}
∞
k=k0+1

такая, что a∗k,k0 ∈ (−1, 0), a∗k,k0 → 0 при k →∞, и при этом допол-

нительно к числам al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., αβ числа a∗k,k0 также будут

критическими для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

5. если αβ ∈ (bk0+1(λ0),−1), то дополнительно к числам al,k1(λ0),

l = 1, 2, . . ., αβ существует лишь конечное множество критиче-

ских чисел для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

6. если αβ ≤ bk0+1(λ0) или αβ = −1, то, кроме чисел al,k1(λ0), αβ, дру-

гих критических чисел задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) не имеет.

Доказательство. Если λ0 = µk0, то при k0 > 1, 1 ≤ k1 < k0 для функций

ck1(y) и dk1(y) имеем

c′′k1 + (µk1 − µk0)ck1 = 0, d′′k1 + (µk1 − µk0)dk1 = 0,

и при этом выполняется µk1 − µk0 > 0. Но тогда функции ck1(y) и dk1(y)

будут ненулевыми, если будет выполняться h(δk1(λ0), a) = 0. А это и

означает, что числа al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для за-

дачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ = λ0, причем число αβ может быть как

положительным, так и отрицательным.

Если теперь αβ < 0, то функции ck0(y) и dk0(y) могут быть ненулевыми

в случае a = αβ, что и означает, что число αβ также будет критическим

для задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) при λ = λ0.
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Третья часть теоремы теперь очевидна.

Справедливость четвертой части теоремы устанавливается так же, как

доказывалась справедливость первой части теоремы 1.2.2. Более точно,

числа a∗k,k0 с нужными свойствами определяются равенствами

a∗k,k0 =
1

2δk(λ0)
ln
b̃k(λ0) + αβ

b̃k(λ0)− αβ
, k = k0 + 1, k0 + 2, . . . .

Наконец, доказательство справедливости пятой и шестой частей тео-

ремы вполне соответствует доказательству третьей и четвертой частей

теоремы (1.2.2).

Теорема полностью доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда λ не совпадает ни с одним из чисел

µk.

Теорема 1.2.5 Пусть α, β и λ0 есть фиксированные действительные

числа, и пусть k0 есть натуральное число такое, что µk1+1 < λ0 < µk0.

Имеют место свойства:

1. для любого натурального числа k1 такого, что 1 ≤ k1 ≤ k0, чис-

ла al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., будут критическими для задачи (1 .2 .10 ),

(1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0, причем как в случае αβ > 0, так и в

случае αβ < 0;

2. если αβ ∈ (−1, 0), то существует последовательность {a∗k,k0}
∞
k=k0+1

такая, что a∗k,k0 → 0 при k → ∞, и при этом дополнительно к

числам al,k1(λ0), l = 1, 2, . . ., числа a∗k,k0 также будут критическими

для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

3. если αβ ∈ (bk0+1(λ0),−1), то дополнительно к числам al,k0(λ0), l =

1, 2, . . ., существует лишь конечное множество критических чисел

для задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0;

4. если αβ ≤ bk0+1(λ0), то, кроме чисел al,k0(λ0), l = 1, 2, . . ., других

критических чисел задача (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) не имеет;
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5. если αβ = −1, то лишь число a = −1 будет критическим для для

задачи (1 .2 .10 ), (1 .2 .2 )-(1 .2 .4 ) при λ = λ0.

Доказательство этой теоремы теперь очевидно.

О разрешимости задачи (1.2.1)-(1.2.4)

В теоремах 1.2.1 и 1.2.3 описаны все действительные собственные числа

задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4). Заметим, что при доказательстве этих тео-

рем автоматически описаны и все отвечающие конкретному собственному

числу собственные функции — этот факт вытекает из того, что функции

wk(x), k = 1, 2. . . ., образуют базис в пространстве W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω), и тем

самым все собственные функции представляются через функции u1(x, y)

и u2(x, y), и далее - через функции ck(y) и dk(y); последние же определя-

ются как решения соответствующих обыкновенных дифференциальных

уравнений.

Рассмотрим следующую задачу: найти функцию v(x, y), являющуюся

в цилиндрах Q1 и Q2 решением уравнения (1.2.10) и такую, что для нее

выполняются условия (1.2.2) и (1.2.3), а также условия

v(x,−0) = βv(x,+0), vy(x,+0) = αvy(x,−0) (1.2.4′)

(α и β - параметры, определяющие задачу (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4)).

В теоремах 1.2.1-1.2.5 показано, что свойства данного действительного

числа λ0 быть или не быть собственным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-

(1.2.4), свойства данного отрицательного числа a быть или не быть крити-

ческим для той же задачи определяется лишь произведением параметров

α и β. Следовательно, если число λ0 является собственным числом задачи

(1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4), то это же число будет собственным числом задачи

(1.2.10), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4′), и наоборот, если же число λ0 не являет-

ся собственным числом задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4), то оно же не будет

собственным числом задачи (1.2.10), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4′) и наоборот.
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Проведённые выше рассуждения позволяют получить теорему о несу-

ществовании решений краевой задачи (1.2.1)-(1.2.4).

Теорема 1.2.6 Пусть λ0 есть собственное число задачи (1.2.10),

(1.2.2)-(1.2.4), и пусть для заданной функции f(x, y) из пространства

L2(Q) и для некоторой функции v0(x, y), являющейся собственной функ-

цией задачи (1.2.10), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4′) при λ = λ0, выполняется∫
Q

fv0dxdy 6= 0. (1.2.7)

Тогда задача сопряжения (1.2.1)-(1.2.4) не имеет регулярных решений.

Доказательство. Предположим, что существует функция u(x, y) из

пространства V , являющаяся решением задачи (1.2.1)-(1.2.4). Имеют ме-

сто равенства∫
Q

fv0dxdy =

∫
Q1

fv0dxdy +

∫
Q2

fv0dxdy =

∫
Q1

(Lu− λ0u)v0dxdy+

+

∫
Q2

(Lu− λ0u)v0dxdy =

∫
Q1

u(Lv0− λ0v0)dxdy+

∫
Q2

u(Lv0− λ0v0)dxdy = 0,

и эти равенства приводят к противоречию с условием (1.2.7). Следо-

вательно, предположение о существовании регулярного решения задачи

(1.2.1)-(1.2.4) для заданной функции f(x, y) неверно.

Теорема доказана.

Обсудим теперь вопрос о существовании решений задачи (1.2.1)-(1.2.4).

Искомое решение u(x, y) данной задачи будем искать в виде

u(x, y) =


∞∑
k=1

c̃k(y)Wk(x), (x, y) ∈ Q1,

∞∑
k=1

d̃k(y)Wk(x), (x, y) ∈ Q2.

Пусть λ не совпадает ни с одним из собственных чисел задачи (1.2.10),
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(1.2.2)-(1.2.4). Представим функцию f(x, y) в виде

f(x, y) =

 f1(x, y), (x, y) ∈ Q1,

f2(x, y), (x, y) ∈ Q2,

и далее каждую из функций f1(x, y) и f2(x, y) представим рядом Фурье:

f1(x, y) =
∞∑
k=1

f1k(y)Wk(x), f1k(y) =

∫
Ω

f1(x, y)Wk(x)dx,

f2(x, y) =
∞∑
k=1

f2k(y)Wk(x), f2k(y) =

∫
Ω

f2(x, y)Wk(x)dx.

Для функций c̃k(y) и d̃k(y) должны выполняться равенства

c̃′′k(y) + (µk − λ)c̃k(y) = f1k(y), (1.2.8)

d̃′′k(y) + (µk − λ)d̃k(y) = f2k(y), (1.2.9)

c̃k(−0) = αd̃k(+0), d̃′k(+0) = βc̃′′k(−0). (1.2.10)

Из этих равенств и из того, что λ не является собственным числом зада-

чи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4) следует, что функции c̃k(y) и d̃k(y) однозначно

определяются через функции f1k(y) и f2k(y). Определив функции c̃k(y)

и d̃k(y), находим формальное решение задачи (1.2.1)-(1.2.4); если ря-

ды, участвующие в формальном решении, их производным по перемен-

ным x1...xn, y до второго порядка, будут сходиться в пространстве L2, то

формальное решение даст решение задачи (1.2.1)-(1.2.4), принадлежащее

пространству V .

Пусть теперь λ есть собственное число задачи (1.2.10), (1.2.2)-(1.2.4)

некоторой конечной кратности m. В этом случае все функции c̃k(y) и

d̃k(y) как решение задачи (1.2.8)-(1.2.10) определить невозможно.

Обозначим через k1...km те натуральные числа k, для которых задача

c′′k(y) + (µk − λ)ck(y) = 0,

d′′k(y) + (µk − λ)dk(y) = 0,
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ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0)

имеет нетривиальное решение. Потребуем, чтобы выполнялись условия

f1ki(y) ≡ 0, a < y < 0, i = 1, ...m,

f2ki(y) ≡ 0, 0 < y < 1, i = 1, ...m.
(1.2.11)

Тогда можно положить c̃ki(y) ≡ 0, d̃ki(y) ≡ 0, i = 1, ..,m. Для всех осталь-

ных индексов k функции c̃k(y) и d̃k(y) вновь определяются однозначно.

В результате вновь получим формальное решение задачи (1.2.1)-(1.2.4);

если соответствующие ряды будут сходиться, то формальное решение ста-

нет решением из требуемого класса.

Сделаем несколько замечаний.

Замечание 1.2.2 Как следует из сказанного выше, условий (1.2.11)

достаточно для существования формального решения задачи (1.2.1)-

(1.2.4).

Замечание 1.2.3 При выполнении условий (1.2.11) условие (1.2.7) вы-

полняться не может.

Замечание 1.2.4 Очевидно, что условия (1.2.11) не дают однозначной

разрешимости задачи (1.2.1)-(1.2.4).
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Глава 2

Решение краевых задач в
кусочно-однородных полуцилиндрах

2.1 Краевые задачи в двухслойных полуцилиндрах с условия-
ми Дирихле на основании

Рассмотрим в пространстве Rm двухслойный полуцилиндр D = D1 ∪D2,

D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0} кусочно-постоянной проницаемо-

сти ki в Di. В данном полуцилиндре рассмотрим класс краевых задач с

условием Дирихле (1-го рода) на его основании:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x), (2.1.1)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2.1.2)

G[ui]|S = 0. (2.1.3)

Здесь ∆ =
m−1∑
i=1

∂2
xi

+ ∂2
y — оператор Лапласа, ∂kx = ∂k/∂xk, S = (x ∈

∂Q)× (y < 0) — боковая поверхность полуцилиндра D, оператор G[u] =

α∂nu + βu, −→n — вектор нормали к поверхности S, α ≥ 0 и β ≥ 0 — в

общем случае функции, не зависящие от y, т. е. на поверхности S мо-

гут быть заданы однородные граничные условия 1-го, 2-го и 3-го рода на

различных участках. При этом функция u1 при y → −∞ удовлетворяет

условию, обеспечивающему единственность соответствующей задачи Ди-

рихле: в R2 при y → −∞ u1 = O(1), в R3 при y → −∞ u1 → 0 [4, 67].
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В частном случае Q = Rm−1 область D является двухслойным полупро-

странством, при этом граничные условия (2.1.3) на S отсутствуют.

Задача (2.1.1)-(2.1.3) описывает установившиеся динамические процес-

сы (теплопроводности, фильтрации жидкости, диффузии и др.) в двух-

слойном полуцилиндре D [4, 12, 37]; здесь ui — потенциал (температура,

давление, концентрация вещества и т.д.) в зоне Di. Условия (2.1.2) явля-

ются классическими условиями сопряжения, выражающими непрерыв-

ность потенциала и нормальной скорости потока на поверхности разрыва

проницаемости [13, 27].

Пусть известно решение F (x, y) соответствующей краевой задачи в од-

нородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0} с условием Дирихле на его основании при сохранении граничной функ-

ции f(x) (2.1.1):

∆F = 0, F|y=0 = f(x), (2.1.4)

G[F ]|S = 0. (2.1.5)

Задача (2.1.4), (2.1.5) описывает аналогичные динамические процессы от-

носительно потенциала F (x, y) в однородном полуцилиндре D.

Методом свертывания разложений Фурье, развитым в работах [73]-[80],

выразим решение исходной задачи (2.1.1)-(2.1.3) в двухслойном полуци-

линдре D = D1 ∪D2 через решение F (x, y) задачи (2.1.4), (2.1.5) в одно-

родном полуцилиндре.

Для вывода общих формул, следуя указанным работам, рассмотрим

частный случай задачи (2.1.1)-(2.1.3) на плоскости x, y при x ∈ Q = R

(полученные формулы будут справедливы для общего случая указанных

задач). Отсюда для функций ui получим задачу в двухслойной полуплос-

кости D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x ∈ R, y < −l}, D2 = {(x, y) : x ∈
R,−l < y < 0} вида
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∆ui = 0, u2|y=0 = f(x), (2.1.6)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2.1.7)

u1 = O(1) при y → −∞. Выразим решение данной задачи через решение

F (x, y) классической задачи Дирихле в однородной полуплоскости D =

{(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x). (2.1.8)

Решение последней задачи (2.1.8) строится по формуле Пуассона [1, c.265]

в однократных квадратурах:

F (x, y) = −y
π

∞∫
−∞

f(ξ)

(ξ − x)2 + y2
dξ, (2.1.9)

и для кусочно-непрерывных граничных функций f(x), составленных из

многочленов, функция F (x, y) выражается в конечном виде через элемен-

тарные функции.

Пусть граничная функция f(x) (2.1.6), (2.1.8) представляется интегра-

лом Фурье:

f(x) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (2.1.10)

где fi(λ)− коэффициенты Фурье:(
f1

f2

)
=

1

π

∞∫
−∞

f(x)

(
sinλx

cosλx

)
dx, (2.1.11)

при этом функция f(x) должна быть абсолютно интегрируемой в каж-

дом конечном промежутке и вне некоторого промежутка функция f(x)

должна монотонно стремиться к нулю [70, c.529]:

|f(x)| ∈ L(a, b), ∀[a, b] ∈ R; f(x)→ 0, x→ ±∞. (2.1.12)
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Отсюда с учетом единственности решения задачи Дирихле (2.1.8) функ-

ция F (x, y) представима в виде разложения Фурье:

F (x, y) =

∞∫
0

eλygdλ, y ≤ 0, (2.1.13)

где функция g имеет вид (2.1.10). Последняя формула представляет собой

решение задачи Дирихле (2.1.8), полученное методом Фурье [1, 4, 37, 67].

Для решения исходной задачи (2.1.6), (2.1.7) в качестве промежуточно-

го используем метод Фурье. Применяя указанный метод, ограниченные в

Di решения уравнения (2.1.6) найдем в виде

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l)g dλ, y < −l, (2.1.14)

u2 =

∞∫
0

[a2 sh λ(y + l) + a3 ch λ(y + l)]gdλ, −l < y < 0, (2.1.15)

где ai(λ)− искомые параметры, функция g = g(x, λ) имеет вид (2.1.10).

Из граничного условия (2.1.6) и условий сопряжения (2.1.7) с учетом раз-

ложения граничной функции (2.1.10) для параметров ai получим систему

линейных алгебраических уравнений

a2 sh λl + a3 ch λl = 1, a1 = a3, k1a1 = k2a2,

решение которой имеет вид

a1 = a3 =
k2

d
, a2 =

k1

d
,

где

d = k1 sh λl + k2 ch λl. (2.1.16)

Отсюда функции ui (2.1.14), (2.1.15) примут вид

u1 = k2

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (2.1.17)
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u2 =

∞∫
0

[k1shλ(y + l) + k2chλ(y + l)]g

d
dλ, −l < y < 0, (2.1.18)

где функции d, g равны (2.1.16), (2.1.10).

Лемма 2.1.1 Если граничная функция f(x) удовлетворяет условиям

(2.2.12), то решение задачи (2.1.6), (2.1.7) строится по формулам

(2.1.17), (2.1.18).

Доказательство. Из равенства (2.1.16) следует d ≥ k2 > 0 при

0 ≤ λ < ∞, т.е. подынтегральные функции (2.1.17), (2.1.18) ограничены

при λ→ 0. При λ→∞ подынтегральные функции (2.1.17), (2.1.18) име-

ют асимптотику O(eλy), где y < 0. Отсюда интегралы (2.1.17), (2.1.18) в

соответствующей зонеDi сходятся и допускают дифференцирование необ-

ходимое число раз. Условия задачи (2.1.6), (2.1.7) для функций (2.1.17),

(2.1.18) проверяются непосредственной подстановкой.

Лемма доказана.

Полученное решение (2.1.17), (2.1.18) имеет вид разложений Фурье, т.

е. оно содержит две квадратуры (внешнюю и внутреннюю в коэффици-

ентах Фурье (2.1.11)) от сильно осциллирующих функций, что вызывает

трудности при практическом использовании этих формул.

Следуя методу работ [73]-[80], преобразуем полученные решения

(2.1.17), (2.1.18) к виду, не содержащему разложений Фурье. Для это-

го выделим в разложениях Фурье (2.1.17), (2.1.18) разложение заданной

функции F (x, y) (2.1.13). Из равенства (2.1.16) следует

1

d
=

2e−λl

(k1 + k2)(1− q)
,

где

q = νe−2λl, ν =
k1 − k2

k1 + k2
, |ν| < 1. (2.1.19)

Отсюда найденное решение (2.1.17), (2.1.18) по переменной интегрирова-

ния λ отличается от разложения функции F (x, y) (2.1.13) лишь наличи-
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ем множителя (1 − q)−1 , где q имеет вид (2.1.19), причем |q| < 1 при

0 ≤ λ < ∞. Разлагая дробь (1 − q)−1 в геометрическую прогрессию,

найдем
1

d
=

2

k1 + k2

∞∑
n=0

νne−λl(2n+1).

Отсюда функции ui (2.1.17), (2.1.18) примут вид

u1 = (1− ν)
∞∑
n=0

νn
∞∫

0

eλ(y−2nl) g dλ, y < −l,

u2 =
∞∑
n=0

νn
∞∫

0

[eλ(y−2nl) − νe−λ(y+2nl+2l)] g dλ, −l < y < 0.

Выделяя в последних формулах разложение (2.1.13), решение задачи

(2.1.6), (2.1.7) выразим функции u1(x, y) и u2(x, y) непосредственно через

решение F (x, y) задачи Дирихле (2.1.8):

u1(x, y) = (1− ν)
∞∑
n=0

νnF (x, y − 2nl), y < −l, (2.1.20)

u2(x, y) =
∞∑
n=0

νn[F (x, y − 2nl)− νF (x,−y − 2l(n+ 1))], −l < y < 0,

(2.1.21)

постоянная ν при этом имеет вид (2.1.19).

Формулы (2.1.20), (2.1.21) следуют из формул (2.1.17), (2.1.18), в ко-

торых соответствующие интегралы Фурье заменены заданной функцией

F (x, y). Отсюда с учетом леммы 2.1.1 функции (2.1.20), (2.1.21) являют-

ся решением задачи (2.1.6), (2.1.7). Последнее также можно проверить и

непосредственно, при этом учитывается, что ряды (2.1.20), (2.1.21) и их

производные мажорируются сходящимися числовыми рядами
∞∑
n=0

νn, где

|ν| < 1 (2.1.19). Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2.1.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Дири-

хле (2.1.8), то решение задачи (2.1.6), (2.1.7) строится по формулам

(2.1.20), (2.1.21).
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Формулы (2.1.20), (2.1.21) справедливы для общего случая задачи

(2.1.1)-(2.1.3). Действительно, формулы (2.1.20), (2.1.21) имеют вид опера-

торов, действующих на функцию F (x, y) по одной переменной y. В усло-

виях сопряжения (2.1.7) и в граничном условии (2.1.6) также участвует

одна переменная y, при этом функции ui (2.1.20), (2.1.21) удовлетворяют

условиям сопряжения (2.1.2) тождественно (для любой дифференцируе-

мой функции F ). Отсюда по свободной переменной x функции F (x, y) и

ui(x, y) могут удовлетворять дополнительным условиям, в частности гра-

ничным условиям (2.1.3) на S. Остальные условия задачи проверяются

непосредственной подстановкой функций (2.1.20), (2.1.21) в условия за-

дачи (2.1.1)-(2.1.3). При этом учитываются условия задачи (2.1.4), (2.1.5)

для функции F (x, y).

Таким образом, формулы (2.1.20), (2.1.21) дают решения серии краевых

задач в двухслойных полуцилиндрах. Именно: решив некоторую краевую

задачу в однородном полуцилиндре, т. е. определив функцию F (x, y), по

формулам (2.1.20), (2.1.21) получаем решение аналогичной задачи в двух-

слойном полуцилиндре.

Например, на плоскости в случае двухслойного квадрантаD = D1∪D2,

D1 = {(x, y) : x > 0, y < −l}, D2 = {(x, y) : x > 0,−l < y < 0} при

граничном условии (2.1.3) первого рода

ui|x=0 = 0 (2.1.22)

решение краевой задачи (2.1.1), (2.1.2), (2.1.22) строится по формулам

(2.1.20), (2.1.21), в которых функция F (x, y) имеет вид

F (x, y) =
y

π

∞∫
0

f(ξ)

[
1

(ξ + x)2 + y2
− 1

(ξ − x)2 + y2

]
dξ, (2.1.23)

где функция F (x, y) является решением задачи Дирихле в однородном

квадранте D = {(x, y) : x > 0, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x), F|x=0 = 0.
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В случае двухслойной полуполосы D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : 0 <

x < π, y < −l}, D2 = {(x, y) : 0 < x < π,−l < y < 0} при граничных

условиях (2.1.3) первого рода:

ui|x=0 = 0, ui|x=π = 0 (2.1.24)

решение краевой задачи (2.1.1), (2.1.2), (2.1.24) строится по формулам

(2.1.20), (2.1.21), с фукцией F (x, y), имеющей вид

F (x, y) = −sh y sin x
π

∞∫
0

f(t) sin t

[ch y − cos (t− x)][ch y − cos (t+ x)]
dt. (2.1.25)

Здесь функция F (x, y) является решением задачи Дирихле в однородной

полосе D = {(x, y) : 0 < x < π, y < 0}

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x), F|x=0,x=π = 0.

Замечание 2.1.1 Полученное решение (2.1.20), (2.1.21) имеет доста-

точно простой вид: формулы (2.1.20), (2.1.21) не содержат квадратур

и непосредственно выражают решение исходной задачи (2.1.1)-(2.1.3)

через функцию F (x, y) (2.1.4), (2.1.5) в виде быстросходящихся рядов

(со скоростью геометрической прогрессии).

Замечание 2.1.2 Формулы (2.1.20), (2.1.21) справедливы для широко-

го класса функций F (x, y): ряды (2.1.20), (2.1.21) сходятся для ограни-

ченных и для неограниченных в бесконечности (при y → ∞) функций

F (x, y) с ростом по произвольному степенному закону.

Замечание 2.1.3 Как было показано, формулы (2.1.20), (2.1.21) дают

решения серии краевых задач, т. е. меняя в этих формулах функцию

F (x, y), получим решения краевых задач в различных двухслойных по-

луцилиндрах (где F (x, y) - решение краевой задачи в соответствующем

однородном полуцилиндре).
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Замечание 2.1.4 Отметим также, что непосредственное решение

задач (2.1.1)-(2.1.3) в двухслойных полуцилиндрах методом Фурье ста-

вит ряд сложных вопросов о нахождении собственных функций для опе-

ратора Лапласа с условиями на S (2.1.3), о построении соответству-

ющего спектра и т.д. Другими словами, возможность вывода формул

(2.1.20), (2.1.21) непосредственно для общего случая двухслойных полу-

цилиндров (без перехода на плоскость с последующим свертыванием ин-

тегралов Фурье) была бы весьма затруднительна.

Указанные замечания справедливы для решений краевых задач, полу-

ченных ниже.

2.2 Краевые задачи в двухслойных полуцилиндрах с условия-
ми Неймана на основании

Рассмотрим в двухслойном полуцилиндре D = D1∪D2, D1 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1,−l < y < 0} класс краевых задач с граничным условием второго

рода:

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (2.2.1)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2.2.2)

G[ui]|S = 0, (2.2.3)

где ki — проницаемость зоны Di, оператор G определен в (2.1.3), S —

боковая поверхность полуцилиндра D.

Пусть известно решение F (x, y) соответствующей краевой задачи в од-

нородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0} с граничной функцией f(x) (2.2.1):

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x), (2.2.4)

G[F ]|S = 0. (2.2.5)
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Выразим решение исходной задачи (2.2.1)-(2.2.3) в двухслойном полуци-

линдре D = D1 ∪ D2 непосредственно через функцию F (x, y) (2.2.4),

(2.2.5).

Для вывода общих формул рассмотрим частный случай задачи (2.2.1)-

(2.2.3) на плоскости, т. е. при x ∈ Q = R. Отсюда для функций ui получим

задачу в двухслойной полуплоскости D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x ∈
R, y < −l}, D2 = {(x, y) : x ∈ R,−l < y < 0} вида

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (2.2.6)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2. (2.2.7)

Пусть F (x, y)− известное решение классической задачи Неймана в од-

нородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, ∂yF|y=0 = f(x). (2.2.8)

Методом функции Грина [4, 37, 67] решение задачи (2.2.8) строится по

формуле

F (x, y) = − 1

2π

∞∫
−∞

f(ξ)ln[(ξ − x)2 + y2]dξ, (2.2.9)

при этом для класса кусочно-непрерывных граничных функций f(x), со-

ставленных из многочленов, функция F (x, y) (2.2.9) определяется в эле-

ментарных функциях.

Выразим решение задачи (2.2.6), (2.2.7) через функцию F (x, y) (2.2.9).

Предположим, что функция F (x, 0) разлагается в интеграл Фурье (в

окончательных формулах данное предположение несущественно), т.е.

F (x, 0) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, (2.2.10)

где

g(x, λ) = f1 sin λx+ f2 cos λx, (2.2.11)
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(
f1

f2

)
=

1

π

∞∫
−∞

F (x, 0)

(
sin λx

cos λx

)
dx. (2.2.12)

Рассмотрим задачу Дирихле в полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y <
0} с граничной функцией F (x, 0):

∆u(x, y) = 0, u|y=0 = F (x, 0), (2.2.13)

решением которой является функция F (x, y). С другой стороны, решая

задачу Дирихле (2.2.13) методом Фурье, с учетом единственности ее ре-

шения получим представление функции F (x, y) в виде интеграла Фурье

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg dλ, y ≤ 0, (2.2.14)

где g имеет вид (2.2.11).

Представим решение задачи (2.2.6), (2.2.7) также в виде разложений

Фурье:

u1 =

∞∫
0

a1e
λ(y+l)g dλ, u2 = F (x, y) +

∞∫
0

a2 g ch λy dλ, (2.2.15)

при этом функции (2.2.15) удовлетворяют уравнению и граничному усло-

вию (2.2.6) (при условии сходимости и дифференцируемости интегралов

(2.2.15)). Из условий сопряжения (2.2.7) с учетом разложения (2.2.14) для

параметров ai получим систему алгебраических уравнений

a1 = e−λ l + a2 ch λl, k1a1 = k2e
−λ l − k2a2 sh λ l,

решение которой имеет вид

a1 =
k2

d
, a2 =

e−λ l(k2 − k1)

d
,

где

d = k1 ch λl + k2 sh λl. (2.2.16)
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Отсюда функции (2.2.15) примут вид

u1 = k2

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (2.2.17)

u2 = F (x, y) + (k2 − k1)

∞∫
0

e−λlch λy

d
g dλ, −l < y < 0, (2.2.18)

где d, g равны (2.2.16), (2.2.11).

Лемма 2.2.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Неймана

(2.2.8) и функция F (x, 0) разлагается в интеграл Фурье (2.2.10), то

решение задачи (2.2.6), (2.2.7) строится по формулам (2.2.17), (2.2.18).

Доказательство. Из равенства (2.2.16) следует d ≥ k1 > 0 при

0 ≤ λ < ∞. При λ → ∞ подынтегральные функции (2.2.17), (2.2.18)

имеют соответственно асимптотику O(eλy) при y < −l и O(e−λ(y+2l)) при

−l < y < 0. Отсюда интегралы (2.2.17), (2.2.18) в соответствующей зоне

Di сходятся и допускают дифференцирование необходимое число раз.

Условия задачи (2.2.6), (2.2.7) для функций (2.2.17), (2.2.18) с учетом раз-

ложения (2.2.14) проверяются непосредственно.

Лемма доказана.

Преобразуем полученные решения (2.2.17), (2.2.18) к виду, не содержа-

щему разложений Фурье. Из равенства (2.2.16) следует

1

d
=

2 e−λl

(k1 + k2)(1− q)
,

где

q = µe−2λl, µ =
k2 − k1

k1 + k2
, |µ| < 1, (2.2.19)

|q| < 1 при 0 ≤ λ < ∞. Разлагая дробь (1 − q)−1 в геометрическую

прогрессию, найдем

1

d
=

2

k1 + k2

∞∑
n=0

µne−λl(2n+1).
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При этом функции ui (2.2.17), (2.2.18) примут вид

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µn
∞∫

0

eλ(y−2nl) g dλ, y < −l,

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=0

µn
∞∫

0

[eλ(y−2nl) + e−λ(y+2nl)]g dλ, −l < y < 0.

Отсюда с учетом разложения (2.2.14) решение задачи (2.2.6), (2.2.7) вы-

ражается через решение F (x, y) задачи Неймана (2.2.8) в виде

u1(x, y) = (1 + µ)
∞∑
n=0

µnF (x, y − 2nl), (2.2.20)

u2(x, y) = F (x, y) +
∞∑
n=0

µn[F (x, y − 2nl) + F (x,−y − 2nl)], (2.2.21)

где µ имеет вид (2.2.19) (|µ| < 1).

Формулы (2.2.20), (2.2.21) следуют из формул (2.2.17), (2.2.18), в ко-

торых соответствующие интегралы Фурье заменены функцией F (x, y).

На основании леммы 2.2.1 функции (2.2.17), (2.2.18), а значит и функ-

ции (2.2.20), (2.2.21) являются решением исходной задачи (2.2.6), (2.2.7),

что можно также непосредственно проверить. Действительно, из форму-

лы (2.2.9) следует, что функция F (x, y) и ее производные при y → −∞
могут иметь рост не выше некоторого степенного закона O(|y|α). Отсю-

да ряды (2.2.20), (2.2.21) и их производные мажорируются сходящимися

числовыми рядами
∞∑
n=0

µn να, где |µ| < 1 (2.2.19). Полученный результат

сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2.2.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Ней-

мана (2.2.8), то решение задачи (2.2.6), (2.2.7) имеет вид (2.2.20),

(2.2.21).

Формулы (2.2.20), (2.2.21) имеют вид операторов, действующих на

функцию F (x, y) по одной переменной y, при этом переменная x оста-
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ется свободной. Поскольку в исходной задаче (2.2.1)-(2.2.3) дополнитель-

ные условия выполняются по свободной переменной x, то решение этой

задачи также строится по формулам (2.2.20), (2.2.21), что проверяется

непосредственно аналогично предыдущему параграфу.

Таким образом, решение задачи (2.2.1)-(2.2.3) в двухслойном полуци-

линдре D = D1 ∪ D2 выражается через решение F (x, y) задачи (2.2.4),

(2.2.5) в однородном полуцилиндре D по формулам (2.2.20), (2.2.21).

Полученные формулы (2.2.20), (2.2.21), как и формулы (2.1.20), (2.1.21),

дают решения серии краевых задач в кусочно-однородных полуцилин-

драх.

Например, в случае двухслойного квадрантаD = D1∪D2,D1 = {(x, y) :

x > 0, y < −l}, D2 = {(x, y) : x > 0,−l < y < 0} при граничном

условии (2.2.3) первого рода ui|x=0 = 0 решение краевой задачи (2.2.1)-

(2.2.3) строится по формулам (2.2.20), (2.2.21), в которых функция F (x, y)

является решением смешанной краевой задачи в однородном квадранте

D = {(x, y) : x > 0, y < 0}:

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x), F|x=0 = 0,

и имеет вид

F (x, y) =
1

2π

∞∫
0

f(ξ){ln[(ξ + x)2 + y2]− ln[(ξ − x)2 + y2]}dξ.

В случае кусочно-однородной полуполосы D = D1 ∪D2, D1 = {(x, y) :

0 < x < π, y < −l}, D2 = {(x, y) : 0 < x < π,−l < y < 0} при граничных

условиях (2.2.3) первого рода ui|x=0 = 0, ui|x=π = 0 решение краевой

задачи (2.2.1)-(2.2.3) строится по формулам (2.2.20), (2.2.21), в которых

функция F (x, y) имеет вид

F (x, y) =
1

2π

∞∫
0

f(t) ln
ch y − cos(t+ x)

ch y − cos(t− x)
dt,
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при этом функция F (x, y) является решением смешанной краевой задачи

в однородной полосе D = {(x, y) : 0 < x < π, y < 0} вида

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x), F|x=0 = 0, F|x=π = 0.

2.3 Краевые задачи в двухслойных полуцилиндрах с условия-
ми 3-го рода на основании

Рассмотрим в двухслойном полуцилиндре D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) :

x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l}, D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0} класс краевых задач вида

∆ui = 0, ∂yu2 + γu2|y=0 = f(x), (2.3.1)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2.3.2)

G[ui]|S = 0, (2.3.3)

где γ > 0 — постоянная, оператор G определен в (2.1.3), S — боковая

поверхность полуцилиндра D.

Как и в § 2.1, выразим решение задачи (2.3.1)-(2.3.3) через решение

F (x, y) задачи (2.1.4)-(2.1.5) в однородном полуцилиндре D = {(x, y) :

x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} с условием Дирихле на его основа-

нии при сохранении граничной функции f(x) (2.3.1):

∆F = 0, F|y=0 = f(x), (2.3.4)

G[F ]|S = 0. (2.3.5)

Для вывода общих формул рассмотрим частный случай задачи (2.3.1)-

(2.3.3) в двухслойной полуплоскости D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x ∈
R, y < −l}, D2 = {(x, y) : x ∈ R,−l < y < 0}:

∆ui = 0, ∂yu2 + γu2|y=0 = f(x), (2.3.6)
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y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2.3.7)

и выразим решение данной задачи через решение F (x, y) задачи Дирихле

в однородной полуплоскости (2.1.8) c граничной функцией f(x) (2.3.6):

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x). (2.3.8)

Пусть граничная функция f(x), а значит и функция F (x, y), разлага-

ются в интегралы Фурье (2.1.10), (2.1.13):

f(x) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (2.3.9)

F (x, y) =

∞∫
0

eλy g dλ, y ≤ 0, (2.3.10)

где fi(λ) — коэффициенты Фурье граничной функции f(x) (2.1.11). Пред-

ставим решение задачи (2.3.6), (2.3.7) в виде:

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l) g dλ, y < −l,

u2 =

∞∫
0

[a2 sh λ(y + l) + a3 ch λ(y + l)] g dλ, −l < y < 0,

где функция g имеет вид (2.3.9). Тогда из граничного условия (2.3.6)

и условий сопряжения (2.3.7) с учетом разложения граничной функции

(2.3.9) для параметров ai получим систему алгебраических уравнений:

a2(λ ch λl + γ sh λl) + a3(λ shλl + γ ch λl) = 1,

a1 = a3, k1a1 = k2a2,

решение которой имеет вид

a1 = a3 =
k2

d
, a2 =

k1

d
,

где

d = k1(λ ch λl + γ sh λl) + k2(λ shλl + γ ch λl). (2.3.11)
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Отсюда решение задачи (2.3.6), (2.3.7) примет вид

u1 = k2

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (2.3.12)

u2 =

∞∫
0

[k1sh λ(y + l) + k2ch λ(y + l)]g

d
dλ, −l < y < 0, (2.3.13)

где d, g равны (2.3.11), (2.3.9).

Лемма 2.3.1 Если граничная функция f(x) разлагается в интеграл Фу-

рье (2.3.9), то решение задачи (2.3.6), (2.3.7) строится по формулам

(2.3.12), (2.3.13).

Доказательство. Из равенства (2.3.11) следует d ≥ k2γ > 0 при

0 ≤ λ < ∞ , т.е. подынтегральные функции (2.3.12), (2.3.13) ограни-

чены при λ→ 0. При λ→∞ подынтегральные функции (2.3.12), (2.3.13)

имеют асимптотику O(λ−1eλy), где y < 0. Отсюда интегралы (2.3.12),

(2.3.13) в соответствующей зоне Di сходятся и допускают дифференциро-

вание необходимое число раз. Условия задачи (2.3.6), (2.3.7) для функций

(2.3.12), (2.3.13) проверяются непосредственной подстановкой.

Лемма доказана.

Преобразуем полученное решение (2.3.12), (2.3.13) к виду, не содержа-

щему разложений Фурье. Из равенства (2.3.11) следует

1

d
=

2 e−λl

(k1 + k2)(λ+ γ)(1− q)
, (2.3.14)

где

q = e−2λlµ
λ− γ
λ+ γ

= e−2λlµ

(
1− 2γ

λ+ γ

)
, µ =

k2 − k1

k1 + k2
, (2.3.15)

при этом |q| < 1 при 0 ≤ λ <∞. Раскладывая (1− q)−1 в ряд, из (2.3.14)
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с учетом формулы бинома Ньютона получим

1

d
=

2e−λl

(k1 + k2)(λ+ γ)

∞∑
n=0

e−2λnlµn
(

1− 2γ

λ+ γ

)n
=

2

k1 + k2

∞∑
n=0

µne−λl(2n+1)
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

(λ+ γ)p+1
,

где Cp
n — биномиальные коэффициенты. Отсюда разложения функций

ui (2.3.12), (2.3.13) по переменной λ отличаются от разложения решения

задачи Дирихле F (x, y) (2.3.10) наличием множителя (λ+ γ)−p−1.

Для выделения из разложений функций ui (2.3.12), (2.3.13) функции

F (x, y) (2.3.10) воспользуемся формулой, указанной в работах [73]-[76].

Приведем вывод этой формулы для решения F (x, y) задачи Дирихле

(2.3.8). Из формулы разложение функции F (x, y) (2.3.10) следует

F (x, y − z) =

∞∫
0

eλ(y−z) g dλ, y ≤ 0,

где z > 0− параметр. Умножая это равенство на e−γzzp(p!)−1, где γ > 0,

p = 0, 1, 2..., и интегрируя по z ∈ (0,∞), получим

1

p!

∞∫
0

e−γzzp F (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyg

 ∞∫
0

e−(λ+γ)zzp

p!
dz

 dλ,

при этом изменение порядка интегрирования следует из равномерной схо-

димости последних интегралов. Вычисляя внутренний интеграл по фор-

муле 2.3.3.2 [49, c.322]:
∞∫

0

e−(λ+γ)zzp

p!
dz =

1

(λ+ γ)p+1
,

получим формулу

1

p!

∞∫
0

e−γzzp F (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyg(x, λ)

(λ+ γ)p+1
dλ, y ≤ 0, (2.3.16)

где функция g(x, λ) имеет вид (2.3.9), F (x, y) - решение задачи Дирихле

(2.3.8), γ > 0, p = 0, 1, 2... .
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Используя формулу (2.3.16), решение задачи (2.3.6), (2.3.7) выразим

через решение задачи Дирихле F (x, y) в виде

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzpF (x, y − 2nl − z)dz, (2.3.17)

u2 =
∞∑
n=0

µn
n∑
p=0

Cp
n

(−2γ)p

p!

∞∫
0

e−γzzp[F (x, y − 2nl − z) +

+ µF (x,−y − 2l(n+ 1)− z)]dz, (2.3.18)

где постоянная µ имеет вид (2.3.15).

Формулы (2.3.17), (2.3.18) представляют собой преобразованные

формулы (2.3.12), (2.3.13). Из леммы 2.3.1 следует, что функции

(2.3.12),(2.3.13), а значит и функции (2.3.17),(2.3.18) являются решением

задачи (2.3.6),(2.3.7). Полученный результат сформулируем в виде теоре-

мы.

Теорема 2.3.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Дирих-

ле (2.3.8), то решение задачи (2.3.6), (2.3.7) имеет вид (2.3.17), (2.3.18).

Рассмотрим частный случай задачи (2.3.6), (2.3.7) при k1 = k2, т. е.

третью краевую задачу в однородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈
R, y < 0}:

∆u = 0, ∂yu+ γu|y=0 = f(x). (2.3.19)

Представляя решение данной задачи в виде

u =

∞∫
0

a eλyg dλ, y < 0,

где функция g имеет вид (2.3.9), из граничного условия (2.3.19) найдем

a = (λ + γ)−1. Отсюда с учетом формулы (2.3.16) при p = 0 решение
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задачи (2.3.19) получим в виде

u =

∞∫
0

e−γzF (x, y − z) dz. (2.3.20)

Последняя формула выражает решение третьей краевой задачи (2.3.19)

в полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0} через решение F (x, y) первой

краевой задачи (Дирихле) в этой полуплоскости с сохранением граничной

функции.

Полученные формулы (2.3.17), (2.3.18), (2.3.20) справедливы в общем

случае полуцилиндров D. Именно, решение исходной задачи (2.3.1) -

(2.3.3) в двухслойном полуцилиндре D с граничным условием 3-го ро-

да на его основании строится по формулам (2.3.17), (2.3.18), где функция

F (x, y) является ограниченным решением задачи (2.3.4),(2.3.5) в однород-

ном полуцилиндре D с граничным условием 1-го рода на его основании,

что проверяется непосредственно.

Аналогично решение краевых задач в однородном полуцилиндре D с

граничным условием третьего рода на его основании:

∆u = 0, ∂yu+ γu|y=0 = f(x), G[u]|S = 0 (2.3.21)

строится по формуле (2.3.20), где F (x, y) — решение задачи (2.3.4), (2.3.5)

в однородном полуцилиндре с граничным условием первого рода на его

основании.

2.4 Краевые задачи в кусочно-однородных полуцилиндрах с
поверхностью сопряжения, перпендикулярной основанию

Рассмотрим в пространстве Rm кусочно-однородный полуцилиндр D =

D−∪D+ проницаемости k± в D±, D− = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0, y < 0},
D+ = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ), y < 0}, где r(ξ) ≥ 0 — заданная непрерыв-

ная функция. В данном случае полуцилиндр D симметричен относитель-

но плоскости x = 0 разрыва проницаемости, при этом уравнение боковой
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поверхности S± полуцилиндра D имеет вид x = ±r(ξ), где r(ξ) ≥ 0. От-

сюда векторы внешней нормали −→n ± к поверхностям S± отличаются лишь

знаком первой своей координаты (знаком проекции на ось x):

−→n ± = (±c1, 0, c3, ..., cm), (2.4.1)

где ci — составляющие косинусы вектора −→n ± на оси x, y, ξ1, ..., ξm−2, при

этом проекции −→n ± на ось y равны нулю.

Рассмотрим в данном полуцилиндре D = D−∪D+ класс краевых задач

∆ϕ± = 0, G[ϕ±]|x=±r(ξ) = 0, (2.4.2)

G0[ϕ
−]|y=0 = 0, G0[ϕ

+]|y=0 = f(x, ξ), (2.4.3)

x = 0 : ϕ− = ϕ+, k−∂xϕ
− = k+∂xϕ

+, (2.4.4)

где G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂n±ϕ
± или G[ϕ±] = ∂n±ϕ

±+γ1ϕ
±, γ1 = const > 0

соответственно в случае граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода

на боковой поверхности S полуцилиндра D, аналогично G0[ϕ
±] = ϕ±,

G0[ϕ
±] = ∂yϕ

± или G0[ϕ
±] = ∂yϕ

± + γϕ±, γ = const > 0 соответствен-

но в случае граничных условий 1-го, 2-го или 3-го рода на основании

y = 0 полуцилиндра D, уравнение Лапласа (2.4.2) выполняется по всем

переменным x, y, ξ1, ..., ξm−2. Здесь граничное условие на основании полу-

цилиндра (2.4.3) однородно при x < 0, что не умаляет общности, т. к.

задача (2.4.2)-(2.4.4) с однородным граничным условием (2.4.3) при x > 0

(и неоднородным условием при x < 0) решается аналогично, а в общем

случае решение задачи имеет вид суммы указанных решений.

Для решения данной задачи, как и выше, рассмотрим частный слу-

чай, когда полуцилиндр D являются полуплоскостью D = {(x, y) : x ∈
R, y < 0}, состоящей из двух квадрантов D− = {(x, y) : x < 0, y < 0},
D+ = {(x, y) : x > 0, y < 0} проницаемости k± в D±, при этом граничные

условия (2.4.2) при x = ±r(ξ) отсутствуют. Рассмотрим на границе y = 0
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полуплоскости D граничное условие 1-го рода (полученные формулы бу-

дут справедливы для произвольных граничных условий). Отсюда задача

(2.4.2)-(2.4.4) для функций ϕ±(x, y) примет вид

∆ϕ± = 0, (2.4.5)

ϕ−|y=0 = 0, ϕ+
|y=0 = f(x), (2.4.6)

x = 0 : ϕ− = ϕ+, k−∂xϕ
− = k+∂xϕ

+, (2.4.7)

Выразим решение этой задачи через решение F (x, y) задачи Дирихле в

однородной полуплоскости с сохранением граничной функции:

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x), x > 0.
(2.4.8)

Пусть функция F (0, y) при −∞ < y < 0 представляется интегралом

Фурье по синусам:

F (0, y) =

∞∫
0

g(y, λ)dλ, g(y, λ) = f0 sinλy, (2.4.9)

где f0(λ)— соответствующий коэффициент Фурье:

f0(λ) =
2

π

0∫
−∞

F (0, y) sinλy dy.

Рассмотрим первую краевую задачу в квадрантеD− = {(x, y) : x < 0, y <

0}:
∆u(x, y) = 0, u|y=0 = 0, u|x=0 = F (0, y), (2.4.10)

решением которой является функция F (x, y) (см. (2.4.8)). С другой сто-

роны, применяя метод Фурье к задаче (2.4.10), с учетом единственности

ее решения получим разложение функции F (x, y) в квадранте D− вида

F (x, y) =

∞∫
0

eλxg dλ, x ≤ 0, y ≤ 0, (2.4.11)
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где функция g(y, λ) имеет вид (2.4.9). Представляя решение задачи

(2.4.5)- (2.4.7) в виде

ϕ− =

∞∫
0

a1 e
λxg dλ, x < 0,

ϕ+ = F (x, y) +

∞∫
0

a2 e
−λxg dλ, x > 0,

из условий сопряжения (2.4.7) с учетом (2.4.11) для параметров ai полу-

чим систему уравнений

a1 = 1 + a2, k−a1 = k+ − k+a2,

решение которой имеет вид

a1 =
2k+

k− + k+
, a2 =

k+ − k−

k+ + k−
.

Отсюда с учетом равенства (2.4.11) решение задачи (2.4.5)-(2.4.7) выра-

жается через решение F (x, y) задачи Дирихле (2.4.8) в конечном виде

ϕ− =
2k+

k− + k+
F (x, y), x < 0, (2.4.12)

ϕ+ = F (x, y) +
k+ − k−

k+ + k−
F (−x, y), x > 0. (2.4.13)

Формулы (2.4.12), (2.4.13) справедливы для общего случая задачи

(2.4.2)-(2.4.4).

Теорема 2.4.1 Решение задачи (2.4.2)-(2.4.4) в кусочно-однородном по-

луцилиндре D = D− ∪D+ имеет вид

ϕ−(x, y, ξ) =
2k+

k− + k+
F (x, y, ξ), x < 0, (2.4.14)

ϕ+(x, y, ξ) = F (x, y, ξ) +
k+ − k−

k+ + k−
F (−x, y, ξ), x > 0. (2.4.15)

где F (x, y, ξ) — решение соответствующей задачи в однородном полу-

цилиндре D = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < r(ξ), y < 0, ξ ∈ Q} вида

∆F = 0, G0[F ]|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
(2.4.16)
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G[F ]|x=±r(ξ) = 0. (2.4.17)

Доказательство. Уравнение (2.4.2) и условия сопряжения (2.4.4) для

функций (2.4.14), (2.4.15) очевидно выполняются. В силу условия (2.4.16)

выполняется граничное условие (2.4.3) на основании полуцилиндраD для

функций (2.4.14), (2.4.15). Аргументы второго слагаемого в (2.4.15) при-

надлежат области D−, в которой граничное условие (2.4.16) для функции

F однородно.

Из формул (2.4.14), (2.4.15) следует, что для доказательства выпол-

нения граничного условия (2.4.2) на боковой поверхности S достаточно

показать, что функция F (−x, y, ξ) удовлетворяет граничному условию

(2.4.2) для функции ϕ+ при x = r(ξ) > 0. Из равенства (2.4.1) следует

∂n+F (−x, y, ξ)|x=r(ξ) = c1∂xF (−x, y, ξ) +H(−x, y, ξ)|x=r(ξ) =

= −c1∂tF (t, y, ξ) +H(t, y, ξ)|t=−r(ξ) = ∂n−F (x, y, ξ)|x=−r(ξ),

где H(t, y, ξ) = c3∂ξ1F (t, y, ξ) + ... + cm∂ξm−2
F (t, y, ξ), t = −x. Отсюда

граничное условие (2.4.2) 1-го, 2-го или 3-го рода на S выполняется, т.

к. функция F (x, y, ξ) удовлетворяет соответствующему граничному усло-

вию (2.4.17).

Теорема доказана.

Отметим, что в случае граничного условия (2.4.3) при y = 0 третье-

го рода (при G0[ϕ] = ∂yϕ + γϕ) решение задачи (2.4.2)-(2.4.4) с учетом

формулы (2.3.20) приводится к виду

ϕ− =
2k+

k+ + k−

∞∫
0

e−γzF (x, y − z, ξ) dz, (2.4.18)

ϕ+ =

∞∫
0

e−γz
[
F (x, y − z, ξ) +

k+ − k−

k+ + k−
F (−x, y − z, ξ)

]
dz, (2.4.19)

где F (x, y, ξ) — решение задачи в однородном полуцилиндреD с условием
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Дирихле на его основании:

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
(2.4.20)

G[F ]|x=±r(ξ) = 0. (2.4.21)

Таким образом, решения задач (2.4.2)-(2.4.4) в кусочно-однородном по-

луцилиндре D = D−∪D+ с граничными условиями (2.4.3) первого и тре-

тьего рода при y = 0 выражаются соответственно по формулам (2.4.14),

(2.4.15) и (2.4.18), (2.4.19) через решение F (x, y, ξ) задачи (2.4.20), (2.4.21)

в однородном полуцилиндре с условием Дирихле на основании. В случае

граничного условия (2.4.3) второго рода при y = 0 решение задачи (2.4.2)-

(2.4.4) выражается по формулам (2.4.14), (2.4.15) через решение F (x, y, ξ)

задачи (2.4.16), (2.4.17) в однородном полуцилиндре с условием Неймана

на основании (при G0[F ] = ∂yF (2.4.17)).

Например, на плоскости x, y в случае кусочно-однородной полуполосы

D = D− ∪ D+, D− = {(x, y, ξ) : −π/2 < x < 0, y < 0}, D+ = {(x, y, ξ) :

0 < x < π/2, y < 0}, решение смешанной краевой задачи с граничными

условиями 3-го рода при y = 0 и 1-го рода при x = ±π/2:

∆ϕ± = 0, ϕ±|x=±π/2 = 0,

∂yϕ
− + γϕ−|y=0 = 0, ∂yϕ

+ + γϕ+
|y=0 = f(x, ξ),

x = 0 : ϕ− = ϕ+, k−∂xϕ
− = k+∂xϕ

+

строится по формулам (2.4.18), (2.4.19), в которых функция F (x, y) имеет

вид

F (x, y) = −sh y cosx

π

π/2∫
0

f(t) cos t

[ch y − cos(t− x)][ch y + cos(t+ x)]
dt,

при этом функция F (x, y) является решением задачи Дирихле в полупо-
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лосе D вида

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
F|x=±π/2 = 0.

Таким образом, формулы (2.4.14), (2.4.15) и (2.4.18), (2.4.19) дают реше-

ния серии краевых задач в кусочно-однородных полуцилиндрах. Именно:

решив некоторую краевую задачу в однородном цилиндре, т. е. определив

функцию F (x, y, ξ), по указанным формулам получаем решение анало-

гичных задач в кусочно-однородных полуцилиндрах.

2.5 Краевые задачи в кусочно-однородных полуцилиндрах с
двумя пересекающимися поверхностями сопряжения

Полученные в предыдущих параграфах формулы (2.1.20), (2.1.21),

(2.2.20), (2.2.21), (2.3.17), (2.3.18) для ui(x, y) и (2.4.14), (2.4.15) для

ϕ±(x, y, ξ) имеют вид операторов, действующих на соответствующую

функцию F по одной переменной, причем в соответствующих услови-

ях сопряжения также участвует одна указанная переменная, осталь-

ные переменные остаются свободными. При этом функции ui(x, y) и

ϕ±(x, y, ξ) удовлетворяют соответствующим условиям сопряжения тож-

дественно (для любой дифференцируемой функции F ). Отсюда по сво-

бодным переменным функции ui(x, y) и ϕ±(x, y, ξ) также могут удовле-

творять условиям сопряжения. Тогда решения полученных задач строят-

ся в виде композиции соответствующих операторов.

Рассмотрим полуцилиндр D предыдущего пункта, состоящий из четы-

рех зон:D = D−1 ∪D−2 ∪D+
1 ∪D+

2 , разделенных плоскостями x = 0 и y = −l
на зоны D±i проницаемости ki в D+

i и kip в D−i , где постоянная p > 0,

r(ξ) ≥ 0 — заданная непрерывная функция D−1 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x <

0, y < −l, ξ ∈ Q ⊆ Rm−2}, D+
1 = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ), y < −l, ξ ∈

Q ⊆ Rm−2}, D−2 = {(x, y, ξ) : −r(ξ) < x < 0,−l < y < 0, ξ ∈ Q ⊆ Rm−2},
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D+
2 = {(x, y, ξ) : 0 < x < r(ξ),−l < y < 0, ξ ∈ Q ⊆ Rm−2} (полуцилиндр

D симметричен относительно плоскости x = 0).

Рассмотрим для потенциалов ϕ±i в D±i задачи в полуцилиндре D с гра-

ничным условием 1-го рода при y = 0:

∆ϕ±i = 0, G[ϕ±i ]|x=±r(ξ) = 0, (2.5.1)

y = −l : ϕ±1 = ϕ±2 , k1∂yϕ
±
1 = k2∂yϕ

±
2 , (2.5.2)

x = 0 : ϕ−i = ϕ+
i , p ∂xϕ

−
i = ∂xϕ

+
i , (2.5.3)

ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ), (2.5.4)

где оператор G является оператором граничных условий 1-го, 2-го или 3-

го рода (2.4.2). Представим решение задачи (2.5.1)-(2.5.4) в виде (2.4.14),

(2.4.15):

ϕ−i =
2

1 + p
ui(x, y, ξ), ϕ+

i = ui(x, y, ξ) +
1− p
1 + p

ui(−x, y, ξ), (2.5.5)

при этом функции ϕ±i тождественно удовлетворяют условиям (2.5.3) при

x = 0. Отсюда для функций ui в Di получим задачу вида (2.1.1)-(2.1.3):

∆ui = 0, G[ui]|x=±r(ξ) = 0, u2|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2,

где D1 = {(x, y) : −r(ξ) < x < r(ξ), y < −l, ξ ∈ Q}, D2 = {(x, y, ξ) :

−r(ξ) < x < r(ξ),−l < y < 0, ξ ∈ Q}. Решение последней задачи имеет

вид (2.1.20), (2.1.21):

u1 = (1− ν)
∞∑
n=0

νnF (x, y − 2nl, ξ), (2.5.6)

u2 =
∞∑
n=0

νn[F (x, y − 2nl, ξ)− νF (x,−y − 2l(n+ 1), ξ)], (2.5.7)
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где ν = (k1 − k2)(k1 + k2)
−1, F (x, y, ξ)− решение краевой задачи в одно-

родном полуцилиндре D с условием Дирихле на его основании:

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
G[F ]|x=±r(ξ) = 0. (2.5.8)

Таким образом, решение задачи (2.5.1)-(2.5.4) строится по формулам

(2.5.5)-(2.5.7).

Если на основании полуцилиндра D заданы условия 2-го рода

∂yϕ
−
2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2|y=0 = f(x, ξ), (2.5.9)

то рассуждая аналогично, решение соответствующей задачи (2.5.1)-

(2.5.3), (2.5.9) найдем в виде (2.5.5), где функции ui(x, y, ξ) строятся по

формулам (2.2.20), (2.2.21):

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µnF (x, y − 2nl, ξ),

u2 = F (x, y, ξ) +
∞∑
n=0

µn[F (x, y − 2nl, ξ) + F (x,−y − 2nl, ξ)],

µ = (k2 − k1)(k1 + k2)
−1, F (x, y, ξ) — решение задачи в однородном полу-

цилиндре D с условием Неймана на его основании:

∆F = 0, ∂yF|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0
, G[F ]|x=±r(ξ) = 0.

Если на основании полуцилиндра D заданы условия 3-го рода

∂yϕ
−
2 + γϕ−2|y=0 = 0, ∂yϕ

+ + γϕ+
2|y=0 = f(x, ξ), (2.5.10)

то решение задачи (2.5.1)-(2.5.3), (2.5.10) имеет вид (2.5.5), где функции

ui(x, y, ξ) строятся по формулам (2.3.17), (2.3.18):

u1 = (1 + µ)
∞∑
n=0

µn
n∑
j=0

Cj
n

(−2γ)j

j!

∞∫
0

e−γztjF (x, y − 2nl − t, ξ)dt,
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u2 =
∞∑
n=0

µn
n∑
j=0

Cj
n

(−2γ)j

j!

∞∫
0

e−γztj[F (x, y − 2nl − t, ξ)+

+ µF (x,−y − 2l(n+ 1)− t, ξ)]dt,

F (x, y, ξ) — решение задачи (2.5.8) в однородном полуцилиндре с услови-

ем Дирихле на его основании.

Справедливость полученных формул проверяется непосредственно.

Таким образом, в основе всех рассмотренных данной главе задач в

кусочно-однородных полуцилиндрах лежат решения классических задач

в однородных полуцилиндрах с условиями 1-го или 2-го рода на их осно-

ваниях.
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Глава 3

Решение краевых задач в
полуцилиндрах с трещиной (завесой),
параллельной основанию

3.1 Обобщенные условия сопряжения

В данной и следующей главе рассматриваются краевые задачи в полу-

цилиндрах, содержащих пленочные включения типа сильно проницаемой

трещины или слабо проницаемой завесы. Следуя работам [73]-[79], трещи-

ну и завесу моделируем бесконечно тонкими слоями с бесконечно большой

для трещины и бесконечно малой для завесы проницаемостью.

Рассмотрим в пространстве (x, y) ∈ Rm трещину (завесу) в виде плос-

кости y = 0, разделяющей две однородные области D1 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < 0} и D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y > 0} проницаемости ki в Di. Аналогично работе [75] приве-

дем вывод обобщенных условий сопряжения на данной трещине (завесе).

Заменим трещину (завесу) y = 0 слоем D0 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, 0 < y < l} конечной толщины l и проницаемости k0. Отсюда

для потенциалов ui(x, y), определенных в Di, выполняются классические

условия сопряжения на ∂D0 вида

y = 0 : u0 = u1, k0∂yu0 = k1∂yu1, (3.1.1)

y = −l : u2 = u0, k2∂yu2 = k0∂yu0, (3.1.2)
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При этом потенциалы ui в Di удовлетворяют уравнению Лапласа по всем

переменным (x1, ..., xm−1, y):

∆ui = 0. (3.1.3)

Найдем приращения потенциала и нормальной скорости (потока) на ∂D0.

С учетом равенств (3.1.1), (3.1.2) и теоремы о среднем получим

u2|y=l − u1|y=0 = u0|y=l − u0|y=0 =
l

k0
k0∂yu0|y=c1, (3.1.4)

k2∂yu2|y=l − k1∂yu1|y=0 = k0∂yu0|y=l − k0∂yu0|y=0 = k0l∂
2
yu0|y=c2, (3.1.5)

где ci ∈ (0, l).

Пусть слой D0 вырождается в трещину, т. е. l → 0, k0 → ∞ так,

что k0l → A , где A — параметр трещины. Переходя к указанно-

му пределу, из равенства (3.1.4) и первого равенства (3.1.1) следует

limu0|y=l = limu0|y=0 = limu1|y=0. Отсюда с учетом принципа максиму-

ма для уравнения Лапласа (3.1.3) получим limu0|y=c2 = limu1|y=0 при

∀c2 ∈ (0, l). Действуя на последнее соотношение оператором Лапласа по

свободным переменным (x1, ..., xm−1), с учетом уравнения (3.1.3) найдем

lim ∂2
yu0|y=c2 = lim ∂2

yu1|y=0. Отсюда из равенств (3.1.4), (3.1.5) получим

обобщенные условия сопряжения на сильно проницаемой трещине y = 0

вида

y = 0 : u2 = u1, k2∂yu2 − k1∂yu1 = A∂2
yu1, (3.1.6)

Пусть слой D0 вырождается в завесу, т. е. l → 0, k0 → 0 так, что

l/k0 → B, где B — параметр завесы. Тогда из равенства (3.1.5) и второго

равенства (3.1.1) следует lim k0∂yu0|y=l = lim k0∂yu0|y=0 = lim k1∂yu1|y=0.

Откуда lim k0∂yu0|y=c1 = lim k1∂yu1|y=0 для ∀c1 ∈ (0, l). Отсюда с учетом

(3.1.4), (3.1.5) получим обобщенные условия сопряжения на слабо прони-

цаемой завесе y = 0 вида

y = 0 : u2 − u1 = Bk1∂yu1, k2∂yu2 = k1∂yu1. (3.1.7)
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Из равенств (3.1.6) и (3.1.7) следует, что на трещине потенциал непре-

рывен, а поток терпит разрыв; на завесе поток непрерывен, а потенциал

терпит разрыв. Это объясняется тем, что частицы движущейся среды,

протекая по сильно проницаемой трещине, могут вытекать из нее в точ-

ках, отличных от точек втекания, и чтобы прорвать завесу на ней должна

поддерживаться некоторая разность потенциалов [73]-[75].

Полученные условия сопряжения (3.1.6), (3.1.7) совпадают с аналогич-

ными условиями сопряжения на трещинах и завесах, полученных из дру-

гих соображений [27, 2, 9, 50].

3.2 Задачи с условиями Дирихле на основании полуцилин-
дров. Случай трещины

Рассмотрим однородный полуцилиндр D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < 0} с сильно проницаемой трещиной y = −l, разделяющей

область D на две зоны D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

−l} и D2 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0}. Рассмот-
рим в D задачу

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x), (3.2.1)

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1, (3.2.2)

G[ui]|S = 0, (3.2.3)

где A > 0 — параметр трещины (3.1.6), S — боковая поверхность полуци-

линдра D, оператор G[u] = α∂nu + βu, −→n — вектор внешней нормали к

поверхности S, α ≥ 0 и β ≥ 0 — в общем случае функции, не зависящие

от y, т. е. на поверхности S могут быть заданы однородные граничные

условия 1-го, 2-го и 3-го рода на различных участках, ui — искомые по-

тенциалы в Di. В данном случае проницаемость зон Di одинаковая, т. е.

в условиях сопряжения (3.1.6) k1 = k2 = 1.
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Пусть, как и выше, известно решение F (x, y) соответствующей краевой

задачи в однородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆
Rm−1, y < 0} без трещины

∆F = 0, F|y=0 = f(x), (3.2.4)

G[F ]|S = 0 (3.2.5)

(задача (3.2.4), (3.2.5) рассмотрена в § 2.1 (2.1.4), (2.1.5)). Выразим реше-

ние задачи (3.2.1)-(3.2.3) в полуцилиндре D = D1∪D2 с трещиной y = −l
через решение F (x, y) задачи (3.2.4), (3.2.5) в однородном полуцилиндре.

Для вывода общих формул рассмотрим частный случай задачи (3.2.1)-

(3.2.3) на плоскости x, y при x ∈ Q = R. Отсюда для функций ui получим

задачу в полуплоскости D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x ∈ R, y < −l},
D2 = {(x, y) : x ∈ R,−l < y < 0} вида

∆ui = 0, (x, y) ∈ Di, u2|y=0 = f(x), (3.2.6)

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1, (3.2.7)

Выразим решение данной задачи через решение F (x, y) классической за-

дачи Дирихле в однородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x). (3.2.8)

Пусть граничная функция f(x), а значит и функция F (x, y), представ-

ляется интегралом Фурье (2.1.10),(2.1.13):

f(x) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (3.2.9)

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg dλ, y ≤ 0, (3.2.10)
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здесь fi(λ) — коэффициенты Фурье граничной функции f(x) (2.1.11).

Представим решение задачи (3.2.6), (3.2.7) в виде:

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l)g dλ, y < −l, (3.2.11)

u2 = F (x, y) +

∞∫
0

a2 g sh λy dλ, −l < y < 0, (3.2.12)

здесь функция g(x, λ) имеет вид (3.2.9), при этом функции ui удовлетво-

ряют уравнению и граничному условию (3.2.6). Тогда из условий сопря-

жения (3.2.7) с учетом разложения (3.2.10) для параметров ai получим

систему алгебраических уравнений:

e−λl − a2 sh λl = a1, e−λl + a2 ch λl = a1(1 + Aλ)

решение которой имеет вид

a1 =
1

d
, a2 =

e−λlAλ

d
,

где

d = Aλshλl + eλl. (3.2.13)

Отсюда функции ui (3.2.11), (3.2.12) примут вид

u1 =

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (3.2.14)

u2 = F (x, y) + A

∞∫
0

e−λlλ g sh λy

d
dλ, −l < y < 0, (3.2.15)

где функции d, g равны (3.2.13), (3.2.9), F (x, y) - решение задачи Дирихле

(3.2.8).

Лемма 3.2.1 Если граничная функция f(x) разлагается в интеграл Фу-

рье (3.2.9), то решение задачи (3.2.6),(3.2.7) строится по формулам

(3.2.14), (3.2.15).
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Доказательство. Из равенства (3.2.13) следует d ≥ 1 при 0 ≤ λ <∞,

т.е. подынтегральные функции (3.2.14), (3.2.15) ограничены при λ → 0.

При λ → ∞ подынтегральные функции (3.2.14), (3.2.15) имеют соот-

ветственно асимптотику O(λ−1eλy) при y < −l < 0 и O(e−λ(y+2l)) при

−l < y < 0 . Отсюда интегралы (3.2.14), (3.2.15) в соответствующей

зоне Di сходятся и допускают дифференцирование необходимое число

раз. Условия задачи (3.2.6), (3.2.7) для функций (3.2.14), (3.2.15) про-

веряются непосредственной подстановкой.

Полученное решение (3.2.14), (3.2.15) содержит две квадратуры (внеш-

нюю и внутреннюю в коэффициентах Фурье (2.1.11)) от сильно осцилли-

рующих функций. Следуя методу работ [73]-[79], приведем полученные

решения (3.2.14), (3.2.15) к виду, не содержащему разложений Фурье. Из

равенства (3.2.13) следует
1

d
=

γe−λl

(λ+ γ)(1− q)
,

где

γ =
2

A
> 0, q =

λe−2λl

λ+ γ
, (3.2.16)

при этом |q| < 1 при 0 ≤ λ <∞. Разлагая дробь (1− q)−1 в геометриче-

скую прогрессию, найдем

1

d
= γ

∞∑
n=0

e−λl(2n+1)λn

(λ+ γ)n+1
.

Отсюда функции ui (3.2.14),(3.2.15) примут вид

u1 = γ
∞∑
n=0

eλ(y−2nl)λn g

(λ+ γ)n+1
dλ, (3.2.17)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

∞∫
0

(
λ

λ+ γ

)n
[eλ(y−2nl) − e−λ(y+2nl)] g dλ. (3.2.18)

Воспользуемся формулой (2.3.16):

1

n!

∞∫
0

e−γzzn F (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyg(x, λ)

(λ+ γ)n+1
dλ, y ≤ 0, (3.2.19)
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где F (x, y) — решение задачи Дирихле (2.3.8) (или (3.2.8)), функция g

имеет вид (3.2.9), постоянная γ > 0, n = 0, 1, 2, .... Дифференцируя данное

равенство k раз по y, находим

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂kyF (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλy λkg

(λ+ γ)n+1
dλ. (3.2.20)

Отсюда решение (3.2.17), (3.2.18) задачи (3.2.6), (3.2.7) приводится к виду

u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz, (3.2.21)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)−

−F (x,−y − 2nl − z)] dz, (3.2.22)

где γ имеет вид (3.2.16), F (x, y)− решение задачи Дирихле (3.2.8).

Полученные формулы (3.2.21), (3.2.22) справедливы для общего слу-

чая задачи (3.2.1)-(3.2.3) в полуцилиндре D. При этом формулы (3.2.21),

(3.2.22) справедливы для ограниченных и неограниченных при y → −∞
функций F (x, y).

Теорема 3.2.1 Если функция F (x, y) является решением задачи (3.2.4),

(3.2.5) и для любого n ≥ 0 функции ∂nyF (x, y) удовлетворяют условию

|∂nyF (x, y)| = O(αneα|y|) при y → −∞, где 0 < α < α0, α0(e
2lα0+1) = γ, то

решение задачи (3.2.1)-(3.2.3) строится по формулам (3.2.21), (3.2.22).

Доказательство. Аргументы функции F под знаками рядов (3.2.21),

(3.2.22) принадлежат области D, где выполняются условия теоремы. От-

сюда

1

n!

∞∫
0

e−γzzn |∂nyF (x, y−2nl−z)| dz < c
αn

n!
eα(2nl−y)

∞∫
0

e−(γ−α)zzn dz =
ce−αy

γ − α
bn,

b =
αe2lα

γ − α
,
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причем 0 < b < 1, т. е. мажорирующий ряд
∞∑
n=0

bn (3.2.23)

является сходящейся геометрической прогрессией. Тогда ряды (3.2.21),

(3.2.22) сходятся абсолютно и равномерно, и допускают дифференциро-

вание необходимое число раз.

Формулы (3.2.21), (3.2.22) имеют вид операторов, действующих на за-

данную функцию F (x, y) по одной переменной y, при этом условия сопря-

жения (3.2.2) по этой переменной y выполняются тождественно (для лю-

бой дважды дифференцируемой функции F (x, y)), что проверяется инте-

грированием по частям. Переменная x в (3.2.21), (3.2.22) остается свобод-

ной (параметром) и по этой переменной функции (3.2.21), (3.2.22) вместе

в функцией F (x, y) могут удовлетворять дополнительным условиям.

Для проверки выполнения остальных условий задачи (3.2.1)-(3.2.3)

приведем формулы (3.2.21), (3.2.22) к виду, не содержащему производ-

ных. С учетом равенства(
λ

λ+ γ

)n
=

(
1− γ

λ+ γ

)n
=

n∑
k=0

Ck
n

(
−γ
λ+ γ

)k
(3.2.24)

и формулы (3.2.19) решение (3.2.17), (3.2.18) задачи (3.2.1)-(3.2.3), примет

вид

u1 = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl), (3.2.25)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl)− Φk(x,−y − 2nl)], (3.2.26)

где Ck
n — биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0.

Отсюда уравнение и граничные условия (3.2.1), (3.2.3) выполняются, т. к.

они имеют место для функции F (x, y).
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Отметим, что формулы (3.2.21), (3.2.22), дающие решение общей задачи

(3.2.1)-(3.2.3) выведены посредством применения метода Фурье к реше-

нию частной задачи (3.2.6), (3.2.7) в полуплоскости. При этом непосред-

ственное решение общей задачи (3.2.1)-(3.2.3) методом Фурье, как отмеча-

лось, вызывает большие математические трудности (связанные с нахож-

дением собственных функций для оператора Лапласа с условиями на S

(3.2.3), (3.2.5) и т.д.). Кроме того, в случаях, когда метод Фурье применим,

например, в случае задачи (3.2.6), (3.2.7), формулы (3.2.21), (3.2.22) про-

ще формул (3.2.14), (3.2.15), полученных методом Фурье. Именно, фор-

мулы (3.2.14), (3.2.15) содержат две квадратуры внешнюю и внутреннюю

в коэффициентах Фурье fi от сильно осциллирующих подынтегральных

функций, а формулы (3.2.21), (3.2.22) содержат одну квадратуру и имеют

вид быстросходящихся рядов (со скоростью геометрических прогрессий).

С другой стороны, формулы (3.2.21), (3.2.22) справедливы для более ши-

рокого класса заданных функций F (в смысле их поведения на ∞), чем

решения (3.2.14), (3.2.15), полученные методом Фурье.

3.3 Задачи с условиями Дирихле на основании полуцилин-
дров. Случай завесы

Пусть в рассмотренном полуцилиндре D зоны Di разделены слабо про-

ницаемой завесой y = −l с параметром B. Отсюда для потенциалов ui в

Di получим задачу

∆ui = 0, (x, y) ∈ Di; u2|y=0 = f(x), (3.3.1)

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1, (3.3.2)

G[ui]|S = 0. (3.3.3)

Выразим решение задачи (3.3.1)-(3.3.3) через решение F (x, y) задачи

(3.2.4), (3.2.5) в однородном полуцилиндре:
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∆F = 0, (x, y) ∈ D; F|y=0 = f(x), (3.3.4)

G[F ]|S = 0. (3.3.5)

Для вывода общих формул, как и выше, рассмотрим частный случай

задачи (3.3.1)-(3.3.3) на плоскости x, y при x ∈ Q = R:

∆ui = 0, u2|y=0 = f(x), (3.3.6)

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1, (3.3.7)

и выразим решение данной задачи через решение F (x, y) классической

задачи Дирихле в однородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, F|y=0 = f(x). (3.3.8)

Пусть граничная функция f(x), а значит и функция F (x, y), разлагаются

в интегралы Фурье

f(x) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (3.3.9)

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg dλ, y ≤ 0. (3.3.10)

Представляя решение задачи (3.3.6), (3.3.7) в виде:

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l)g dλ, y < −l, (3.3.11)

u2 = F (x, y) +

∞∫
0

a2 g sh λy dλ, −l < y < 0, (3.3.12)

из условий сопряжения (3.3.7) с учетом (3.3.10) для параметров ai полу-

чим систему алгебраических уравнений:

e−λl − a2 sh λl = a1(1 + λB), e−λl + a2 ch λl = a1
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решение которой имеет вид

a1 =
1

d
, a2 = −e

−λlBλ

d
,

где

d = Bλ chλl + eλl. (3.3.13)

Отсюда функции ui (3.3.11), (3.3.12) примут вид

u1 =

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (3.3.14)

u2 = F (x, y)−B
∞∫

0

e−λlλ g sh λy

d
dλ, −l < y < 0, (3.3.15)

где функции d, g равны (3.3.13), (3.3.9), F (x, y) - решение задачи Дирихле

(3.3.8).

Лемма 3.3.1 Если граничная функция f(x) разлагается в интеграл Фу-

рье (3.3.9), то решение задачи (3.3.6), (3.3.7) строится по формулам

(3.3.14), (3.3.15).

Доказательство. Из равенства (3.3.13) следует d ≥ 1 при 0 ≤ λ <∞, т.е.

подынтегральные функции (3.3.14), (3.3.15) ограничены при λ → 0. При

λ → ∞ подынтегральные функции (3.3.14), (3.3.15) имеют соответствен-

но асимптотику O(λ−1eλy) при y < −l < 0 и O(e−λ(y+2l)) при −l < y < 0.

Отсюда интегралы (3.3.14), (3.3.15) в соответствующей зоне Di сходятся

и допускают дифференцирование необходимое число раз. Условия задачи

(3.3.6), (3.3.7) для функций (3.3.14), (3.3.15) проверяются непосредствен-

ной подстановкой.

Приведем полученные решения (3.3.14), (3.3.15) к виду, не содержаще-

му разложений Фурье. Из равенства (3.3.13) следует

1

d
=

γe−λl

(λ+ γ)(1− q)
,
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где

γ =
2

B
> 0, q = −λe

−2λl

λ+ γ
, (3.3.16)

при этом |q| < 1 при 0 ≤ λ <∞. Разлагая дробь (1− q)−1 в геометриче-

скую прогрессию, найдем

1

d
= γ

∞∑
n=0

e−λl(2n+1)(−λ)n

(λ+ γ)n+1
.

Отсюда функции ui (3.3.14),(3.3.15) примут вид

u1 = γ
∞∑
n=0

∞∫
0

eλ(y−2nl)(−λ)n g

(λ+ γ)n+1
dλ, (3.3.17)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

∞∫
0

(
−λ
λ+ γ

)n [
eλ(y−2nl) − e−λ(y+2nl)

]
g dλ. (3.3.18)

С учетом формулы (3.2.20):

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂kyF (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyλkg

(λ+ γ)n+1
dλ

решение (3.3.17), (3.3.18) задачи (3.3.6), (3.3.7) приведем к виду

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz, (3.3.19)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)−

−F (x,−y − 2nl − z)] dz, (3.3.20)

где γ имеет вид (3.3.16), F (x, y)− решение задачи Дирихле (3.3.8).

Формулы (3.3.19), (3.3.20), как и выше, справедливы для общего случая

задачи (3.3.1)-(3.3.3), где F (x, y)− решение задачи (3.3.4), (3.3.5).

Теорема 3.3.1 Если функция F (x, y) является решением задачи (3.3.4),

(3.3.5) и удовлетворяет условиям теоремы 3.2.1, то решение задачи

(3.3.1)-(3.3.3) строится по формулам (3.3.19), (3.3.20).
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С учетом равенств (3.2.24) и (3.2.19) функции ui (3.3.17), (3.3.18) при-

водятся к виду, не содержащему производных:

u1 =
∞∑
n=0

(−1)n+1
n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl), (3.3.21)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n
n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y− 2nl)−Φk(x,−y− 2nl)], (3.3.22)

где Ck
n− биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0.

Отсюда доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы

3.2.1. При этом учитывается, что модули членов рядов (3.3.19), (3.3.20)

и (3.2.21), (3.2.22), а также рядов (3.3.21), (3.3.22) и (3.2.25), (3.2.26) сов-

падают, т. е. эти ряды (3.3.19), (3.3.20) мажорируются сходящимся рядом

вида (3.2.23).

3.4 Задачи с условиями Неймана на основании полуцилин-
дров. Случай трещины

Рассмотрим в однородном полуцилиндреD = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈
Q ⊆ Rm−1, y < 0} с трещиной y = −l, разделяющей областьD на две зоны

D1 = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y < −l} и D2 = {(x, y) : x =

(x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1,−l < y < 0} задачу

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (3.4.1)

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1, (3.4.2)

G[ui]|S = 0, (3.4.3)

где A > 0 — параметр трещины, S — боковая поверхность полуцилиндра

D, оператор G[u] определен в (3.2.3).
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Пусть известно решение F (x, y) соответствующей краевой задачи в од-

нородном полуцилиндре D = {(x, y) : x = (x1, ..., xm−1) ∈ Q ⊆ Rm−1, y <

0} без трещины

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x), (3.4.4)

G[F ]|S = 0 (3.4.5)

(задача (3.4.4), (3.4.5) рассмотрена в § 2.1 (2.2.4), (2.2.5)). Выразим реше-

ние задачи (3.4.1)-(3.4.3) в полуцилиндре D = D1∪D2 с трещиной y = −l
через решение F (x, y) задачи (3.4.4), (3.4.5) в однородном полуцилиндре.

Для вывода общих формул рассмотрим частный случай задачи (3.4.1)-

(3.4.3) в полуплоскости D = D1 ∪D2, D1 = {(x, y) : x ∈ Q = R, y < −l},
D2 = {(x, y) : x ∈ Q = R,−l < y < 0} вида

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (3.4.6)

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A∂2
yu1, (3.4.7)

Пусть F (x, y) — известное решение классической задачи Неймана в

однородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, ∂yF|y=0 = f(x). (3.4.8)

Выразим решение данной задачи (3.4.6), (3.4.7) через решение F (x, y).

Предположим, что функция F (x, 0) разлагается в интеграл Фурье

(2.2.10):

F (x, 0) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (3.4.9)

где fi(λ) — коэффициенты Фурье функции F (x, 0) (2.2.12). Отсюда решая

методом Фурье задачу Дирихле в полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y <
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0} с граничной функцией F (x, 0), получим разложение функции F (x, y)

в интеграл Фурье вида

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg dλ, y ≤ 0, (3.4.10)

где g имеет вид (2.4.9).

Представим решение задачи (3.4.6), (3.4.7) также в виде разложений

Фурье:

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l)g dλ, u2 = F (x, y) +

∞∫
0

a2 g ch λy dλ, (3.4.11)

при этом функции (3.4.11) удовлетворяют уравнению и граничному усло-

вию (3.4.6). Из условий сопряжения (3.4.7) с учетом разложения (3.4.10)

для параметров ai получим систему алгебраических уравнений

e−λl + a2 ch λl = a1, e−λl − a2 sh λl = a1(1 + Aλ),

решение которой имеет вид

a1 =
1

d
, a2 =

e−λlAλ

d
,

где

d = Aλ chλl + eλl. (3.4.12)

Отсюда функции ui (3.4.11) примут вид

u1 =

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (3.4.13)

u2 = F (x, y)− A
∞∫

0

e−λlλ g ch λy

d
dλ, −l < y < 0, (3.4.14)

где функции d, g равны (3.4.12), (3.4.9), F (x, y) — решение задачи (3.4.8).
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Лемма 3.4.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Неймана

(3.4.8) и функция F (x, 0) разлагается в интеграл Фурье (3.4.10), то

решение задачи (3.4.6),(3.4.7) строится по формулам (3.4.13),(3.4.14).

Доказательство. Из равенства (3.4.12) следует d ≥ 1 при 0 ≤ λ <∞,

т.е. подынтегральные функции (3.4.13), (3.4.14) ограничены при λ → 0.

При λ → ∞ подынтегральные функции (3.4.13), (3.4.14) имеют соот-

ветственно асимптотику O(λ−1eλy) при y < −l < 0 и O(e−λ(y+2l)) при

−l < y < 0 . Отсюда интегралы (3.4.13), (3.4.14) в соответствующей

зоне Di сходятся и допускают дифференцирование необходимое число

раз. Условия задачи (3.4.6), (3.4.7) для функций (3.4.13), (3.4.14) про-

веряются непосредственной подстановкой.

Приведем решение (3.4.13), (3.4.14) к виду, не содержащему разложе-

ний Фурье. Из равенства (3.4.12) следует

1

d
=

γe−λl

(λ+ γ)(1− q)
,

где

γ =
2

A
> 0, q = −λe

−2λl

λ+ γ
, (3.4.15)

при этом |q| < 1 при 0 ≤ λ <∞. Разлагая дробь (1− q)−1 в геометриче-

скую прогрессию, найдем

1

d
= γ

∞∑
n=0

(−1)n
e−λl(2n+1)λn

(λ+ γ)n+1
.

Отсюда функции ui (3.4.13),(3.4.14) примут вид

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n
∞∫

0

eλ(y−2nl)λn g

(λ+ γ)n+1
dλ, (3.4.16)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n
∞∫

0

(
λ

λ+ γ

)n
[eλ(y−2nl) + e−λ(y+2nl)] g dλ. (3.4.17)
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Заменяя в разложении (3.4.10) переменную y ≤ 0 на y − z (z > 0),

умножая полученное равенство на e−γzzn(n!)−1, где γ > 0, n = 0, 1, 2..., и

интегрируя по z ∈ (0,∞), получим формулу, аналогичную (3.2.19):

1

n!

∞∫
0

e−γzzn F (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyg(x, λ)

(λ+ γ)n+1
dλ, y ≤ 0, (3.4.18)

а также формулу, полученную из (3.4.18) дифференцированием по y:

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂kyF (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλy λkg(x, λ)

(λ+ γ)n+1
dλ, (3.4.19)

где F (x, y) — решение задачи Неймана (3.4.8), функция g имеет вид

(3.4.9). Отсюда решение (3.4.16), (3.4.17) привем к виду

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz, (3.4.20)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)−

−F (x,−y − 2nl − z)] dz, (3.4.21)

где γ имеет вид (3.4.15).

Поскольку формулы (3.4.20), (3.4.21) имеют вид операторов, действу-

ющих на заданную функцию F (x, y) по одной переменной y, то эти фор-

мулы справедливы для общего случая задачи (3.4.1)-(3.4.3).

Теорема 3.4.1 Если функция F (x, y) является решением задачи (3.4.4),

(3.4.5) и удовлетворяет условиям теоремы (3.2.1), то решение задачи

(3.4.1)-(3.4.3) строится по формулам (3.4.20), (3.4.21).

С учетом равенств (3.2.24) и (3.4.18) функции ui (3.4.16), (3.4.17) при-

водятся к виду, не содержащему производных:

u1 =
∞∑
n=0

(−1)n+1
n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl), (3.4.22)
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u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n
n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y− 2nl) + Φk(x,−y− 2nl)], (3.4.23)

где Ck
n — биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0.

При этом модули членов рядов (3.4.20)-(3.4.23) совпадают с модулями со-

ответствующих членов рядов (3.2.21), (3.2.22), (3.2.25), (3.2.26). Отсюда

ряды (3.4.20)-(3.4.23) сходятся. Условия задачи (3.4.1)-(3.4.3) для функ-

ций полученных функций ui проверяются непосредственно, аналогично

теореме (3.2.1).

3.5 Задачи с условиями Неймана на основании полуцилин-
дров. Случай завесы

Пусть в рассмотренном полуцилиндреD (3.4.1)-(3.4.3) зоныDi разделены

слабо проницаемой завесой y = −l с параметром B. Отсюда для потен-

циалов ui в Di получим задачу

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (3.5.1)

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1, (3.5.2)

G[ui]|S = 0. (3.5.3)

Выразим решение задачи (3.5.1)-(3.5.3) через решение F (x, y) аналогич-

ной задачи в однородном полуцилиндре:

∆F = 0, ∂yF|y=0 = f(x), (3.5.4)

G[F ]|S = 0. (3.5.5)

Для вывода общих формул рассмотрим частный случай задачи (3.5.1)-

(3.5.3) в полуплоскости D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y) : x ∈ R, y < −l},
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D2 = {(x, y) : x ∈ R,−l < y < 0} вида

∆ui = 0, ∂yu2|y=0 = f(x), (3.5.6)

y = −l : u2 − u1 = B∂yu1, ∂yu2 = ∂yu1, (3.5.7)

Пусть F (x, y) — известное решение классической задачи Неймана в

однородной полуплоскости D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}:

∆F (x, y) = 0, ∂yF|y=0 = f(x). (3.5.8)

Выразим решение данной задачи (3.5.6), (3.5.7)через функцию F (x, y).

Пусть функция F (x, 0), а значит и функция F (x, y), разлагаются в инте-

гралы Фурье

F (x, 0) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1 sinλx+ f2 cosλx, (3.5.9)

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg dλ, y ≤ 0. (3.5.10)

где fi — коэффициенты Фурье функции F (x, 0). Представляя решение

задачи (3.5.6), (3.5.7) в виде разложений Фурье:

u1 =

∞∫
0

a1 e
λ(y+l)g dλ, u2 = F (x, y) +

∞∫
0

a2 g ch λy dλ, (3.5.11)

из условий сопряжения (3.5.7) с учетом разложения (3.5.10) для парамет-

ров ai получим систему алгебраических уравнений

e−λl + a2 ch λl = a1(1 + λB), e−λl − a2 sh λl = a1

решение которой имеет вид

a1 =
1

d
, a2 =

e−λlBλ

d
,
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где

d = Bλshλl + eλl. (3.5.12)

Отсюда функции ui (3.5.12) примут вид

u1 =

∞∫
0

eλ(y+l)g

d
dλ, y < −l, (3.5.13)

u2 = F (x, y) +B

∞∫
0

e−λlλ g ch λy

d
dλ, −l < y < 0, (3.5.14)

где функции d, g равны (3.5.12), (3.5.9), F (x, y) — решение задачи Ней-

мана (3.5.8).

Лемма 3.5.1 Если функция F (x, y) является решением задачи Нейма-

на (3.5.8) и функция F (x, 0) разлагается в интеграл Фурье (3.5.9), то

решение задачи (3.5.6), (3.5.7) строится по формулам (3.5.13), (3.5.14).

Доказательство. Из равенства (3.5.12) следует d ≥ 1 при 0 ≤ λ <∞,

т.е. подынтегральные функции (3.5.13), (3.5.14) ограничены при λ → 0.

При λ → ∞ подынтегральные функции (3.5.13), (3.5.14) имеют соот-

ветственно асимптотику O(λ−1eλy) при y < −l < 0 и O(e−λ(y+2l)) при

−l < y < 0. Отсюда интегралы (3.5.13), (3.5.14) в соответствующей зоне

Di сходятся и допускают дифференцирование необходимое число раз.

Условия задачи (3.5.6), (3.5.7) для функций (3.5.13), (3.5.14) проверяются

непосредственно.

Приведем полученные решения (3.5.13), (3.5.14) к виду, не содержаще-

му разложений Фурье. Из равенства (3.5.12) следует

1

d
=

γe−λl

(λ+ γ)(1− q)
,

где

γ =
2

B
> 0, q =

λe−2λl

λ+ γ
, (3.5.15)
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при этом |q| < 1 при 0 ≤ λ <∞. Разлагая дробь (1− q)−1 в геометриче-

скую прогрессию, найдем

1

d
= γ

∞∑
n=0

e−λl(2n+1)λn

(λ+ γ)n+1
.

Отсюда функции ui (3.5.13), (3.5.14) примут вид

u1 = γ
∞∑
n=0

eλ(y−2nl)λn g

(λ+ γ)n+1
dλ, (3.5.16)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

∞∫
0

(
λ

λ+ γ

)n [
eλ(y−2nl) + e−λ(y+2nl)

]
g dλ. (3.5.17)

При этом с учетом формулы (3.4.19):

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂kyF (x, y − z) dz =

∞∫
0

eλyλkg

(λ+ γ)n+1
dλ

решение (3.5.16), (3.5.17) задачи (3.5.6), (3.5.7) приведем к виду

u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z) dz, (3.5.18)

u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z)+

+F (x,−y − 2nl − z)] dz, (3.5.19)

где γ имеет вид (3.5.15), F (x, y) — решение задачи Неймана (3.5.8).

Формулы (3.5.18), (3.5.19), справедливы для общего случая задачи

(3.5.1)-(3.5.3).

Теорема 3.5.1 Если функция F (x, y) является решением задачи (3.5.4),

(3.5.5) и удовлетворяет условиям теоремы 3.2.1, то решение задачи

(3.5.1)-(3.5.3) строится по формулам (3.5.18), (3.5.19).

С учетом равенств (3.2.24) и (3.4.18) функции ui (3.5.16), (3.5.17) при-

водятся к виду, не содержащему производных:

u1 = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nΦk+1(x, y − 2nl), (3.5.20)
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u2 = F (x, y) +
∞∑
n=1

n∑
k=0

Ck
n[Φk(x, y − 2nl) + Φk(x,−y − 2nl)], (3.5.21)

где Ck
n — биномиальные коэффициенты, Φ0(x, y) = F (x, y),

Φk(x, y) =
(−γ)k

(k − 1)!

∞∫
0

e−γzzk−1F (x, y − z) dz k = 1, 2, ..., y < 0.

Отсюда справедливость теоремы следует из того, что модули члены ря-

дов (3.5.18)-(3.5.21) совпадают с модулями членов соответствующих рядов

(3.2.21), (3.2.22), (3.2.25), (3.2.26), т. е. доказательство теоремы аналогич-

но доказательству теоремы 3.2.1.
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Глава 4

Решение краевых задач в
полупространстве с трещиной
(завесой), перпендикулярной границе

4.1 Краевые задачи в кусочно-однородном полупространстве с
трещиной

Рассмотрим в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y < 0, ξ =

(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2) трещину в виде плоскости x = 0, разделяющей

D на две зоны D− = {(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2)}
и D+ = {(x, y, ξ) : x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2)}, проницаемо-
сти k± в D±. В данном случае в отличие от предыдущей главы трещина

x = 0 пересекает границу y = 0. Пусть на границе D (при y = 0) зада-

ны произвольные граничные условия 1-го, 2-го или 3-го рода, однородные

при x < 0, что не умаляет общности. Для потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D±

рассмотрим класс краевых задач вида

∆ϕ± = 0, (4.1.1)

G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ), (4.1.2)

x = 0 : ϕ+ = ϕ−, k+∂xϕ
+ − k−∂xϕ− = A∂2

xϕ
−, (4.1.3)

где A— параметр трещины, оператор G[ϕ±] = ϕ±, G[ϕ±] = ∂yϕ
± или

G[ϕ±] = ∂yϕ
± + hϕ±, h = const > 0 соответственно в случае граничных

условий 1-го, 2-го или 3-го рода, уравнение Лапласа (4.1.1) выполняется
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по всем переменным x, y, ξ1, ..., ξm−2.

Выразим решение задачи (4.1.1)-(4.1.3) через решение F (x, y, ξ) соот-

ветствующей задачи в однородном полупространстве (без трещины и при

k+ = k−):

∆F = 0, G[F ]|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.
(4.1.4)

Для вывода общих формул, как и выше, рассмотрим частный случай,

когда область D являются полуплоскостью D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0},
состоящей из двух квадрантов D− = {(x, y) : x < 0, y < 0}, D+ = {(x, y) :

x > 0, y < 0} проницаемости k± в D±, разделенных трещиной x = 0,

и для определенности на границе y = 0 рассмотрим граничное условие

1-го рода (полученные формулы будут справедливы для произвольных

граничных условий). Отсюда задача (4.1.1)-(4.1.3) для функций ϕ±(x, y)

примет вид

∆ϕ± = 0, (4.1.5)

ϕ−|y=0 = 0, ϕ+
|y=0 = f(x), (4.1.6)

x = 0 : ϕ+ = ϕ−, k+∂xϕ
+ − k−∂xϕ− = A∂2

xϕ
−, (4.1.7)

Выразим решение этой задачи через решение F (x, y) соответствующей

задачи Дирихле в однородной полуплоскости:

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x), x > 0.
(4.1.8)

Пусть функция F (0, y) при −∞ < y < 0 разлагается в интеграл Фурье

по синусам:

F (0, y) =

∞∫
0

g(y, λ)dλ, g = f0 sinλy, (4.1.9)

где f0(λ) — коэффициент Фурье:

f0 =
2

π

0∫
−∞

F (0, y) sinλy dy. (4.1.10)
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Отсюда функция F (x, y) в квадранте D− = {(x, y) : x < 0, y < 0}(где
граничное условие (4.1.8) однородное) представима в виде

F (x, y) =

∞∫
0

eλxg dλ, x ≤ 0, y ≤ 0, (4.1.11)

где функция g(y, λ) имеет вид (4.1.9). Интеграл справа (4.1.11) (и функ-

ция F (x, y) слева) является решением задачи Дирихле в квадранте D−

вида

∆u = 0, u|x=0 = F (0, y), u|y=0 = 0.

Представим решение задачи (4.1.5)- (4.1.7) в виде

ϕ−(x, y) =

∞∫
0

a1 e
λxg dλ, x ≤ 0, (4.1.12)

ϕ+(x, y) = F (x, y) +

∞∫
0

a2 e
−λxg dλ, x ≥ 0, (4.1.13)

где функция g имеет вид (4.1.9). При этом функции (4.1.12), (4.1.13) удо-

влетворяют условия задачи (4.1.5), (4.1.6). Тогда из условий сопряжения

на трещине (4.1.7) с учетом разложения (4.1.11) для параметров ai полу-

чим систему алгебраических уравнений

1 + a2 = a1, k+ − k+a2 − k−a1 = Aλa1,

решение которой имеет вид

a1 =
2k+

d
, a2 = −1 +

2k+

d
,

где

d = A(λ+ β), β =
k+ + k−

A
. (4.1.14)

Отсюда функции ϕ±(x, y) (4.1.12), (4.1.13) с учетом (4.1.11) примут вид

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

eλxg

λ+ β
dλ, x ≤ 0, (4.1.15)
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ϕ+ = F (x, y)− F (−x, y) +
2k+

A

∞∫
0

e−λxg

λ+ β
dλ, x ≤ 0, (4.1.16)

где функция g(y, λ) имеет вид (4.1.9), F (x, y)− решение задачи Дирихле

(4.1.8).

Заменяя в разложении (4.1.11) переменную x ≤ 0 на x − t (t > 0),

умножая полученное равенство на e−βt, где β > 0, и интегрируя по t ∈
(0,∞), получим формулу:

∞∫
0

e−βtF (x− t, y)dt =

∞∫
0

eλxg(y, λ)

λ+ β
dλ, x ≤ 0. (4.1.17)

Отсюда решение (4.1.15), (4.1.16) задачи (4.1.5)-(4.1.7) выразим непосред-

ственно через решение F (x, y) задачи Дирихле (4.1.8) (без разложений

Фурье) в виде

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (x− t, y) dt, x ≤ 0, (4.1.18)

ϕ+ = F (x, y)− F (−x, y) +
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y) dt, x ≥ 0. (4.1.19)

Полученные формулы справедливы для общего случая задачи (4.1.1)-

(4.1.3) в пространстве Rm.

Теорема 4.1.1 Если функция F (x, y, ξ) является решением задачи

(4.1.4), удовлетворяющим условию F (x, y, ξ) = O(er|y|) при y → −∞,

то решение исходной задачи (4.1.1)-(4.1.3) в кусочно-однородном полу-

пространстве D = D− ∪D+ при наличии трещины x = 0 строится по

формулам:

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0, (4.1.20)
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ϕ+ = F (x, y, ξ)− F (−x, y, ξ) +
2k+

A

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

(4.1.21)

где β имеет вид (4.1.14), r < β.

Утверждение теоремы проверяется непосредственно, при этом учиты-

вается, что условия сопряжения (4.1.3) для функций (4.1.20), (4.1.21) вы-

полняются тождественно и то, что аргументы функции F под знаками

интегралов принадлежат области D−, где условия задачи для функции

F однородны.

Отметим, что в случае граничных условий (4.1.2) 3-го рода, т. е. при

G[ϕ] = ∂yϕ + hϕ, решение соответствующей задачи (4.1.4) в однородном

полупространстве y < 0:

∆u = 0, ∂yu+ hu|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,

выражается через решение задачи Дирихле

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
(4.1.22)

по формуле (2.3.20):

u(x, y, ξ) =

∞∫
0

e−hzF (x, y − z, ξ) dz. (4.1.23)

Отсюда решение задачи (4.1.1)-(4.1.3) в кусочно-однородном полупро-

странстве D = D− ∪ D+ при наличии трещины x = 0 с граничными

условиями 3-го рода приводится к виду

ϕ− =
2k+

A

∞∫
0

e−βtu(x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0 (4.1.24)
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ϕ+ = u(x, y, ξ)− u(−x, y, ξ) +
2k+

A

∞∫
0

e−βtu(−x− t, y, ξ)dt, x ≥ 0,

(4.1.25)

где функция u(x, y, ξ) имеет вид (4.1.23), F (x, y, ξ) — решение задачи Ди-

рихле (4.1.22).

Таким образом, решения задач (4.1.1)-(4.1.3) в кусочно-однородном по-

лупространстве y < 0 с трещиной x = 0 при граничных условиях (4.1.2) 1-

го и 3-го рода выражаются соответственно по формулам (4.1.20), (4.1.21) и

(4.1.24), (4.1.25), (4.1.23) через решение F (x, y, ξ) задачи Дирихле (4.1.22)

в однородном полупространстве y < 0. В случае граничного условия 2-го

рода решение задачи (4.1.1)-(4.1.3) с трещиной x = 0 выражается по фор-

мулам (4.1.20), (4.1.21) через решение F (x, y, ξ) задачи Неймана (4.1.4)

(где G[F ] = ∂yF ) в однородном полупространстве.

4.2 Краевые задачи в кусочно-однородном полупространстве с
завесой

Рассмотрим в полупространстве D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y < 0, ξ =

(ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2) завесу x = 0, разделяющую D на зоны D− =

{(x, y, ξ) : x < 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2)} и D+ = {(x, y, ξ) :

x > 0, y < 0, ξ = (ξ1, ..., ξm−2) ∈ Rm−2)} проницаемости k± в D±. Пусть на

границе ∂D, как и выше, заданы граничные условия 1-го, 2-го или 3-го

рода, однородные при x < 0. Отсюда для потенциалов ϕ±(x, y, ξ) в D±

получим класс краевых задач вида

∆ϕ± = 0, (4.2.1)

G[ϕ−]|y=0 = 0, G[ϕ+]|y=0 = f(x, ξ), (4.2.2)

x = 0 : ϕ+ − ϕ− = Bk−∂xϕ
−, k+∂xϕ

+ = k−∂xϕ
−, (4.2.3)

где B — параметр завесы, оператор G определен в (4.1.2).
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Выразим решение задачи (4.2.1)-(4.2.3) через решение F (x, y, ξ) соот-

ветствующей задачи в однородном полупространстве

∆F = 0, G[F ]|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0.
(4.2.4)

Рассмотрим частный случай задачи (4.2.1)-(4.2.3), когда область D яв-

ляются полуплоскостью D = {(x, y) : x ∈ R, y < 0}, состоящей из двух

квадрантов D− = {(x, y) : x < 0, y < 0}, D+ = {(x, y) : x > 0, y < 0} про-
ницаемости k± в D±, разделенных завесой x = 0, при граничном условии

1-го рода:

∆ϕ± = 0, (4.2.5)

ϕ−|y=0 = 0, ϕ+
|y=0 = f(x), (4.2.6)

x = 0 : ϕ+ − ϕ− = Bk−∂xϕ
−, k+∂xϕ

+ = k−∂xϕ
−, (4.2.7)

При этом известно решение F (x, y) соответствующей задачи Дирихле в

однородной полуплоскости:

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x), x > 0.
(4.2.8)

Функция F (x, y) в квадранте D− при условии (4.1.9) имеет вид (4.1.11):

F (x, y) =

∞∫
0

eλx g dλ, x ≤ 0, y ≤ 0; g = f0 sinλy, (4.2.9)

где f0(λ) — коэффициент Фурье функции F (0, y) (4.1.10). Представляя

решение задачи (4.2.5)-(4.2.7) в виде (4.1.12), (4.1.13):

ϕ− =

∞∫
0

a1 e
λxg dλ, x ≤ 0,

ϕ+ = F (x, y) +

∞∫
0

a2 e
−λxg dλ, x ≥ 0,
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из условий сопряжения (4.2.7) с учетом (4.2.9) для параметров ai получим

систему уравнений

1 + a2 − a1 = Bk−λ a1, k+ − k+a2 = k−a1,

решение которой имеет вид

a1 =
2k+

d
, a2 = 1− 2k−

d
,

где

d = Bk−k+(λ+ β), β =
k+ + k−

Bk−k+
. (4.2.10)

Отсюда с учетом разложения (4.2.9) получим

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

eλxg

λ+ β
dλ, x ≤ 0,

ϕ+ = F (x, y) + F (−x, y)− 2

Bk+

∞∫
0

e−λxg

λ+ β
dλ, x ≥ 0,

где функция g(y, λ) имеет вид (4.2.9). Тогда с учетом формулы (4.1.17)

решение задачи (4.2.5)-(4.2.7) выразим непосредственно через решение

F (x, y) задачи Дирихле (4.2.8) в виде

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

e−βtF (x− t, y) dt, x ≤ 0, (4.2.11)

ϕ+ = F (x, y) + F (−x, y)− 2

Bk+

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y) dt, x ≥ 0, (4.2.12)

Полученные формулы справедливы для общего случая задачи (4.2.1)-

(4.2.3) в пространстве Rm.

Теорема 4.2.1 Если функция F (x, y, ξ) является решением задачи

(4.2.4), удовлетворяющим условию F (x, y, ξ) = O(er|y|) при y → −∞,
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то решение задачи (4.2.1)-(4.2.3) в кусочно-однородном полупростран-

стве D = D− ∪D+ при наличии завесы x = 0 строится по формулам:

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

e−βtF (x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0, (4.2.13)

ϕ+ = F (x, y, ξ) + F (−x, y, ξ)− 2

Bk+

∞∫
0

e−βtF (−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

(4.2.14)

где β имеет вид (4.2.10), r < β.

Утверждение теоремы проверяется непосредственно аналогично теореме

предыдущего параграфа.

В случае граничных условий (4.2.2) 3-го рода решение соответствующей

задачи (4.2.4) в однородном полупространстве y < 0 выражается через

решение задачи Дирихле

∆F = 0, F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0,
(4.2.15)

в виде (4.1.24):

u(x, y, ξ) =

∞∫
0

e−hzF (x, y − z, ξ) dz. (4.2.16)

Отсюда решение задачи (4.2.1)-(4.2.3) в кусочно-однородном полупро-

странстве D = D− ∪ D+ при наличии завесы x = 0 с граничными усло-

виями 3-го рода строятся по формуле

ϕ− =
2

Bk−

∞∫
0

e−βtu(x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0, (4.2.17)

ϕ+ = u(x, y, ξ) + u(−x, y, ξ)− 2

Bk+

∞∫
0

e−βtu(−x− t, y, ξ)dt, x ≥ 0,

(4.2.18)

где функция u(x, y, ξ) имеет вид (4.2.16).
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Таким образом, решения задач (4.2.1)-(4.2.3) в кусочно-однородном по-

лупространстве y < 0 с завесой x = 0 при граничных условиях (4.2.2) 1-го

и 3-го рода выражаются соответственно по формулам (4.2.13), (4.2.14) и

(4.2.17), (4.2.18), (4.2.16) через решение F (x, y, ξ) задачи Дирихле (4.2.15)

в однородном полупространстве y < 0. В случае граничного условия 2-го

рода решение задачи (4.2.1)-(4.2.3) с завесой x = 0 выражается по форму-

лам (4.2.13), (4.2.14) через решение F (x, y, ξ) задачи Неймана (4.2.4) при

G[F ] = ∂yF .

4.3 Краевые задачи в однородном полупространстве с комби-
нацией пересекающихся трещин и завес

Полученные в предыдущих параграфах формулы для ϕ±, как и формулы

для ui предыдущей главы, имеют вид операторов, действующих на соот-

ветствующую функцию F по одной переменной, при этом соответствую-

щие условия сопряжения на трещине (завесе) по этой переменной выпол-

няются тождественно (для любой дважды дифференцируемой функции

F ). Отсюда функции ϕ± и ui по свободным переменным также могут

удовлетворять условиям сопряжения на трещине (завесе). При этом ре-

шения полученных задач строятся в виде композиции соответствующих

операторов.

Рассмотрим однородное полупространство D = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y <
0, ξ ∈ Rm−2}, состоящее из четырех зон: D = D−1 ∪ D−2 ∪ D+

1 ∪ D+
2 , раз-

деленных трещинами или завесами x = 0, y = −l, где D−1 = {(x, y, ξ) :

x < 0, y < −l, ξ ∈ Rm−2}, D+
1 = {(x, y, ξ) : x > 0, y < −l, ξ ∈ Rm−2},

D−2 = {(x, y, ξ) : x < 0,−l < y < 0, ξ ∈ Rm−2}, D+
2 = {(x, y, ξ) : x >

0,−l < y < 0, ξ ∈ Rm−2}.
1. Пусть на внешней границе D имеет место граничное условие 1-го

рода, которое, не умаляя общности, считаем однородным при x < 0. Рас-

смотрим случай двух пересекающихся трещин x = 0 и y = −l с парамет-
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рами соответственно A1 и A2. Для потенциалов ϕ±i (x, y, ξ) в D±i задача

примет вид

∆ϕ±i = 0, ϕ−2|y=0 = 0, ϕ+
2|y=0 = f(x, ξ), (4.3.1)

x = 0 : ϕ+
i = ϕ−i , ∂xϕ

+
i − ∂xϕ−i = A1∂

2
xϕ
−
i , (4.3.2)

y = −l : ϕ±2 = ϕ±1 , ∂yϕ
±
2 − ∂yϕ±1 = A2∂

±
y ϕ
±
1 . (4.3.3)

Представим решение задачи (4.3.1)-(4.3.3) в виде (4.1.18), (4.1.19):

ϕ−i = β

∞∫
0

e−βtui(x− t, y, ξ) dt, x < 0, (4.3.4)

ϕ+
i = ui(x, y, ξ)−ui(−x, y, ξ)+β

∞∫
0

e−βtui(−x−t, y, ξ) dt, x > 0, (4.3.5)

где β = 2/A1. При этом функции ϕ±i тождественно удовлетворяют усло-

виям (4.3.2) на трещине x = 0. Отсюда для функций ui в Di получим

задачу вида (3.2.1), (3.2.2):

∆ui = 0, u2|y=0 =

 0, x < 0

f(x, ξ), x > 0
,

y = −l : u2 = u1, ∂yu2 − ∂yu1 = A2∂
2
yu1,

где D1 = {(x, y, ξ) : x ∈ R, y < −l, ξ ∈ Rm−2}, D2 = {(x, y, ξ) : x ∈
R,−l < y < 0, ξ ∈ Rm−2}. Решение последней задачи имеет вид (3.2.21),

(3.2.22):

u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z, ξ) dz, (4.3.6)

u2 = F (x, y, ξ) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z, ξ)−

−F (x,−y − 2nl − z, ξ)] dz, (4.3.7)
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где γ = 2/A2, F (x, y, ξ)− решение задачи Дирихле (4.1.8):

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

 0, x < 0

f(x, ξ), x > 0
, (4.3.8)

Таким образом, решение задачи (4.3.1)-(4.3.3) строится по формулам

(4.3.4)-(4.3.7).

Если зоны D±i разделены трещиной x = 0 и завесой y = −l с парамет-

рами соответственно A1 и B2, то условия сопряжения (4.3.3) заменяются

условиями вида

y = −l : ϕ±2 − ϕ±1 = B2∂yϕ
±
1 , ∂yϕ

±
2 = ∂yϕ

±
1 , (4.3.9)

Отсюда рассуждая аналогично предыдущему случаю, решение зада-

чи (4.3.1), (4.3.2), (4.3.9) получим в виде (4.3.4), (4.3.5), где функции

ui(x, y, ξ) строятся по формулам (3.3.19), (3.3.20):

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z, ξ) dz, (4.3.10)

u2 = F (x, y, ξ) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z, ξ)−

−F (x,−y − 2nl − z, ξ)] dz, (4.3.11)

где γ = 2/B2, F (x, y, ξ) — решение задачи Дирихле (4.3.8).

Пусть зоны D±i разделены завесой x = 0 и трещиной y = −l с пара-

метрами соответственно B1 и A2. Тогда в задаче (4.3.1)-(4.3.3)) условия

(4.3.2) заменяются условиями вида

x = 0 : ϕ+
i − ϕ−i = B1∂xϕ

−
i , ∂xϕ

+
i = ∂xϕ

−
i . (4.3.12)

Тогда аналогично сказанному решение полученной задачи (4.3.1), (4.3.3),

(4.3.12) найдем в виде (4.2.11), (4.2.12):

ϕ−i = β

∞∫
0

e−βtui(x− t, y, ξ) dt, x ≤ 0, (4.3.13)
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ϕ+
i = ui(x, y, ξ) + ui(−x, y, ξ)− β

∞∫
0

e−βtui(−x− t, y, ξ) dt, x ≥ 0,

(4.3.14)

где β = 2/B1, функции ui(x, y, ξ) строятся по формулам (4.3.6), (4.3.7).

Если зоны D±i разделены завесами x = 0 и y = −l с параметрами соот-

ветственно B1 и B2, то решение соответствующей задачи (4.3.1), (4.3.9),

(4.3.12) строится по формулам (4.3.13), (4.3.14), где функции имеют вид

(4.3.10), (4.3).

2. Пусть на внешней границе полупространства D имеют место гранич-

ные условия 2-го рода, которые считаем однородными при x = 0. Рассмот-

рим случай двух трещин x = 0, y = −l с параметрами соответственно A1

и A2. Для потенциалов ϕ±i в D±i задача имеет вид (4.3.2), (4.3.3)

∆ϕ±i = 0, ∂yϕ
−
2|y=0 = 0, ∂yϕ

+
2|y=0 = f(x, ξ), (4.3.15)

решение которой строится по формулам (4.3.4), (4.3.5), где функции ui

имеют вид (3.4.20), (3.4.21):

u1 = γ
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z, ξ) dz, (4.3.16)

u2 = F (x, y, ξ) +
∞∑
n=1

(−1)n

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − z, ξ)+

+F (x,−y − 2nl − z, ξ)] dz, (4.3.17)

где γ = 2/A2, F (x, y, ξ) — решение задачи Неймана:

∆F = 0, y < 0; F|y=0 =

 0, x ≤ 0

f(x, ξ), x > 0
, (4.3.18)

Если зоны D±i разделены трещиной x = 0 и завесой y = −l с пара-

метрами соответственно A1 и B2, то решение полученной задачи (4.3.2),

(4.3.9), (4.3.15) строится по формулам (4.3.4), (4.3.5), где функции ui име-

ют вид (3.5.18), (3.5.19):
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u1 = γ
∞∑
n=0

1

n!

∞∫
0

e−γzzn ∂nyF (x, y − 2nl − z, ξ) dz, (4.3.19)

u2 = F (x, y, ξ) +
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−γzzn−1 ∂ny [F (x, y − 2nl − zξ, )+

F (x,−y − 2nl − z, ξ)] dz, (4.3.20)

где γ = 2/B2, F (x, y, ξ) — решение задачи Неймана (4.3.18).

Пусть зоны D±i разделены завесой x = 0 и трещиной y = −l с пара-

метрами соответственно B1 и A2. Тогда решение соответствующей задачи

(4.3.3), (4.3.12), (4.3.15) строится по формулам (4.3.13), (4.3.14), где функ-

ции ui имеют вид (4.3.16), (4.3).

Если зоны D±i разделены завесами x = 0 и y = −l с параметрами B1 и

B2, то решение соответствующей задачи (4.3.9), (4.3.12), (4.3.15) строится

по формулам (4.3.13), (4.3.14) где функции ui имеют вид (4.3.19), (4.3).

Справедливость полученных решений проверяется непосредственно.

Таким образом, решения всех рассмотренных в данной главе задач с

трещинами и завесами выражаются через решения классических задач

Дирихле (4.3.8) и Неймана (4.3.18) в однородном полупространстве y < 0,

которые строятся по известным формулам, например, методом функции

Грина [4, 22, 37], а в случае полуплоскости y < 0− по формулам (2.1.9),

(2.2.9).
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Заключение

Основные результаты работы.

1) В работе проведено исследование разрешимости краевой задачи для

линейного эллиптического уравнения, изучение зависимости существова-

ния и единственности решения от граничных условий и условий сопря-

жения на границе раздела двух сред, доказаны теоремы существования и

единственности регулярного решения краевой задачи для линейного эл-

липтического уравнения.

2) Исследовано влияние параметров на единственность и неединствен-

ность, существование и несуществование регулярных решений некоторых

неклассических задач сопряжения (обобщенных задач дифракции), ис-

следована разрешимость задач сопряжения для оператора Лапласа со

спектральным параметром в составной области при задании на поверх-

ности раздела специальных условий сопряжения(склейки). В доказанных

в ходе исследования теоремах описаны все действительные собственные

числа и все отвечающие конкретному собственному числу собственные

функции указанных задач. А также определены условия единственности

и неединственности, существования и несуществования решений неодно-

родной задачи.

3) Решены краевые задачи

- в кусочно-однородных полуцилиндрах с плоскостью разрыва прони-

цаемости (плоскостью сопряжения), параллельной основанию, на кото-

ром заданы неоднородные условия 1-го, 2-го или 3-го рода, - в кусочно-

однородных симметричных полуцилиндрах с плоскостью сопряжения,
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перпендикулярной основанию, на котором заданы неоднородные условия

1-го, 2-го или 3-го рода, - в кусочно-однородных симметричных полуци-

линдрах, состоящих из четырех зон с двумя пересекающимися плоскостя-

ми сопряжения, рассмотренными выше, - в однородных полуцилиндрах

с трещиной, а также завесой, параллельной основанию, на котором за-

даны неоднородные условия 1-го или 2-го рода, - в кусочно-однородном

полупространстве с трещиной, а также завесой, перпендикулярной гра-

нице, на которой заданы неоднородные условия 1-го, 2-го или 3-го рода,

- в однородном полупространстве, состоящем из четырех зон, разделен-

ных трещинами и завесами, параллельными и перпендикулярными гра-

нице в произвольном их сочетании, при граничных условиях 1-го или 2-го

рода. В рассмотренных задачах на боковой поверхности полуцилиндров

заданы однородные условия 1-го, 2-го или 3-го рода. Решения всех рас-

смотренных задач выражены через решения классических краевых задач

в соответствующем однородном полуцилиндре (или полупространстве) с

условиями Дирихле или Неймана на основании полуцилиндров (на гра-

нице полупространства).
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