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Введение

Актуальность и степень разработанности темы. Исследование об-

ратных задач вызвано в значительной степени необходимостью разработки ма-

тематических методов решения большого класса важных прикладных задач,

связанных с обработкой и интерпретацией результатов. Обратными называют

задачи, в которых по некоторой дополнительной информации о решении пря-

мой задачи требуется определить коэффициенты уравнений (коэффициентные

обратные задачи), либо восстановить функцию, входящую в начальное усло-

вие (ретроспективные задачи) или в граничное условие (граничные обратные

задачи). Эти задачи в большинстве случаев некорректны (неустойчивы по от-

ношению к погрешностям измерений).

В целом, под обратными понимают задачи, решение которых состоит в

обращении причинно-следственных связей, проводится в рамках некоторой ма-

тематической модели исследуемого объекта или процесса и заключается в опре-

делении параметров данной модели по имеющимся результатам наблюдений и

прочей экспериментальной информации. Различные примеры обратных и некор-

ректно поставленных задач приведены в [25], [29], [34], [73].

Исследование обратных задач сводится к вопросу об их корректности. Но

так как практически все обратные задачи являлись некорректными с точки зре-

ния их постановки, то существенный прогресс в исследовании стал возможен

лишь во второй половине двадцатого века в связи с развитием теории некор-

ректных задач, большой вклад в разработку которой сделан отечественными

математиками А.Н. Тихоновым, А.И. Прилепко, М.М. Лаврентьевым, В.К. Ива-

новым и другими ([30], [42], [43], [46], [49], [72]). Первые же исследования в теории

обратных задач были проведены Герглотцем [96] и были связаны с вопросами

обратных задач сейсмики.

Большой вклад в развитие теории обратных задач математической фи-
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зики внесен представителями ряда отечественных математических школ, пред-

ставителями которых являются: Г.В. Алексеев, Д.С. Аниконов, Ю.Е. Аниконов,

Ю.Я. Белов, А.Л. Бухгейм, В.В. Васин, А.О. Ватульян, А.Д. Искендеров, С.И.

Кабанихин, А.И. Кожанов, М.В. Нещадим, А.И. Прилепко, С.Г. Пятков, В.Г.

Романов и др., а также их ученики и последователи ([2] — [4], [8], [11], [23] —

[25], [32], [34], [40], [49], [50], [69]).

Исследования в данной области проводятся также математиками из Ита-

лии, Китая, Казахстана, США, Франции, Швеции, Японии и др., например, A.

Lorenzi, R. Riganti, W. Rundell, M. Yamamoto, H. M. Yin, X. Zhang и другие ([93],

[97] — [100], [103] — [106]).

Исследованию различных коэффициентных обратных задач для уравне-

ний параболического типа были посвящены работы ([1], [6], [7], [9], [10], [13], [15],

[17] — [20], [22], [28], [36] — [38], [47], [48], [68], [75], [92]), исследованию обратных

задач для систем уравнений параболического типа ([21], [32], [33], [35], [51] —

[53], [71]), систем составного типа ([26], [89], [91]).

Исследование прямой задачи для двумерного нагруженного уравнения

рассмотрено в работе [74], для одномерного нагруженного уравнения типа Бюр-

герса в работе [94], система нагруженных уравнений типа Бюргерса рассмотрена

в [90].

Цель работы. Основная цель диссертации заключается в доказательстве

однозначной разрешимости коэффициентных обратных задач для параболиче-

ских уравнений и систем специального вида с данными Коши, используя раз-

личные методы сведения обратных задач к прямым.

Объект исследования. Обратные задачи для нелинейных параболичес-

ких уравнений и систем специального вида с данными Коши.

Новизна и интерес данной работы заключается в том, что задачи исследу-

ются в классах гладких ограниченных функций, а неизвестные коэффициенты
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в них зависят от нескольких независимых переменных, входящих в уравнение.

Для сведения обратных задач к прямым применяются различные методы.

Методы исследования.Основной метод, применяющийся в диссертации

при доказательстве разрешимости прямых задач — метод слабой аппроксима-

ции, являющийся методом расщепления на дифференциальном уровне и назван-

ный так Н.Н. Яненко [83]. Методы расщепления во многом получили развитие

в работах Н.Н. Яненко, А.А. Самарского [70, 84], их учеников и последователей

[14, 85, 86]. Суть метода заключается в том, что исходное уравнение расщепляют

на более простые составляющие. Полученная вспомогательная расщеплённая за-

дача оказывается, как правило, проще, и решение можно либо выписать точно,

либо получить более точные априорные оценки. Далее, на основании теоремы

сходимости метода слабой аппроксимации заключается, что решением прямой

задачи является предельная функция, к которой сходится подпоследователь-

ность последовательности решений вспомогательной расщеплённой задачи.

Для сведения обратных задач к прямым в главах диссертации использо-

ваны различные подходы:

• в главе 2 используется метод, предложенный Ю.Е. Аниконовым, который

позволяет расщепить обратную задачу сложной структуры на две прямых

меньшей размерности и имеющих более простую структуру;

• в главе 3 для исследования обратной задачи для системы уравнений раз-

работан и применен метод, который приводит исходную обратную задачу к

двум прямым задачам меньшей размерности. Алгоритм для систем разра-

ботан на основе метода, предложенного Ю.Е. Аниконовым для уравнений;

• в 4 главе рассмотрены прямые задачи для систем «нагруженных» урав-

нений, содержащих следы неизвестных функции и их производных. Такие

системы могут быть получены при сведении обратной задачи к прямой,
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используя некоторую дополнительную информацию о решении (условия

переопределения).

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, четырех

глав, заключения и списка литературы, включающего 106 наименований, 23 из

них являются работами автора по теме диссертации. В соавторстве написаны

15 работ. Объем диссертации составляет 116 страниц.

В первой главе приведены обозначения, вспомогательные утверждения

и теоремы, необходимые в дальнейшем.

Во второй главе исследована задача идентификации коэффициента при

дифференциальном операторе второго порядка, в многомерном параболическом

уравнении с данными Коши.

Для перехода от обратной задачи к прямой, в предположении специаль-

ных условий на входные данные, использован подход, предложенный в работе

[5]. Доказана теорема 2.1 редукции, на основании которой обратная задача при-

водится к вспомогательным прямым задачам. Существование и единственность

решения вспомогательных прямых задач доказаны в теоремах 2.2, 2.3. На ос-

новании теорем 1.4, 2.1, 2.2, 2.3 доказана теорема 2.4 существования решения

исходной обратной задачи и теорема единственности 2.5. Построены примеры

входных данных, удовлетворяющих условиям доказанных теорем, и приведены

решения, соответствующие этим входным данным.

Третья глава диссертации посвящена исследованию обратной задачи с

данными Коши для системы многомерных параболических уравнений, содержа-

щих неизвестные коэффициенты при дифференциальном операторе второго по-

рядка по выделенной переменной и сумме младших членов. Начальные данные

заданы в виде произведения двух функций, зависящих от разных переменных.

Доказана теорема 3.1 редукции, на основании которой исходная обратная

задача сведена к вспомогательным прямым задачам, одна из которых является
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классической задачей Коши для параболического уравнения, а вторая — систе-

ма сильно нелинейных одномерных параболических уравнений. Существование

и единственность решения вспомогательной прямой задачи для системы дока-

зана в теоремах 3.2, 3.3. На основании теорем 1.4, 3.1, 3.2, 3.3 доказана теорема

существования решения исходной обратной задачи 3.4 и теорема единственности

3.5. Построены примеры входных данных, удовлетворяющих условиям доказан-

ных теорем, и приведены решения, соответствующие этим входным данным.

В четвертой главе диссертации рассмотрены одномерные прямые задачи

для систем нагруженных (содержащих следы неизвестных функций и их произ-

водных) параболических уравнений и нагруженных систем составного типа. К

прямым задачам для систем такого типа приводятся некоторые коэффициент-

ные обратные задачи для линейных или полулинейных систем параболических

уравнений (или систем составного типа), связанных по младшим членам, с дан-

ными Коши.

Достаточные условия разрешимости поставленных задач приведены в тео-

ремах 3.4 и 4.2 соответственно для систем параболических уравнений и систем

составного типа.

Достоверность полученных в диссертации результатов обусловлена стро-

гостью доказательств, применением известных методов теории обратных задач

математической физики и представлениями на научных конференциях и семи-

нарах. Все полученные в работе результаты являются новыми, имеют теоре-

тическое значение и могут быть использованы при построении общей теории

обратных задач.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации опублико-

ваны в 23 работах автора, из них 4 статьи в научных журналах, рекомендован-

ных ВАК для публикации [78], [79], [82], [101], одна статья в переводной версии

журнала [95], остальные работы опубликованы в сборниках материалов науч-
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ных конференций [54] — [67], [77], [80], [81], [102].

Пятнадцать работ написаны в соавторстве. И. В. Фроленкову принадле-

жат идеи постановок задач. В работах [78], [82] основной вклад в доказатель-

ство теорем существования и единственности решения принадлежит автору. В

работе [79] доказательство теоремы редукции, а также доказательство теоре-

мы существования и единственности решения обратной задачи принадлежит

И. В. Фроленкову, автору принадлежит доказательство теорем существования

и единственности решения прямой вспомогательной задачи.

В работе [77] рассмотрены две задачи. Автору принадлежит доказатель-

ство теоремы редукции для задачи 1, теорем существования и единственности

решения редуцированной задачи. Доказательство однозначной разрешимости

задачи 2 в случае суммы принадлежит И. В. Фроленкову, Е. Н. Кригер принад-

лежит получение оценки устойчивости по входным данным решения задачи 2

в случае суммы и доказательство локальной разрешимости задачи 2 в случае

произведения.

В работе [102] решающий вклад в доказательство теорем существования

решения в случае двумерного параболического уравнения и в случае уравнения

типа Бюргерса принадлежит И. В. Фроленкову, автору принадлежит доказа-

тельство теоремы существования в случае одномерной системы уравнений па-

раболического типа. В работах [54] — [65], [80], [81] основной вклад принадлежит

автору.

Доклады по теме диссертационного исследования были представлены на

следующих конференциях:

– XLII Краевая научная студенческая конференция по математике и ком-

пьютерным наукам (г. Красноярск, 2009);

–XLIII Краевая научная студенческая конференция по математике и ком-

пьютерным наукам (г. Красноярск, 2010);
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–XLVIII Международная научная студенческая конференция «Студент и

научно-технический прогресс» (г. Новосибирск, 2010);

– VII Всероссийская научно-техническая конференция студентов, аспиран-

тов и молодых ученых «Молодёжь и наука» (г. Красноярск, 2011);

– VIII Всероссийская конференция «Молодёжь и наука» (г. Красноярск,

2012);

– VII Всесибирский конгресс женщин-математиков (г. Красноярск, 2012);

– Международная конференция, посвященная 80-летию со дня рождения
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к 60-летию профессора С. Г. Пяткова (Институт математики им. С. Л. Соболева

СО РАН, г.Новосибирск, 2016), на семинаре «Математические модели механики
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1 Вспомогательные предложения

1.1 Основные определения и теоремы

Приведем основные теоремы, леммы и замечания.

Теорема 1.1 (Арцела). Для того, чтобы множество M ⊂ C(Ω) бы-

ло компактно в C(Ω), необходимо и достаточно, чтобы функции из M были

равномерно ограничены в C(Ω) и равностепенно непрерывны в Ω.

Доказательство теоремы 1.1 можно найти, например, в [41, 45].

Рассмотрим в области Π[0,T ] = {(t, x)|0 ≤ t ≤ T, x ∈ En} задачу Коши
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu− ∂u

∂t
= f, (1.1)

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ En, (1.2)

где
n∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj > 0 ∀ (t, x) ∈ Π[0,T ]. (1.3)

Теорема 1.2 (Принцип максимума). Пусть u(t, x) — классическое реше-

ние задачи Коши (1.1), (1.2), выполнено условие (1.3) и выполняются соотно-

шения

|aij(t, x)| ≤M(|x2|+ 1), |bi(t, x)| ≤M(|x2|+ 1)1/2, M − const,

|ϕ(x)| ≤ q, x ∈ En, |f(t, x)| ≤ f0, c(t, x) ≤ m, m− const, (t, x) ∈ Π[0,T ].

Тогда всюду в Π[0,T ]

|u(t, x)| ≤ emt(f0t+ q).

Доказательство см. в [31].

Лемма 1.1 (Неравенство Гронуолла). Пусть неотрицательная, измери-

мая и ограниченная на отрезке [0, t∗] функция χ(t) удовлетворяет неравенству

χ(t) ≤ C +

t∫
0

[A+Bχ(θ)] dθ,
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где постоянные A,B,C ≥ 0. Тогда, если B > 0, то при 0 ≤ t ≤ t∗ имеет

место оценка

χ(t) ≤ CeBt +
A

B

(
eBt − 1

)
. (1.4)

Если B = 0, то

χ(t) ≤ C + At.

Замечание 1.1. Под системой параболических уравнений будем пони-

мать системы, где каждое из уравнений является параболическим относи-

тельно одной из функций, например,ut(t, x) = uxx + ux + u(t, x)v(t, x) + f1(t, x),

vt(t, x) = vxx + vx + u(t, x) + v(t, x) + f2(t, x).

Первое уравнение системы параболическое относительно функции u(t, x), вто-

рое — относительно v(t, x).

Замечание 1.2. Под системой составного типа будем понимать си-

стемы, в которых одно из уравнений является параболическим относительно

одной из функций, а второе является уравнением другого типа, например,ut(t, x) = uxx + ux + u(t, x) + v(t, x) + f1(t, x),

vt(t, x) = vx + u(t, x)v(t, x) + f2(t, x).

Первое уравнение системы параболическое относительно функции u(t, x), вто-

рое — уравнение в частных производных первого порядка относительно v(t, x).

Замечание 1.3. В диссертации в главах 2 — 4 неизвестные коэффици-

енты в рассматриваемых уравнениях или системах стоят при старших про-

изводных, поэтому в работе строго доказано, что все искомые коэффициенты

удовлетворяют условию параболичности (1.3). Соответственно и употребле-

ние в названии глав слова «параболический» подразумевает, что если рассмот-

рено уравнение с неизвестным коэффициентом при старшей производной, то

доказано, что данный коэффициент положителен.
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1.2 Теоремы существования и единственности решения задачи Ко-

ши

Рассмотрим в полосе Π[0,T ] = {(t, x)|0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn} задачу Коши

ϕt = ∆ϕ+ h, (1.5)

ϕ(0, x) = ω0(x). (1.6)

Здесь h(t, x) и ω0(x) — заданные функции. Определению подлежит функция

u(t, x).

Определение 1.1. Функция ϕ(t, x), принадлежащая пространству

C1,2
t,x = {ϕ(t, x)|ϕt(t, x), Dα

xϕ(t, x) ∈ C(Π[0,T ]), |α| ≤ 2}, называется решением

(классическим решением) задачи Коши, если в Π[0,T ] она удовлетворяет урав-

нению (1.5), а при t = 0 — начальному условию (1.6).

Теорема 1.3. Задача Коши (1.5), (1.6) не может иметь более одного

ограниченного в Π[0,T ] классического решения.

Теорема 1.4. Пусть ω0 ∈ C(Rn) ограничена, тогда существует един-

ственное решение ϕ(t, x) задачи (1.5) (при h(t, x) = 0), принадлежащее классу

C1,2
t,x = {ϕ(t, x)|ϕt(t, x), Dα

xϕ(t, x) ∈ C(Π[0,T ]), |α| ≤ 2}, удовлетворяющее соот-

ношению ∑
|α|≤2

|Dα
xϕt(t, x)| ≤ C.

Обозначим через B(Rn) и B(Π[0,T ]) банаховы пространства непрерывных

и ограниченных в Rn или, соответственно, в полосе Π[0,T ] функций с нормой

||ω0||B(Rn) = sup
x∈Rn
|u0(x)| и ||h||B(Π[0,T ]) = sup

(t,x)∈(Π[0,T ])

|h(t, x)|.

Теорема 1.5. Если ω0(x) принадлежит B(Rn), а функции h(t, x), hxi(t, x)

(i = 1, . . . , n) принадлежат B(Π[0,T ]), то существует принадлежащее B(Π[0,T ])

классическое решение ϕ(t, x) задачи (1.5), (1.6); при этом

||ϕ||B(Π[0,T ]) ≤ ||ω0||B(Rn) + T ||h||B(Π[0,T ]).
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Доказательство теорем 1.3 — 1.5 см. в [44].

Заметим, что в теореме 1.5 установлено существование классического ре-

шения задачи Коши (1.5), (1.6) при любых ограниченных ω0 из C(Rn) и любых

ограниченных h из C(Π[0,T ]), для которых непрерывны и ограничены в Π[0,T ] все

производные первого порядка по пространственным переменным.

1.3 Общая формулировка метода слабой аппроксимации

В пунктах 1.3, 1.4 приведено краткое описание метода слабой аппроксима-

ции и теоремы сходимости метода. Подробнее информация изложена в [14, 87].

В банаховом пространстве B рассмотрим задачу Коши

du

dt
+ L(t)u = f(t), t ∈ [0, T ], u(0) = u0, (1.7)

где L(t) — нелинейный, вообще говоря, неограниченный оператор с переменной

областью определения D(L(t)), причем при каждом фиксированном t ∈ [0, T ]

оператор L(t) отображает D(L(t)) в B.

Пусть L =
∑m

i=1 Li, f =
∑m

i=1 fi и
⋂m
i=1D(Li(t)) ⊆ D(L(t)). Считаем,что

операторы Li(t) отображают D(Li(t)) в B и функции fi(t) ∈ B, i = 1, . . . ,m.

Наряду с задачей (1.7) рассмотрим семейство задач, зависящих от пара-

метра τ :
duτ

dt
+ Lτ(t)u

τ = fτ(t), t ∈ [0, T ], uτ(0) = u0, (1.8)

Здесь

Lτ(t) =
m∑
i=1

αi(τ, t)Li(t), fτ(t) =
m∑
i=1

βi(τ, t)fi(t),

а функции αi(τ, t), βi(τ, t) слабо аппроксимируют единицу, то есть для любых

t1, t2 ∈ [0, T ] при τ → 0

t2∫
t1

(αi(τ, t)− 1)dt→ 0,

t2∫
t1

(βi(τ, t)− 1)dt→ 0.
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Метод решения задачи (1.7), при котором в качестве приближенных решений

uτ , τ > 0, берутся решения uτ задачи (1.8) и решение u задачи (1.7) находится

как предел при τ → 0 решений uτ , мы будем называть методом слабой аппрок-

симации [14, 83, 87].

Часто коэффициенты αi(τ, t), βi(τ, t) выбирают в виде

αi(τ, t) = βi(τ, t) =

m, t0 +
(
n+ i−1

m

)
τ < t ≤ t0 +

(
n+ i

m

)
τ,

0, в противном случае, n = 0, 1, . . . , N − 1.

В этом случае нахождение решения uτ задачи (1.8) сводится к решению

последовательности задач Коши:

duτ

dt
+mL1(t)u

τ = mf1(t), t ∈ (0,
τ

m
], — первый дробный шаг,

u(0) = u0,

duτ

dt
+mL2(t)u

τ = mf2(t), t ∈ (
τ

m
,
2τ

m
], — второй дробный шаг.

В качестве начальных данных на этом шаге берется значение решения,

полученного на первом дробном шаге в момент t = τ
m . Продолжая аналогичным

образом, определяют решение на множествах (2τ
m ,

3τ
m ], . . . ( (m−1)τ

m , τ ]. Тем самым

находят решение на отрезке [0, τ ] — нулевом целом шаге. После этого аналогично

находят решение на отрезке [τ, 2τ ] — первом целом шаге, затем - на отрезке

[2τ, 3τ ] и так далее. Через конечное число шагов (число это равно N) решение

uτ находят на отрезке [0, T ]. Задачу (1.8) называют расщеплением задачи (1.7).

В тех случаях, когда все операторы Li имеют более простую структуру,

чем оператор L, построение и исследование различных свойств решения зада-

чи (1.8) проще, чем аналогичное исследование задачи (1.7). Так в некоторых

нелинейных задачах только расщепление позволяет получить априорные оцен-

ки, достаточные для доказательства теорем существования.
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1.4 Одна теорема сходимости метода слабой аппроксимации

Рассмотрим в Π[t0,t1] = {(t, x)|t0 ≤ t ≤ t1, x ∈ En} систему нелинейных

дифференциальных уравнений в частных производных

∂u

∂t
= ϕ(t, x, ū). (1.9)

Здесь u = u(t, x) = (u1(t, x), . . . , ul(t, x)), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕl) — вектор-функции

размерности l (l ≥ 0). Через ū = (v0, v1, . . . , vr) обозначена вектор-функция,

компоненты которой определяются следующим образом:

v0 = u = (u1, . . . , ul);

v1 — вектор, составленный из всех производных от u первого порядка по x; v2 —

вектор, составленный из всех производных от u второго порядка по x и так

далее; vr — вектор, составленный из производных порядка r по x от u. Таким

образом,

ū =

(
u1, . . . , ul,

∂u1

∂x1
,
∂u1

∂x2
, . . . ,

∂ul
∂xn

, . . . ,
∂ru1

∂xr1
, . . . ,

∂rul
∂xrn

)
,

и система уравнений (1.9) содержит производные по пространственным пере-

менным до порядка r включительно (r ≥ 0).

Мы предполагаем, что

ϕ =
m∑
i=1

ϕi, ϕj =
m∑
i=1

ϕij, j = 1, . . . , l,

где ϕi — вектор-функции размерности l; ϕj, ϕij — j-е компоненты векторов ϕ и

ϕi соответственно. Рассмотрим систему

∂uτ

∂t
=

m∑
i=1

αi,τ(t)ϕi(t, x, ū
τ), (1.10)

где функции αi,τ определены соотношением

αi,τ(t) =

m, t0 +
(
n+ i−1

m

)
τ < t ≤ t0 +

(
n+ i

m

)
τ,

0, в противном случае,
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n = 0, 1, . . . , N − 1; τN = t1 − t0.

Система (1.10) слабо аппроксимирует систему (1.9) [14, 83].

Наконец, рассмотрим систему

∂uτ

∂t
=

m∑
i=1

αi,τ(t)ϕi,τ(t, x, ū
τ), (1.11)

где вектор-функции ϕi,τ(t, x, ūτ) есть некоторые аппроксимации вектор-функций

ϕi(t, x, ū
τ), зависящие от τ .

Ниже будем рассматривать классические решения уравнений (1.9), (1.10),

(1.11). Под классическими решениями уравнений (1.10) (системы (1.11)) мы по-

нимаем функцию uτ , непрерывную вместе со всеми своими производными по

пространственным переменным, которые входят в уравнение (1.10), в полосе

Π[t0,t1], обладающую кусочно-непрерывной производной uτt в Π[t0,t1]

(ut может иметь разрывы лишь на гиперплоскостях t =
(
n+ i

m

)
τ, при

n = 0, 1, . . . , N − 1; τN = t1 − t0, i = 0, 1, . . . ,m − 1) и удовлетворяющую

уравнению (1.10) ((1.11)).

Предположим, что выполняются следующие условия.

Условие 1. Вектор-функции ϕi определены и непрерывны при любых

значениях своих аргументов. Вектор-функции ϕi,τ(t, x, ūτ) на классических ре-

шениях ūτ системы уравнений (1.11) непрерывны по переменным (t, x) из Π[t0,t1].

Пусть {τk}∞k=1 (0 < τ ≤ τ0) — некоторая последовательность, сходящаяся

к нулю: lim
k→∞

τk = 0. Заметим, что последовательности {τk}∞k=1 соответствует

последовательность {Nk}∞k=1 целых чисел, таких, что τkNk = t1 − t0.

Через uτk(t, x) обозначим решение системы (1.11) при фиксированном

τk > 0.

Условие 2.Пусть при всех τk > 0 классическое решение uτk системы (1.11)

существует и при τk → 0 равномерно в

ΠN
[t0,t1] = {(t, x)|t0 ≤ t ≤ t1, |x| ≤ N},
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последовательность uτk сходится к некоторой вектор-функции u вместе со всеми

производными по x, входящими в уравнение (1.9), причём

max
ΠN

[t0,t1]

|ϕi(t, x, ūτk)− ϕi,τk(t, x, ūτk)| → 0,

τk → 0, i = 1, . . . ,m. (1.12)

Теорема 1.6. Пусть выполняются условия 1, 2. Тогда вектор-функция

u(t, x) есть решение системы (1.9) в ΠN
[t0,t1].

Доказательство. Ниже для удобства обозначений будем опускать аргумент x и

вместо индекса τk писать индекс ν, например, будем писать uν(t) вместо uτk(t).

Введем средние функции uνcp(t):

uνcp(t) =
1

ν

t+ν∫
t

uν(θ)dθ. (1.13)

При любом t∗ из интервала (t0, t1) в прямоугольнике ΠN
[t0,t∗]

функции uνcp(t)

существуют (для достаточно малых ν) и сходятся при ν → 0 равномерно по t, x

к функции u(t).

Из (1.13) следует равенство
∂uνcp(t)

∂t
=
uν(t+ τ)− uν(t)

ν
.

Докажем, что ∂uνcp
∂t сходятся равномерно в ΠN

[t0,t∗]
к вектор–функции ∂u

∂t .

Осредним (1.11). Получим систему
∂uνcp(t)

∂t
= ϕ(t, x, ūν) + Fν,

где

Fν = Fν(t, x, ū
ν) =

1

ν

t+ν∫
t

{
m∑
i=1

αi,ν(θ)ϕi, ν(θ, x, ū
ν(θ))−

m∑
i=1

ϕi(t, x, ū
ν(t))

}
dθ.

Так как меры множества σi, на которых αi,ν(t) не обращаются в нуль на

[t, t+ ν], равны, то

Fν =
m

ν

m∑
i=1

∫
σi

{ϕi, ν(θ, x, ūν(θ))− ϕi(t, x, ūν(t))} dθ. (1.14)
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Рассмотрим подынтегральное выражение в (1.14):

|ϕi, ν(θ, x, ūν(θ))− ϕi(t, x, ūν(t))| ≤

≤ |ϕi, ν(θ, x, ūν(θ))− ϕi(θ, x, ūν(θ))|+ |ϕi(θ, x, ūν(θ))− ϕi(t, x, ūν(t))| .

При ν → 0 первый член в правой части последнего неравенства равномер-

но в ΠN
[t0,t∗]

стремится к нулю вследствие соотношения (1.12).

Второй член равномерно в ΠN
[t0,t∗]

стремится к нулю вследствие равномер-

ной непрерывности по всем своим аргументам вектор-функции ϕi (см. условие

1) и равностепенной непрерывности ūν(t) по t в ΠN
[t0,t∗]

.

Следовательно, при ν → 0 функция Fν → 0 равномерно в ΠN
[t0,t∗]

. Так как

ϕ(t, x, ūν(t)) сходится равномерно в ΠN
[t0,t∗]

к ϕ(t, x, ū(t)), то

∂uνcp(t)

∂t
→ ϕ(t, x, ū(t)) равномерно в ΠN

[t0,t∗]
.

По теореме о дифференцировании функциональных последовательностей
∂uνcp(t)

∂t → ∂u
∂t равномерно в ΠN

[t0,t∗]
. Следовательно, ∂u

∂t = ϕ(t, x, ū(t)), то есть u —

классическое решение системы (1.9) в ΠN
[t∗,t1] при любом t∗ = (t0, t1) и, следова-

тельно, в ΠN
[t0,t1].

Теорема доказана.

Замечание.Рассмотрим систему уравнений (1.9) с вектор-функцией

ϕ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3. Из доказательства теоремы 1.6 ([14]) легко видеть, что

если uτk(t, x) — решение системы

∂uτk

∂t
=

2p

p− 1
ϕ1, t0 + nτk < t ≤ t0 +

(
n+

p− 1

2p

)
τk,

∂uτk

∂t
=

2p

p− 1
ϕ2, t0 +

(
n+

p− 1

2p

)
< t ≤ t0 +

(
n+

p− 1

p

)
τk,

∂uτk

∂t
= pϕ3, t0 +

(
n+

p− 1

p

)
< t ≤ t0 + (n+ 1) τk,

где p > 1 — некоторое фиксированное целое число, и выполняются условия

1, 2, то u(t, x) является решением системы (1.9) в ΠN
[t0,t1].
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1.5 Метод исследования многомерных обратных задач для эволю-

ционных уравнений Ю. Е. Аниконова

В работе [5] Ю.Е.Аниконов предложил следующий метод исследования

обратных задач.

Пусть Rn, Rm — вещественные евклидовы пространства переменных

x = (x1, . . . , xn), z = (z1, . . . , zm) (n ≥ 1,m ≥ 1).

Рассматривается эволюционное уравнение

∂W

∂t
= AxW + LzW + λ(x, t)BxW, x ∈ Rn, z ∈ Rm, t ≥ 0, (1.15)

где Ax, Bx — линейные операторы, действующие только по переменным x и не

зависящие от z; Lz — линейный оператор, действует только по переменным z и

не зависит от x.

Требуется найти функции W (x, z, t), λ(x, t), входящие в уравнение (1.15),

если заданы начально-краевые данные

W (x, z, 0) = W0(x, z), W (x, 0, t) = Q(x, t). (1.16)

Теорема 1.7. Пусть данные W0(x, z), Q(x, t) обратной задачи

(1.15), (1.16) удовлетворяют условиям:

W0(x, z) = (c(x), b(z)), BxQ 6= 0, W0(x, 0) = Q(x, 0),

где c(x), b(z) — элементы гильбертова пространства H, зависящие от x ∈ Rn

и z ∈ Rm соответственно.

Тогда, если существуют решения f(x, t) и ϕ(z, t) следующих задач Коши

∂ϕ

∂t
= Lzϕ, ϕ|t=0 = b(z),

∂f

∂t
= Axf +Bxf

∂Q/∂t− AxQ− (f, g(t))

BxQ
, f |t=0 = c(x), g(t) =

∂ϕ

∂t

∣∣∣
z=0

,
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то функции W (x, z, t), λ(x, t), определенные формулами

W (x, z, t) = (f(x, t), ϕ(z, t)),

λ(x, t) =
∂Q/∂t− AxQ− (f, g(t))

BxQ
,

являются решением обратной задачи (1.15), (1.16).
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2 Многомерное параболическое уравнение

с начальными данными в виде произведения

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим в области G̃[0,T ] =
{

(t, x, z) | x ∈ Rn, z ∈ R, 0 ≤ t ≤ T
}

задачу Коши для параболического уравнения

ut = a(t)uzz(t, x, z) + b(t)∆xu(t, x, z) + λ(t, z)Bz(u), (2.1)

гдеBz(u) = c1(t)uzz(t, x, z)+c2(t)uz(t, x, z)+c3(t)u(t, x, z), с начальным условием

условием:

u(0, x, z) = u0(x, z). (2.2)

Функции a(t), b(t), ci(t) — непрерывные, ограниченные на [0, T ], причем

a(t)≥ a0 > 0, b(t) ≥ b0 > 0, c1(t) ≥ c0 > 0. Функция u0(x, z) действительнознач-

ная и задана в Rn+1. Функция λ(t, z) подлежит определению одновременно с

решением u(t, x, z) задачи (2.1), (2.2).

Пусть задано условие переопределения

u(t, 0, z) = ψ(t, z) (2.3)

и выполнено условие согласования

u0(0, z) = ψ(0, z). (2.4)

Предполагаем выполнение условия

|Bz(ψ)| = |c1(t)ψzz(t, z) + c2(t)ψz(t, z) + c3(t)ψ(t, z)| ≥ µ > 0, µ— const. (2.5)

2.2 Один метод решения многомерных обратных задач для

параболических уравнений специального вида

Для исследования обратной задачи используем подход, предложенный

Ю.Е.Аниконовым. Задача (2.1)— (2.3) является частным случаем задачи, рас-

смотренной в [5].
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Сформулируем и докажем теорему редукции для задачи (2.1)— (2.3).

Теорема 2.1 ([78, 79]). Если существуют решения ϕ(t, x) и f(t, z) сле-

дующих задач Коши

∂ϕ

∂t
= b(t)∆xϕ,

ϕ(0, x) = w0(x), (2.6)

∂f

∂t
= a(t)fzz +Bz(f)

ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,

f(0, z) = v0(z), (2.7)

то функции u(t, x, z) и λ(t, z), определенные формулами

u(t, x, z) = ϕ(t, x)f(t, z),

λ(t, z) =
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,

являются решением обратной задачи (2.1) — (2.3) в предположении, что

u0(x, z) = w0(x)v0(z).

Доказательство. Проверим справедливость теоремы непосредственной подста-

новкой в уравнения (2.1), (2.2) выражений для неизвестных функций.

Подставим u(t, x, z) = ϕ(t, x)f(t, z) и λ(t, z) = ψt(t,z)−a(t)ψzz(t,z)−f(t,z)ϕt(t,0)
Bz(ψ) в

уравнение (2.1), получим

∂ϕ

∂t
f +

∂f

∂t
ϕ =

= a(t)ϕfzz + b(t)f∆xϕ+
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
Bz(f)ϕ.

Сгруппируем относительно f и ϕ, получим(
∂ϕ

∂t
− b(t)∆xϕ

)
f =

=

(
∂f

∂t
− a(t)fzz −

ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
Bz(f)

)
ϕ.
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Учитывая, что ϕ(t, x) — решение задачи (2.8), а f(t, z) — решение задачи (2.9),

получаем тождество.

Очевидно, что функция u(t, x, z) = ϕ(t, x)f(t, z) удовлетворяет начально-

му условию из (2.2)

u(0, x, z) = ϕ(0, x)f(0, z) = w0(x)v0(z) = u0(x, z).

Проверим выполнение условий переопределения u(t, 0, z) = ψ(t, z).

Пусть A(t, z) = u(t, 0, z) − ψ(t, z). Покажем, что A(t, z) = 0. Рассмотрим урав-

нение (2.1) при x = (0, 0, . . . , 0), получим

ut(t, 0, z) = a(t)uzz(t, 0, z) + b(t)∆xu(t, 0, z) + λ(t, z)Bz(u) =

= a(t)uzz(t, 0, z) + b(t)∆xu(t, 0, z)+

+
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
Bx(u(t, 0, z) + ψ(t, z)− ψ(t, z)).

ut(t, 0, z) = a(t)uzz(t, 0, z) + b(t)∆xu(t, 0, z) + λ(t, z)Bz(u) =

= a(t)uzz(t, 0, z) + b(t)∆xu(t, 0, z)+

+
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)∆xϕ(t, 0)b(t)

Bz(ψ)
Bz(ψ(t, z))+

+ λ(t, z)Bz(A(t, z)).

ut(t, 0, z) = a(t)(uzz(t, 0, z)− ψzz(t, z)) + b(t)∆xu(t, 0, z)+

+ ψt(t, z)− f(t, z)∆xϕ(t, 0)b(t) + λ(t, z)Bz(A(t, z)).

Получили задачу Коши следующего вида

At(t, z) = a(t)Azz(t, z) + λ(t, z)Bz(A(t, z)); A(0, z) = 0.

Так как единственным решением данной задачи является A(t, z) = 0, тогда

u(t, 0, z) = ψ(t, z). Условие переопределения выполняется.
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Применим теорему 2.1 и получим две прямых задачи (2.8) и (2.9).

∂ϕ

∂t
= b(t)∆xϕ,

ϕ(0, x) = w0(x), (2.8)

∂f

∂t
= a(t)fzz +Bz(f)

ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,

f(0, z) = v0(z). (2.9)

Замечание 2.1. Пусть G̃[0,T ] = G[0,T ]

⋃
Π[0,T ], где

G[0,T ] =
{

(t, z) | z ∈ R, 0 ≤ t ≤ T
}
,

Π[0,T ] =
{

(t, x) | x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T
}
.

2.3 Доказательство существования решения задачи (2.1) – (2.3)

2.3.1 Доказательство существования решения прямой задачи (2.9)

Для доказательства существования решения задачи (2.9) рассмотрим в

области G[0,T ] вспомогательную задачу:

∂f

∂t
= a(t)fzz +Bz(f)Sδ

(
β(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)

)
, f(0, z) = v0(z), (2.10)

здесь β(t, z) = ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z) — это известная функция.

Sδ(ϑ) — функция срезки, определенная в R, сколь угодно раз непрерывно

дифференцируемая на всей области определения и обладающая следующими

свойствами:

Sδ(ϑ) ≥ δ
3 > 0, ϑ ∈ R и S(k)

δ (ϑ) ≤ 2, k = 1, 4,

Sδ(ϑ) =


δ
3 , при ϑ ≤ δ

3 ,

ρ(ϑ), при δ
3 < ϑ < δ

2 ,

ϑ, при ϑ ≥ δ
2 ,

где ρ(ϑ) — достаточное количество раз непрерывно дифференцируемая функ-

ция.
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Функция v0(z) действительнозначная и задана в R. Определению подле-

жит функция f(t, z).

Для доказательства существования решения вспомогательной задачи (2.10)

используем метод слабой аппроксимации [14, 83]. Фиксируем постоянную τ > 0

такую, что τJ = T . Разбиваем задачу на три дробных шага и линеаризуем

задачу сдвигом по переменной t на величину τ
3 .

f τt = 3 a(t)f τzz(t, z), jτ < t ≤
(
j +

1

3

)
τ , (2.11)

f τt = 3 (c1(t)f
τ
zz(t, z) + c2(t)f

τ
z (t, z))Sδ(λ

τ(t, z)),
(
j +

1

3

)
τ < t ≤

(
j +

2

3

)
τ , (2.12)

f τt = 3 c3(t)f
τ(t, z)Sδ(λ

τ(t, z)),
(
j +

2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ , (2.13)

f τ(0, z) = v0(z), j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (2.14)

где λτ(t, z) =
β(t, z)−fτ (t−τ3 , z)ϕt(t,0)

Bz(ψ) .

Относительно функций v0(z), ψ(t, z) предположим, что они достаточно

гладкие, имеют все непрерывные производные, входящие в следующее соотно-

шение и удовлетворяют ему:∣∣∣∣ dkdzkv0(z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂∂t ∂k∂zkψ(t, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂i∂ziψ(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C, k = 0, 1, . . . , 4, i = 0, 1, . . . , 6. (2.15)

Докажем априорные оценки, гарантирующие компактность семейства ре-

шений f τ(t, z) задачи (2.11)—(2.14) в классе гладких ограниченных функций.

Будем считать далее, что C > 1 — некоторые константы, вообще говоря

различные, зависящие от констант, ограничивающих коэффициенты a(t), b(t),

константы µ из условия (2.5) и константы, ограничивающей входные данные,

из условия (2.15). Константы C не зависят от τ .

Введем обозначение Vk = sup
z∈R

∣∣∣ dkdzkv0(z)
∣∣∣, где k = 0, 4 — порядок производ-

ной.

На первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем уравнение

f τt = 3 a(t)f τzz(t, z).
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В силу теоремы принципа максимума для задачи Коши 1.2, учитывая (2.14),

получим оценку

|f τ(ξ, z)| ≤ V0, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
. (2.16)

Рассмотрим второй дробный шаг, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ]

f τt = 3 (c1(t)f
τ
zz(t, z) + c2(t)f

τ
z (t, z))Sδ

(
β(t, z)− f τ(t− τ

3 , z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)

)
.

В силу оценки (2.16), свойств срезающей функции и принципа максимума

1.2 справедлива оценка

|f τ(ξ, z)| ≤ sup
z∈R
|f τ
(τ

3
, z
)
| ≤ V0,

τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
. (2.17)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (2.13) по временной перемен-

ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t). Получим

f τ(ξ, z) = f τ
(

2τ

3
, z

)
+

+ 3

ξ∫
2τ
3

c3(η)f τ(η, z)Sδ

(
β(η, z)− f τ(η − τ

3 , z)ϕt(η, 0)

Bz(ψ)

)
dη.

Справедливо выполнение следующего неравенства

|f τ(ξ, z)| ≤
∣∣∣∣f τ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+
+ 3

∣∣∣∣∣∣∣
ξ∫

2τ
3

c3(η)f τ(η, z)Sδ

(
β(η, z)− f τ(η − τ

3 , z)ϕt(η, 0)

Bz(ψ)

)
dη

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣f τ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

t∫
2τ
3

∣∣f τ(η, z)∣∣ (1 + sup
z∈R

∣∣f τ(2τ

3
, z
)∣∣) dη,

2τ

3
< ξ ≤ t,

2τ

3
≤ t ≤ τ.

Возьмем от обеих частей последнего неравенства sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, а так-

же учитывая оценку (2.17) и свойства срезающей функции, на нулевом целом
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шаге получим

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ V0 + C(1 + V0)

τ∫
0

sup
z∈R
|f τ(η, z)|dη, 0 < t ≤ τ.

Отсюда, используя лемму Гронуолла 1.1, получим

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ V0e

Cτ(1+V0) + 1 − 1 ≤ (1 + V0)e
Cτ(1+V0) − 1, 0 < t ≤ τ.

Рассмотрим первый целый временной шаг, t ∈ (τ, 2τ ]. Рассуждая аналогично

нулевому целому шагу, получим

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ (1 + V0)e

Cτ(1+V0)eCτ(1+V0)eCτ(1+V0) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

eCτ(1+V0) ≤ 2,

получим

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ (1 + V0)e

3Cτ(1+V0) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

На втором временном шаге, при условии e3Cτ(1+V0) ≤ 2, получим

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ (1 + V0)e

5Cτ(1+V0) − 1, 0 < t ≤ 3τ.

Рассуждая аналогично, на l-ом шаге (l < J) получаем

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ (1 + V0)e

(2l+1)Cτ(1+V0) − 1, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗1, 0 < t∗1 ≤ T , которая удовлетворяет неравенству

e3t∗1C(1+V0) ≤ 2.

Таким образом, получим оценку

sup
z∈R
|f τ(t, z)| ≤ (1 + V0)e

3t∗1C(1+V0) − 1 ≤ C, 0 < t ≤ t∗1.

В итоге получили равномерную по τ оценку

|f τ(t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗1]. (2.18)

29



Оценим первую производную функции f(t, z). Продифференцируем (2.11)—(2.14)

по z.

f τtz = 3 a(t)f τzzz(t, z), jτ < t ≤
(
j +

1

3

)
τ ; (2.19)

f τtz = 3 ((c1(t)f
τ
zzz(t, z) + c2(t)f

τ
zz(t, z))Sδ(λ

τ(t, z))+

+ (c1(t)f
τ
zz(t, z) + c2(t)f

τ
z (t, z))S

′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z)),(
j +

1

3

)
τ < t ≤

(
j +

2

3

)
τ ; (2.20)

f τtz = 3
(
c3(t)f

τ
z (t, z)Sδ(λ

τ(t, z)) + c3(t)f
τ(t, z)S

′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z)

)
,(

j +
2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ ; (2.21)

f τz (0, z) = v0z(z), i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (2.22)

где λτz = m1(t, z)f
τ
z (t − τ

3 , z) + m2(t, z), причем m2(t, z) = βz(t,z)−λ(t,z)Bz(ψz)
Bz(ψ) и

m1(t, z) = −ϕt(t,0)
Bz(ψ) — известные функции, ограниченные равномерно по τ . На

первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем уравнение (2.19). В силу прин-

ципа максимума 1.2 получим оценку:

|f τz (ξ, z)| ≤ V1, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
. (2.23)

На втором дробном шаге, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ], рассмотрим уравнение (2.20). Введем обо-

значение g1 = f τz (t, z), получим уравнение

g1t = A1g1zz + E1g1z +K1g1,

где A1 = 3 c1(t)Sδ(λ
τ(t, z)),

E1 = 3(c2(t)Sδ(λ
τ(t, z)) + c1(t)Sδ

′(λτ(t, z))λτz(t, z)),

K1 = c2(t)S
′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z). В силу принципа максимума 1.2, свойств срезаю-

щей функции и оценки (2.23) получаем

|g1| ≤ sup
z∈R
|g1(t−

τ

3
, z)|eCτ(1+g1(t− τ3 ,z)) ≤ V1e

Cτ(1+V1)+

+ 1− 1 ≤ (V1 + 1)eCτ(1+V1) − 1.
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Таким образом, получаем, что

|f τz (ξ, z)| ≤ (V1 + 1)eCτ(1+V1) − 1,
τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
. (2.24)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (2.21) по временной перемен-

ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t). Получим

f τz (ξ, z) = f τz

(2τ

3
, z
)

+ 3

ξ∫
2τ
3

(c3(η)f τz (η, z)Sδ(λ
τ(η, z))+

+ c3(η)f τ(η, z)S
′

δ(λ
τ(η, z))λτz(η, z))dη.

Справедливо выполнение следующего неравенства

|f τz (ξ, z)| ≤
∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z
)∣∣∣∣+

+ 3

∣∣∣∣∣∣∣
ξ∫

2τ
3

(c3(η)f τz (η, z)Sδ(λ
τ(η, z)) + c3(η)f τ(η, z)S

′

δ(λ
τ(η, z))λτz(η, z))dη

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z
)∣∣∣∣+ C

t∫
2τ
3

|f τz (η, z)|+ 1 + sup
z∈R

∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣ dη ≤
≤
∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z
)∣∣∣∣+ C

t∫
2τ
3

(|f τz (η, z)|+ 1)dη + C

t∫
2τ
3

sup
z∈R

∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z
)∣∣∣∣ dη ≤

≤
∣∣∣∣f τz (2τ

3
, z
)∣∣∣∣ eCτ + C

t∫
2τ
3

(|f τz (η, z)| + 1)dη,
2τ

3
< ξ ≤ t,

2τ

3
≤ t ≤ τ.

Возьмем от обеих частей последнего неравенства sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, также учи-

тывая оценку (2.24) и свойства срезающей функции, на нулевом целом шаге

получим

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)eCτ(1+V1) − 1

)
eCτ + C

τ∫
0

(|f τz (η, z)|+ 1)dη,

0 < t ≤ τ.
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Отсюда, используя лемму Гронуолла 1.1, получим

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)eCτ(1+V1) − 1

)
e2Cτ + eCτ − 1, 0 < t ≤ τ.

Следовательно,

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e3Cτ(1+V1) − 1

)
, 0 < t ≤ τ. (2.25)

Рассмотрим первый целый временной шаг, t ∈ (τ, 2τ ]. Рассуждая аналогично

нулевому целому шагу, получим

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e3Cτ(1+V1)

)
e3Cτ(1+V1)e3Cτ(1+V1) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

e3Cτ(1+V1) ≤ 2,

получим

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e9Cτ(1+V1)

)
− 1, 0 < t ≤ 2τ.

На втором целом временном шаге в предположении, что e9Cτ(1+V1) ≤ 2, получим

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e15Cτ(1+V1)

)
− 1, 0 < t ≤ 3τ.

Далее, аналогичные рассуждения на l-ом шаге (l < J) приводят к неравенству

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e3(2l+1)Cτ(1+V1

)
− 1, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗2, 0 < t∗2 ≤ t∗1 ≤ T , удовлетворяющую неравенству

e9t∗2C(1+V1) ≤ 2.

Таким образом, получим оценку

sup
z∈R
|f τz (t, z)| ≤

(
(V1 + 1)e9t∗2C(1+V1)

)
− 1, 0 < t ≤ t∗2.

Для fz(t, z) справедлива равномерная по τ оценка

|f τz (t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗2]. (2.26)
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Продифференцируем (2.19)—(2.22) по z и получим оценку на вторую производ-

ную функции f(t, z).

f τtzz = 3 a(t)
∂4

∂z4
f τ(t, z), jτ < t ≤

(
j + 1

3

)
τ ; (2.27)

f τtzz = 3

[(
c1(t)

∂4

∂z4
f τ(t, z) + c2(t)f

τ
zzz(t, z)

)
Sδ(λ

τ(t, z))+

+ 2

(
c1(t)f

τ
zzz(t, z) + c2(t)f

τ
zz(t, z)

)
S
′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z))+

+

(
c1(t)f

τ
zz(t, z) + c2(t)f

τ
z (t, z)

)
×

×
(
S
′′

δ (λ
τ(t, z))λτz(t, z) + S

′

δ(λ
τ(t, z))λτzz(t, z)

)]
,(

j + 1

3

)
τ < t ≤

(
j + 2

3

)
τ ; (2.28)

f τtzz = 3
[
c3(t)f

τ
zz(t, z)Sδ(λ

τ(t, z)) + 2 c3(t)f
τ
z (t, z)S

′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z)+

+c3(t)f
τ(t, z)

(
S
′′

δ (λ
τ(t, z))λτz

2(t, z) + S
′

δ(λ
τ(t, z))λτzz(t, z)

)]
,(

j + 2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ ; (2.29)

∂2

∂z2
f τ(0, z) =

d2

dz2
v0(z), j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (2.30)

где λτzz = p1(t, z)f
τ
zz(t − τ

3 , z) + p2(t, z), причем p1(t, z) = −ϕt(t,0)
Bz(ψ) и

p2(t, z) = βzz(t,z)−(2λz(t,z)+λ(t,z))Bz(ψzz)
Bz(ψ) — известные функции, ограниченные рав-

номерно по τ .

На первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем уравнение (2.27). В

силу принципа максимума 1.2 получим оценку:

|f τzz(ξ, z)| ≤ V2, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
. (2.31)

На втором дробном шаге, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ], рассмотрим уравнение (2.28). Обозначим

g2 = f τzz, получим уравнение

g2t = A2g2zz + E2g2z +K2g2 +D2,

где A2 = 3 c1(t)Sδ(λ
τ(t, z)),

E2 = 3(c2(t)Sδ(λ
τ(t, z)) + 2c1(t)S

′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z)),
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K2 = 3(2c2(t)S
′

δ(λ
τ(t, z))λτz(t, z) + c1(t)(S

′′

δ (λ
τ(t, z))λτz

2(t, z) +

+ S
′

δ(λ
τ(t, z))λτzz(t, z))),

D2 = 3c2(t)f
τ
z (S

′′

δ (λ
τ(t, z))λτz

2(t, z) + S
′

δ(λ
τ(t, z))λτzz(t, z)). В силу принципа мак-

симума 1.2, свойства срезающей функции и оценки (2.31) получаем

|g2| ≤ (sup
z∈R
|g2(t−

τ

3
, z)|+ Cτ(g2(t−

τ

3
, z) + 1) + 1− 1)eCτ(1+g2(t− τ3 ,z)) ≤

≤ (V2 + 1) (Ct+ 1)eCτ(1+V2) − 1.

Таким образом, получаем, что

|f τzz(ξ, z)| ≤ (V2 + 1) e2Cτ(1+V2) − 1,
τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
. (2.32)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (2.29) по временной перемен-

ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t).

f τzz(ξ, z) = f τzz

(
2τ

3
, z

)
+

+ 3

ξ∫
2τ
3

(c3(η)f τzz(η, z)Sδ(λ
τ(η, z)) + 2c3(η)f τz (η, z)S

′

δ(λ
τ(η, z))λτz(η, z)+

+ c3(t)f
τ(S

′′

δ (λ
τ(t, z))λτz

2(t, z) + S
′

δ(λ
τ(t, z))λτzz(t, z)))dη.

В итоге получаем оценку

|f τzz(ξ, z)| ≤ sup
z∈R

∣∣∣∣f τzz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+
+ C

t∫
2τ
3

(sup
z∈R
|f τzz(η, z)|+ 1 + sup

z∈R
|f τzz(η −

τ

3
, z)|)dη ≤

≤
∣∣∣∣f τzz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣ eCτ + C

t∫
2τ
3

(|f τzz(η, z)|+ 1)dη,

2τ

3
< ξ ≤ t,

2τ

3
≤ t ≤ τ.

От обеих частей последнего неравенства возьмем sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, также учи-

тывая оценку (2.32) и свойства срезающей функции, на нулевом целом шаге
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получим

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1)e2Cτ(1+V2) − 1

)
eCτ+

+ C

τ∫
0

(|f τzz(η, z)|+ 1)dη, 0 < t ≤ τ.

Отсюда, по лемме Гронуолла 1.1, получим

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1)e2Cτ(1+V2) − 1

)
e2Cτ + eCτ − 1, 0 < t ≤ τ.

Следовательно,

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e4Cτ(1+V2) − 1

)
, 0 < t ≤ τ. (2.33)

На первом целом шаге получим оценку

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e4Cτ(1+V2)

)
e4Cτ(1+V2)e4Cτ(1+V2) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

e4Cτ(1+V2) ≤ 2,

получим

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e12Cτ(1+V2)

)
− 1, 0 < t ≤ 2τ.

При условии, что e12Cτ(1+V2) ≤ 2, на втором временном шаге получим

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e20Cτ(1+V2)

)
− 1, 0 < t ≤ 3τ.

Аналогичные рассуждения на l-ом шаге (l < J) приводят к неравенству

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e4(2l+1)Cτ(1+V2)

)
− 1, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗3, 0 < t∗3 ≤ t∗2 ≤ T , удовлетворяющую неравенству

e12t∗3C(1+V2) ≤ 2.
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Таким образом, получим оценку

sup
z∈R
|f τzz(t, z)| ≤

(
(V2 + 1) e12t∗3C(1+V2)

)
− 1, 0 < t ≤ t∗3.

Получили оценку второй производной равномерную по τ

|f τzz(t, z)| ≤ C, (t, x) ∈ G[0,t∗3]. (2.34)

Оценки третьей и четвертой производной функции f(t, z) по временной пере-

менной получаются аналогично оценкам второй производной. Итоговая оценка

третьей производной функции f(t, z) равномерная по τ :

|f τzzz(t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗4] t∗4 ≤ t∗3 ≤ T. (2.35)

Оценку четвертой производной функции f(t, z) равномерную по τ :∣∣∣ ∂4

∂z4
f τ(t, z)

∣∣∣ ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5] t∗5 ≤ t∗4 ≤ T. (2.36)

Таким образом, в G[0,t∗5] справедливы равномерные по τ оценки∣∣∣∣ ∂k∂zkf τ(t, z)
∣∣∣∣ ≤ C, k = 0, 1, . . . , 4. (2.37)

В силу оценки (2.37), правые части уравнений (2.11)—(2.14) ограничены равно-

мерно по τ на любом временном шаге, попадающем в отрезок [0, t∗5], следова-

тельно, справедлива равномерная по τ оценка

|f τt (t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5]. (2.38)

Дифференцируя уравнения задачи (2.11)—(2.14) по переменной z один или два

раза, получим равномерные по τ оценки

|f τtz(t, z)|+ |f τtzz(t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5],

что вместе с (2.35), (2.36) гарантирует выполнение условий теоремы Арцела о

компактности.
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В силу теоремы 1.1 Арцела о компактности некоторая подпоследователь-

ность f τk(t, z) последовательности f τ(t, z) решений задачи (2.11)—(2.14) сходит-

ся вместе с производными по z до второго порядка включительно к функции

f(t, z) ∈ C0,2
t,z (GM

[0,t∗5]), (M > 0 - целое). GM
[0,t∗5] = {|z| ≤ M, 0 ≤ t ≤ t∗5 ≤ T}.

На основании теоремы 1.6 сходимости МСА, f(t, z) — решение задачи (2.10),

причем f(t, z) ∈ C1,2
t,z (GM

[0,t∗5]), где

C1,2
t,z (GM

[0,t∗5]) =

{
f(t, z)

∣∣∣ft(t, z), ∂k
∂zk

f(t, z) ∈ C(GM
[0,t∗5]), k = 0, 1, 2

}
,

при этом ∣∣∣∣ ∂k∂zkf(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C, k = 0, 1, 2. (2.39)

В силу произвольности выбора M функция f(t, z) — решение задачи (2.10) из

класса C1,2
t,z (G[0,t∗5]). Пусть выполняется следующее условие при t ∈ [0, t∗5]

β(t, z)− v0(z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
≥ δ. (2.40)

Для того чтобы снять срезку в уравнении (2.10), докажем, что при t ∈ [0, t∗5]

выполняется
β(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
≥ δ

2
.

Интегрируем (2.10) по временной переменной в пределах от 0 до t:

f(t, z) = v0(z) +

t∫
0

Ψ(η, z)dη,

где Ψ(t, z) = a(t)fzz +Bz(f)Sδ

(
β(t,z)−f(t,z)ϕt(t,0)

Bz(ψ)

)
.

Так как выполняется условие (2.5), то справедливо равенство

β(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
=
β(t, z)− v0(z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
−
ϕt(t, 0)

∫ t
0 Ψ(η, z)dη

Bz(ψ)
. (2.41)

В силу условия (2.40), учитывая (2.15), (2.39), получим при t ∈
[
0, δ

2A(δ)

]
β(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
≥ δ − A(δ)t ≥ δ

2
.
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Здесь A(δ) — некоторая положительная константа, которая оценивает входные

данные и зависит от δ, константы C из (2.15), а также константы, ограничива-

ющей коэффициент a(t).

В силу определения срезающей функции Sδ(θ) имеем

Sδ(λ(t, z)) = λ(t, z), при t ∈ [0, t∗], где t∗ = min

(
t∗5,

δ

2A(δ)

)
.

Следовательно, доказано существование решения f(t, z) задачи (2.9) в классе

C1,2
t,z (G[0,t∗]).

Теорема 2.2 ([78]). Пусть выполняются условия (2.5), (2.15), (2.40) на

входные данные. Тогда существует t∗, 0 < t∗ ≤ T — константа, зависящая

от µ из (2.5), постоянных, ограничивающих функции a(t), b(t), c1(t), и посто-

янных из (2.15), ограничивающих входные данные, такая, что решение f(t, z)

задачи (2.9) существует в классе

C1,2
t,z (G[0,t∗]) =

{
f(t, z)

∣∣∣ft(t, z), ∂k
∂zk

f(t, z) ∈ C(G[0,t∗]), k = 0, 1, 2

}
,

удовлетворяющее соотношению

2∑
k=0

∣∣∣∣ ∂k∂zkf(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C. (2.42)

Поскольку существование решения доказано в области G[0,t∗], то будем

говорить, что задача (2.9) разрешима в малом временном интервале.

2.3.2 Доказательство единственности решения прямой задачи (2.9)

Докажем единственность решения задачи (2.9). Предположим, что f1(t, z)

и f2(t, z) — два классических решения задачи (2.9). Справедливы соотношения

∂f1

∂t
= a(t)f1zz +Bz(f1)

ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f1(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,

∂f2

∂t
= a(t)f2zz +Bz(f2)

ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f2(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,
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f1(0, z) = v0(z), f2(0, z) = v0(z).

Покажем, что f(t, z) = f1(t, z)− f2(t, z) ≡ 0.

Так как f(t, z) = f1(t, z)− f2(t, z), то

∂f

∂t
= a(t)fzz +Bz(f)λ1 −Bz(f2)

f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
, (2.43)

f(0, z) = 0, (2.44)

здесь и далее λ1 = ψt(t,z)−a(t)ψzz(t,z)−f1(t,z)ϕt(t,0)
Bz(ψ) .

Перепишем уравнение (2.43) в виде

∂f

∂t
= (a(t) + c1(t)λ1)fzz + c2(t)λ1fz + f

(
c3(t)λ1 −Bz(f2)

ϕt(t, 0)

Bz(ψ)

)
. (2.45)

Уравнение (2.45) является уравнением параболического типа, следовательно к

задаче Коши (2.45), (2.44) применим принцип максимума 1.2. Получим оценку

на функцию f(t, z) следущего вида

|f(t, z)| ≡ 0.

Следовательно, так как показано, что f1(t, z) − f2(t, z) ≡ 0, то решение един-

ственно.

Теорема 2.3 ([78]). Пусть выполняются условия теоремы 2.2. Тогда

решение f(t, z) задачи (2.9) класса C1,2
t,z (G[0,t∗]), удовлетворяющее соотноше-

нию (2.42), единственно.

2.3.3 Доказательство существования решения обратной задачи (2.1) – (2.3)

Задача (2.8) является классической задачей Коши для параболического

уравнения, поэтому для нее справедливы условия теоремы 1.4. В силу того, что

функции u(t, x, z), λ(t, z) выражаются через известные функции, а именно

u(t, x, z) = ϕ(t, x)f(t, z),

λ(t, z) =
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
,
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где ϕ(t, x) ∈ C1,2
t,x , f(t, z) ∈ C1,2

t,z —решения задач (2.8) и (2.9), справедлива оценка

2∑
k=0

∑
|α|≤2

∣∣∣∣ ∂k∂zkDα
xu(t, x, z)

∣∣∣∣+
2∑

k=0

∣∣∣∣ ∂k∂zkλ(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C. (2.46)

В силу теорем 1.4, 2.1 — 2.3 справедлива теорема

Теорема 2.4 ([78]). Пусть выполняются условия теорем 1.4, 2.1 — 2.3.

Тогда существует решение u(t, x, z), λ(t, z) обратной задачи (2.1) — (2.3) в

классе

Z(t∗) =
{
u(t, x, z), λ(t, z) | u(t, x, z) ∈ C1,2,2

t,x,z (G̃[0,t∗]), λ(t, z) ∈ C1,2
t,z (G[0,t∗])

}
,

где

C1,2,2
t,x,z (G̃[0,t∗]) =

{
u(t, x, z)

∣∣∣Dα
xu,

∂k

∂zk
u ∈ C(G̃[0,t∗]), k = 0, 1, 2, |α| ≤ 2

}
,

удовлетворяющее соотношению (2.46).

2.4 Доказательство единственности решения

обратной задачи (2.1) – (2.3)

Пусть выполняются условия (2.5), (2.15), (2.46). Доказательство единствен-

ности решения задачи (2.1)–(2.3) будем вести от противного. Пусть u1(t, x, z),

λ1(t, z) и u2(t, x, z), λ2(t, z) — два классических решения задачи (2.1), (2.2). При-

чем, пара функций u1(t, x, z), λ1(t, z) — решение, определяемое теоремой 2.1 и

удовлетворяющее условию (2.3), а пара функций u2(t, x, z), λ2(t, z) — некото-

рое другое решение задачи (2.1)–(2.3), удовлетворяющее условию (2.46). Тогда

справедливы соотношения:

u1t = a(t)u1zz(t, x, z) + b(t)∆xu1(t, x, z) + λ1(t, z)Bz(u1),

u2t = a(t)u2zz(t, x, z) + b(t)∆xu2(t, x, z) + λ2(t, z)Bz(u2),

u1(0, x, z) = u0(x, z), u2(0, x, z) = u0(x, z),

40



u1(t, 0, z) = ψ(t, z), u2(t, 0, z) = ψ(t, z).

Разность u1(t, x, z) − u2(t, x, z) = u(t, x, z), λ1(t, z) − λ2(t, z) = λ(t, z) является

решением задачи

ut = a(t)uzz(t, x, z) + b(t)∆xu(t, x, z) + λ1(t, z)Bz(u) + λ(t, z)Bz(u2), (2.47)

u(0, x, z) = 0, u(t, 0, z) = 0. (2.48)

Полагаем в уравнении (2.47) x = 0. Используя (2.48), выражаем коэффициент

при функции λ(t, z). Подставляя его выражение в (2.48), получим

ut = a(t)uzz(t, x, z) + b(t)∆xu(t, x, z) + λ1(t, z)Bz(u)+

+
b(t)∆xu(t, 0, z)

Bz(ψ)
Bz(u2), (2.49)

u(0, x, z) = 0. (2.50)

Рассмотрим неотрицательные, неубывающие на отрезке [0, t∗] функции

gk(t) = sup
G[0,t]

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂k

∂xki
u(ξ, x, z)

∣∣∣∣∣ , k = 0, 1, 2.

В силу принципа максимума 1.2 получим оценки на уравнение (2.49)

|u(ξ, x, z)| ≤ CeCξg2(t)ξ, (ξ, x, z) ∈ G[0,t], 0 ≤ t ≤ t∗,

откуда в силу неотрицательности gk(t) получим оценку

g0(t) ≤ Ctg2(t) ≤ C(g2(t) + g1(t) + g0(t))t, 0 ≤ t ≤ t∗.

Дифференцируя уравнения (2.49), (2.50) по x один или два раза, в силу прин-

ципа максимума 1.2 для уравнения
n∑
i=1

∂k

∂xki
ut = a(t)

n∑
i=1

∂k

∂xki
uzz(t, x, z) + b(t)

n∑
i=1

∂k

∂xki
∆xu(t, x, z)+

+ λ1(t, z)

(
n∑
i=1

∂k

∂xki
Bz(u)

)
+
b(t)∆xu(t, 0, z)

Bz(ψ)

(
n∑
i=1

∂k

∂xki
Bz(u2)

)
, k = 1, 2,

(2.51)
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n∑
i=1

∂k

∂xki
u(0, x, z) = 0, k = 1, 2, (2.52)

получаем аналогичные оценки

gk(t) ≤ Ctg2(t) ≤ C(g2(t) + g1(t) + g0(t))t, k = 1, 2 0 ≤ t ≤ t∗.

Сложим все оценки, получим

g0(t, z) + g1(t, z) + g2(t, z) ≤ C(g2(t, z) + g1(t, z) + g0(t, z))t, 0 ≤ t ≤ t∗.

Отсюда получим, что при t ∈ [0, ζ], где ζ < 1
C , выполняется равенство

g0(t, z) + g1(t, z) + g2(t, z) = 0 и, следовательно,

u(t, x, z) = 0, (t, x, z) ∈ G[0,ζ].

Повторяя рассуждения для t ∈ [0, 2ζ], получим, что

u(t, x, z) = 0, (t, x, z) ∈ G[0,2ζ].

Через конечное число шагов получим оценку

u(t, x, z) ≡ 0, (t, x, z) ∈ G[0,t∗].

Учитывая, что u1(t, x, z) ≡ u2(t, x, z), (t, x, z) ∈ G[0,t∗], из (2.47), полу-

чим, что для λ(t, z) = λ1(t, z)− λ2(t, z) выполняется соотношение

λ(t, z)Bz(ψ) = 0,

откуда в силу (2.5) следует, что

λ(t, z) = λ1(t, z)− λ2(t, z) = 0, t ∈ [0, t∗].

Справедлива

Теорема 2.5 ([78]). Пусть выполняются условия теоремы 2.4. Тогда ре-

шение u(t, x, z), λ(t, z) задачи (2.1)–(2.3), удовлетворяющее соотношению (2.46),

единственно в классе Z(t∗).
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2.5 Пример

В качестве примера рассмотрим следующую задачу Коши для параболи-

ческого уравнения.

В области G[0,0.5] =
{

(t, x, z) | x ∈ R, z ∈ R, 0 ≤ t ≤ 0.5
}

рассмотрим

уравнение

ut = uzz(t, x, z) + uxx(t, x, z) + λ(t, z)Bz(u), (2.53)

где Bz(u) = uzz(t, x, z) +uz(t, x, z) + 2u(t, x, z), с начальным условием условием:

u(0, x, z) = u0(x, z) = (sin(z) + 3)(sin(x) + 1). (2.54)

Функции a(t) = 1, b(t) = 1, c1(t) = c2(t) = 1, c3(t) = 2 — непрерывные, огра-

ниченные на [0, 0.5]. Функция u0(x, z) = (sin(z) + 3)(sin(x) + 1) действитель-

нозначная и задана в R2. Функция λ(t, z) подлежит определению одновременно

с решением u(t, x, z) задачи (2.53), (2.54).

Пусть задано условие переопределения следующего вида

u(t, 0, z) = ψ(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + 3),

и выполнено условие согласования

u0(0, z) = ψ(0, z) = sin(z) + 3.

Необходимо выполнение следующего условия

|Bz(ψ)| = |c1(t)ψzz(t, z) + c2(t)ψz(t, z) + c3(t)ψ(t, z)| ≥ µ > 0, µ— const.

Нетрудно проверить, что данное условие выполняется

Bz(ψ) = (t+ 1)(− sin(z)) + (t+ 1) cos(z) + 2(t+ 1)(sin(z) + 3) =

= (t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6) ≥ µ > 0,

достаточно взять µ = 0, 5.
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Рассмотрим задачу Коши

∂ϕ

∂t
= ϕxx, ϕ(0, x) = w0(x) = sin(x) + 1.

Решением этой задачи будет является функция ϕ(t, x) = e−t sin(x) + 1. В этом

можно убедится, подставив функцию ϕ(t, x) в уравнение.

−e(−t) sin(x) = −e(−t) sin(x), ϕ(0, x) = w0(x) = sin(x) + 1.

Функция w0(x) = (sin(x) + 1) ∈ C(R) ограничена.

Для задачи

∂f

∂t
= fzz +Bz(f)

sin(z)(2 + t) + 3

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
,

f(0, z) = v0(z) = sin(z) + 3, (2.55)

решением будет является функция f(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + 3).

При этом

Bz(f) = (t+ 1)(− sin(z)) + (t+ 1) cos(z) + 2(t+ 1)(sin(z) + 3) =

= (t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6),

λ(t, z) =
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
=

=
sin(z) + 3 + sin(z)(t+ 1)

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
.

Подставим решение в уравнение

sin(z)+3 = −(t+1) sin(z)+(t+1)(sin(z)+cos(z)+6)
sin(z) + 3 + sin(z)(t+ 1)

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
,

sin(z) + 3 = −(t+ 1) sin(z) + sin(z) + 3 + (t+ 1) sin(z),

получаем верное тождество.

Для существования решения задачи (2.55) необходимо выполнение усло-

вия∣∣∣∣ dkdzkv0(z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂∂t ∂k∂zkψ(t, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂i∂ziψ(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C, k = 0, 1, . . . , 4, i = 0, 1, . . . , 6. (2.56)
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Это условие выполняется в силу ограниченности всех производных от

функций v0(z) = sin(z) + 3 и ψ(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + 3).

По теореме 2.1 функция u(t, x, z) представима в виде

u(t, x, z) = ϕ(t, x)f(t, z) = (t+ 1)(e−t sin(x) + 1)(sin(z) + 3).

Проверим, удовлетворяет ли функция u(t, x, z) уравнению. Для этого вы-

пишем все функции, участвующие в уравнении

ut = (sin(z) + 3)
(
sin(x)(e−t − (t+ 1)e−t) + 1

)
=

= (sin(z) + 3)
(
sin(x)e−t(−t) + 1

)
,

uxx = −(sin(z) + 3)(t+ 1) sin(x)e−t,

uzz = −(sin(x)e−t + 1)(t+ 1) sin(z),

λ(t, z) =
ψt(t, z)− a(t)ψzz(t, z)− f(t, z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
=

=
sin(z)(t+ 2) + 3

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
,

Bz(u)(t+ 1)(− sin(z)) + (t+ 1) cos(z) + 2(t+ 1)(sin(z) + 3) =

= (t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6),

и подставим их в уравнение (2.53).

(sin(z) + 3)
(
sin(x)e−t(−t) + 1

)
=

= −(sin(x)e−t + 1)(t+ 1) sin(z)− (sin(z) + 3)(t+ 1) sin(x)e−t+

+ (t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
sin(z)(t+ 2) + 3

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
.
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После элементарных преобразований последнее уравнение примет вид

sin(z) sin(x)e−t(−t) + sin(z) + 3 sin(x)e−t(−t) + 3 =

= −2te−t sin(z) sin(x)− 3te−t sin(x)− t sin(z)− 2e−t sin(z) sin(x)−

− 3e−t sin(x)− sin(z) + te−t sin(z) sin(x) + t sin(z)+

+ 2e−t sin(z) sin(x) + 2 sin(z) + 3te−t sin(x) + 3.

После сокращения, получим верное тождество.

Функция u0(x, z) представима в виде

u0(x, z) = w0(x)v0(z) = (sin(z) + 3)(sin(x) + 1).

Условие для существования решения задачи (2.55):

β(t, z)− v0(z)ϕt(t, 0)

Bz(ψ)
=

sin(z)(t+ 2) + 3

(t+ 1)(sin(z) + cos(z) + 6)
≥ δ,

выполняется при δ = 0, 05 и ∀ t ∈ [0, 0.5].

Данный пример показывает, что множество решений задачи (2.1) — (2.3)

не пусто.
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3 Система многомерных параболических уравнений с на-

чальными данными, заданными в виде произведения

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим в области Γ[0,T ] =
{

(t, x, z) | x ∈ Rn, z ∈ R, 0 ≤ t ≤ T
}

задачу Коши для системы параболических уравнений (i = 1,m)

uit = ai(t)uizz(t, x, z) + b(t)∆xu
i(t, x, z) + λi(t, z)

(
Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk

)
, (3.1)

где Bi
z(u

i) = ci1(t)u
i
zz(t, x, z)+ ci2(t)u

i
z(t, x, z)+ ci3(t)u

i(t, x, z), с начальными усло-

виями вида

ui(0, x, z) = ui0(x, z). (3.2)

Функции ai(t), b(t), cil(t), g
k
i (t), (l = 1, 2, 3, i, k = 1,m) — непрерывные, ограни-

ченные на [0, T ], причем ai(t) ≥ a0 > 0, b(t) ≥ b0 > 0, ci1(t) ≥ c0 > 0. Функ-

ции ui0(x, z) действительнозначные и заданы в Rn+1. Функции λi(t, z) подлежат

определению одновременно с решением ui(t, x, z) задачи (3.1), (3.2).

Пусть заданы условия переопределения

ui(t, 0, z) = ψi(t, z), i = 1,m, (3.3)

и выполнены условия согласования

ui0(0, z) = ψi(0, z), i = 1,m. (3.4)

Предполагаем выполнение условий∣∣∣∣∣Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

∣∣∣∣∣ ≥ µi > 0, µi— const, i = 1,m. (3.5)

3.2 Метод исследования многомерных обратных задач для

систем параболических уравнений специального вида

Идею метода, предложенного Ю.Е. Аниконовым [5], расширим на случай

систем специального вида. Сформулируем и докажем следующую теорему.
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Теорема 3.1 ([101]). Если существуют решения ϕ(t, x) и f i(t, z) следу-

ющих задач Коши

∂ϕ

∂t
= b(t)∆xϕ, ϕ(0, x) = w0(x), (3.6)

∂f i

∂t
= ai(t)f izz +

(
Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk

)
×

× ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
, f i(0, z) = vi0(z), (3.7)

то функции ui(t, x, z) и λi(t, z), определенные формулами

ui(t, x, z) = ϕ(t, x)f i(t, z),

λi(t, z) =
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
,

являются решением обратной задачи (3.1) — (3.2) в предположении, что

ui0(x, z) = w0(x)vi0(z). (3.8)

Доказательство. Проверим справедливость теоремы непосредственной подста-

новкой в уравнения системы (3.1), (3.2) выражений для неизвестных функций.

При подстановке в уравнения системы (3.1) ui(t, x, z) = ϕ(t, x)f i(t, z) и

λi(t, z) = ψit(t,z)−ai(t)ψizz(t,z)−f i(t,z)ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk
получим

∂ϕ

∂t
f i +

∂f i

∂t
ϕ = ai(t)ϕf izz + b(t)f i∆xϕ+

+
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

(
Bi
z(ϕf

i) +
m∑
k=1

gki (t)ϕfk

)
.

В силу линейности оператора Bi
z справедливо следующее

∂ϕ

∂t
f i +

∂f i

∂t
ϕ = ai(t)ϕf izz + b(t)f i∆xϕ+

+
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

(
Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk

)
ϕ.
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Сгруппируем относительно f i и ϕ, получим(
∂ϕ

∂t
− b(t)∆xϕ

)
f i =

(
∂f i

∂t
− ai(t)f izz−

−

(
Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk

)
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

ϕ.

Учитывая, что ϕ(t, x) — решение задачи (3.6), а f i(t, z) — решение задачи (3.7),

получаем тождество.

Очевидно, что функции ui(t, x, z) = ϕ(t, x)f i(t, z) удовлетворяет началь-

ному условию из (3.2), если выполнено условие (3.9)

ui(0, x, z) = ϕ(0, x)f i(0, z) = w0(x)vi0(z) = ui0(x, z).

Проверим выполнение условий переопределения ui(t, 0, z) = ψi(t, z).

Пусть Ai(t, z) = ui(t, 0, z) − ψi(t, z). Покажем, что Ai(t, z) = 0. Рассмотрим

систему уравнений (3.1) при x = (0, 0, . . . , 0). Здесь и далее будем писать x = 0,

подразумевая n-мерный вектор x = (0, 0, . . . , 0).

uit(t, 0, z) = ai(t)uizz(t, 0, z)+b(t)∆xu
i(t, 0, z)+λi(t, z)

(
Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk

)
=

= ai(t)uizz(t, 0, z) + b(t)∆xu
i(t, 0, z) +

ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ) +

m∑
k=1

gki (t)ψk
×

×

Bi
z(u

i) +
k∑

p=1,p 6=i

m∑
k=1

gki (t)uk

±(Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

) .

uit(t, 0, z) = ai(t)uizz(t, 0, z) + b(t)∆xu
i(t, 0, z)+

+ λi(t, z)

(
Bi
z(A

i(t, z)) +
m∑
k=1

gki (t)Ak(t, z)

)
+

+
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ) +

m∑
k=1

gki (t)ψk

(
Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

)
.
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uit(t, 0, z) = ai(t)(uizz(t, 0, z)− ψizz(t, z)) + b(t)∆xu
i(t, 0, z)+

+ ψit(t, z)− f i(t, z)∆xϕ(t, 0)b(t) + λi(t, z)

(
Bi
z(A

i(t, z)) +
m∑
k=1

gki (t)Ak(t, z)

)
.

Получили задачу Коши для системы уравнений с однородными начальными

условиями

Ai
t(t, z) = ai(t)Ai

zz(t, z) + λi(t, z)

(
Bi
z(A

i(t, z)) +
m∑
k=1

gki (t)Ak(t, z)

)
,

Ai(0, z) = 0.

Так как единственным решением данной задачи является Ai(t, z) = 0, тогда

ui(t, 0, z) = ψi(t, z). Условие переопределения выполняется.

Согласно теореме 3.1 обратная задача (3.1) — (3.3) сводится к исследова-

нию двух вспомогательных задач (3.6), (3.7).

Замечание 3.1. Будем считать что Γ[0,T ] = G[0,T ]

⋃
Π[0,T ], где

G[0,T ] =
{

(t, z) | z ∈ R, 0 ≤ t ≤ T
}
,

Π[0,T ] =
{

(t, x) | x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T
}
.

3.3 Доказательство существования решения задачи (3.1)–(3.3)

3.3.1 Доказательство существования решения прямой задачи (3.7)

Для доказательства существования решения задачи (3.7) рассмотрим в

области G[0,T ] = {(t, z)|z ∈ R, 0 ≤ t ≤ T} вспомогательную задачу:

∂f i

∂t
= ai(t)f izz + Sδi

βi(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk


(
Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk

)
,

f i(0, z) = v0(z), (3.9)
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здесь βi(t, z) = ψit(t, z)−ai(t)ψizz(t, z) — это известные функции. Sδi(ϑ) — функ-

ция срезки, определенная в R, сколь угодно раз непрерывно дифференцируемая

на всей области определения и обладающая следующими свойствами:

Sδi(ϑ) ≥ δi

3 > 0, ϑ ∈ R и S(k)
δi (ϑ) ≤ 2, k = 1, 4,

Sδi(ϑ) =


δi

3 , при ϑ ≤ δi

3 ,

ρ(ϑ), при δi

3 < ϑ < δi

2 ,

ϑ, при ϑ ≥ δi

2 ,
где ρ(ϑ) — достаточное количество раз непрерывно дифференцируемая функ-

ция.

Функции vi0(z) действительнозначные и заданы в R. Определению подле-

жат функции f i(t, z).

Для доказательства существования решения вспомогательной задачи ис-

пользуем метод слабой аппроксимации [14, 83]. Фиксируем постоянную τ > 0

такую, что τJ = T . Разбиваем задачу на три дробных шага и линеаризуем

задачу сдвигом по переменной t на величину τ
3 .

f iτt = 3 ai(t)f iτzz(t, z), jτ < t ≤
(
j +

1

3

)
τ , (3.10)

f iτt = 3 (ci1(t)f
iτ
zz(t, z) + ci2(t)f

iτ
z (t, z))Sδi(λ

iτ(t, z)),
(
j +

1

3

)
τ < t ≤

(
j +

2

3

)
τ , (3.11)

f iτt = 3

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτ(t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτ
(
t− τ

3
, z
)Sδi(λ

iτ(t, z)),

(
j +

2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ , (3.12)

f iτ(0, z) = v0(z), j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (3.13)

здесь λiτ(t, z) =
βi(t, z)−f iτ (t−τ3 , z)ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk
.

Относительно функций vi0(z), ψi(t, z) предположим, что они достаточно

гладкие, имеют все непрерывные производные, входящие в следующее соотно-
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шение и удовлетворяют ему:∣∣∣∣ dl1dzl1
vi0(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂∂t ∂l1∂zl1
ψi(t, z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂l2∂zl2
ψi(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C,

l1 = 0, 1, . . . , 4, l2 = 0, 1, . . . , 6 , i = 1,m. (3.14)

Докажем априорные оценки, гарантирующие компактность семейства решений

f τ(t, z) задачи (3.10)—(3.13) в классе гладких ограниченных функций.

Будем считать далее, что C > 1 — некоторые константы, вообще говоря

различные, зависящие от констант, ограничивающих коэффициенты ai(t), b(t),

констант µi из условия (3.5) и константы, ограничивающей входные данные, из

условия (3.14). Константы C не зависят от τ .

Введем обозначение

V i
l = sup

z∈R

∣∣∣∣ dldzlvi0(z)

∣∣∣∣ , F i
l (t) = sup

z∈R

∣∣∣∣ dldzlf i(t, z)
∣∣∣∣ , ∀i = 1,m, (3.15)

Sl(0) =
m∑
i=1

V i
l , Sl(t) =

m∑
i=1

F i
l (t),

где l = 0, 4 — порядок производной.

На первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем следующую систему

уравнений

f iτt = 3 ai(t)f iτzz(t, z), i = 1,m.

Данная система представляет вместе с (3.13) m независимых задач Коши для

параболических уравнений. В силу принципа максимума для задачи Коши 1.2,

учитывая (3.13), получим оценки

|f iτ(ξ, z)| ≤ sup
z∈R
|vi0|, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
.

Возьмем от левой части последнего неравенства sup
z∈R

и, учитывая обозначение

(3.15), получим

F i
0(ξ) ≤ V i

0 , 0 < t ≤ τ

3
. (3.16)

52



Сложив m неравенств (3.16), получим следующую оценку
m∑
i=1

F i
0(ξ) ≤

m∑
i=1

V i
0 , 0 < t ≤ τ

3
. (3.17)

Рассмотрим второй дробный шаг, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ]

f iτt = 3 (ci1(t)f
iτ
zz(t, z) + ci2(t)f

iτ
z (t, z))Sδi(λ

iτ(t, z)), i = 1,m.

Данная система также распадается на m задач Коши, поэтому в силу (3.15),

свойств срезающей функции и принципа максимума 1.2 справедлива оценка

|f iτ(ξ, z)| ≤ sup
z∈R
|f iτ

(τ
3
, z
)
| ≤ sup

z∈R
|vi0|,

τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
.

Возьмем от левой части последнего неравенства sup
z∈R

и, учитывая обозначение

(3.15), получим

F i
0(ξ) ≤ V i

0 ,
τ

3
< t ≤ 2τ

3
. (3.18)

Сложив m неравенств (3.18), получим следующую оценку
m∑
i=1

F i
0(ξ) ≤

m∑
i=1

V i
0 ,

τ

3
< t ≤ 2τ

3
. (3.19)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (3.12) по временной перемен-

ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t). Получим

f iτ(ξ, z) = f iτ
(

2τ

3
, z

)
+

+ 3

ξ∫
2τ
3

Sδi(λ
iτ(η, z))

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ(η − τ

3
, z)

 dη =

= f iτ
(

2τ

3
, z

)
+ 3

ξ∫
2τ
3

Sδi

βi(t, z)− f iτ(η − τ
3 , z)ϕt(η, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

×
×

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ(η − τ

3
, z)

 dη,
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|f iτ(ξ, z)| =

∣∣∣∣f iτ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣ + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ∫

2τ
3

Sδi

βi(t, z)− f iτ(η − τ
3 , z)ϕt(η, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

×

×

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ(η − τ

3
, z)

 dη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣f iτ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+
+ C

ξ∫
2τ
3

|f iτ(η, z)|

(
1 + sup

z∈R

∣∣∣∣f iτ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+
m∑
k=1

sup
z∈R

∣∣∣∣fkτ (2τ

3
, z

)∣∣∣∣
)
dη.

Возьмем от обеих частей последних неравенств sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, а также учи-

тывая оценку (3.16) и свойства срезающей функции, на нулевом целом шаге

получим

F i
0(t) ≤ V i

0 + (1 +
m∑
i=1

V i
0 )

τ∫
0

F i
0(η)dη, 0 < t ≤ τ. (3.20)

Сложив m неравенств (3.20), получим следующую оценку

m∑
i=1

F i
0(t) ≤

m∑
i=1

V i
0 + (1 +

m∑
i=1

V i
0 )

τ∫
0

m∑
i=1

F i
0(η)dη, 0 < t ≤ τ. (3.21)

Используя лемму Гронуолла 1.1, получим
m∑
i=1

F i
0(t) ≤

m∑
i=1

V i
0 e

τ(1+
m∑
i=1

V i0 )
, 0 < t ≤ τ.

Следуя обозначениям (3.15), имеем

S0(t) ≤ S0(0)eτ(1+S0(0)) = S0(0)eτ(1+S0(0)) ± 1 ≤

≤ (S0(0) + 1)eτ(1+S0(0)) − 1, 0 < t ≤ τ.

Рассмотрим первый целый временной шаг, t ∈ (τ, 2τ ]. Рассуждая аналогично

нулевому целому шагу, получим

S0(t) ≤ (1 + S0(0))eCτ(1+S0(0))eCτ(1+S0(0))eCτ(1+S0(0)) − 1, 0 < t ≤ 2τ.
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Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

eCτ(1+S0(0)) ≤ 2,

получим

S0(t) ≤ (1 + S0(0))e3Cτ(1+S0(0)) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

На втором временном шаге, при условии e3Cτ(1+S0(0)) ≤ 2, получим

S0(t) ≤ (1 + S0(0))e5Cτ(1+S0(0)) − 1, 0 < t ≤ 3τ.

Рассуждая аналогично, на l-ом шаге (l < J) получаем

S0(t) ≤ (1 + S0(0))e(2l+1)Cτ(1+S0(0)) − 1, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗1, 0 < t∗1 ≤ T , которая удовлетворяет неравенству

e3t∗1C(1+S0(0)) ≤ 2.

Таким образом, получим оценку

S0(t) ≤ (1 + S0(0))e3t∗1C(1+S0(0)) − 1 ≤ C, 0 < t ≤ t∗1.

В итоге получили равномерную по τ оценку

S0(t) ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗1]. (3.22)

Оценим первую производную функций f i(t, z), i = 1,m. Продифференцируем

(3.10)—(3.13) по z.

f iτtz = 3 ai(t)f iτzzz(t, z), jτ < t ≤
(
j +

1

3

)
τ , (3.23)

f iτtz = 3 (ci1(t)f
iτ
zzz(t, z) + ci2(t)f

iτ
zz(t, z))Sδi(λ

iτ(t, z))+

+ 3 (ci1(t)f
iτ
zz(t, z) + ci2(t)f

iτ
z (t, z))

(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτz (t, z),

(
j +

1

3

)
τ < t ≤

(
j +

2

3

)
τ ,

(3.24)
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f iτtz = 3

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτz (t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτz

(
t− τ

3
, z
)×

× Sδi(λiτ(t, z))+

+ 3

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτ(t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτ
(
t− τ

3
, z
)×

×
(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτz (t, z),

(
j +

2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ , (3.25)

f iτz (0, z) =
d

dz
v0(z), j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (3.26)

здесь λiτz
(
t− τ

3 , z
)

= mi
1(t, z)f

iτ
z (t− τ

3 , z) +mi
2(t, z), причем

mi
1(t, z) = − ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk
иmi

2(t, z) =
βiz(t,z)−λi(t,z)

(
Biz(ψ

i
z)+

m∑
k=1

gki (t)ψkz

)
Biz(ψ

i)+
m∑
k=1

gki (t)ψk
— известные

функции, ограниченные равномерно по τ .

На первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем уравнение (3.23). При-

нимая во внимание обозначение qi1 = f iτz (t, z), получаем распадающуюся систему

параболических уравнений с начальными условиями из (3.26). Таким образом,

имеем m задач Коши, для которых справедливы оценки принципа максиму-

ма 1.2

qi1 = |f iτz (ξ, z)| ≤ sup
z∈R

∣∣∣∣ ddzv0(z)

∣∣∣∣ , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
.

Возьмем sup
z∈R

от функций f iτz (ξ, z) и просуммируем все m неравенств

m∑
i=1

F i
1(ξ) ≤

m∑
i=1

V i
1 , 0 < t ≤ τ

3
. (3.27)

На втором дробном шаге, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ], рассмотрим уравнение (3.24). Используя

обозначение qi1 = f iτz (t, z), получим уравнение

qi1t = A1q
i
1zz + E1q

i
1z +K1q

i
1,

где A1 = 3 ci1(t)Sδi(λ
iτ),

E1 = 3(ci2(t)Sδi(λ
iτ) + ci1(t)

(
Sδi(λ

iτ)
)′
z
λiτz (t, z),

K1 = ci2(t)
(
Sδi(λ

iτ)
)′
z
λiτz (t, z).

56



В силу принципа максимума 1.2, свойств срезающей функции и оценки

(3.27) получаем

|qi1| ≤ sup
z∈R
|qi1(t−

τ

3
, z)|eCτ(1+qi1(t− τ3 ,z)) ≤ sup

z∈R
e
Cτ(1+sup

z∈R
| ddz v0(z)|)

∣∣∣∣ ddzv0(z)

∣∣∣∣ ,
F i(ξ) ≤ V i

1 e
Cτ(1+V i1 ) + 1− 1 ≤ (V i

1 + 1)eCτ(1+V i1 ) − 1.

Суммируем и получаем, что
m∑
i=1

F i
1(ξ) ≤

(
m∑
i=1

V i
1 + 1

)
e
Cτ

(
1+

m∑
i=1

V i1

)
− 1,

τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
. (3.28)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (3.25) по временной перемен-

ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t). Получим

f iτz (ξ, z) = f iτz

(
2τ

3
, z

)
+

+ 3

ξ∫
2τ
3

[(ci3(η) + gii(η)
)
f iτz (η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτz

(
η − τ

3
, z
)×

× Sδi(λiτ(η, z)) +

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ
(
η − τ

3
, z
)×

×
(
Sδi(λ

iτ(η, z))
)′
z
λiτz (η, z)

]
dη.

Справедлива оценка

|f iτz (ξ, z)| ≤
∣∣∣∣f iτz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+
+ 3

∣∣∣∣∣∣∣
ξ∫

2τ
3

[(ci3(η) + gii(η)
)
f iτz (η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτz

(
η − τ

3
, z
)×

× Sδi(λiτ(η, z)) +

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ
(
η − τ

3
, z
)×

×
(
Sδi(λ

iτ(η, z))
)′
z
λiτz (η, z)

]
dη

∣∣∣∣∣ ,
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|f iτz (ξ, z)| ≤
∣∣∣∣f iτz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

ξ∫
2τ
3

∣∣∣∣∣f iτz (η, z) +
m∑
k=1

fkτz

(
η − τ

3
, z
)

+ 1

∣∣∣∣∣ dη ≤
≤
∣∣∣∣f iτz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

ξ∫
2τ
3

∣∣∣∣∣f iτz (η, z) +
m∑
i=1

f iτz

(
η − τ

3
, z
)

+ 1

∣∣∣∣∣ dη ≤
≤
∣∣∣∣f iτz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

ξ∫
2τ
3

∣∣f iτz (η, z) + 1
∣∣ dη + C

ξ∫
2τ
3

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

f iτz

(
η − τ

3
, z
)∣∣∣∣∣ dη

Возьмем от обеих частей последних неравенств sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, а также учи-

тывая оценку c предыдущего дробного шага и свойства срезающей функции, на

нулевом целом шаге, учитывая обозначения (3.15), получим

F i
1(t) ≤ F i

1

(
2τ

3

)
+ C

ξ∫
2τ
3

(F i
1(η) + 1)dη + C

ξ∫
2τ
3

m∑
i=1

F i
1

(
2τ

3

)
dη, 0 < t ≤ τ

Суммируем неравенства

m∑
i=1

F i
1(t) ≤

m∑
i=1

F i
1

(
2τ

3

)
+ C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
1(η) + 1

)
dη+

+ C

ξ∫
2τ
3

m∑
i=1

F i
1

(
2τ

3

)
dη ≤

m∑
i=1

F i
1

(
2τ

3

)
eCτ + C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
1(η) + 1

)
dη ≤

≤

((
m∑
i=1

V i
1 + 1

)
e
Cτ

(
1+

m∑
i=1

V i1

)
− 1

)
eCτ + C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
1(η) + 1

)
dη,

0 < t ≤ τ.

Используя лемму Гронуолла 1.1, получаем следующую оценку
m∑
i=1

F i
1(t) ≤

((
m∑
i=1

V i
1 + 1

)
e
Cτ

(
1+

m∑
i=1

V i1

)
− 1

)
e2Cτ + eCτ − 1 ≤

≤

(
m∑
i=1

V i
1 + 1

)
e

3Cτ

(
1+

m∑
i=1

V i1

)
− 1, 0 < t ≤ τ.
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Учитывая обозначения (3.15),

S1(t) ≤ (S1(0) + 1)e3Cτ(S1(0)+1) − 1, 0 < t ≤ τ.

Рассмотрим первый целый временной шаг, t ∈ (τ, 2τ ]. Рассуждая аналогично

нулевому целому шагу, получим

S1(t) ≤
(

(S1(0) + 1)e3Cτ(1+S1(0))
)
e3Cτ(1+S1(0))e3Cτ(1+S1(0)) − 1, 0 < t ≤ 2τ.

Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

e3Cτ(1+S1(0)) ≤ 2,

получим

S1(t) ≤
(

(S1(0) + 1)e9Cτ(1+S1(0))
)
− 1, 0 < t ≤ 2τ.

В предположении, что e9Cτ(1+S1(0)) ≤ 2, на втором целом временном шаге полу-

чим

S1(t) ≤
(

(S1(0) + 1)e15Cτ(1+S1(0))
)
− 1, 0 < t ≤ 3τ.

Далее, аналогичные рассуждения на l-ом шаге (l < J) приводят к неравенству

S1(t) ≤
(

(S1(0) + 1)e3(2l+1)Cτ(1+S1(0)
)
− 1, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗2, 0 < t∗2 ≤ t∗1 ≤ T , удовлетворяющую неравенству

e9t∗2C(1+S1(0)) ≤ 2.

Таким образом, получим оценку

S1(t) ≤
(

(S1(0) + 1)e9t∗2C(1+S1(0))
)
− 1, 0 < t ≤ t∗2.

Справедлива равномерная по τ оценка

S1(t) ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗2]. (3.29)

Продифференцируем (3.23)—(3.26) по z и получим оценку на вторую производ-

ную функций f i(t, z), i = 1,m.

f iτtzz = 3 ai(t)
∂4

∂z4
f iτ(t, z) jτ < t ≤

(
j + 1

3

)
τ ; (3.30)
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f iτtzz = 3

[(
ci1(t)

∂4

∂z4
f iτ(t, z) + ci2(t)f

iτ
zzz(t, z)

)
Sδ(λ

τ(t, z))+

+ 2

(
ci1(t)f

iτ
zzz(t, z) + ci2(t)f

iτ
zz(t, z)

)(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτz (t, z)+

+

(
ci1(t)f

iτ
zz(t, z) + c2(t)f

iτ
z (t, z)

)
×

×
(
∂2Sδi(λ

iτ(t, z))

∂z2
λiτz (t, z) +

(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτzz(t, z)

)
] ,(

j + 1

3

)
τ < t ≤

(
j + 2

3

)
τ ; (3.31)

f iτtzz = 3

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτzz(t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτzz

(
t− τ

3
, z
)×

× Sδi(λiτ(t, z)) + 6

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτz (t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτz

(
t− τ

3
, z
)×

×
(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτz (t, z)+

+ 3

(ci3(t) + gii(t)
)
f iτ(t, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (t)fkτ
(
t− τ

3
, z
)×

×
(
∂2Sδi(λ

iτ(t, z))

∂z2
λiτz (t, z) +

(
Sδi(λ

iτ(t, z))
)′
z
λiτzz(t, z)

)
,(

j +
2

3

)
τ < t ≤

(
j + 1

)
τ , (3.32)

∂2

∂z2
f iτ(0, z) =

d2

dz2
vi0(z), j = 0, 1, 2, . . . , (J − 1), Jτ = T , (3.33)

где λτzz = mi
1(t, z)f

τ
zz(t − τ

3 , z) + mi
3(t, z), причем mi

1(t, z) = − ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk

и mi
3(t, z) = βizz(t, z) − λiz(t, z) +

ϕt(t,0)Biz(ψ
i
z)+

m∑
k=1

gki (t)ψkz(
Biz(ψ

i)+
m∑
k=1

gki (t)ψk
)2 f iτz (t − τ

3 , z) — известные

функции, ограниченные равномерно по τ .

На первом дробном шаге, t ∈ (0, τ3 ], рассматриваем уравнение (3.30). Обо-

значим qi2 = f iτzz(t, z). Справедлива следующая оценка

qi2 = |f iτzz(ξ, z)| ≤ sup
z∈R

∣∣∣∣ d2

dz2
v0(z)

∣∣∣∣ , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

3
.
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Возьмем sup
z∈R

от функций f iτzz(ξ, z) и просуммируем все m неравенств

m∑
i=1

F i
2(ξ) ≤

m∑
i=1

V i
2 , 0 < t ≤ τ

3
. (3.34)

На втором дробном шаге, t ∈ (τ3 ,
2τ
3 ], рассмотрим уравнение (3.31). Используя

обозначение qi2 = f τzz(t, z), получим уравнение

qi2t = A2q
i
2zz + E2q

i
2z +K2q

i
2 +D2,

где A2 = 3 ci1(t)Sδi(λ
iτ),

E2 = 3ci2(t)Sδi(λ
τ) + 6ci1(t)

(
Sδi(λ

iτ)
)′
z
λiτz (t, z),

K2 = 6ci2(t)
(
Sδi(λ

iτ(t, z))′
)
z
λiτz (t, z) + 3ci1(t)

(
∂2Sδi(λ

iτ (t,z))

∂z2 λiτz
2
(t, z)+

+ (Sδi(λ
τ))′zλ

iτ
zz(t, z)

)
),

D2 = 3ci2(t)f
τ
z (t, z)

(
∂2Sδi(λ

iτ (t,z))

∂z2 λiτz
2
(t, z) + (Sδi(λ

τ))′zλ
iτ
zz(t, z)

)
. Вместе с (3.33) по-

лучаем m задач Коши, по принципа максимума 1.2, а также по свойству среза-

ющей функции и оценки (3.34) получаем

|qi2| ≤ (sup
z∈R
|qi2(t−

τ

3
, z)|+ Cτ(qi2(t−

τ

3
, z) + 1) + 1− 1)eCτ(1+qi2(t− τ3 ,z)) ≤

≤
(

sup
z∈R

∣∣∣∣ d2

dz2
vi0(z)

∣∣∣∣+ 1

)
(Ct+ 1)e

Cτ(1+sup
z∈R

∣∣∣ d2
dz2

vi0(z)
∣∣∣)
− 1.

Учитывая обозначения, имеем

F i
2(ξ) ≤

(
V i

2 + 1
)

(Ct+ 1)eCτ(1+V i2 ) − 1 ≤

≤
(
V i

2 + 1
)
e2Cτ(1+V i2 ) − 1,

τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
.

Суммируем неравенства по i от 1 до m

m∑
i=1

F i
2(ξ) ≤

(
m∑
i=1

V i
2 +m

)
e

2Cτ(k+
m∑
i=1

V i2 )
−m, τ

3
< ξ ≤ 2τ

3
. (3.35)

На третьем дробном шаге интегрируем уравнение (3.32) по временной перемен-
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ной в пределах от 2τ
3 до ξ, где ξ ∈ (2τ

3 , t).

f iτzz(ξ, z) = f iτzz

(
2τ

3
, z

)
+

+

ξ∫
2τ
3

3

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτzz(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτzz

(
η − τ

3
, z
) ×

× Sδi(λiτ(η, z)) + 6

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτz (η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτz

(
η − τ

3
, z
)×

×
(
Sδi(λ

iτ(η, z))
)′
z
λiτz (η, z)+

+ 3

(ci3(η) + gii(η)
)
f iτ(η, z) +

m∑
k=1,k 6=i

gki (η)fkτ
(
η − τ

3
, z
)×

×
(
∂2Sδi(λ

iτ(t, z))

∂z2
λiτz (η, z) +

(
Sδi(λ

iτ(η, z))
)′
z
λiτzz(η, z)

)]
dη,

|f iτzz(ξ, z)| ≤
∣∣∣∣f iτzz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

ξ∫
2τ
3

∣∣∣∣∣f iτzz(η, z) +
m∑
k=1

fkτzz

(
η − τ

3
, z
)

+ 1

∣∣∣∣∣ dη ≤
≤
∣∣∣∣f iτzz (2τ

3
, z

)∣∣∣∣+ C

ξ∫
2τ
3

∣∣f iτzz(η, z) + 1
∣∣ dη + C

ξ∫
2τ
3

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

fkτzz

(
η − τ

3
, z
)∣∣∣∣∣ dη,

Возьмем от обеих частей последних неравенств sup
z∈R

, а затем sup
0≤ξ≤t

, а также учи-

тывая оценку c предыдущего дробного шага и свойства срезающей функции, на

нулевом целом шаге, учитывая обозначения (3.15), получим

F i
2(t) ≤ F i

2

(
2τ

3

)
+ C

ξ∫
2τ
3

(F i
2(η) + 1)dη + C

ξ∫
2τ
3

m∑
i=1

F i
2

(
2τ

3

)
dη, 0 < t ≤ τ

62



m∑
i=1

F i
2(t) ≤

m∑
i=1

F i
2

(
2τ

3

)
+ C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
2(η) +m

)
dη + C

ξ∫
2τ
3

m∑
i=1

F i
2

(
2τ

3

)
dη ≤

≤
m∑
i=1

F i
2

(
2τ

3

)
eCτ + C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
2(η) +m

)
dη ≤

≤

((
m∑
i=1

V i
2 +m

)
e

2Cτ

(
m+

m∑
i=1

V i1

)
−m

)
eCτ + C

ξ∫
2τ
3

(
m∑
i=1

F i
1(η) +m

)
dη,

0 < t ≤ τ.

Используя лемму Гронуолла 1.1, получаем следующую оценку

m∑
i=1

F i
2(t) ≤

((
m∑
i=1

V i
2 +m

)
e

2Cτ

(
m+

m∑
i=1

V i2

)
−m

)
e2Cτ +meCτ −m ≤

≤

(
m∑
i=1

V i
2 +m

)
e

4Cτ

(
m+

m∑
i=1

V i2

)
−m, 0 < t ≤ τ.

Учитывая обозначения (3.15),

S2(t) ≤ (S2(0) +m)e4Cτ(S2(0)+m) −m, 0 < t ≤ τ.

Рассмотрим первый целый временной шаг, t ∈ (τ, 2τ ]. Рассуждая аналогично

нулевому целому шагу, получим

S2(t) ≤
(

(S2(0) +m) e4Cτ(m+S2(0)
)
e4Cτ(m+S2(0))e4Cτ(m+S2(0)) − m, 0 < t ≤ 2τ.

Предполагая, что τ достаточно мало и выполняется неравенство

e4Cτ(m+S2(0)) ≤ 2,

получим

S2(t) ≤
(

(S2(0) +m) e12Cτ(m+S2(0))
)
−m, 0 < t ≤ 2τ.

При условии, что e12Cτ(m+S2(0)) ≤ 2, на втором временном шаге получим

S2(t) ≤
(

(S2(0) +m) e20Cτ(m+S2(0))
)
−m, 0 < t ≤ 3τ.
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Аналогичные рассуждения на l-ом шаге (l < J) приводят к неравенству

S2(t) ≤
(

(S2(0) +m) e4(2l+1)Cτ(m+S2(0))
)
−m, 0 < t ≤ (l + 1)τ.

Рассмотрим постоянную t∗3, 0 < t∗3 ≤ t∗2 ≤ T , удовлетворяющую неравенству

e12t∗3C(m+S2(0)) ≤ 2.

Таким образом, получим оценку

S2(t) ≤
(

(S2(0) +m) e12t∗3C(m+S2(0))
)
− 1, 0 < t ≤ t∗3.

Получили оценку второй производной равномерную по τ

S2(t) ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗3]. (3.36)

Оценки третьей и четвертой производной проводятся аналогично оценкам вто-

рой производной. Соответственно имеем

S3(t) ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗4], (3.37)

здесь t∗4, 0 < t∗4 ≤ t∗3 ≤ T.

S4(t) ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5], (3.38)

здесь t∗5, 0 < t∗5 ≤ t∗4 ≤ T.

Таким образом, в G[0,t∗5] справедливы равномерные по τ оценки

Sl(t) ≤ C, l = 0, 1, . . . , 4. (3.39)

В силу оценки (3.39), правые части уравнений (3.10)—(3.13) ограничены равно-

мерно по τ на любом временном шаге, попадающем в отрезок [0, t∗5], следова-

тельно, справедлива равномерная по τ оценка
m∑
i=1

|f iτt (t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5], i = 1,m. (3.40)
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Дифференцируя уравнения задачи (3.10)—(3.13) по переменной z один или два

раза, получим равномерные по τ оценки
m∑
i=1

| ∂
l

∂zl
f iτ(t, z)|+

m∑
i=1

|f iτtzz(t, z)| ≤ C, (t, z) ∈ G[0,t∗5], i = 1,m

что вместе с (3.37), (3.38) гарантирует выполнение условий теоремы Арцела о

компактности.

В силу теоремы 1.1 Арцела о компактности некоторая подпоследователь-

ность f iτk(t, z) (∀i = 1,m) последовательности f iτ(t, z) (∀i = 1,m) решений

задачи (3.10)—(3.13) сходится вместе с производными по z до второго порядка

включительно к функции f i(t, z) ∈ C0,2
t,z (GM

[0,t∗5]), (M > 0 — целое).

GM
[0,t∗5] = {|z| ≤M, 0 ≤ t ≤ t∗5 ≤ T}. На основании теоремы 1.6 сходимости МСА,

f i(t, z) — решение задачи (3.9), причем f i(t, z) ∈ C1,2
t,z (GM

[0,t∗5]), где

C1,2
t,z (GM

[0,t∗5]) =

{
f i(t, z)

∣∣∣f it(t, z), ∂l∂zlf i(t, z) ∈ C(G[0,t∗5]), l = 0, 1, 2, i = 1,m

}
,

при этом
m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂l∂zlf i(t, z)
∣∣∣∣ ≤ C, l = 0, 1, 2, i = 1,m. (3.41)

В силу произвольности выбора M функции f i(t, z) — решение задачи (3.9) из

класса C1,2
t,z (G[0,t∗5]).

Пусть выполняются следующие условие при t ∈ [0, t∗5]

βi(t, z)− vi0(z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
≥ δi, i = 1,m. (3.42)

Для того чтобы снять срезку в системе уравнений из задачи (3.9), докажем, что

при t ∈ [0, t∗5] выполняется

βi(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
≥ δi

2
, i = 1,m.
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Проинтегрируем систему из задачи (3.9) по временной переменной в пределах

от 0 до t:

f i(t, z) = vi0(z) +

t∫
0

Ψi(η, z)dη, i = 1,m,

где Ψi(t, z) = ai(t)f izz + Sδi

βi(t,z)−f i(t,z)ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk

(Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk
)
.

Так как выполняется условие (3.5), тогда справедливо выполнение следу-

ющих равенств

βi(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
=
βi(t, z)− vi0(z)ϕt(t, 0))

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
−

−
ϕt(t, 0)

∫ t
0 Ψi(η, z)dη

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
, i = 1,m. (3.43)

В силу выполнения условий (3.42), учитывая (3.14), (3.41), получим, что при

соответствующих t ∈
[
0, δi

2Ai(δi)

]
выполняется

βi(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
≥ δi − Ai(δi)t ≥ δi

2
, ∀i = 1,m.

Здесь Ai(δi) — некоторые положительные константы, которые оценивают вход-

ные данные и зависят от δi, константы C из (3.14), а также констант, ограни-

чивающих коэффициенты ai(t). В силу определения срезающей функции Sδi(θ)

имеем

Sδi(λ
i(t, z)) = λi(t, z), при t ∈ [0, t∗], где t∗ = min

(
t∗5,

δi

2Ai(δi)

)
, ∀i = 1,m.

Следовательно, доказано существование решения f i(t, z) задачи (3.7) в классе

C1,2
t,z (G[0,t∗]).

Теорема 3.2 ([101]). Пусть выполняются условия (3.5), (3.14), (3.42)

на входные данные. Тогда существует t∗: 0 < t∗ ≤ T — константа, зави-

сящая от µi из (3.5), δi, а также постоянных, ограничивающих функции
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ai(t), b(t), ci1(t), g
k
i (t) (k, i = 1,m), и постоянных из (3.14), ограничивающих

входные данные, такая, что решение f i(t, z) (∀i = 1,m) задачи (3.7) суще-

ствует в классе

C1,2
t,z (G[0,t∗]) =

{
f i(t, z)

∣∣∣f it(t, z), ∂l∂zlf i(t, z) ∈ C(G[0,t∗]), l = 0, 1, 2, i = 1,m

}
,

удовлетворяющее соотношениям

2∑
l=0

m∑
k=1

∣∣∣∣ ∂l∂zlfk(t, z)
∣∣∣∣ ≤ C. (3.44)

Поскольку существование решения доказано в области G[0,t∗], то будем

говорить, что задача (3.7) разрешима в малом временном интервале.

3.3.2 Доказательство единственности решения прямой задачи (3.7)

Докажем единственность решения задачи (3.7). Предположим, что f i1(t, z)

и f i2(t, z) (i = 1,m) — два классических решения задачи (3.7). Справедливы

соотношения

∂f i1
∂t

= ai(t)f i1zz +

(
Bi
z(f

i
1) +

m∑
k=1

gki (t)fk1

)
×

× ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i1(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ) +

m∑
k=1

gki (t)ψk
,

∂f i2
∂t

= ai(t)f i2zz +

(
Bi
z(f

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)fk2

)
×

× ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i2(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ) +

m∑
k=1

gki (t)ψk
,

f i1(0, z) = vi0(z), f i2(0, z) = vi0(z), i = 1,m.

Покажем, что F i(t, z) = f i1(t, z)− f i2(t, z) ≡ 0, i = 1,m.
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Так как F i(t, z) = f i1(t, z)− f i2(t, z)(i = 1,m), то

∂F i

∂t
= ai(t)F i

zz +

(
Bi
z(F

i) +
m∑
k=1

gki (t)F k

)
λi1+

+

(
Bi
z(f

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)fk2

)
F i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
, (3.45)

F i(0, z) = 0, (3.46)

здесь и далее λi1 = ψit(t,z)−ai(t)ψizz(t,z)−f i1(t,z)ϕt(t,0)

Biz(ψ
i)+

m∑
k=1

gki (t)ψk
.

Перепишем систему (3.45) в виде

∂F i

∂t
= (ai(t) + ci1(t)λ

i
1)F

i
zz + ci2(t)λ

i
1F

i
z+

+ F i

ci3(t)λi1 −
(
Bi
z(f

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)fk2

)
ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

+

+ λi1

m∑
k=1

gki (t)F k. (3.47)

Решением системы (3.47), которое удовлетворяет начальным условиям (3.46),

являются функции

F i(t, z) = 0, i = 1,m.

Так как показано, что f i1(t, z)−f i2(t, z) ≡ 0, ∀i = 1,m, то решение задачи (3.7)

единственно.

Теорема 3.3 ([101]). Пусть выполняются условия теоремы 3.2. Tогда

решение f i(t, z) (i = 1,m) задачи (3.7) в классе C1,2
t,z (G[0,t∗]), удовлетворяющее

соотношению (3.44), единственно.

3.3.3 Доказательство существования решения обратной задачи (3.1) – (3.3)

Задача (3.6) является классической задачей Коши для параболического

уравнения, поэтому для нее справедливы условия теоремы 1.4. Решение обрат-
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ной задачи (3.1) — (3.3) рассматриваем в области

Γ[0,T ] = Π[0,T ] ∪G[0,T ].

В силу того, что функции ui(t, x, z), λi(t, z) выражаются через известные функ-

ции, а именно

ui(t, x, z) = ϕ(t, x)f i(t, z),

λi(t, z) =
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
,

где ϕ(t, x) ∈ C1,2
t,x (Π[0,T ]), f i(t, z) ∈ C1,2

t,z (G[0,t∗]) —решения задач (3.6) и (3.7),

справедлива оценка
m∑
i=1

2∑
l=0

∑
|α|≤2

∣∣∣∣ ∂l∂zlDα
xu

i(t, x, z)

∣∣∣∣+
m∑
i=1

2∑
l=0

∣∣∣∣ ∂l∂zlλi(t, z)
∣∣∣∣ ≤ C. (3.48)

В силу теорем 1.4, 3.1 — 3.3 справедлива теорема

Теорема 3.4 ([101]). Пусть выполняются условия теорем 1.4, 3.1 — 3.3.

Тогда существует решение ui(t, x, z), λi(t, z) обратной задачи (3.1) — (3.3) в

классе

Z(t∗) =
{
ui(t, x, z), λi(t, z) | ui(t, x, z) ∈ C1,2,2

t,x,z (Γ[0,t∗]),

λi(t, z) ∈ C1,2
t,z (G[0,t∗]), i = 1,m

}
, (3.49)

где

C1,2,2
t,x,z (Γ[0,t∗]) =

{
ui(t, x, z)

∣∣∣Dα
xu

i,
∂l

∂zl
ui ∈ C(Γ[0,t∗]),

l = 0, 1, 2, i = 1,m, |α| ≤ 2
}
,

удовлетворяющее соотношению (3.48).

3.4 Доказательство единственности решения обратной задачи (3.1) –
(3.3)

Пусть выполняются условия теоремы 3.4. Доказательство единственности

решения задачи (3.1) – (3.3) будем вести от противного.
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Пусть ui1(t, x, z), λi1(t, z) и ui2(t, x, z), λi2(t, z), (i = 1,m)— два классиче-

ских решения задачи (3.1), (3.2). Причем, функции ui1(t, x, z), λi1(t, z) — реше-

ние, определяемое теоремой 3.1 и удовлетворяющее условию (3.3), а функции

ui2(t, x, z), λi2(t, z) — некоторое другое решение задачи (3.1)–(3.3), удовлетворя-

ющее условию (3.48). Тогда справедливы соотношения:

ui1t = ai(t)ui1zz(t, x, z) + b(t)∆xu
i
1(t, x, z) + λi1(t, z)

(
Bi
z(u

i
1) +

m∑
k=1

gki (t)uk1

)
,

ui2t = ai(t)ui2zz(t, x, z) + b(t)∆xu
i
2(t, x, z) + λi2(t, z)

(
Bi
z(u

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)uk2

)
,

ui1(0, x, z) = ui0(x, z), ui2(0, x, z) = ui0(x, z),

ui1(t, 0, z) = ψi(t, z), ui2(t, 0, z) = ψi(t, z).

Разность ui1(t, x, z)− ui2(t, x, z) = ui(t, x, z), λi1(t, z)− λi2(t, z) = λi(t, z) является

решением задачи

uit = ai(t)uizz(t, x, z) + b(t)∆xu
i(t, x, z) + λi1(t, z)

(
Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk

)
+

+ λi(t, z)

(
Bi
z(u

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)uk2

)
, (3.50)

ui(0, x, z) = 0, ui(t, 0, z) = 0, i = 1,m. (3.51)

Полагаем в системе (3.50) x = 0. Используя (3.51), выражаем коэффициенты

λi(t, z). Подставим полученное выражение в (3.51), получим

uit = ai(t)uizz(t, x, z) + b(t)∆xu
i(t, x, z) + λi1(t, z)

(
Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk

)
+

+
b(t)∆xu

i(t, 0, z)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

(
Bi
z(u

i
2) +

m∑
k=1

gki (t)uk2

)
, (3.52)

ui(0, x, z) = 0, i = 1,m. (3.53)

Рассмотрим неотрицательные, неубывающие на отрезке [0, t∗] функции

gj(t) = sup
Γ[0,t]

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

n∑
l=1

∂j

∂xjl
ui(ξ, x, z)

∣∣∣∣∣ , j = 0, 1, 2.
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Будем рассматривать первое уравнение системы (3.52) как параболическое от-

носительно функции u1, второе – относительно u2 и т.д, m−е – относительно um

c начальными условиями вида (3.53). К каждому уравнению применим принцип

максимума 1.2, затем сложим полученные оценки вида∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ui(ξ, x, z)

∣∣∣∣∣ ≤ eCξC(g2(t) + g0(t))ξ, (ξ, x, z) ∈ G[0,t], 0 ≤ t ≤ t∗,

откуда в силу неотрицательности gk(t) получим оценку

g0(t) ≤ Ct(g2(t) + g0(t)) ≤ C(g2(t) + g1(t) + g0(t))t, 0 ≤ t ≤ t∗.

Дифференцируем систему (3.52), (3.53) по x один или два раза,

n∑
l=1

∂q

∂xql
uit = ai(t)

n∑
l=1

∂q

∂xql
ui(t, x, z)zz + b(t)

n∑
l=1

∂q

∂xql
(∆xu

i(t, x, z))+

+ λi1(t, z)B
i
z

(
n∑
l=1

∂q

∂xql
ui

)
+

m∑
k=1

(
n∑
l=1

∂q

∂xql
gki (t)uk

)
+

+
b(t)∆xu

i(t, 0, z)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
Bi
z

(
n∑
l=1

∂q

∂xql
ui2

)
+

m∑
k=1

(
n∑
l=1

∂q

∂xql
gki (t)uk2

)
, (3.54)

n∑
l=1

∂q

∂xql
ui(0, x, z) = 0, q = 1, 2, i = 1,m, (3.55)

и получаем аналогичные оценки

gq(t) ≤ Ct(g2(t) + g0(t)) ≤ C(g2(t) + g1(t) + g0(t))t, q = 1, 2 0 ≤ t ≤ t∗.

Сложим все оценки, получим

g0(t, z) + g1(t, z) + g2(t, z) ≤ C(g2(t, z) + g1(t, z) + g0(t, z))t, 0 ≤ t ≤ t∗.

Отсюда получим, что при t ∈ [0, ζ], где ζ < 1
C , выполняется равенство

g0(t, z) + g1(t, z) + g2(t, z) = 0 и, следовательно,

ui(t, x, z) = 0, (t, x, z) ∈ Γ[0,ζ], i = 1,m.
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Повторяя рассуждения для t ∈ [0, 2ζ], получим, что

ui(t, x, z) = 0, (t, x, z) ∈ Γ[0,2ζ], i = 1,m.

Через конечное число шагов получим оценку

ui(t, x, z) ≡ 0, (t, x, z) ∈ Γ[0,t∗], i = 1,m.

Учитывая, что ui1(t, x, z) ≡ ui2(t, x, z), (t, x, z) ∈ Γ[0,t∗], (i = 1,m), из (3.50), по-

лучим, что для λi(t, z) = λi1(t, z)− λi2(t, z) (i = 1,m) выполняются соотношения

λi(t, z)

(
Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

)
= 0, i = 1,m,

откуда в силу (3.5) следует, что

λi(t, z) = λi1(t, z)− λi2(t, z) = 0, t ∈ [0, t∗], i = 1,m.

Справедлива

Теорема 3.5 ([101]). Пусть выполняются условия теоремы 3.4. Тогда ре-

шение ui(t, x, z), λi(t, z) задачи (3.1)–(3.3), удовлетворяющее соотношению (3.48),

единственно в классе Z(t∗).

3.5 Пример

Рассмотрим в качестве примера следующую задачу Коши для системы

параболических уравнений.

В области Γ[0,0.5] =
{

(t, x, z) | x ∈ R, z ∈ R, 0 ≤ t ≤ 0.5
}

исследуется

система уравнений

uit = ai(t)uizz(t, x, z) + b(t)uixx(t, x, z) + λi(t, z)

(
Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk

)
, (3.56)

где Bz(u) = uzz(t, x, z) + uz(t, x, z) + u(t, x, z), с начальными условиями

ui(0, x, z) = ui0(x, z) = (sin(z) + (i+ 2))(sin(x) + 1), i = 1,m. (3.57)
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Выберем ai(t) = bi(t) = ci1(t) = ci2(t) = ci3(t) = gki (t) = 1, k = 1,m, ∀i =

1,m. Функции ui0(x, z) действительнозначные, ограничены и заданы в R2. Функ-

ция λi(t, z) подлежит определению одновременно с решением ui(t, x, z) задачи

(3.56), (3.57).

Зададим условия переопределения следующего вида

ui(t, 0, z) = ψi(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + (i+ 2)), i = 1,m.

Условия согласования

ui0(0, z) = ψi(0, z) = sin(z) + (i+ 2).

Необходимо выполнение следующих условий

|Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk| =

=

∣∣∣∣∣ci1(t)ψizz(t, z) + ci2(t)ψ
i
z(t, z) + ci3(t)ψ

i(t, z) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

∣∣∣∣∣ ≥ µ > 0,

µ— const.

Нетрудно проверить, что данные условия будут выполняться для предложенно-

го набора входных данных∣∣∣∣∣Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk

∣∣∣∣∣ =

= (t+ 1)

∣∣∣∣∣m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2)

∣∣∣∣∣ ≥ µi > 0,

здесь выбор µi зависит от количества уравненийm и числа i. Неравенства будут

выполнены, например, при µi = 1.

Рассмотрим задачу Коши
∂ϕ

∂t
= ϕxx, ϕ(0, x) = w0(x) = sin(x) + 1.

Решением данной задачи является функция ϕ(t, x) = e−t sin(x) + 1. Это легко

проверить, подставив функцию ϕ(t, x) в уравнение

−e(−t) sin(x) = −e(−t) sin(x), ϕ(0, x) = w0(x) = sin(x) + 1.
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Функция w0(x) = (sin(x) + 1) ∈ C(Rn) ограничена.

Для задачи

∂f i

∂t
= fzz+

(
Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk

)
×

× (i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
, (3.58)

f i(0, z) = vi0(z) = sin(z) + (i+ 2),

функции f i(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + (i+ 2)) являются решением и

Bi
z(f

i) +
m∑
k=1

gki (t)fk = (t+ 1)

(
m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +

m∑
k=1

(k + 2)

)
,

λi(t, z) =
ψit(t, z)− ai(t)ψizz(t, z)− f i(t, z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gki (t)ψk
=

=
(i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
.

Данное утверждение также проверятся непосредственной подстановкой реше-

ния в систему

sin(z) + (i+ 2) = −(t+ 1) sin(z)+

+ (t+ 1)

(
m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +

m∑
k=1

(k + 2)

)
×

× (i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
,

sin(z) + (i+ 2) = −(t+ 1) sin(z) + (i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z).

Для существования решения задачи (3.58) необходимо выполнение условий∣∣∣∣ dl1dzl1
vi0(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂∂t ∂l1∂zl1
ψi(t, z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂l2∂zl2
ψi(t, z)

∣∣∣∣ ≤ C,

l1 = 0, 1, . . . , 4, l2 = 0, 1, . . . , 6, ∀i = 1,m.
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Условия выполняются в силу ограниченности всех производных от функций

vi0(z) = sin(z) + (i+ 2) и ψi(t, z) = (t+ 1)(sin(z) + (i+ 2)).

По теореме 3.1 функция ui(t, x, z) представима в виде

ui(t, x, z) = ϕ(t, x)f i(t, z) = (t+ 1)(e−t sin(x) + 1)(sin(z) + (i+ 2)).

Проверим, удовлетворяют ли функции ui(t, x, z) исходной системе уравнений.

Функции

uit = (sin(z) + (i+ 2))
(
sin(x)(e−t − (t+ 1)e−t) + 1

)
=

= (sin(z) + (i+ 2))
(
sin(x)e−t(−t) + 1

)
,

uixx = −(sin(z) + (i+ 2))(t+ 1) sin(x)e−t,

uizz = −(sin(x)e−t + 1)(t+ 1) sin(z),

λi(t, z) =
(i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
,

Bi
z(u

i) +
m∑
k=1

gki (t)uk =

= (t+ 1)(sin(x)e−t + 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))

подставим в (3.56)

((sin(z) + (i+ 2))
(
sin(x)e−t(−t) + 1

)
= −(sin(x)e−t + 1)(t+ 1) sin(z)−

− (sin(z) + (i+ 2))(t+ 1) sin(x)e−t + (t+ 1)(sin(x)e−t + 1)×

×

(
m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +

m∑
k=1

(k + 2)

)
×

× (i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
.
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Элементарными преобразованиями приведем к виду

((sin(z) + (i+ 2))
(
sin(x)e−t(−t) + 1

)
=

= −(sin(x)e−t + 1)(t+ 1) sin(z)− (sin(z) + (i+ 2))(t+ 1) sin(x)e−t+

+ (sin(x)e−t + 1)((i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)).

После сокращения, получим верное тождество ∀i = 1,m.

Функции

ui0(x, z) = w0(x)vi0(z) = (sin(z) + (i+ 2))(sin(x) + 1).

Условия существования решения задачи (3.58)

βi(t, z)− vi0(z)ϕt(t, 0)

Bi
z(ψ

i) +
m∑
k=1

gk(t)ψk
=

=
(i+ 2) + t sin(z) + 2 sin(z)

(t+ 1)(m · sin(z) + cos(z) + (i+ 2) +
m∑
k=1

(k + 2))
≥ δi,

здесь выбор δi зависит от количества уравнений m и номера i. В силу того, что

функции, участвующие в неравенствах, ограничены, а также m и i являются

конечными числами, мы можем выбрать δi : 0 < δi < 1.

Данный пример показывает, что множество решений задачи (3.1) — (3.3)

не является пустым.
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4 Системы нагруженных параболических уравнений и на-

груженных систем составного типа

В данной главе рассмотрены и исследованы следующие модели: система

двух одномерных нагруженных параболических уравнений, связанных по млад-

шим членам, с данными Коши и задача Коши для нагруженной системы состав-

ного типа специального вида. К таким моделям могут быть сведены с помощью

условий переопределения некоторые обратные задачи для линейных или по-

лулинейных систем уравнений параболического типа и систем составного типа

соответственно.

Подобные исследования прямых задач для нагруженных параболических

уравнений и систем нагруженных уравнений типа Бюргерса рассмотрены в [74,

94, 90].

Полученный результат может быть использован в качестве достаточного

условия существования решения вспомогательных прямых задач.

4.1 Существование решения задачи для системы двух одномерных

параболических нагруженных уравнений с данными Коши

4.1.1 Постановка задачи

В пространстве E1 переменных x, выберем r различных точек αk, k = 1, r.

Рассмотрим теперь в полосе G[0,T ] = {(t, x)|0 ≤ t ≤ T, x ∈ E1} задачу Ко-

ши для системы нагруженных неклассических параболических уравнений

ut(t, x) = a1(t, ϕu(t), ϕv(t))uxx + b1(t, ϕu(t), ϕv(t))ux+

+ f1(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)),

vt(t, x) = a2(t, ϕu(t), ϕv(t))vxx + b2(t, ϕu(t), ϕv(t))vx+

+ f2(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)),

(4.1)

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ E1, (4.2)
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Замечание 4.1. Через

ϕu(t) =

(
u(t, αk),

∂j

∂xj
u(t, αk)

)
, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p1,

ϕv(t) =

(
v(t, αk),

∂j

∂xj
v(t, αk)

)
, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p1,

обозначены вектор-функции, компоненты которых являются следами (зави-

сящими только от переменной t) функций u(t, x) и v(t, x), а также соответ-

ственно всех их производных по пространственной переменной x до порядка

p1 включительно.

Пусть p ≥ max{2, p1}.

Замечание 4.2. Через Zp([0, t∗]) обозначим множество функций u(t, x),

v(t, x), определенных в G[0,t∗], принадлежащих классу C1,p
t,x (G[0,t∗]), где

C1,p
t,x (G[0,t∗]) =

{
ψ(t, x) | ∂ψ

∂t
,
∂jψ

∂xj
∈ C(G[0,t∗]), j = 0, p

}
, (4.3)

ограниченных при (t, x) ∈ G[0,t∗] вместе со всеми производными, входящими в

систему уравнений (4.1),
p∑
j=0

(∣∣∣∣ ∂j∂xju(t, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj v(t, x)

∣∣∣∣) ≤ C. (4.4)

Определение 4.1. Под классическим решением задачи (4.1), (4.2) в G[0,t∗]

будем понимать пару функций u(t, x), v(t, x) ∈ Zp([0, t∗]), удовлетворяющую

(4.1), (4.2) в G[0,t∗].

Здесь 0 < t∗ ≤ T — некоторая фиксированная постоянная. Если t∗ за-

висит от входных данных, и t∗ ≤ T , то будем говорить, что пара функций

{u(t, x), v(t, x)} является решением задачи (4.1), (4.2) в малом временном ин-

тервале. Если t∗ фиксировано и t∗ = T при любом наборе входных данных,

удовлетворяющих достаточным условиям разрешимости, будем говорить, что

пара функций {u(t, x), v(t, x)} является решением задачи (4.1), (4.2) во всем
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временном интервале (либо будем использовать термин "глобальная разреши-

мость").

4.1.2 Достаточные условия существования решения

Предположим, что выполняются следующие условия.

Условие 4.1. Действительнозначные функции a1, a2, b1, b2 определены

и непрерывны при любых значениях своих аргументов, функции a1, a2 удо-

влетворяют условиям a1 ≥ a0 > 0, a2 ≥ a0 > 0, a0 − const. Для любых

t1 ∈ (0, T ], q(t, x), w(t, x) ∈ Zp+2([0, t1]) данные функции как функции пере-

менных (t, x) ∈ G[0,t1] непрерывны и обладают непрерывными производными,

входящими в следующее соотношение:

∣∣a1

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣+
∣∣a2

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣+
+
∣∣b1

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣+
∣∣b2

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣ ≤ Pγ1 (Sq,w(t)) . (4.5)

Замечание 4.3. Здесь и далее γ1 ≥ 0 и γ2 ≥ 0 — целые числа,

Sq,w(t) =

p+2∑
j=0

(
sup

0<ξ≤t
sup
x∈E1

∣∣∣∣ ∂j∂xj q(ξ, x)

∣∣∣∣+ sup
0<ξ≤t

sup
x∈E1

∣∣∣∣ ∂j∂xjw(ξ, x)

∣∣∣∣) ,
q(t, x), w(t, x) ∈ Zp+2([0, t1]),

Pζ(y) = C̃(1 + |y|+ · · ·+ |y|ζ), C̃ > 1 — постоянная, не зависящая от функций

q(t, x), w(t, x) и их производных.

Условие 4.2. Функции u0(x), v0(x) — действительнозначные, имеют

все непрерывные производные до порядка p+ 2 и удовлетворяют неравенству

p+2∑
j=0

(∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣) ≤ C, x ∈ E1.

Условие 4.3. Функции f1, f2 — действительнозначные, определены и

непрерывны при любых значениях своих аргументов. Для любых t1 ∈ (0, T ],

79



q(t, x), w(t, x) ∈ Zp+2([0, t1]) данные функции как функции переменных (t, x) ∈

G[0,t1] непрерывны и обладают непрерывными производными, входящими в сле-

дующее соотношение:

p+2∑
j=0

(∣∣∣∣ ∂j∂xj f1

(
t, x, q, w, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj f2

(
t, x, q, w, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣∣∣) ≤
≤ Pγ2 (Sq,w(t)) . (4.6)

Теорема 4.1 ([82]). Пусть выполняются условия 4.1—4.3.

a Если условия 4.1, 4.3 выполняются при γ1 ≥ 0, γ2 = 0 или γ2 = 1, то клас-

сическое решение {u(t, x), v(t, x)} задачи (4.1), (4.2) существует в классе

Zp([0, T ]).

b Если условия 4.1, 4.3 выполняются при γ1 ≥ 0, γ2 > 1, то существует

константа t∗, 0 < t∗ ≤ T , зависящая от постоянной C̃ из (4.5), (4.6),

такая, что классическое решение {u(t, x), v(t, x)} задачи (4.1), (4.2) суще-

ствует в классе Zp([0, t∗]).

Доказательство. Введём следующие обозначения.

Suτ ,vτ (t) =

p+2∑
j=0

(
sup

nτ<ξ≤t≤(n+1)τ

sup
x∈E1

∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣∣+
+ sup

nτ<ξ≤t≤(n+1)τ

sup
x∈E1

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣∣
)
,

nτ < t ≤ (n+ 1)τ, j = 0, 1, . . . , p+ 2, (4.7)

Su,v(0) =

p+2∑
j=0

(
sup
x∈E1

∣∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣∣+ sup
x∈E1

∣∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣∣
)
.

Справедливы следующие утверждения.

1.

∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣∣ ≤ Suτ ,vτ (t), j1 = 0, 1, . . . , p+ 2 ,

ξ ∈ (nτ, t], t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ]; (4.8)
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2. функции Suτ ,vτ (t) неотрицательные и неубывающие на каждом временном

шаге
(
nτ, (n+ 1)τ

]
.

Доказательство проводится с использованием метода расщепления на диф-

ференциальном уровне [14, 83]. Используется расщепление исходной задачи на

два дробных шага со сдвигом по времени на (t− τ
2) в следах неизвестных функ-

ций и нелинейных членах.

uτt (t, x) = 2 a1(t, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))uτxx + 2b1(t, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))uτx,

vτt (t, x) = 2 a2(t, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))vτxx + 2b2(t, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))vτx,

nτ < t ≤ (n+
1

2
)τ, (4.9)

uτt (t, x) = 2 f1(t−
τ

2
, x, uτ(t− τ

2
, x), vτ(t− τ

2
, x), ϕτuτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
)),

vτt (t, x) = 2 f2(t−
τ

2
, x, uτ(t− τ

2
, x), vτ(t− τ

2
, x), ϕτuτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
)),

(n+
1

2
)τ < t ≤ (n+ 1)τ, (4.10)

uτ(t, x)|t≤0 = u0(x), vτ(t, x)|t≤0 = v0(x), x ∈ E1, (4.11)

здесь n = 0, . . . , N − 1, Nτ = T,

ϕτuτ (t−
τ

2
) =

(
uτ(t− τ

2
, αk),

∂j

∂xj
uτ(t− τ

2
, αk)

)
,

ϕτvτ (t−
τ

2
) =

(
vτ(t− τ

2
, αk),

∂j

∂xj
vτ(t− τ

2
, αk)

)
, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p.

Докажем теперь априорные оценки, гарантирующие компактность семейства ре-

шений {uτ(t, x), vτ(t, x)} задачи (4.9)–(4.10) в классах C1,p
t,x (G[0,T ]) (или C

1,p
t,x (G[0,t∗]

для некоторой константы 0 < t∗ ≤ T ).

Назовем n-м целым временным шагом полуинтервал (nτ, (n + 1)τ ], где

n = 0, 1, . . . , N − 1.

Рассмотрим случай a.

На первом дробном шаге t ∈
(
0, τ2
]
для решения uτ , vτ задачи (4.9) с на-

чальными данными (4.11) в силу выполнения условий 4.1—4.3 по теореме прин-
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ципа максимума 1.2 получим оценку

|uτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|u0(x)| , |vτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|v0(x)| , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Сложив полученные оценки, приходим к неравенству

|uτ(ξ, x)|+ |vτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|u0(x)|+ sup
x∈E1

|v0(x)| , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

В силу условия 1 мы можем продифференцировать задачу (4.9), (4.11) по x от

одного до p+ 2 раз включительно

∂j

∂xj
uτt (t, x) = 2 a1(t, x, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
uτxx+

+ 2b1(t, x, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
uτx,

∂j

∂xj
vτt (t, x) = 2 a2(t, x, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
vτxx+

+ 2b2(t, x, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
vτx,

j = 1, . . . , p+ 2, nτ < t ≤ (n+
1

2
)τ,

∂j

∂xj
uτ(t, x)|t≤0 =

dj

dxj
u0(x),

∂j

∂xj
vτ(t, x)|t≤0 =

dj

dxj
v0(x),

j = 1, . . . , p+ 2, x ∈ E1,

откуда по принципу максимума 1.2 получим оценку∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣ ,
j = 1, . . . , p+ 2, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Сложив полученные оценки, приходим к неравенству∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣+ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣ ,
j = 1, . . . , p+ 2, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Суммируем полученные неравенства от 1 до p+2 и, с учетом обозначений (4.7),

получаем

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0), 0 < t ≤ τ

2
. (4.12)
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Рассмотрим второй дробный шаг нулевого целого шага t ∈
(
τ
2 , τ
]
. Проинтегри-

руем уравнение (4.10) по временной переменной по интервалу (τ2 , ξ], получим

uτ(ξ, x) = uτ(
τ

2
, x)+

+ 2

ξ∫
τ
2

f1

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)
dθ,

vτ(ξ, x) = vτ(
τ

2
, x)+

+ 2

ξ∫
τ
2

f2

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)
dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ.

Справедливы оценки

|uτ(ξ, x)| ≤
∣∣∣uτ(τ

2
, x)
∣∣∣+

+ 2

ξ∫
τ
2

∣∣∣f1

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)∣∣∣ dθ,

|vτ(ξ, x)| ≤
∣∣∣vτ(τ

2
, x)
∣∣∣+

+ 2

ξ∫
τ
2

∣∣∣f2

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)∣∣∣ dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ.

Из последних неравенств, условия 4.3 (неравенство (4.6)) и предположения тео-

ремы (пункт a) следуют оценки

|uτ(ξ, x)| ≤ |uτ(τ
2
, x)|+ 2

τ∫
τ
2

C̃(1 + Suτ ,vτ (θ −
τ

2
)), dθ,

|vτ(ξ, x)| ≤ |vτ(τ
2
, x)|+ 2

τ∫
τ
2

C̃(1 + Suτ ,vτ (θ −
τ

2
)), dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ,

откуда, используя свойства функции Suτ ,vτ (t) (4.7), а также сложив неравенства
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получим

|uτ(ξ, x)|+ |vτ(ξ, x)| ≤ |uτ(τ
2
, x)|+ |vτ(τ

2
, x)|+ C̃

(
1 + Suτ ,vτ (

τ

2
)
)
τ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ. (4.13)

Продифференцируем уравнение (4.10) по x от одного до p+2 раз включительно,

условия 1, 3 позволяют нам повторить проделанные рассуждения и получить

оценку∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ (τ2 , x)
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ (τ2 , x)
∣∣∣∣+

+ C̃
(

1 + Suτ ,vτ
(τ

2

))
τ, ξ ∈ (

τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ, j = 1, . . . , p+ 2. (4.14)

Суммируем последнее от одного до p + 2, с учетом обозначений (4.7), а также

учитывая (4.13), (4.14), следует

Suτ ,vτ (t) ≤ Suτ ,vτ
(τ

2

)
+ C̃

(
1 + Suτ ,vτ

(τ
2

))
τ,

τ

2
< t ≤ τ.

Из данного неравенства с учетом (4.12) получим на нулевом целом временном

шаге

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0) + C(1 + Su,v(0))τ, 0 < t ≤ τ.

Здесь и далее считаем, что C > 1 — некоторые постоянные, вообще говоря, раз-

личные, зависящие от констант, ограничивающих входные данные (из условий

4.1 – 4.3), и независящие от параметра расщепления τ .

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0) + 1− 1 + C(1 + Su,v(0))τ ≤

≤ (1 + Su,v(0))(1 + Cτ)− 1 ≤ (1 + Su,v(0))eCτ − 1. (4.15)

На первом целом временном шаге, t ∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нулевому

целому шагу, получим

Suτ ,vτ (t) ≤ (1 + Suτ ,vτ (τ))eCτ − 1 ≤ (1 + Su,v(0))e2Cτ − 1.
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Через конечное число шагов на интервале
(
(N − 1)τ,Nτ

]
получим

Suτ ,vτ (t) ≤
(
1 + Su,v(0)

)
eNCτ − 1 =

=
(
1 + Su,v(0)

)
· eCT − 1 ≤ C, ∀t ∈

(
(N − 1)τ,Nτ

]
.

В итоге получим на отрезке [0, T ]

Suτ ,vτ (t) ≤
(
1 + Su,v(0)

)
· eCT − 1 ≤ C, ∀t ∈ [0, T ].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p+ 2, (t, x) ∈ G[0,T ]. (4.16)

Из оценок (4.16) следует, что правые части уравнений (4.9)–(4.10) ограничены

равномерно по τ на любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений

будут ограничены равномерно по τ . Дифференцируя уравнения (4.9)–(4.10) по

x, в силу (4.16), получим оценки∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτt (t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτt (t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p. (4.17)

Оценки (4.16), (4.17) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о ком-

пактности. В силу теоремы Арцела 1.1, некоторая подпоследовательность

{uτk(t, x), vτk(t, x)} последовательности {uτ(t, x), vτ(t, x)} решений задачи (4.9)–

(4.11) сходится вместе с производными по x до порядка p включительно к функ-

циям u(t, x) ∈ C0,p
t,x

(
G[0,T ]

)
, v(t, x) ∈ C0,p

t,x

(
G[0,T ]

)
соответственно, которые в силу

теоремы 1.6 сходимости МСА являются решением задачи (4.1), (4.2), причем

u(t, x) ∈ C1,p
t,x

(
G[0,T ]

)
, v(t, x) ∈ C1,p

t,x

(
G[0,T ]

)
.

При этом справедливы следующие оценки при (t, x) ∈ G[0,T ]∣∣∣∣∣ ∂j∂xju(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj v(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p. (4.18)

Случай a доказан.
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Для случая b, повторяя аналогичные рассуждения на первом дробном

шаге, получаем аналогичную оценку (4.12).

На втором дробном шаге, в силу условий теоремы получим оценку∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(τ2 , x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(τ2 , x)

∣∣∣∣+
+ 2

t∫
τ
2

Pγ2

(
Suτ ,vτ

(
θ − τ

2

))
dθ, ξ ∈ (

τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ, j = 1, . . . , p+ 2.

Суммируем полученные оценки и учитывая обозначение (4.7), получим на вто-

ром дробном шаге

Suτ ,vτ (t) ≤ Suτ ,vτ
(τ

2

)
+ 2

t∫
τ
2

Pγ2

(
Suτ ,vτ

(
θ − τ

2

))
dθ,

τ

2
< t ≤ τ,

откуда в силу неубывания Suτ ,vτ

Suτ ,vτ (t) ≤ Suτ ,vτ (
τ

2
) + C

t∫
τ
2

Pγ2(Suτ ,vτ (θ)) dθ,
τ

2
< t ≤ τ. (4.19)

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

dω(t)

dt
= CPγ2(ω(t)), ω(0) = Su,v(0). (4.20)

Напомним, что Pγ2(y) = C̃(1+y+· · ·+yγ2), γ2 > 1 - целая постоянная, константы

C и C̃ не зависят от параметра расщепления τ .

По теореме Коши существует постоянная 0 < t∗ ≤ T , такая что решение

ω ∈ C1[0, t∗] данной задачи на отрезке [0, t∗], где t∗ зависит от C, C̃ и начальных

данных Su,v(0). Очевидно, что ω(t) - строго возрастающая функция.

Из (4.19), (4.20) следует, что если для некоторого t0 ∈ (0, t∗) выполняется

неравенство Suτ ,vτ (t0) ≤ ω(t0), то выполняется Suτ ,vτ (t) ≤ ω(t), t ∈ [t0, t
∗].

Поскольку

Suτ ,vτ (
τ

2
) ≤ Su,v(0) = ω(0) ≤ ω(

τ

2
),
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то из (4.19) следует

Suτ ,vτ (t) ≤ ω(t), при
τ

2
< t ≤ τ.

С учетом оценки (4.12) на нулевом целом временном шаге

Suτ ,vτ (t) ≤ ω(τ), при 0 < t ≤ τ.

Проделывая аналогичные рассуждения на первом временном шаге дока-

зано, что

Suτ ,vτ (t) ≤ ω(2τ), при 0 < t ≤ 2τ,

и так далее. Через конечное число шагов получим равномерную по τ оценку

Suτ ,vτ (t) ≤ ω(t∗), при 0 < t ≤ t∗.

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p+ 2, (t, x) ∈ G[0,t∗].

Повторив рассуждения случая a, делаем вывод, что некоторая подпоследова-

тельность {uτk(t, x), vτk(t, x)} последовательности {uτ(t, x), vτ(t, x)} решений за-

дачи (4.9)–(4.11) сходится вместе с производными по x до порядка p включи-

тельно к функциям u(t, x) ∈ C0,p
t,x

(
G[0,t∗]

)
, v(t, x) ∈ C0,p

t,x

(
G[0,t∗]

)
соответственно,

которые в силу теоремы 1.6 сходимости МСА являются решением задачи (4.1),

(4.2), причем u(t, x) ∈ C1,p
t,x

(
G[0,t∗]

)
, v(t, x) ∈ C1,p

t,x

(
G[0,t∗]

)
.

При этом справедливы следующие оценки при (t, x) ∈ G[0,t∗]∣∣∣∣∣ ∂j∂xju(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj v(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p. (4.21)

Таким образом, доказано существование решения «в малом». Случай b доказан.
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4.1.3 Пример

В качестве примера, демонстрирующего применение теоремы 4.1, рассмот-

рим в полосе Π[0,T ] = {(t, x)| t ∈ [0, T ], x ∈ E1} задачу нахождения действи-

тельнозначных функций U(t, x), V (t, x), g1(t), i = 1, 2, удовлетворяющих систе-

ме уравнений Ut = Uxx + U + V + g1(t)m1(t, x),

Vt = Vxx + U + V + g2(t)m2(t, x),
(4.22)

начальным условиям

U(0, x) = U0(x), V (0, x) = V0(x), x ∈ E1, (4.23)

и условию переопределения

U(t, 0) = β(t), (4.24)

гдеmi(t, x), U0(x), V0(x), β(t), (i = 1, 2) — заданные действительнозначные функ-

ции.

Считаем, что выполнено условие согласования

U0(0) = β(0).

Пусть выполняется соотношение

|m1(t, 0)| ≥ δ > 0, t ∈ [0, T ], δ − const. (4.25)

Пусть входные данные имеют все нужные непрерывные производные и удовле-

творяют соотношению в Π[0,T ]:

|β(t)|+ |β ′(t)|+
2∑
i=1

4∑
k=0

∣∣∣∣ ∂k∂xkmi(t, x)

∣∣∣∣+
4∑

k=0

∣∣∣∣ dkdxkU0(x)

∣∣∣∣+
4∑

k=0

∣∣∣∣ dkdxkV0(x)

∣∣∣∣ 6 C.

(4.26)

Задача (4.22)—(4.24) приводится к вспомогательной прямой задачеUt = Uxx + U + V + β′(t)−Uxx(t,0)−β(t)−V (t,0)
m1(t,0) m1(t, x),

Vt = Vxx + U + V + g2(t)m2(t, x),
(4.27)
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U(0, x) = U0(x), V (0, x) = V0(x). (4.28)

В данном примере функции ai(t, ϕu(t), ϕv(t)), bi(t, ϕu(t), ϕv(t)) и

fi(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) (i = 1, 2) из системы (4.1) имеют вид

a1(t, ϕu(t), ϕv(t)) = a2(t, ϕu(t), ϕv(t)) = 1,

b1(t, ϕu(t), ϕv(t)) = b2(t, ϕu(t), ϕv(t)) = 0,

f1(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) = U + V +
β′(t)− Uxx(t, 0)− β(t)− V (t, 0)

m1(t, 0)
m1(t, x),

f2(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) = U + V + g2(t)m2(t, x).

Условия 4.1—4.3 теоремы 4.1 выполняются в силу (4.25), (4.26), причем γ1 = 0,

γ2 = 1, так как

a1(t, ϕu(t), ϕv(t)) + a2(t, ϕu(t), ϕv(t))+

+ b1(t, ϕu(t), ϕv(t)) + b2(t, ϕu(t), ϕv(t)) = 2,

∣∣∣∣U + V +
β′(t)− Uxx(t, 0)− β(t)− V (t, 0)

m1(t, 0)
m1(t, x)

∣∣∣∣+
+ |U + V + g2(t)m2(t, x)| ≤ C(1 + U + V ).

Таким образом, классическое решение {U(t, x), V (t, x)} задачи (4.27), (4.28) су-

ществует в классе Z2
x([0, T ]), при наборе входных данных, удовлетворяющему

неравенству (4.26).

4.2 Существование решения задачи для одномерной нагруженной

системы составного типа с данными Коши

4.2.1 Постановка задачи

В пространстве E1 переменных x, выберем r различных точек αk,

k = 1, r. Рассмотрим в полосе G[0,T ] = {(t, x)|0 ≤ t ≤ T, x ∈ E1} задачу Коши
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для системы нагруженных неклассических уравнений

ut(t, x) = a1(t, ϕu(t), ϕv(t))uxx + b1(t, ϕu(t), ϕv(t))ux+

+ f1(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)),

vt(t, x) = b2(t, ϕu(t), ϕv(t))vx + f2(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)),

(4.29)

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ E1. (4.30)

4.2.2 Достаточные условия существования решения

Предположим, что выполняются следующие условия.

Условие 4.4. Действительнозначные функции a1, b1, b2 определены и

непрерывны при любых значениях своих аргументов и функция a1 удовлетво-

ряет условию a1 ≥ a0 > 0, a0 − const.

Для любых t1 ∈ (0, T ], q(t, x), w(t, x) ∈ Zp+2([0, t1]) данные функции как функ-

ции переменных (t, x) ∈ G[0,t1] непрерывны и обладают непрерывными произ-

водными, входящими в следующее соотношение:

∣∣a1

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣+
+
∣∣b1

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣+
∣∣b2

(
t, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣ ≤ Pγ1 (Sq,w(t)) . (4.31)

Условие 4.5. Функции u0(x), v0(x) — действительнозначные, имеют

все непрерывные производные до порядка p+ 2 и удовлетворяют неравенству

p+2∑
j=0

(∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣) ≤ C, x ∈ E1.

Условие 4.6. Функции f1, f2 — действительнозначные, определены и

непрерывны при любых значениях своих аргументов. Для любых t1 ∈ (0, T ],

q(t, x), w(t, x) ∈ Zp+2([0, t1]) данные функции как функции переменных

(t, x) ∈ G[0,t1] непрерывны и обладают непрерывными производными, входящи-
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ми в следующее соотношение:

p+2∑
j=0

(∣∣∣∣ ∂j∂xj f1

(
t, x, q, w, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj f2

(
t, x, q, w, ϕq(t), ϕw(t)

)∣∣∣∣) ≤
≤ Pγ2 (Sq,w(t)) . (4.32)

Теорема 4.2 ([82]). Пусть выполняются условия 4.4—4.6.

a Если условия 4.4, 4.6 выполняются при γ1 ≥ 0, γ2 = 0 или γ2 = 1, то

классическое решение {u(t, x), v(t, x)} задачи (4.29), (4.30) существует в

классе Zp([0, T ]).

b Если условия 4.4, 4.6 выполняются при γ1 ≥ 0, γ2 > 1, то существует

константа t∗, 0 < t∗ ≤ T , зависящая от постоянной C̃ из (4.31), (4.32),

такая, что классическое решение {u(t, x), v(t, x)} задачи (4.29), (4.30) су-

ществует в классе Zp([0, t∗]).

Доказательство. Доказательство проводится аналогично задаче для нагружен-

ных параболических уравнений, с использованием метода расщепления на диф-

ференциальном уровне [14, 83]. Используется расщепление исходной задачи на

два дробных шага со сдвигом по времени на (t− τ
2) в следах неизвестных функ-

ций и нелинейных членах.

uτt (t, x) = 2 a1(t, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))uτxx + b1(t, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))uτx,

vτt (t, x) = 2 b2(t, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ t−

τ

2
))vτx, nτ < t ≤ (n+

1

2
)τ,

(4.33)

uτt (t, x) = 2 f1(t−
τ

2
, x, uτ(t− τ

2
, x), vτ(t− τ

2
, x), ϕτuτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
)),

vτt (t, x) = 2 f2(t−
τ

2
, x, uτ(t− τ

2
, x), vτ(t− τ

2
, x), ϕτuτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
)),

(n+
1

2
)τ < t ≤ (n+ 1)τ,

(4.34)

uτ(t, x)|t≤0 = u0(x), vτ(t, x)|t≤0 = v0(x), x ∈ E1, (4.35)

здесь n = 0, . . . , N − 1, Nτ = T,
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ϕτuτ (t−
τ

2
) =

(
uτ(t− τ

2
, αk),

∂j

∂xj
uτ(t− τ

2
, αk)

)
,

ϕτvτ (t−
τ

2
) =

(
vτ(t− τ

2
, αk),

∂j

∂xj
vτ(t− τ

2
, αk)

)
, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p.

Перейдем к получению априорных оценок.

Рассмотрим случай a.

На первом дробном шаге t ∈
(
0, τ2
]
для решения {uτ , vτ} задачи (4.33) с

начальными данными (4.35), в силу выполнения условий 4.4 — 4.6, по теореме

принципа максимума 1.2 получим оценку для первого уравнения

|uτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|u0(x)| , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Второе уравнение системы — уравнение первого порядка в частных производ-

ных. Для данного уравнения известно точное решение:

vτ(t, x) = v0(x − ψ(t)), где ψ′(t) = −b2(t, ϕ
τ
uτ (t), ϕ

τ
vτ (t)), ψ(t)

∣∣
t=0

= 0. Таким

образом, справедлива оценка

|vτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|v0(x)| , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Сложив полученные оценки, приходим к неравенству

|uτ(ξ, x)|+ |vτ(ξ, x)| ≤ sup
x∈E1

|u0(x)|+ sup
x∈E1

|v0(x)| , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

В силу условия 4.4 мы можем продифференцировать задачу (4.33), (4.35) по x

от одного до p+ 2 раз включительно
∂j

∂xj
uτt (t, x) = 2 a1(t, x, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
uτxx+

+ b1(t, x, ϕ
τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
uτx,

∂j

∂xj
vτt (t, x) = 2 b2(t, x, ϕ

τ
uτ (t−

τ

2
), ϕτvτ (t−

τ

2
))
∂j

∂xj
vτx,

j = 1, . . . , p+ 2, nτ < t ≤ (n+
1

2
)τ,

∂j

∂xj
uτ(t, x)|t≤0 =

dj

dxj
u0(x),

∂j

∂xj
vτ(t, x)|t≤0 =

dj

dxj
v0(x),

j = 1, . . . , p+ 2, x ∈ E1.
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Повторив рассуждения, получим оценки∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣ ,
j = 1, . . . , p+ 2, , 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Сложим полученные оценки, приходим к неравенству∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxju0(x)

∣∣∣∣+ sup
x∈E1

∣∣∣∣ djdxj v0(x)

∣∣∣∣ ,
j = 1, . . . , p+ 2, 0 < ξ ≤ t, 0 < t ≤ τ

2
.

Суммируем последнее неравенство от одного до p+ 2 и, учитывая обозначения

(4.7), получаем

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0), 0 < t ≤ τ

2
0 < t ≤ τ

2
. (4.36)

Рассмотрим второй дробный шаг нулевого целого шага t ∈
(
τ
2 , τ
]
. Проинтегри-

руем уравнение (4.34) по временной переменной по интервалу (τ2 , ξ], получим

uτ(ξ, x) = uτ(
τ

2
, x)+

+ 2

ξ∫
τ
2

f1

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)
dθ,

vτ(ξ, x) = vτ(
τ

2
, x)+

+ 2

ξ∫
τ
2

f2

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)
dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ.
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Оценим

|uτ(ξ, x)| ≤
∣∣∣uτ(τ

2
, x)
∣∣∣+

+ 2

ξ∫
τ
2

∣∣∣f1

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)∣∣∣ dθ,

|vτ(ξ, x)| ≤
∣∣∣vτ(τ

2
, x)
∣∣∣+

+ 2

ξ∫
τ
2

∣∣∣f2

(
θ − τ

2
, x, uτ(θ − τ

2
, x), vτ(θ − τ

2
, x), ϕτuτ (θ −

τ

2
), ϕτvτ (θ −

τ

2
)
)∣∣∣ dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ.

Из последнего неравенства, условия 4.6 (неравенство (4.32)) и предположения

a теоремы следует оценка

|uτ(ξ, x)| ≤ |uτ(τ
2
, x)|+ 2

τ∫
τ
2

C̃(1 + Suτ ,vτ (θ −
τ

2
)), dθ,

|vτ(ξ, x)| ≤ |vτ(τ
2
, x)|+ 2

τ∫
τ
2

C̃(1 + Suτ ,vτ (θ −
τ

2
)), dθ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ,

откуда, используя свойства функции Suτ ,vτ (t) (4.7), а так же суммируя неравен-

ства, получим

|uτ(ξ, x)|+ |vτ(ξ, x)| ≤ |uτ(τ
2
, x)|+ |vτ(τ

2
, x)|+ C̃

(
1 + Suτ ,vτ

(τ
2

))
τ,

ξ ∈ (
τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ. (4.37)

Теперь продифференцируем уравнение (4.34) по x от одного до p+ 2 раз вклю-

чительно, условия 4.4, 4.6 позволяют нам повторить проделанные рассуждения

и получить оценку∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(ξ, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(ξ, x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(τ2 , x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(τ2 , x)

∣∣∣∣+
+ C̃

(
1 + Suτ ,vτ

(τ
2

))
τ, ξ ∈ (

τ

2
, t],

τ

2
< t ≤ τ, j = 1, . . . , p+ 2. (4.38)
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Суммируем полученные неравенства от одного до p + 2, при этом учитываем

обозначения (4.7)

Suτ ,vτ (t) ≤ Suτ ,vτ (
τ

2
) + C̃

(
1 + Suτ ,vτ

(τ
2

))
τ,

τ

2
< t ≤ τ.

Из данного неравенства с учетом (4.36) получим на нулевом целом временном

шаге

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0) + C(1 + Su,v(0))τ, 0 < t ≤ τ.

Здесь и далее считаем, что C > 1 — некоторые постоянные, вообще говоря, раз-

личные, зависящие от констант, ограничивающих входные данные (из условий

1-3), и независящие от параметра расщепления τ .

Suτ ,vτ (t) ≤ Su,v(0) + 1− 1 + C(1 + Su,v(0))τ ≤

≤ (1 + Su,v(0))(1 + Cτ)− 1 ≤ (1 + Su,v(0))eCτ − 1. (4.39)

На первом целом временном шаге, t ∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нулевому

целому шагу, получим

Suτ ,vτ (t) ≤ (1 + Suτ ,vτ (τ))eCτ − 1 ≤ (1 + Su,v(0))e2Cτ − 1.

Через конечное число шагов на интервале
(
(N − 1)τ,Nτ

]
получим

Suτ ,vτ (t) ≤
(
1 + Su,v(0)

)
eNCτ − 1 =

=
(
1 + Su,v(0)

)
· eCT − 1 ≤ C, ∀t ∈

(
(N − 1)τ,Nτ

]
.

В итоге получим на отрезке [0, T ]

Suτ ,vτ (t) ≤
(
1 + Su,v(0)

)
· eCT − 1 ≤ C, ∀t ∈ [0, T ].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτ(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτ(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p+ 2, (t, x) ∈ G[0,T ]. (4.40)
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Из оценок (4.40) следует, что правые части уравнений (4.33)–(4.34) ограничены

равномерно по τ на любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений

будут ограничены равномерно по τ . Дифференцируя уравнения (4.33)–(4.34) по

x, в силу (4.40), получим оценки∣∣∣∣∣ ∂j∂xjuτt (t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj vτt (t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p. (4.41)

Оценки (4.40), (4.41) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о ком-

пактности. В силу теоремы Арцела 1.1, некоторая подпоследовательность

{uτk(t, x), vτk(t, x)} последовательности {uτ(t, x), vτ(t, x)} решений задачи (4.33)–

(4.35) сходится вместе с производными по x до порядка p включительно к функ-

циям u(t, x) ∈ C0,p
t,x

(
G[0,T ]

)
, v(t, x) ∈ C0,p

t,x

(
G[0,T ]

)
соответственно, которые в силу

теоремы 1.6 сходимости МСА являются решением задачи (4.29), (4.30), причем

u(t, x) ∈ C1,p
t,x

(
G[0,T ]

)
, v(t, x) ∈ C1,p

t,x

(
G[0,T ]

)
. При этом справедливы следующие

оценки при (t, x) ∈ G[0,T ]∣∣∣∣∣ ∂j∂xju(t, x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ∂j∂xj v(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ C, j = 0, 1, . . . , p. (4.42)

Случай a доказан. Для случая b, повторяя аналогичные рассуждения на пер-

вом дробном шаге, получаем аналогичную оценку (4.36). Доказательство вто-

рого дробного шага повторяет рассуждения доказательства случая b теоремы

4.1, которые приводились ранее в диссертации.

4.2.3 Пример

Рассмотрим на примере из работы [26] применение доказанной в работе

теоремы 4.2 и сравним результаты.

В полосе G[0,T ] = {(t, x)| t ∈ [0, T ], x ∈ E1} рассмотрена задача определе-

ния действительнозначных функций u1(t, x), u2(t, x), b11(t), b12(t), b21(t), b22(t),
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удовлетворяющих системе уравнений

u1
t + a11(t)u

1
x(t, x) +

2∑
k=1

b1ku
k(t, x) = ν(t)u1

xx + f1(t, x),

u2
t + a22(t)u

2
x(t, x) +

2∑
k=1

b2ku
k(t, x) = f2(t, x),

(4.43)

начальному условию

uk(0, x) = uk0(x), k = 1, 2, (4.44)

и условиям переопределения

uk(t, 0) = αk(t), uk(t, l) = βk(t), k = 1, 2. (4.45)

Пусть выполнены условия согласования

uk0(0) = αk(0), uk0(l) = βk(l), k = 1, 2.

Здесь akk(t), fk(t, x), uk0(x), αk(t), βk(t) (k = 1, 2), ν(t) — заданные действитель-

нозначные непрерывные в G[0,T ] функции.

Пусть выполняется соотношение

|α1(t)β2(t)− α2(t)β1(t)| ≥ δ > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ], δ − const.

Задача (4.43)—(4.45) сведена к вспомогательной прямой задаче

u1
t + a11(t)u

1
x(t, x) + (A1u

1
xx(t, l) + A2u

1
x(t, l) + A3u

1
xx(t, 0)+

+A4u
1
x(t, 0) + A5)u

1(t, x) + (B1u
1
xx(t, 0) +B2u

1
x(t, 0)+

+B3u
1
xx(t, l) +B4u

1
x(t, l) +B5)u

2(t, x) = ν(t)u1
xx + f1(t, x),

u2
t + a22(t)u

2
x(t, x) + (C1u

2
x(t, l) + C2u

2
x(t, 0) + C3)u

1(t, x)+

+(D1u
2
x(t, 0) +D2u

2
x(t, l) +D3)u

1(t, x) = f2(t, x),

(4.46)

uk(0, x) = uk0(x), k = 1, 2. (4.47)

Ak(t), Bk(t), Ck(t), Dk(t) — известные функции. Относительно входных данных

предполагается, что они достаточно гладкие, имеют все непрерывные производ-

ные, входящие в следующие соотношения, и удовлетворяют им:

|ajj(t)| ≤ C, (j = 1, 2), |ν(t)| ≤ C, (4.48)
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∣∣∣∣ ∂s∂xsfk(t, x)

∣∣∣∣ ≤ C,

∣∣∣∣ dsdxsuk0(x)

∣∣∣∣ ≤ C, (s = 0, 4, k = 1, 2), (4.49)

|αi(t)|+ |βi(t)|+ |α′i(t)|+ |β′i(t)| ≤ C, (i = 0, 2). (4.50)

В данном примере в прямой задаче (4.46), (4.47) функции

a1(t, ϕu(t), ϕv(t)), bi(t, ϕu(t), ϕv(t)) и fi(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) (i = 1, 2) из системы

(4.29) имеют вид

a1(t, ϕu(t), ϕv(t)) = ν(t),

b1(t, ϕu(t), ϕv(t)) = −a11(t), b2(t, ϕu(t), ϕv(t)) = −a22(t),

f1(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) = f1(t, x)−

− (A1u
1
xx(t, l) + A2u

1
x(t, l) + A3u

1
xx(t, 0) + A4u

1
x(t, 0) + A5)u

1(t, x)−

− (B1u
1
xx(t, 0) +B2u

1
x(t, 0) +B3u

1
xx(t, l) +B4u

1
x(t, l) +B5)u

2(t, x),

f2(t, x, u, v, ϕu(t), ϕv(t)) = f2(t, x)−

− (C1u
2
x(t, l) + C2u

2
x(t, 0) + C3)u

1(t, x)−

− (D1u
2
x(t, 0) +D2u

2
x(t, l) +D3)u

1(t, x).

Условия 4.4—4.6 теоремы 4.2 выполняются в силу необходимых ограничений

на входные данные при γ1 = 0, γ2 = 2, следовательно, классическое решение

{u1(t, x), u2(t, x)} задачи (4.46), (4.47) существует в классе Z2
x([0, t∗]), при наборе

входных данных, удовлетворяющему (4.48) — (4.50).

Этот результат соответствует результату, полученному авторами в работе

[26].
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Заключение

В ходе диссертационного исследования поставленные задачи были выпол-

нены и получены следующие результаты.

Рассмотрена обратная задача для многомерного параболического уравне-

ния с неизвестным коэффициентом, стоящим перед дифференциальным опе-

ратором второго порядка. Для приведения обратной задачи к прямой был ис-

пользован подход, предложенный в работе Ю.Е.Аниконова, где показано, что

если начальные условия имеют специальный вид, то вопрос отыскания решения

исходной обратной задачи сводится к исследованию двух задач, одна из кото-

рых содержит выражение для неизвестного коэффициента, а вторая является

обычной задачей Коши для одномерного параболического уравнения. Доказано

существование и единственность решения прямой задачи с данными Коши при

помощи метода слабой аппроксимации. Доказана однозначная разрешимость

обратной задачи в малом временном интервале.

Исследована обратная задача с данными Коши для системы многомер-

ных параболических уравнений, содержащих неизвестные коэффициенты при

дифференциальном операторе второго порядка по выделенной переменной и

сумме младших членов. Начальные данные заданы в виде произведения двух

функций, зависящих от разных переменных. Для приведения обратной задачи к

прямой используется подход, аналогичный ранее предложенному для уравнений

в работе Ю.Е. Аниконова. В настоящей диссертации алгоритм получил разви-

тие на случай системы многомерных параболических уравнений специальной

структуры. Для вспомогательных прямых и исходной обратной задачи полу-

чены достаточные условия существования и единственности решения в малом

временном интервале.

Доказаны достаточные условия существования решения прямой задачи в

случае задачи Коши для системы двух одномерных нагруженных параболиче-
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ских уравнений специального вида, связанных по младшим членам и в случае

системы одномерных нагруженных уравнений составного типа (одно из уравне-

ний параболическое) с данными Коши. К системам такого типа сводятся некото-

рые коэффициентные обратные задачи для систем одномерных параболических

уравнений с данными Коши и обратные задачи для систем составного типа. По-

лученные условия могут быть использованы при исследовании обратных задач

для систем подобной структуры.

Построены примеры входных данных, удовлетворяющих условиям дока-

занных теорем существования и единственности, приведены решения, соответ-

ствующие этим данным.

Все полученные в диссертации результаты являются новыми и имеют тео-

ретическую значимость. Они могут быть использованы для построения общей

теории обратных задач.
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