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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâà-

íèþ ñåìåéñòâà ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ íà

ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà (äàëåå

ÃÐÏ) äëÿ óâåëè÷åíèÿ íåôòåîòäà÷è. Òåõíîëîãèÿ ÃÐÏ îñíîâàíà íà çàêà÷êå

æèäêîñòè â ñêâàæèíó ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ äëÿ ñîçäàíèÿ òðåùèí â íåô-

òåãàçîíîñíîé ïîðèñòîé ñðåäå. Ïîñëå òîãî, êàê òðåùèíû ñîçäàíû, âñëåä çà

÷èñòîé æèäêîñòüþ â ñêâàæèíó çàêà÷èâàåòñÿ ñóñïåíçèÿ ñ ïðèìåñüþ òâåð-

äûõ ÷àñòèö. ×àñòèöû ðàñêëèíèâàþùåãî àãåíòà, çàêà÷èâàåìûå â òðåùèíó,

êàê ïðàâèëî, ïðîèçâîäÿòñÿ èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ (êåðàìèêà) è â íåôòå-

ãàçîâîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ïðîïïàíòîì. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ïî

ÃÐÏ òðåùèíû, çàïîëíåííûå ïëîòíî óïàêîâàííûìè ÷àñòèöàìè ïðîïïàíòà,

ñîçäàþò âûñîêîïðîâîäÿùèå êàíàëû äëÿ òðàíñïîðòà óãëåâîäîðîäîâ èç ãëó-

áèí ïëàñòà ïî íàïðàâëåíèþ ê ñêâàæèíå. Åæåãîäíî â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ïðîâîäèòñÿ áóðåíèå íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèí, ïðè

ýòîì áîëåå ÷åì ïîëîâèíà èç âíîâü ïðîáóðåííûõ ñêâàæèí ïðîõîäèò ñòèìó-

ëÿöèþ äîáû÷è ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè ÃÐÏ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàáîòû ïî ãèäðîðàçðûâó ïðîåêòèðóþòñÿ è ïëàíè-

ðóþòñÿ ïðè ïîìîùè ñèìóëÿòîðîâ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïè-

ñûâàþùèõ ñîïðÿæåííûå ïðîöåññû ðîñòà òðåùèíû è ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ

âíóòðè òðåùèíû. Ïðåäñêàçàííàÿ ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñèìóëÿòîðîâ ãåîìåòðèÿ

òðåùèí çàòåì èñïîëüçóåòñÿ â ñèìóëÿòîðàõ ïëàñòîâûõ òå÷åíèé äëÿ ïðåä-

ñêàçàíèÿ äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ (ñîïðÿæåííîå òå÷åíèå â ïëàñòå, òðåùèíå è

ñêâàæèíå) è îöåíêè èíòåãðàëüíîãî ýôôåêòà óâåëè÷åíèÿ íåôòåîòäà÷è.
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Ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé, âíåäðåííûå â ñèìóëÿòî-

ðû ãèäðîðàçðûâà, çà÷àñòóþ èçáûòî÷íî óïðîùåíû è îñíîâàíû íà ýâðè-

ñòè÷åñêè ïîñòóëèðîâàííûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëÿõ ýôôåêòèâíîé ñðåäû, íå

ó÷èòûâàþùèõ ðÿä âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, òàêèõ êàê:

äâóõñêîðîñòíûå ýôôåêòû ìåæôàçíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïðåäåë òåêó÷åñòè

ñóñïåíçèè, ïîïåðå÷íàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö íà ìàñøòàáå øèðèíû òðåùèíû,

âëèÿíèå íåñôåðè÷íîñòè ÷àñòèö ïðîïïàíòà íà ôèëüòðàöèþ óãëåâîäîðîäîâ

â ïëîòíîé óïàêîâêå ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà â çàêðûòîé òðåùèíå, ãà-

çîæèäêîñòíûå ñíàðÿäíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå ïðè çàïóñêå ñêâà-

æèíû ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ÃÐÏ. Â ðåçóëüòàòå, ïðèìåíåíèå òåõíî-

ëîãèè ÃÐÏ çà÷àñòóþ çàêàí÷èâàåòñÿ âûõîäîì íà íåøòàòíûé ðåæèì ðàáîòû

è ïðåæäåâðåìåííîé îñòàíîâêîé èç-çà íåæåëàòåëüíûõ ÿâëåíèé, íå ïðåäó-

ñìîòðåííûõ ïðè äèçàéíå è ïðîåêòèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿòîðà.

Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò â ñèëó íåîáõî-

äèìîñòè ðàçâèòèÿ îòå÷åñòâåííûõ òåõíîëîãèé ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, â òîì

÷èñëå � äëÿ ñòèìóëÿöèè äîáû÷è íà ñêâàæèíàõ â íåòðàäèöèîííûõ êîëëåêòî-

ðàõ (ñëàíöåâûõ ôîðìàöèÿõ, òàêèõ êàê áàæåí), âîçðîñ èíòåðåñ ê ðàçðàáîòêå

è èñïîëüçîâàíèþ îòå÷åñòâåííûõ ñèìóëÿòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñó-

ùåñòâåííàÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçâèòèè ìîäåëåé äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïè-

ñàíèÿ ïðîöåññîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ ÃÐÏ, â òîì ÷èñëå � ìíîãîôàçíûõ òå÷å-

íèé â òðåùèíå ÃÐÏ. Óêàçàííûå ìîäåëè áóäóò âîñòðåáîâàíû ïðè ñîçäàíèè

îòå÷åñòâåííûõ ñèìóëÿòîðîâ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàáîò ïî ãèäðîðàçðûâó

ïëàñòà.

Áîëåå ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè äàííîé ðàáîòû ïðåäñòàâëåíî

â ëèòåðàòóðíîì îáçîðå â Ãëàâå 1 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Öåëè ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëå-

äîâàíèå ìíîãîìàñøòàáíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ òå-

÷åíèé íà âñåõ ñòàäèÿõ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, ïðèìåíÿåìîé â

íåôòåãàçîâîé èíäóñòðèè äëÿ ïîâûøåíèÿ äîáû÷è íà íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ

ñêâàæèíàõ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íîâûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ìíî-

ãîêîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñûâàòü ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ

íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ òåõíîëîãèè ÃÐÏ, âêëþ÷àÿ çàêà÷êó ñóñïåíçèè â ñêâà-

æèíó, òå÷åíèå ñóñïåíçèè ïî òðåùèíå, ïîïåðå÷íóþ ìèãðàöèþ è îñàæäåíèå

÷àñòèö â òðåùèíå, ôèëüòðàöèþ óãëåâîäîðîäîâ â çàêðûòîé òðåùèíå ïî íà-

ïðàâëåíèþ ê ñêâàæèíå è ãàçîæèäêîñòíûå òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå ïîñëå ÃÐÏ

ïðè ñòàðòå äîáû÷è. Óêàçàííîå ñåìåéñòâî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ìî-

äåëè:

1. Íîâàÿ êâàçèäâóìåðíàÿ äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè

â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, ïîñòðîåííàÿ ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî îñà-

æäåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö è ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè ñóñïåíçèè â

öåëîì, íåíüþòîíîâñêèõ ñâîéñòâ ñóñïåíçèè (ïðåäåëà òåêó÷åñòè), ïîñëå-

äîâàòåëüíîé çàêà÷êè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé è ñóñïåíçèé â

òðåùèíó ñ ðàçâèòèåì íåóñòîé÷èâîñòè íà èíòåðôåéñå.

2. Ìíîãîìàñøòàáíàÿ ìîäåëü ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé

ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, âêëþ÷àþùàÿ ôîðìóëó äëÿ áîêî-

âîé ñèëû íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó, îñàæäàþùóþñÿ â òå÷åíèè æèäêîñòè

â òðåùèíå, ìîäåëü ìèãðàöèè ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êà-

íàëà íà ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ Ïóàçåéëÿ è ìîäåëü ìèãðàöèè

îñàæäàþùèõñÿ ÷àñòèö â ðàçâèòîì òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ â ïëîñêîì êàíà-

ëå. Îáîáùåíèå êâàçèäâóìåðíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå

ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö,

ôîðìèðóþùåãîñÿ çà ñ÷åò ìèãðàöèè ÷àñòèö îò ñòåíîê êàíàëà.

3. Òðåõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå

ñ ó÷åòîì îñàæäåíèÿ (çàõâàòà) ÷àñòèö â ïîðàõ è ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö,

ïðèâîäÿùèõ ê ïîâðåæäåíèþ ëèáî âîññòàíîâëåíèþ ïðîíèöàåìîñòè è

ïîðèñòîñòè.
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4. Íîâàÿ çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ïðîíèöàåìîñòè îò ïîðèñòîñòè äëÿ

óïàêîâêè íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðîïïàíòà, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâàíèè

òðåõìåðíûõ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîðî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåøåòî÷íûõ óðàâíåíèé Áîëüöìà-

íà. Óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü èìåþùèåñÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå äàííûå â øèðîêîì äèàïàçîíå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

5. Êîìáèíèðîâàííàÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ ìîäåëü äëÿ ìíîãîôàçíûõ ãàçî-

æèäêîñòíûõ òå÷åíèé â äëèííûõ ñêâàæèíàõ è òðóáîïðîâîäàõ, îñíîâàí-

íàÿ íà ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà è óïðî-

ùåííîé ìîäåëè äðåéôà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàìûêàíèÿ, à òàêæå

àíàëèç ãèïåðáîëè÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé.

Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðÿäà òå÷å-

íèé ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî è êîëè÷å-

ñòâåííî îïèñûâàòü ïðîöåññû òðàíñïîðòà ñóñïåíçèè â òðåùèíå ÃÐÏ, ôèëü-

òðàöèþ óãëåâîäîðîäîâ â çàêðûòîé òðåùèíå, çàïîëíåííîé ãðàíóëèðîâàííûì

ìàòåðèàëîì, è ãàçîæèäêîñòíûå òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå ïîñëå ÃÐÏ. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïîñòðîåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü ãðàâèòàöèîííîå îñàæäåíèå

÷àñòèö ñ ôîðìèðîâàíèåì îñàäêà íà äíå òðåùèíû, ãðàâèòàöèîííóþ êîíâåê-

öèþ è îïëûâàíèå ôðîíòà ñóñïåíçèè â ÷èñòîé æèäêîñòè, ðàçâèòèå íåóñòîé-

÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òýéëîðà íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé ðåî-

ëîãèè (â òîì ÷èñëå, ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè), ïîïåðå÷íóþ ìèãðàöèþ ÷àñòèö

çà ñ÷åò êîìáèíèðîâàííîãî ýôôåêòà îñàæäåíèÿ, ñäâèãîâîãî õàðàêòåðà òå-

÷åíèÿ íåñóùåé ôàçû è âëèÿíèÿ ñòåíîê; ôèëüòðàöèþ ñóñïåíçèè â óïàêîâ-

êå ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà ñ çàõâàòîì è ìîáèëèçàöèåé íåêîëëîèäíûõ

÷àñòèö (÷òî ïðèâîäèò ê ïîâðåæäåíèþ è âîññòàíîâëåíèþ ïðîíèöàåìîñòè è

ïîðèñòîñòè); ãàçîæèäêîñòíûå òå÷åíèÿ â ñêâàæèíàõ, â òîì ÷èñëå � ñ îáðàçî-

âàíèåì ñíàðÿäíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ è âåðèôèêàöèÿ

êàæäîé ìîäåëè èç ñåìåéñòâà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ è èìåþ-

ùèõñÿ ÷èñëåííûõ èëè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äðóãèõ àâòîðîâ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â äèññåðòàöèè íà îñ-

íîâå åäèíîãî ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä è

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíû íîâûå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå ïðèìåíèìû äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî

êëàññà íåñòàöèîíàðíûõ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â óçêèõ êàíàëàõ è äëèííûõ

òðóáàõ. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â äèññåðòàöèè, àêòèâíî èñ-

ïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîòàõ (î ÷åì ñâèäå-

òåëüñòâóþò ññûëêè íà òðóäû àâòîðà), à òàêæå â êóðñàõ ëåêöèé è ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàíÿòèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ñêîëêîâñêîì èíñòèòóòå íàóêè è òåõíîëîãèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ñîçäàíèè íåñêîëüêèõ

íîâûõ âàðèàíòîâ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà è ðàçâèòèè êîììåð÷å-

ñêèõ ñèìóëÿòîðîâ êîìïàíèèØëþìáåðæå. Ïîñòðîåííûå ìîäåëè òðàíñïîðòà

ïðîïïàíòà (ðàñêëèíèâàþùåãî àãåíòà) â òðåùèíå ÃÐÏ ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû ïðè ñîçäàíèè îòå÷åñòâåííûõ ñèìóëÿòîðîâ ðîñòà òðåùèíû ÃÐÏ. Òàêèå

ñèìóëÿòîðû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ âåðòèêàëüíî-èíòåãðèðîâàííûìè íåôòÿ-

íûìè êîìïàíèÿìè è íåôòåñåðâèñíûìè êîìïàíèÿìè äëÿ äèçàéíà è ïëàíè-

ðîâàíèÿ òåõíîëîãèè ÃÐÏ. Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé è ïðîâåäåííûõ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ àâòîðîì ïðåäëîæåí ðÿä èçîáðåòåíèé, íà êîòî-

ðûå ïîëó÷åíî 6 ïàòåíòîâ â ÐÔ è ÑØÀ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ:

� EUROMECH Fluid Mechanics Conference (Manchester, UK, 2008; Rome,

Italy, 2012; Copenhagen, Denmark, 2014);

� Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2009);

� Êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àýðîãèäðîäèíàìèêè� (Áóðåâåñò-

íèê ÌÃÓ, Ñî÷è, 2009, 2014, 2016);

� International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics

(Greece, Kos, 2012, 2013);

� ASME 2012 International Mechanical Engineering Congress and Exposition

(Houston, Texas, USA, 2012);
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� 7th International Conference on Computational and Experimental Methods

in Multiphase and Complex Flow (A Coruna, Spain, 2013);

� SPE Annual Technical Conference and Exhibition (New Orleans, USA,

2013; Abu Dabi, U.A.E., 2016);

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèè ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è òóðáóëåíòíîñòü� (Çâåíèãîðîä, 2014, 2016);

� 14th European Conference on Mathematics of Oil Recovery (Italy, 2014);

� 19th International Conference on Hydrotransport (USA, 2014);

� V ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïðîáëåìû è îïûò

ðàçðàáîòêè òðóäíîèçâëåêàåìûõ çàïàñîâ� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîðíûé óíè-

âåðñèòåò, 2016);

� X íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ïðîöåññàõ ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé�

(Óôà, 2017);

� Äâàäöàòü ïåðâàÿ Øêîëà-ñåìèíàð ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ïî

òåïëîìàññîîáìåíó ïîä ðóê-âîì àêàä. ÐÀÍ À.È. Ëåîíòüåâà (ÑÏáÏÓ, Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, 2017);

� EAGE Conference & Exhibition (Paris, France, 2017);

� International Summer School-Conference �Advanced Problems in Mechanics�

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017);

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Ñîâðåìåí-

íûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ôèçèêè âçðûâà�, ïîñâÿùåííàÿ

60-ëåòèþ Èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ (Íî-

âîñèáèðñê, 2017).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ:

� Ñåìèíàð äåïàðòàìåíòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-

êè Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà, Âåëèêîáðèòàíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Prof.

T. Pedley, FRS (DAMTP, Cambridge University, UK, 2007);

� Ñåìèíàðû íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà êîìïàíèè Øëþìáåðæå

â ã. Êåìáðèäæ, Âåëèêîáðèòàíèÿ, ïîä ðóê-âîì Prof. J.R.A. Pearson, FRS,
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2007-2014; à òàêæå ñåìèíàðû íàó÷íûõ öåíòðîâ êîìïàíèè â Ìîñêâå, 2005-

2016, è Áîñòîíå, ÑØÀ, 2014;

� Ñåìèíàðû èíæåíåðíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ öåíòðîâ êîìïàíèè Øëþìáåð-

æå (Íîâîñèáèðñê 2007, 2014, Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ, 2012, 2014, Õüþñòîí,Øóãàð-

Ëýíä, Ñîëò-Ëåéê-Ñèòè, Ðîøàðîí, ÑØÀ, 2011, 2012, 2014, Àáèíãäîí, Âåëè-

êîáðèòàíèÿ, 2014);

� Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä ÍÈÈ ìåõàíèêè

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2005-2016.

� Îáúåäèíåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð Ñêîëêîâñêîãî èíñòèòóòà íàóêè è òåõ-

íîëîãèé, 2015, 2017.

� Ñåìèíàð Óôèìñêîãî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà êîìïàíèè Ðîñ-

íåôòü (ÐÍ-ÓôàÍÈÏÈíåôòü) ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.À. Áàé-

êîâà, 2016.

� Ñåìèíàð Íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî öåíòðà êîìïàíèè Ãàçïðîìíåôòü â Ñàíêò-

Ïåòåðáóðãå ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. À.À. ßêîâëåâà, 2015-2017.

� Ñåìèíàð ÍÎÖ �Ãàçïðîìíåôòü-Ïîëèòåõ� ÑÏáÏÓ èì. Ïåòðà Âåëèêîãî

ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ÷ë. êîðð. ÐÀÍ À.Ì. Êðèâöîâà, 2017.

� Îáúåäèí¼ííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé Èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ è ëàáî-

ðàòîðèè íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ÍÃÓ ïîä

ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.Ï. ×óïàõèíà, Íîâîñèáèðñê, 2017.

� Ñåìèíàð ïî ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, Èíñòèòóò ïðîáëåì

ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2017.

Ïóáëèêàöèè. Ïî îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóá-

ëèêîâàíî îêîëî 50 ïå÷àòíûõ òðóäîâ, â òîì ÷èñëå: 24 ñòàòüè â æóðíàëàõ èç

ïåðå÷íÿ ÂÀÊ è ðåöåíçèðóåìûõ àíãëîÿçû÷íûõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â

ñèñòåìàõ Scopus è Web of Science, à òàêæå ïîëó÷åíî 6 ïàòåíòîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà è äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ. Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì èëè

ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè. Àâòîðó ïðèíàäëåæàò âñå ïîñòàíîâêè
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çàäà÷. Àâòîð ó÷àñòâîâàë â ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé è ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ, îáñóæäåíèè è èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ, è

ïîäãîòîâêå ïóáëèêàöèé ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû. Àâòîðîì âûïîëíåíà îáðà-

áîòêà ðåçóëüòàòîâ è ïîäãîòîâëåíû ãðàôè÷åñêèå è òàáëè÷íûå ìàòåðèàëû,

ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè. Ãëàâà 2 íàïèñàíà íà îñíîâå ðàáîò â ñîàâ-

òîðñòâå ñ Ñ.À. Áîðîíèíûì, êîòîðûé ó÷àñòâîâàë â ÷èñëåííîì âíåäðåíèè

ðàçíîñòíûõ ñõåì è ðàñ÷åòàõ òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà. Ðàçäåë 3.1 íàïèñàí íà

îñíîâàíèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Å.Ñ. Àñìîëîâûì, êîòîðûé ó÷àñòâîâàë â

âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ðàñ÷åòå ïîäúåìíîé ñèëû. Ðàçäåë 3.2

íàïèñàí íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Å.Ñ. Àñìîëîâûì, êîòîðûé ó÷àñò-

âîâàë â âûâîäå ïîïðàâêè äëÿ áîêîâîé ïîäúåìíîé ñèëû. Ðàçäåë 3.3 íàïèñàí

íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Å.Ñ. Àñìîëîâûì è Í.À. Ëåáåäåâîé, êîòîðûå

ó÷àñòâîâàëè â ðàñ÷åòå ïîëåé ÷èñëîâîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö. Ðàçäåë 4.1 íàïè-

ñàí íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Ê.È. Òîëìà÷åâîé è Ñ.À. Áîðîíèíûì,

êîòîðûå ó÷àñòâîâàëè â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ è ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòà-

ìè. Ðàçäåë 5.1 íàïèñàí íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû, â êîòîðîé Ê.Ô. Ñèíü-

êîâ ó÷àñòâîâàë â âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à Ï.Å. Ñïåñèâöåâ �

â îáñóæäåíèè. Ðàçäåë 5.2 íàïèñàí íà îñíîâàíèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû, â êî-

òîðîé À.Á. Ñòàðîñòèí è Á.È. Êðàñíîïîëüñêèé ó÷àñòâîâàëè â ÷èñëåííîé

ðåàëèçàöèè ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ. Ðàçäåë 5.3 íàïèñàí íà

îñíîâå ñîâìåñòíîé ðàáîòû, â êîòîðîé Â.Ä. Æèáàåäîâ ó÷àñòâîâàë â ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à

Í.À. Ëåáåäåâà è Ê.Ô. Ñèíüêîâ � â îáñóæäåíèè. Âñå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå

íà çàùèòó, ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ è íå-

ïðîòèâîðå÷èâîñòüþ ïîñòðîåííûõ ìíîãîêîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè

ìíîãîôàçíûõ ñðåä, ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ êàæäîé ãëàâû äèññåðòàöèè ñ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ, òùàòåëüíûì

êîíòðîëåì àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì è,

14



ãäå ýòî âîçìîæíî, ñðàâíåíèåì ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 310 ñòðàíèö, 59 ðèñóíêîâ, 24 òàáëèöû è ñïèñîê

ëèòåðàòóðû èç 371 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1

Ïðîáëåìû ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ

ñðåä â òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà

ïëàñòà: àíàëèç ëèòåðàòóðû

1.1 Ïîñòàíîâêà ìíîãîìàñøòàáíîé çàäà÷è î ãèäðîðàç-

ðûâå ïëàñòà

Îäíîé èç îñíîâíûõ è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé ïîâûøåíèÿ äîáû-

÷è íà íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèíàõ ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ãèäðàâëè÷åñêî-

ãî ðàçðûâà íåôòåãàçîíîñíîãî ïëàñòà. Òåõíîëîãèÿ ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà

ïëàñòà (äàëåå ÃÐÏ) îñíîâàíà íà çàêà÷êå æèäêîñòè ñ òâåðäûìè ÷àñòèöà-

ìè ïîä áîëüøèì äàâëåíèåì (íåñêîëüêî ñîòåí àòìîñôåð) ÷åðåç ñêâàæèíó

äëÿ ñîçäàíèÿ òðåùèí â ïîðèñòîé ñðåäå, êîòîðûå çàïîëíÿþòñÿ ÷àñòèöàìè.

Ïîñëå îñòàíîâêè çàêà÷êè òðåùèíû, çàïîëíåííûå ïëîòíî óïàêîâàííûì ãðà-

íóëèðîâàííûì ìàòåðèàëîì, ñîçäàþò êàíàëû âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ

òðàíñïîðòèðîâêè óãëåâîäîðîäîâ èç ãëóáèí ïëàñòà ê ñêâàæèíå è íà ïîâåðõ-

íîñòü. Ñêâàæèíû ìîãóò áûòü êàê âåðòèêàëüíûìè, òîãäà ôîðìèðóåòñÿ îäíà

âåðòèêàëüíàÿ òðåùèíà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ

êðûëüåâ, òàê è îêîëîãîðèçîíòàëüíûìè ñ íåñêîëüêèìè êëàñòåðàìè ïåðôî-

ðàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòóï èç ñêâàæèíû ê ïîðîäå (òàê íàçûâàåìûé

ìíîãîñòàäèéíûé ãèäðîðàçðûâ ïëàñòà, êàê ïðàâèëî èñïîëüçóåìûé â íèçêî-
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ïðîíèöàåìûõ ïîðîäàõ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôîðìèðóåòñÿ íåñêîëüêî òðàíñ-

âåðñàëüíûõ òðåùèí.

Ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà - ýòî ñîïðÿæåííàÿ çàäà-

÷à ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (èíèöèàöèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèå

òðåùèíû) è ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä (òå÷åíèå ñóñïåíçèè ïî ñêâàæèíå è

â òðåùèíå, à òàêæå ãàçîæèäêîñòíûå òå÷åíèÿ èç ïëàñòà ïî ñèñòåìå òðåùèí

â ñêâàæèíó ïîñëå ÃÐÏ). Ãåîìåõàíè÷åñêèå àñïåêòû ÃÐÏ íàøëè îòðàæåíèå

â ïîäðîáíûõ îáçîðàõ (ñì., íàïðèìåð, [61] è íåäàâíèé îáçîð [79]), êîòîðûå

îïèñûâàþò èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ îò êëàññè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé (ñì. ðàáîòû Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à, Þ.Ï. Æåëòîâà è Ã.È. Áàðåíáëàòòà

[190, 191]) äî ñîâðåìåííûõ óñëîæíåííûõ ïîäõîäîâ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ

ñòàëà âîçìîæíîé ñ ñóùåñòâåííûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî îáçîðà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèé àíàëèç òåêóùå-

ãî ñîñòîÿíèÿ ìîäåëåé ìíîãîôàçíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ òåõíîëîãèè ÃÐÏ.

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäåëè ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â ñêâàæèíàõ è òðå-

ùèíàõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ñèìóëÿòîðàõ ÃÐÏ (íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëà-

ãàþùèõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, Â.Ì. Åíòîâà [192, 193] è J.R.A. Pearson [148]).

Îòäåëüíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ðàçðûâó ìåæäó ðàçâèòèåì òåõíîëîãèè

è òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïðè ÃÐÏ. Ìîäåëèðîâàíèå,

êàê ïðàâèëî, îòñòàåò îò ôàêòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé, èñïîëüçóåìûõ íà ñêâà-

æèíàõ, ïðèìåðíî íà äåñÿòü ëåò. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîðàçðûâà, êàê

ïðàâèëî, äåëàåòñÿ àêöåíò íà ãåîìåõàíè÷åñêèõ àñïåêòàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

òðåùèíû, â òî âðåìÿ êàê ãèäðîäèíàìèêå óäåëÿåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå âíè-

ìàíèÿ, è èñïîëüçóþòñÿ âåñüìà óïðîùåííûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà

÷àñòèö ïðîïïàíòà (ðàñêëèíèâàþùåãî àãåíòà) â ñêâàæèíå è òðåùèíå. Â òî

æå âðåìÿ, íîâûå òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà, ââåäåííûå â ïîñëåäíåå äåñÿòè-

ëåòèå äëÿ ñòèìóëÿöèè äîáû÷è íåôòè è ãàçà èç ñëàíöåâûõ ïîðîä, îñíîâàíû

íà èñïîëüçîâàíèè ðåîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ æèäêîñòåé ñ ïðèìåñüþ òâåðäûõ

÷àñòèö è, èíîãäà, ïîëèìåðíûõ âîëîêîí äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îñàæäåíèÿ ÷à-

ñòèö.
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Æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà ïðîèçâîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà âîäíîé îñíîâå ñ

äîáàâêàìè äëÿ ìîäèôèêàöèè ðåîëîãèè è óëó÷øåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ

ïî ñêâàæèíå (ñíèæåíèå òðåíèÿ çà ñ÷åò ðàçæèæåíèÿ ïðè ñäâèãå) è ïî òðå-

ùèíå (ôîðìèðîâàíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îñàæäåíèÿ

÷àñòèö). Ðåîëîãèÿ íåñóùåé ôàçû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ íåíüþòîíîâñêîé.

Îíà çà÷àñòóþ õàðàêòåðèçóåòñÿ âÿçêî-óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì çà

ñ÷åò äîáàâîê ïîëèìåðîâ â âîäíûé ðàñòâîð [63]. Ñâîéñòâî ðàçæèæåíèÿ ïðè

ñäâèãå (shear thinning) ïîìîãàåò ñíèçèòü ïåðåïàä äàâëåíèÿ ïðè çàêà÷êå

â ñêâàæèíó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà ñ÷åò îòëîæåííîãî ïî âðåìåíè êðîññ-

ëèíêîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ñìåñü ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ïðåäåëà òå-

êó÷åñòè ïåðåä ïðîõîæäåíèåì ïåðôîðàöèîííûõ îòâåðñòèé èç ñêâàæèíû â

òðåùèíó. Òàêîé õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ñìåñè ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ñâîéñòâî

ïðåäåëà òåêó÷åñòè äëÿ ñóñïåíçèè, ÷òî ïðåäîòâðàùàåò íåæåëàòåëüíîå íà-

êîïëåíèå ÷àñòèö â ñêâàæèíå è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö íà

äíî òðåùèíû. Ïîëèìåðíûå âîëîêíà [91] òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå

äîáàâîê â ñìåñè ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìè ïðîïïàíòà äëÿ

ïîääåðæàíèÿ ñòàáèëüíîñòè ñóñïåíçèè è ïðåäîòâðàùåíèÿ íåæåëàòåëüíîãî

îñàæäåíèÿ ÷àñòèö. Ïðåäåë òåêó÷åñòè ñìåñè ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ êàê çà

ñ÷åò êðîññ-ëèíêîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë, òàê è çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ âî-

ëîêîí (ôàéáåðîâ). Çàêà÷êà ïîïåðåìåííî ïîðöèé ñóñïåíçèè è ÷èñòîé æèä-

êîñòè (alternate-slug pumping) ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ âûñîêîïðîâîäÿùèõ òðå-

ùèí ãèäðîðàçðûâà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðàñïðîñòðàíåí-

íîé ïðàêòèêîé [94, 144]. Óëó÷øåííàÿ ïðîâîäèìîñòü òðåùèíû äîñòèãàåòñÿ

çà ñ÷åò êàíàëîâ ìåæäó ïîðöèÿìè ñóñïåíçèè, êîòîðûå ðàñêëèíèâàþò òðå-

ùèíó è óäåðæèâàþò åå â îòêðûòîì ñîñòîÿíèè. Â òî æå âðåìÿ, ïîêà îò-

ñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçìûâàíèÿ ïîðöèé ñóñïåíçèè

(�ñëàãîâ�) ïðè èõ òðàíñïîðòå âíèç ïî ñêâàæèíå, ïðîõîæäåíèè ïåðôîðàöèé

è ïðè äâèæåíèè ïî òðåùèíå. Íàêîíåö, ðàññëîåíèå ñóñïåíçèè â ïðîöåññå îñà-

æäåíèÿ â çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíå ïîñëå îñòàíîâêè çàêà÷êè áûëî âíåäðåíî

â òåõíîëîãèþ ÃÐÏ ñîâñåì íåäàâíî [151, 119], è îíî òàêæå ïîêà íå íàøëî
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îòðàæåíèÿ â ìîäåëÿõ, èñïîëüçóåìûõ â ñèìóëÿòîðàõ ãèäðîðûçðûâà.

Ñóùåñòâóåò íàñóùíàÿ íåîáõîäèìîñòü â ïðîâåäåíèè ìíîãîìàñøòàáíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ãèäðîðàçðûâå ïëàñòà. Ïåðå-

÷èñëåííûå íèæå ÿâëåíèÿ äåìîíñòðèðóþò èåðàðõèþ ìàñøòàáîâ (â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ ìàñøòàáà äëèíû):

• Ìàñøòàá ðàäèóñà ÷àñòèöû: îñàæäåíèå îäèíî÷íûõ ÷àñòèö, áîêîâàÿ ìè-

ãðàöèÿ îäèíî÷íûõ ÷àñòèö â ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè, ñàëüòàöèÿ è ìîáè-

ëèçàöèÿ îäèíî÷íûõ ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè ïëîòíî óïàêîâàííîãî ñëîÿ

îñàæäåííûõ ÷àñòèö;

• Øèðèíà òðåùèíû: èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â ðàçðåæåííîé ñóñ-

ïåíçèè è ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â ðåçóëüòàòå ñäâèãà â êîíöåíòðèðîâàííîé

ñóñïåíçèè, ôîðìèðîâàíèå íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö ïîïåðåê êàíàëà;

• Äèàìåòð ñêâàæèíû: äèñïåðñèÿ ñëàãîâ ñóñïåíçèè, ôîðìèðîâàíèå ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ ñëàãîâ (ñíàðÿäíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ);

• Äèàìåòð ïåðôîðàöèé: äèñïåðñèÿ ñëàãîâ ñóñïåíçèè, äåãðàäàöèÿ ñøè-

òîãî ãåëÿ è âòîðè÷íîå êðîññ-ëèíêîâàíèå;

• Äëèíà/âûñîòà òðåùèíû: ïåðåíîñ è îñàæäåíèå ÷àñòèö, ôîðìèðîâàíèå

ïëîòíî óïàêîâàííîãî ñëîÿ ÷àñòèö íà äíå òðåùèíû, ðåñóñïåíçèðîâàíèå,

ïåðåíîñ ÷àñòèö â ñåòè òðåùèí, äþííûé òðàíñïîðò;

• Äëèíà ñêâàæèíû: äèñïåðñèÿ ñëàãîâ ñóñïåíçèè âäîëü ñêâàæèíû.

Íàøå âèäåíèå íåîáõîäèìûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ äèñöèïëèíû �ìåõà-

íèêà ìíîãîôàçíûõ ñðåä� â ãèäðîðàçðûâå ïëàñòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïî-

ñòðîåíèå èåðàðõèè ìîäåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ èåðàðõèåé ìàñøòàáîâ; îïðå-

äåëåíèå ñâÿçåé ìåæäó ìîäåëÿìè, ñîçäàííûìè íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ

äëèíû (upscaling), ãäå ïîäìîäåëè íà ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ âõîäÿò â áîëåå
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êðóïíîìàñøòàáíûå ìîäåëè â êà÷åñòâå çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé; ðàçâè-

òèå ñàìîñîãëàñîâàííîé ïðîãðàììû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàëèáðîâêè ïîäìî-

äåëåé è âàëèäàöèè êðóïíîìàñøòàáíîé ñõåìû ìîäåëèðîâàíèÿ; íàêîíåö, â

èäåàëüíîì ñëó÷àå ïîñòðîåííûå ìîäåëè, ïîñëå èõ âåðèôèêàöèè, âàëèäàöèè

è âíåäðåíèÿ â ñèìóëÿòîðû, ñëåäóåò òåñòèðîâàòü íà ðåàëüíûõ ðàáîòàõ â ïî-

ëåâûõ óñëîâèÿõ. Êëþ÷åâûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèþ, îòíîñÿùèåñÿ

ê òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, ìîæíî íàéòè â [84].

Ôîêóñ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñðåäîòî÷åí íà ÿâëåíèÿõ ïåðåíîñà, îòíîñÿ-

ùèõñÿ ê ìíîãîôàçíûì òå÷åíèÿì âî âðåìÿ ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà íà ñòàäèè

çàêà÷êè ñóñïåíçèè â ñêâàæèíó, ðàçìåùåíèè ÷àñòèö ðàñêëèíèâàþùåãî àãåí-

òà â òðåùèíå, à òàêæå íà ñòàäèè î÷èñòêè è îáðàòíîãî òå÷åíèÿ èç ñèñòåìû

òðåùèí ê �ïðîñòèìóëèðîâàííîé� ñêâàæèíå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàçáèâà-

åì âñå èññëåäîâàíèÿ ïî ìåõàíèêå ìíîãîôàçíûõ ñðåä äëÿ òåõíîëîãèè ÃÐÏ

íà òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ãðóïïû â òåðìèíàõ ðåæèìà òå÷åíèÿ è ãåî-

ìåòðèè: ìåäëåííûå äâóìåðíûå ñòîêñîâû òå÷åíèÿ â òðåùèíàõ, îäíîìåðíûå

èíåðöèîííûå òå÷åíèÿ ïðè âûñîêèõ ÷èñëàõ Re âî âðåìÿ çàêà÷êè ñóñïåíçèè

â ñêâàæèíó è, îòäåëüíî, ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ âî âðåìÿ î÷èñòêè ñèñòåìû

òðåùèí è ñêâàæèíû. Òùàòåëüíî ïîäîáðàííûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ

êðàéíå âàæíû äëÿ çàâåðøåíèÿ ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè. Â çàâåðøåíèå îáçî-

ðà ëèòåðàòóðû áóäóò ïåðå÷èñëåíû ïðîáëåìû, íà ðåøåíèå êîòîðûõ íàïðàâ-

ëåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.

1.2 Òå÷åíèå ñóñïåíçèé â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà

Êîððåêòíîå ïðåäñêàçàíèå òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà â òðåùèíå ÃÐÏ � ýòî îäíî

èç êëþ÷åâûõ òðåáîâàíèé ïðè ðàçðàáîòêå è ïëàíèðîâàíèè óñïåøíûõ ðàáîò

ïî ãèäðîðàçðûâó. Äèçàéí ðàáîò îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè. Óñïåõ çäåñü

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàáîòà ïî ÃÐÏ îñóùåñòâëåíà ñîãëàñíî ïëàíó, ðàçðàáî-

òàííîìó ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿòîðà, òî åñòü ìîäåëü äîëæíà áûòü àäåêâàòíà

ðåàëüíîìó ôèçè÷åñêîìó ïðîöåññó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè çàêà÷êå ìîãóò
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Ðèñ. 1.1: Ñõåìà òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå.

ïðîèñõîäèòü íåîæèäàííûå ñîáûòèÿ. Åñëè ìîäåëè íå óõâàòûâàþò íåêîòîðûå

âàæíûå ýôôåêòû, òàêèå êàê íåêîíòðîëèðóåìûé ðîñò òðåùèíû â âûñîòó,

ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîðûâó â âåðõíèå èëè íèæíèå ñëîè ïëàñòà, ðàííå-

ìó çàïèðàíèþ ÷àñòèö ïðîïïàíòà íà ïåðôîðàöèÿõ, â ïðèñêâàæèííîé çîíå

èëè â êîí÷èêå òðåùèíû (TSO, tip screenout) è íåæåëàòåëüíîìó îñàæäå-

íèå ÷àñòèö â ïðèñêâàæèííîé çîíå. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî êîììåð÷åñêèõ

ñèìóëÿòîðîâ ÃÐÏ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü òðàíñïîðò ïðîïïàíòà

â îòêðûòûõ òðåùèíàõ ãèäðîðàçðûâà âî âðåìÿ çàêà÷êè. Ìîäåëè ïåðåíîñà

ïðîïïàíòà îòëè÷àþòñÿ ðàçìåðíîñòüþ (îäíîìåðíûå èëè äâóìåðíûå), êîí-

ôèãóðàöèåé òå÷åíèÿ è íàáîðîì ó÷èòûâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ.

Áîëüøèíñòâî êîììåð÷åñêèõ ñèìóëÿòîðîâ ÃÐÏ, ïðèìåíÿåìûõ íåôòåñåð-

âèñíûìè êîìïàíèÿìè äëÿ äèçàéíà ãèäðîðàçðûâà, èñïîëüçóþò ìîäåëè, îñ-

íîâàííûå íà óïðîùåííûõ îäíîìåðíûõ ïîäõîäàõ. Óïðîùåííûå ìîäåëè ïîç-

âîëÿþò îáåñïå÷èòü èõ ñòàáèëüíîå âíåäðåíèå â îáùèé ÷èñëåííûé àëãîðèòì

ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà òðåùèíû äëÿ ïîêðûòèÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà âîçìîæ-

íûõ ðåæèìîâ. Òàêèå ìîäåëè íàñëåäóþòñÿ â ðàñ÷åòíûõ ÿäðàõ ñèìóëÿòîðîâ ñ

1980õ ãã, êîäà ñèìóëÿòîðû ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ â ñèëó âû÷èñëèòåëüíûõ îãðà-

íè÷åíèé òîãî âðåìåíè èñïîëüçîâàëè êðàéíå óïðîùåííûå (ïî ñóòè, íóëü-

ìåðíûå) ìîäåëè, îñíîâàííûå íà èíòåãðàëüíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ (ñì.,

íàïðèìåð, [77, 78, 57]).
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Ïàðàìåòð Åäèíèöû Äèàïàçîí çíà÷åíèé

Ãåîìåòðèÿ òðåùèíû

Ïîëóäëèíà, L ì 100 � 300

Âûñîòà, H ì 20 � 50

Øèðèíà, w ìì 1 � 10

Ñâîéñòâà æèäêîñòåé

Èíäåêñ òå÷åíèÿ, n áåçðàçì. 0.5 � 1

Êîýôô. êîíñèñòåíöèè, K Ïà · ñn 10−3 � 2

Ïðåäåë òåêó÷åñòè, τm Ïà 0 � 15

Êîýôô. ìîë. äèôôóçèè, λm ì2/ñ 10−9

Âðåìÿ ðåëàêñàöèè, tr ñ 5

Ñâîéñòâà ÷àñòèö

Äèàìåòð ÷àñòèö, 2a ì 10−4�2 · 10−3

Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ÷àñòèö, ρ0p êã/ì3 2.65 · 103

Îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö, Cp áåçðàçì. 0 � 0.4

Óñëîâèÿ çàêà÷êè

Ðàñõîä íà ïîâåðõíîñòè, Q ì3/ìèí 0.6 � 6

Ðàñõîä íà ïîâåðõíîñòè, Q áàðð./ìèí 4 � 40

Ñêîðîñòü, U ì/ñ 0.2 � 20

Òàáëèöà 1.1: Äèàïàçîí ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, òèïè÷íûé äëÿ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà

ïëàñòà.

Â 1990õ, ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé ïåðñîíàëüíûõ êîì-

ïüþòåðîâ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîÿâèëèñü ìîäåëè Pseudo3D (P3D) äëÿ

ðîñòà òðåùèíû, ñîïðÿæåííûå ñ 1D ìîäåëÿìè ïåðåíîñà ÷àñòèö [155]. Ýòà

ìîäåëü òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà áûëà çàòåì ðàñøèðåíà â 2D äëÿ èëëþñòðà-

öèè ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö â òðåùèíå, òîãäà êàê äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà

òðåùèíû ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàëàñü îñðåäíåííàÿ ïî âûñîòå îäíîìåðíàÿ

ìîäåëü ïåðåíîñà ÷àñòèö [171]. Íå òàê õîðîøî èçâåñòåí, íî òåì íå ìåíåå

çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ñèìóëÿòîð Planar3D [172, 98], êîòîðûé áûë ðàçâèò

â ïåðâîé ïîëîâèíå 2000õ ãã. Planar3D èñïîëüçóåò ïîëíîñòüþ 2D ìîäåëü

òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà ñ ó÷åòîì îñàæäåíèÿ ÷àñòèö è ãðàâèòàöèîííîé êîí-

âåêöèè, ôîðìèðîâàíèÿ ïëîòíîé óïàêîâêè îñàæäåííûõ ÷àñòèö, áðèäæèíãà

(ðàñêëèíèâàíèÿ) ÷àñòèö â òðåùèíå è âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû (TSO).
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Íàêîíåö, â ïîçäíèå 2000-å ãã. ïîëó÷èëè ìàññîâîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèè

ìíîãîñòàäèéíîãî ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà â îêîëîãîðèçîíòàëüíûõ ñêâàæèíàõ

äëÿ ñòèìóëÿöèè äîáû÷è íåôòè è ãàçà èç íåòðàäèöèîííûõ êîëëåêòîðîâ, ÷òî

ïîòðåáîâàëî ñîçäàíèÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ ñèìóëÿòîðîâ ðîñòà ñåòè òðåùèí.

Ïðèìåðû òàêèõ ñèìóëÿòîðîâ âêëþ÷àþò: Unconventional Fracture Model (UFM)

[180], êîòîðûé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðîñò ñåòè òðåùèí â ïîðèñòîé ñðåäå

ñ ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûìè òðåùèíàìè (êîòîðûå îðèåíòèðîâàíû ïðîèç-

âîëüíî è íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé), Wiremesh model [186], êî-

òîðàÿ ïîçâîëÿåò ðîñò ñåòè òðåùèí íà ïðåä-çàäàííîé ñåòè ñâÿçàííûõ åñòå-

ñòâåííûõ òðåùèí; ìîäåëü DFN (Discrete Fracture Network), êîòîðàÿ âíåä-

ðåíà â ðàçâèòèå ìîäåëè, âïåðâûå ïðåäñòàâëåííîé â [124, 125], è ïîçâîëÿåò

ìîäåëèðîâàòü ïîÿâëåíèå ìíîæåñòâåííûõ òðåùèí â ñëàíöàõ è ìåòàíîâûõ

çàëåæàõ (CBM) íà îñíîâå ìîäåëè äèñêðåòíîé ñåòè òðåùèí.

Â äîïîëíåíèå ê ðàáîòå, êîòîðóþ âåäóò ñåðâèñíûå êîìïàíèè ïî ñîçäàíèþ

ñèìóëÿòîðîâ, â 2010õ ãã. íåêîòîðûå íàöèîíàëüíûå âåðòèêàëüíî èíòåãðè-

ðîâàííûå íåôòÿíûå êîìïàíèè íà÷àëè ðàçâèâàòü ñîáñòâåííîå ïðîãðàììíîå

îáåñïå÷åíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà òðåùèí ñî ñëîæíîé ôóíêöèîíàëüíî-

ñòüþ (íàïðèìåð, ìîäåëè P3D è Planar3D ñ äâóìåðíîé ìîäåëüþ òðàíñïîðòà

ïðîïïàíòà â [53]).

Ñóùåñòâóåò òàêæå ñåìåéñòâî èññëåäîâàòåëüñêèõ ñèìóëÿòîðîâ ÃÐÏ èç

àêàäåìè÷åñêîé ñðåäû è êîðïîðàòèâíûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ öåíòðîâ, êîòî-

ðûå îñíîâàíû íà áîëåå ïåðñïåêòèâíûõ äâóìåðíûõ ïîäõîäàõ ê ìîäåëèðîâà-

íèþ òðàíñïîðòà ÷àñòèö â òðåùèíå. Ïðèâåäåííûé íèæå ñïèñîê ñèìóëÿòî-

ðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èñ÷åðïûâàùèì, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷-

íî ðåïðåçåíòàòèâåí äëÿ èëëþñòðàöèè âàðèàòèâíîñòè ñóùåñòâóþùèõ êî-

äîâ: ñîïðÿæåííûé ñèìóëÿòîð UTFRAC-3D îò University of Texas at Austin

[164], Spatially Heterogenous Aperture Code (SHAC) [127, 128] (ïîêðûâàþ-

ùèé òå÷åíèÿ æèäêîñòè Õåðøåëÿ-Áàëêëè â òðåùèíå ïåðåìåííîãî ðàñêðû-

òèÿ), ñèìóëÿòîð CFRAC [169, 170] (ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ/çàêðûòèÿ òðåùèíû è òðàíñïîðò ÷àñòèö òàêæå â
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ìîäåëè äèñêðåòíîé ñåòè òðåùèí) è ñèìóëÿòîð ðîñòà ñåòè òðåùèí â ñëàí-

öàõ, îñíîâàííûé íà ìîäåëè ïåðåñå÷åíèÿ îñíîâíîé òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ñ

ïðåä-çàäàííîé åñòåñòâåííîé òðåùèíîé [68]. Íåñöåïëåííûé ñ ìîäåëüþ ðîñòà

òðåùèíû ñèìóëÿòîð òðàíñïîðòà ÷àñòèö â òðåùèíå, îñíîâàííûé íà íîâîé

äâóõêîíòèíóàëüíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñåïíçèè, ïðåäñòàâëåí â [5, 12, 15, 19].

Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ñîïðÿæåííîãî ïîäõîäà CFD-FEM ìîæíî íàéòè â [188, 189]. Èíòåãðèðî-

âàííûå ñèìóëÿòîðû ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â ñêâàæèíå, òðåùèíå è ïëàñòå

òàêæå íàõîäÿòñÿ â ðàçðàáîòêå [122].

Êëþ÷åâûå ïðåäïîëîæåíèÿ òèïè÷íîé ìîäåëè òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà â

òðåùèíå ÃÐÏ ñôîðìóëèðîâàíû íèæå. Òå÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ â ðàìêàõ ýâ-

ðèñòè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî ïîäõîäà ëèáî â ðàìêàõ äâóìåðíîé ìîäåëè òîí-

êîãî ñëîÿ (òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ñìàçêè èëè äëèííîâîëíî-

âîå ïðèáëèæåíèå) äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â îäèíî÷íîé òðåùèíå ÃÐÏ

èëè ñåòè òðåùèí (íà äàííûé ìîìåíò äëÿ ñåòè òðåùèí èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî

êâàçèîäíîìåðíûå ìîäåëè òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà, êîòîðûå â ëó÷øåì ñëó÷àå

ó÷èòûâàþò òðåõñëîéíóþ ñòðóêòóðó â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè: ÷èñòàÿ

æèäêîñòü, ñóñïåíçèÿ è ïëîòíàÿ óïàêîâêà îñàæäåííûõ ÷àñòèö [180]). Òðåùè-

íà àïïðîêñèìèðóåòñÿ óçêèì êàíàëîì ñ ïëàâíî ìåíÿþùåéñÿ øèðèíîé (êàê

â ïðîñòðàíñòâå, òàê è âî âðåìåíè) è ïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè (ó÷èòûâàåòñÿ

îòòîê æèäêîñòè, leak-o�). Îñðåäíåíèå ïî øèðèíå òðåùèíû ïðîèçâîäèòñÿ

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïî øèðèíå òðåùè-

íû ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì (ìèãðàöèåé ïðåíåáðåãàåòñÿ), à ïðîôèëü ñêîðîñòè

îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ïóàçåéëÿ. Æèäêîñòü íåñóùåé ôàçû: ñòåïåííàÿ ðåî-

ëîãèÿ, ðàçëè÷íûå æèäêîñòè â ãðàôèêå çàêà÷êè (âÿçêîóïðóãîñòüþ è ïðå-

äåëîì òåêó÷åñòè ïðåíåáðåãàåòñÿ). ×àñòèöû: âçâåøåííûå ÷àñòèöû ñôåðè÷å-

ñêîé ôîðìû îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, âîçìîæåí ó÷åò îñàæäåíèÿ èíäèâèäóàëü-

íûõ ÷àñòèö è ïåðåõîäà ê ïëîòíîé óïàêîâêå/áðèäæèíã/, íåñêîëüêî òèïîâ

ïðîïïàíòà. Ãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ (�îïëûâàíèå� òÿæåëîé æèäêîñòè â

ëåãêîé) ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â äâóìåðíûõ ìîäåëÿõ (ñì., íàïðèìåð, [172, 98].
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Äèíàìèêà çàêðûòèÿ òðåùèíû ïîñëå îêîí÷àíèÿ çàêà÷êè ñ ó÷åòîì ýôôåê-

òîâ ïëàñòè÷íîñòè è âäàâëèâàíèÿ ïðîïïàíòà â ñòåíêè òðåùèíû ó÷èòûâàåòñÿ

òîëüêî â èññëåäîâàòåëüñêèõ êîäàõ (íàïðèìåð, [128]).

Çàìåòèì, ÷òî âñå ìîäåëè òðàíñïîðòà ÷àñòèö, óïîìÿíóòûå âûøå, îñíîâà-

íû íà òàê íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèè �ýôôåêòèâíîé ñðåäû� âñëåä çà îñíîâî-

ïîëàãàþùèìè ðàáîòàìè [50] è [148], ãäå ñóñïåíçèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âÿç-

êàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ è âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùèìè ÿâíî

îò îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö. Ìîäåëü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ñðåäíåîáú-

åìíîé ñêîðîñòè ñóñïåíçèè (êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ

òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷àñòèöû íå äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè ëèáî

îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö ìàëà). Îïèñàíèå óêàçàííîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåí-

çèè â òðåùèíå ÃÐÏ ìîæíî òàêæå íàéòè â [87]. Âûâîä ìîäåëè òðàíñïîðòà

ïðîïïàíòà èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ðàìêàõ ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà

áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüå àâòîðà [5] è âêëþ÷åí â íàñòîÿùóþ ðàáîòó.

Òèïè÷íàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà, êàê ïðàâèëî, ñâîäèòñÿ ê ýëëèï-

òè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ äàâëåíèÿ (òèïà óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà) [84, 103],

êîòîðîå â óïðîùåííîì ñëó÷àå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âè-

äå:
∂w

∂t
= ∇ ·

[
w3

12µ
(∇p− ρg)

]
+Q− 2CL√

t− t0(x, y)

Çäåñü w � øèðèíà òðåùèíû, Q � ðàñïðåäåëåííûé ïðèòîê â òðåùèíó (êàê

ïðàâèëî, îí ëîêàëèçîâàí íà ãðàíèöå), à ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì CL �

ðàñïðåäåëåííûé ñòîê çà ñ÷åò óòå÷åê ÷åðåç ïðîíèöàåìûå ñòåíêè òðåùèíû ïî

ìîäåëè Êàðòåðà, îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûå. Êîýôôèöèåíò w2/12

÷àñòî íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ îòêðûòîé

òðåùèíû ÃÐÏ (êîýôôèöèåíò w2/12µ ÷àñòî íàçûâàþò ìîáèëüíîñòüþ æèä-

êîñòè, ïî-àíãë. - mobility èëè �uidity [130]). Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ïîëÿ

äàâëåíèÿ ñêîðîñòü ñóñïåíçèè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ íà

îñíîâå çàêîíà Ïóàçåéëÿ (â îñðåäíåííîé ïî øèðèíå ôîðìå � òèïà Äàðñè),

à êîíöåíòðàöèÿ ïðîïïàíòà íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
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No. Ïàðàìåòð Âûðàæåíèå Äèàïàçîí çíà÷åíèé

1 Bu = Re/Fr2 ρ00gw/µ
0
0γ̇0 10−3 � 104

2 Bn τp,0/µ0γ̇0 0 � 100

3 ζi ρi/ρ0 0.5 � 1

4 Mi µi/µ0 10−3 � 1

5 τi τi/τ0 1 � 10

6 ε w/L 10−6 � 10−4

7 R L/H 1 � 10

8 Re ρ0UL/µ0 1 � 104

9 Rep ρ0vsa/µ0 1 � 102

10 St/Fr2 mg/6πaµ0 10−8�10−2

11 De tr/ts 0 � 2

12 We trγ̇ 0 � 10

Òàáëèöà 1.2: Äèàïàçîíû çíà÷åíèé áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ òå÷åíèÿ â òðåùèíå

ÃÐÏ íà îñíîâå çíà÷åíèé ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ èç Òàá. 1.1.

íåíèé ïåðåíîñà (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû). Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ðàçìåðíûõ

ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ âíóòðè òðåùèíû ÃÐÏ ïðåäñòàâëåíû â Òàá. 1.1. Ñïèñîê

áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ñ äèàïàçîíîì èõ çíà÷åíèé ïðèâåäåí â Òàá. 1.2.

Çäåñü ÷èñëî Äåáîðû De = tr/ts åñòü îòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè

ðåëàêñàöèè ñðåäû tr ê õàðàêòåðíîìó âðåìåíè äåôîðìàöèè ts, ÷èñëî Âåé-

ñåíáåðãà We = trγ̇ � ýòî ïðîèçâåäåíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè tr è ñðåäíåé

ñêîðîñòè ñäâèãà γ̇, ãäå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñäâèãà äàåòñÿ ôîðìóëîé:

γ̇ =
U

w

Â ëèòåðàòóðå, â öåëîì, îáùåïðèçíàíî, ÷òî îáåñïå÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî

ïîäîáèÿ ìåæäó ëàáîðàòîðíûì ýêñïåðèìåíòîì ïî òðàíñïîðòó ïðîïïàíòà â

òðåùèíå ÃÐÏ è ðåàëüíîé ðàáîòîé ïî ÃÐÏ â ïîëÿõ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî

(ñì. [177]). Ýòîò âûâîä ëåãêî ñäåëàòü èç àíàëèçà íà îñíîâàíèè Òàá. 1.2. Îä-

íàêî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áåçðàçìåðíûõ ïàðà-

ìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíûé ôåíîìåí, òàê ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïîäîáèå

ïî ýòèì ïàðàìåòðàì. Íàïðèìåð, â ðàáîòå àâòîðà [15] ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòîâ ïî ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè
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(Bu, ζi) è îòäåëüíî íà ýêñïåðèìåíòàõ ïî íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà

â æèäêîñòè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè (Bn,Mi).

Óòå÷êè æèäêîñòè ÷åðåç ïðîíèöàåìûå ñòåíêè òðåùèíû (leak-o�) � ýòî

î÷åíü âàæíûé ôàêòîð, êîòîðûé âëèÿåò íà òðàíñïîðò ïðîïïàíòà íà íåñêîëü-

êèõ ìàñøòàáàõ äëèíû: îò îáùåãî èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

äî ìèãðàöèè ÷àñòèö íà ìàñøòàáå øèðèíû òðåùèíû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

óòå÷åê íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Êàðòåðà,

êîòîðàÿ ïîëó÷åíà êàê àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè

â ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè ïîðèñòîé ñðåäû [70, 84] (êàê óêàçàíî íåäàâíî â

[63], ïåðâàÿ ññûëêà íà ýòîò ðåçóëüòàò áûëà äàíà â [107]):

vL =
2CL√
t− t0

Îáçîð êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé óòå÷åê ïðèâåäåí â [163]. Â òî æå âðåìÿ,

ìîäåëü Êàðòåðà íåïðèìåíèìà, íàïðèìåð, îêîëî êîí÷èêà òðåùèíû è â îá-

ëàñòÿõ, ãäå ÷àñòèöû ïëîòíî óïàêîâàíû.

Ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà, âíåäðåííûå â ñèìóëÿòî-

ðû ÃÐÏ, ìîæíî óëó÷øàòü ïî ñëåäóþùèì òðåì íàïðàâëåíèÿì: (i) ìîäåëè-

ðîâàíèå äâèæåíèÿ ñóñïåíçèè íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ðàìêàõ ìíî-

ãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà; (ii) íàáîð ïîêðûâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé:

äâóõñêîðîñòíûå (äâóõêîíòèíóàëüíûå) ýôôåêòû, ïîïåðå÷íàÿ ìèãðàöèÿ ÷à-

ñòèö, âëèÿíèå ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè íà òðàíñïîðò, ïåðåíîñ ÷àñòèö â äþíàõ

íà äíå òðåùèí ïðè ãèäðîðàçðûâå â ñëàíöàõ ñ ôîðìèðîâàíèåì ðàçâåòâëåí-

íîé ñåòè òðåùèí; âëèÿíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñóñïåíçèé; (iii) îïòèìèçàöèÿ

÷èñëåííûõ ñõåì, óëó÷øåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, óñêîðå-

íèå ëèíåéíûõ �ñîëâåðîâ� è íåëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ

äàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ), âîçìîæíîñòü

ðàçðåøàòü ìåëêîìàñøòàáíûå ýôôåêòû, ÷òî òðåáóåò ìåëêèõ ïîäðîáíûõ ñå-

òîê, óëó÷øåíèå ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö.
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1.2.1 Èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö

Í
åò

ï
ð
îñ
ê
àë
üç
û
âà
í
è
ÿ Íåéòðàëüíî ïëàâó÷èå ÷àñòèöû â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ

Ýêñïåðèìåíò req = 0.62R (Segre&Silbergberg, 1962)

FL = πa3ρf [Vp × Ωp] (Rubinow&Keller, 1961)

FL = ρfU
2a4cL(r/R),Rec → 0, Req = 0.6R (Ho-Leal, 1974, Vasseur-Cox, 1976)

Rec < 100 : FL = ρf γ̇
2a4cSHL (Schonberg-Hinch, 1989)

Ïëîñêèé êàíàë:100 < Rec < 3000 : FL = ρf γ̇
2a4cL(r/l,Rec) (Asmolov, 1999)

Êðóãëàÿ òðóáà:1 < Rec < 2000 : FL ∼ ρf γ̇
2a4cL (Matas, Morris, Guazzeli, 2009)

Ëèíåéíûé ïðîôèëü ñêîðîñòè Êâàäðàòè÷íûé ïðîôèëü ñêîðîñòè

Ï
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ï
îò
îê

vs ∈ (vf , γ̇̇γ̇γ) (Ðèñ. 1.2a): vs ∈ (vf , γ̇̇γ̇γ) (Ðèñ. 1.2a):

Ñèëüíûé ñäâèã: FL = 6.46µfa
2vs(γ̇/ν)

1/2 FL ∼ µfa
2vs(γ̇/ν)

1/2 (Asmolov, 1999)

(Sa�man, 1965)

Ïðîèçâîëüíûé ñäâèã:

FL = µfa
2vs(γ̇/ν)

1/2cL(Rep/Re
1/2
G )

(Asmolov, 1990, McLaughlin, 1991)

Ò
å÷
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è
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ë
è
çè

ñò
åí
ê
è

vs ∈ (vf , γ̇̇γ̇γ) (Ðèñ. 1.2a): vs ∈ (vf , γ̇̇γ̇γ) (Ðèñ. 1.2a):

FL = µfa
2vs(γ̇/ν)

1/2cL(Rep/Re
1/2
G , d/LSa) FL = πV

[
9
16
v + 3

16
d
lp
(22− 105 d

lp
Re1/2c )

]
(Asmolov, 1990, McLaughlin, 1991-93) Rec → 0 (Cox& Hsu,1977)

FL ∼ µfa
2vs(γ̇/ν)

1/2

Rec < 100 (Hogg, 1994)

Rec > 100 (Asmolov, 1999)

vs⊥(vf , γ̇̇γ̇γ) (Ðèñ. 1.2b):

FL = 6πρfV
2
s a

2cL(d/l, Vs,Rec)

Ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè

(Asmolov&Osiptsov, 2008)

Òàáëèöà 1.3: Ìåõàíèçìû ìèãðàöèè îäèíî÷íûõ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé íüþ-

òîíîâñêîé ñóñïåíçèè â êàíàëå.

Â ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëÿõ òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà â òðåùèíå ÃÐÏ ïðåä-
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ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îäíîðîäíûé è

ýôôåêòàìè ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðåíåáðåãàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäåíèÿ òîìó, ÷òî ÷àñòèöû ìèãðèðóþò ê öåí-

òðàëüíîé ëèíèè ïðè òå÷åíèè ñóñïåíçèé â êàíàëàõ (ñì., íàïðèìåð, ýêñïå-

ðèìåíòû â [177]), ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñðåäíåé ñêîðîñòè ïåðåíîñà

÷àñòèö âäîëü òðåùèíû è ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ñóñïåíçèè [179, 12]. Ôèçè-

÷åñêèå ïðîöåññû, êîòîðûå äàþò âêëàä â ìåõàíèçìû ìèãðàöèè, äîñòàòî÷íî

ñëîæíû, âêëþ÷àÿ ëèíåéíûé èëè êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð ïðîôèëÿ ñêîðî-

ñòè íà ìàñøòàáå ÷àñòèö, ñêîðîñòíîå ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèö ïî îòíîøåíèþ

ê æèäêîñòè, âëèÿíèå ñòåíîê, ýôôåêòû íåíüþòîíîâñêîé ðåîëîãèè.

Ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè. Â ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè

(÷òî òèïè÷íî äëÿ ãèäðîðàçðûâà â ñëàíöàõ) ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â ñóñïåíçèè

ïðîèñõîäèò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, çà ñ÷åò ýôôåêòîâ íà ìàñøòàáå îäèíî÷íîé

÷àñòèöû â çàäàííîì ïîëå ñêîðîñòè. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ

ýôôåêòà: (i) ïëàâó÷åñòü ÷àñòèö (êàê ïðàâèëî, îòðèöàòåëüíàÿ è ïðèâîäÿ-

ùàÿ ê îñàæäåíèþ); (ii) èíåðöèÿ ÷àñòèö (ïðèâîäÿùàÿ ê ïðîñêàëüçûâàíèþ

÷àñòèö îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, ÷òî õàðàêòåðíî, íàïðèìåð, äëÿ òå÷åíèÿ â

íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà, ãäå âûðàáàòûâàåòñÿ ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ); (iii)

âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé; è (iv) ìàëàÿ, íî íåíóëåâàÿ èíåðöèÿ

æèäêîñòè.

Äàæå â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â

ñäâèãîâîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â êàíàëå, ôåíîìåí áîêîâîé ìèãðàöèè

÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, ÷òî çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå

â íåôòåãàçîâîé ëèòåðàòóðå, ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì íåîáõîäèìûì ïîòðàòèòü

íåêîòîðîå âðåìÿ íà ïðîÿñíåíèå ýòèõ ýôôåêòîâ. Â Òàá. 1.3 ïðèâåäåíà ñèñòå-

ìàòèçàöèÿ èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ áîêîâîé

(ïîäúåìíîé) ñèëû íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé

òå÷åíèÿ. Áîêîâàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê FL = 6πµavL, ãäå vL � ñêîðîñòü

áîêîâîé ìèãðàöèè. Ôàêòè÷åñêè áîêîâàÿ ñèëà � ýòî ñèëà Ñòîêñà, äåéñòâóþ-

ùàÿ íà ÷àñòèöó çà ñ÷åò ôîðìèðîâàíèÿ áîêîâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèä-
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Ðèñ. 1.2: Áîêîâàÿ ñèëà íà ÷àñòèöó â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ëåæèò â ïëîñêîñòè ïðîôèëÿ

ñêîðîñòè æèäêîñòè è åãî ãðàäèåíòà [159, 2] (a) èëè ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïîëÿ ñêî-

ðîñòè [3] (b). Íåéòðàëüíî ïëàâó÷àÿ ÷àñòèöà, âðàùàþùàÿñÿ â ñäâèãîâîì ïîëå ñêîðîñòè

òàêæå ïîêàçàíà [162, 108] (a).

êîñòè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç-çà âîçìóùåíèÿ â ïîëå ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû,

âíîñèìîãî ÷àñòèöåé (ïîñëåäíÿÿ, êàê ïðàâèëî, âðàùàåòñÿ â ñäâèãîâîì ïî-

òîêå è èíîãäà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè). Ðàññìàòðèâàÿ òðàíñïîðò

÷àñòèöû ïðîïïàíòà â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ â êàíàëå, ìîæíî âûäåëèòü äâà ñëó-

÷àÿ: (i) íåéòðàëüíî ïëàâó÷àÿ ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ â

îñíîâíîì òå÷åíèè è âðàùàþùàÿñÿ çà ñ÷åò ñäâèãîâîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ;

(ii) òÿæåëàÿ ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ ñ íåêîòîðûì ïðîñêàëüçûâàíèåì îòíîñè-

òåëüíî æèäêîñòè (ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìîæåò ëåæàòü â îäíîé ïëîñ-

êîñòè ñî ñêîðîñòüþ æèäêîñòè è åå ãðàäèåíòîì, êîãäà ÷àñòèöû îáãîíÿþò

ïîòîê èëè îòñòàþò, à ïðè îñàæäåíèè ÷àñòèö â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè â

êàíàëå, ïðîñêàëüçûâàíèå ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî ïî íîðìàëè ê óêàçàííîé

ïëîñêîñòè).

Ñëó÷àé (i) íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö õîðîøî èçó÷åí - íàáëþäåíèÿ

äàòèðóþòñÿ åùå âðåìåíàìè Ïóàçåéëÿ, êîòîðûé èçó÷àë ýðèòðîöèòû êðîâè,

ñîáèðàþùèåñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíîê áîëüøèõ êðîâåíîñíûõ

ñîñóäîâ [150]. Ïîçäíåå â ðàáîòàõ [162] áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî íåé-

òðàëüíî ïëàâó÷èå ÷àñòèöû ñîáèðàþòñÿ íà ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ 0.62 îò
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ðàäèóñà êðóãëîé òðóáû (òàê íàçûâàåìûé �ïèí÷-ýôôåêò�). Ñóùåñòâóåò öå-

ëàÿ ñåðèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî âû÷èñëåíèþ áîêîâîé ïîäúåìíîé ñèëå íà

÷àñòèöó â êàíàëüíîì òå÷åíèè, â êîòîðûõ ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåòñÿ îáëàñòü

ïðèìåíèìîñòè àíàëèçà â òåðìèíàõ Rec - îò ÷èñåë ïîðÿäêà åäèíèöû [108] äî

áîëüøèõ çíà÷åíèé [55]. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè ïîëó÷åíû

â [115] äëÿ ìèãðàöèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö â òðóáàõ ïðè áîëüøèõ

÷èñëàõ Rec, ãäå áûëî äàíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòà-

ìè è òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè [55]. Ðåçóëüòàòû [55] áûëè îáîáùåíû íà

òå÷åíèÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà â [118].

Äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ìàëîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ ïðîñêàëüçûâà-

íèåì ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíîìó ñäâèãîâîìó ïîòîêó (â ïëîñêîñòè ñêîðî-

ñòè è åå ãðàäèåíòà, ñì. Ðèñ. 1.2a), àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ áîêîâîé

ñèëû áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî â [159]. Ìèãðàöèÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ

ïðîñêàëüçûâàíèåì â ñäâèãîâîì ïîòîêå, ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ìàëîé èíåðöèè

æèäêîñòè. Â ýòîì ñìûñëå �èíåðöèîííàÿ áîêîâàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà� ôîðìè-

ðóåòñÿ çà ñ÷åò èíåðöèè æèäêîñòè, à íå ÷àñòèöû. Ïðè íóëåâûõ ÷èñëàõ Rec â

òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ìèãðàöèÿ áóäåò îòñóòñòâîâàòü. Â òåðìèíàõ îòíîñèòåëü-

íîé âåëè÷èíû áîêîâûõ ñèë ïîäúåìíàÿ ñèëà â ïðèñóòñòâèå ìåæôàçíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ (ñèëà Ñýôìàíà) áîëüøå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, ÷åì áîêîâàÿ

ñèëà íà íåéòðàëüíî ïëàâó÷óþ ÷àñòèöó â ñäâèãîâîì ïîòîêå. Òàêèì îáðà-

çîì, êàê òîëüêî ïîÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòíîå ïðîñêàëüçûâàíèå, âêëàä âðàùåíèÿ

÷àñòèöû ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì. ×àñòèöû, äâèæóùèåñÿ áûñòðåå

æèäêîñòè â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ, áóäóò ìèãðèðîâàòü â ñòîðîíó ñòåíîê êàíàëà.

Îòñòàþùèå ÷àñòèöû ìèãðèðóþò ê öåíòðàëüíîé ëèíèè êàíàëà. Ó÷åò âëè-

ÿíèÿ ñòåíîê ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòó îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö íà ìàëûõ

ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè.

Ñèëà Ñýôìàíà áûëà çàòåì èñïîëüçîâàíà â ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷å-

ñêèõ ðàáîòàõ. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàëèñü êîíôèãóðàöèè òå÷åíèÿ, êîãäà

ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèöû ëåæèò â ïëîñêîñòè ñêîðîñòè æèäêîñòè è åå ãðà-

äèåíòà (Ðèñ. 1.2a). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ òåõíîëîãèè ÃÐÏ íàèáîëüøèé èíòå-
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ðåñ ïðåäñòàâëÿåò äðóãàÿ êîíôèãóðàöèÿ, êîãäà ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ

÷àñòèöû íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ñêîðîñòè æèäêîñòè è åå ãðà-

äèåíòà (Ðèñ. 1.1 è 1.2b). Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îáîáùåíèå

ñèëû Ñýôìàíà [159], ñ ó÷åòîì òðåõ êîíêðåòíûõ ýôôåêòîâ: âëèÿíèÿ ñòåí-

êè, îñåäàíèÿ ÷àñòèöû ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè è ëîêàëüíîãî ñäâèãà

ñêîðîñòè â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ.

Îïðåäåëåíèå óêàçàííîé áîêîâîé ñèëû ïîçâîëèò èçó÷èòü ìèãðàöèþ ñðå-

äû ÷àñòèö â òðåùèíå ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåí-

òðàöèè ïðîïïàíòà ïîïåðåê òðåùèíû, êîòîðûé âëèÿåò íà ãîðèçîíòàëüíûé

ïåðåíîñ è âåðòèêàëüíîå îñàæäåíèå ïðîïïàíòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðà-

áîòàõ [103, 179] ïðåäñòàâëåíà äâóìåðíàÿ, îñðåäíåííàÿ ïî øèðèíå òðåùèíû,

ìîäåëü òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ýôôåêòèâíîé æèä-

êîñòè [148] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ÷àñòèöû ìèãðèðîâàëè íà ñðåäèííóþ

ïëîòíîñòü òðåùèíû (ôîðìèðóÿ çîíó ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèè â ÿäðå òå-

÷åíèÿ â öåíòðå êàíàëà). Îäíàêî, êëþ÷åâîé ìåõàíèçì ìèãðàöèè ÷àñòèö â

óêàçàííîé ðàáîòå áûë ñâÿçàí ñ âÿçêîóïðóãîñòüþ íåñóùåé ôàçû íà îñíîâå

ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â

òðóáå [177].

Èç àíàëèçà ðàññìîòðåííûõ ðàáîò ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âñå ñóùå-

ñòâóþùèå ìîäåëè òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà ïîëó÷åíû îñðåäíåíèåì ïàðàìåò-

ðîâ òå÷åíèÿ ïîïåðåê òðåùèíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì (çà èñêëþ÷åíèåì íàøèõ è ñî-

âñåì íåäàâíèõ ðàáîò [12, 130, 81]. Òàêèì îáðàçîì, áîêîâîé ìèãðàöèåé ÷à-

ñòèö â òðåùèíå îáû÷íî ïðåíåáðåãàåòñÿ. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿ-

åòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè íåñóùàÿ ôàçà � ýòî ñèëüíî êðîññ-ëèíêîâàííûé

ïîëèìåðíûé ãåëü ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè, òàê ÷òî âñå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå

çàíÿòî ïñåâäîçàòâåðäåâøèì ÿäðîì ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì âáëèçè ñòåíîê (â

äàííîé êîíôèãóðàöèè ÷àñòèöû âìîðîæåíû â ïñåâäîçàòâåðäåâøåå ÿäðî òå-

÷åíèÿ è ïîòîìó íå ìèãðèðóþò). Ïðåíåáðåæåíèå ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèåé ÷à-

ñòèö ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåäîîöåíêå ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèö è ñêî-
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ðîñòè îñàæäåíèÿ ñóñïåíçèè, ÷òî ïîâëèÿåò íà îöåíêó ïðîäóêòèâíîé ïëî-

ùàäè òðåùèíû, çàïîëíåííîé ïðîïïàíòîì ïîñëå çàêðûòèÿ. Ñóùåñòâóþùèå

ñèìóëÿòîðû èìåþò òåíäåíöèþ íåäîîöåíèâàòü äëèíó è ïåðåîöåíèâàòü âû-

ñîòó îáëàñòè, çàíÿòîé ÷àñòèöàìè, òàê êàê ïðè ìèãðàöèè ÷àñòèö ê öåíòðó

ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òðàíñïîðòèðîâêè ÷àñòèö âîçðàñòàåò, à òàêæå óâåëè÷èâà-

åòñÿ ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ñóñïåíçèè â öåëîì.

Ïîäâîäÿ èòîãè äàííîãî ðàçäåëà, ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåçóëüòàòû ïî ìèãðà-

öèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö íåëüçÿ íàïðÿìóþ ïðèìåíÿòü äëÿ àíàëèçà

òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà. Åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòà-

ìè äëÿ áîêîâîé ñèëû íà òÿæåëóþ ÷àñòèöó, êîòîðàÿ ïåðåíîñèòñÿ è îñàæäà-

åòñÿ â òå÷åíèè â òðåùèíå [3, 12, 179], è äëÿ áîêîâîé ñèëû íà íåéòðàëüíî

ïëàâó÷óþ ÷àñòèöó ïðè òå÷åíèè â òðóáå [55, 115, 118]: áîêîâàÿ ïîäúåìíàÿ

ñèëà ïðè íàëè÷èè ìåæôàçíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ áîëüøå ïî ïîðÿäêó âå-

ëè÷èíû è ïðåäñêàçûâàåò äðóãîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèö, à èìåííî

� òîëüêî íà ñðåäèííîé ïëîñêîñòè êàíàëà. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëü-

òàòîâ ïî áîêîâîé ñèëå íà ÷àñòèöó, ïîëó÷åííûõ ê ñåðåäèíå 2000õ, ìîæíî

íàéòè â [116].

1.2.2 Íåóñòîé÷èâîñòü íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ÷èñòîé æèäêîñòè

è ñóñïåíçèè

Âî âðåìÿ çàêà÷êè ïðîïïàíòà â ñíàðÿäíîì ðåæèìå îòäåëüíûìè ïîðöèÿìè

â òðåùèíó ÃÐÏ, êîãäà ïîðöèè ñóñïåíçèè ÷åðåäóþòñÿ ñ ïîðöèÿìè ÷èñòîé

æèäêîñòè, ïðîèñõîäèò âûòåñíåíèå ñèëüíîâÿçêîé ñóñïåíçèè ñ ïîìîùüþ ìà-

ëîâÿçêîé æèäêîñòè â óçêîì êàíàëå ñ ïëîñêèìè ñòåíêàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê

ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêî-

ñòÿìè [158]. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü êàê íåæåëàòåëüíîé, êîãäà îíà

ïðîèñõîäèò â íåêîíòðîëèðóåìîì ðåæèìå, òàê è îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé äëÿ îï-

òèìèçàöèè ïðîâîäèìîñòè òðåùèíû ÃÐÏ, íàïðèìåð, êîãäà îíà ïðèâîäèò ê

ôîðìèðîâàíèþ âûñîêîïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ â òðåùèíå [15]. Ýòà íåóñòîé-
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÷èâîñòü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òàêæå äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîäâèæåíèÿ

ñóñïåíçèè ñ ïîìîùüþ ÷èñòîé æèäêîñòè â êîíöå îïåðàöèè ïî ÃÐÏ [19] èëè

äëÿ ðàçìåùåíèÿ áàðüåðîâ äëÿ ðîñòà òðåùèíû ÃÐÏ ñ öåëüþ êîíòðîëÿ ðîñòà

òðåùèíû â âûñîòó [44].

Îáû÷íî âûñîêîïðîâîäÿùèå êàíàëû â òðåùèíå ÃÐÏ, çàïîëíåííîé ïðîï-

ïàíòîì, äîñòèãàþòñÿ ïóòåì çàêà÷êè ïðîïïàíòà â ñíàðÿäíîì ðåæèìå ïîð-

öèÿìè ïîî÷åðåäíî ñ ïîðöèÿìè ÷èñòîé æèäêîñòè. Àëüòåðíàòèâíàÿ ìåòî-

äîëîãèÿ äîñòèæåíèÿ òàêèõ âûñîêîïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ â òðåùèíå ìîæåò

áûòü îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà è ïîä-

õîäÿùåì âûáîðå æèäêîñòåé è ñóñïåíçèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêà÷êè

(ñì. Ðèñ. 1.3 äëÿ èëëþñòðàöèè). Ïðè âûòåñíåíèè ïðîïïàíòà èç ñêâàæèíû

â òðåùèíó íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè ÃÐÏ (òàê íàçûâàåìîé �ïåðåïðîäàâêå�),

ïàëüöåîáðàçîâàíèå ïîìîãàåò ïðåäîòâðàòèòü çàêðûòèå òðåùèíû â ïðèñêâà-

æèííîé çîíå è ãèäðàâëè÷åñêîå îòêëþ÷åíèå òðåùèíû îò ñêâàæèíû [19].

Äðóãîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà, äî-

ñòîéíûé óïîìèíàíèÿ, ýòî ðàçìåùåíèå áàðüåðà äëÿ êîíòðîëÿ ðîñòà òðåùè-

íû â âûñîòó íà îñíîâå óïðàâëÿåìîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà

æèäêîñòåé [44]. Ìåòîä ðàçìåùåíèÿ áàðüåðà íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ

òðåùèíû â îñíîâíîì îñíîâàí íà ïðîíèêíîâåíèè �ïàëüöà� ÷èñòîé ìàëîâÿç-

êîé æèäêîñòè â ïîðöèþ âûñîêîâÿçêîé ñóñïåíçèè ïî ìåõàíèçìó íåóñòîé÷è-

âîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì ïîðöèÿ ñóñïåíçèè ðàçáèâàåòñÿ íà

äâå, îòòåñíÿÿ áàðüåðû èç ñóñïåíçèè ê âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå òðåùèíû.

Ýòè ïîðöèè ñóñïåíçèè, äîñòèãàÿ âåðõíåãî è íèæíåãî êðàÿ òðåùèíû, ïðè-

âîäÿò ê �ðàñêëèíèâàíèþ� ÷àñòèöàìè ïðîïïàíòà â êîí÷èêå òðåùèíû, ÷òî

ïðèâîäèò ê îñòàíîâêå ðîñòà òðåùèíû ïî ìåõàíèçìó tip screen-out (TSO),

òàêèì îáðàçîì îñòàíàâëèâàÿ íåæåëàòåëüíûé ðîñò òðåùèíû â âûñîòó.

Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ýëåìåíòîâ ðàçâèòèÿ ïåðâè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè

Ñýôìàíà-Òåéëîðà ïðè âûòåñíåíèè ñóñïåíçèè ñ ïîìîùüþ ÷èñòîé æèäêîñòè

â òðåùèíå ÃÐÏ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå âòîðè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-

Ãåëüìãîëüöà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïàëüöà ÷èñòîé æèäêîñòè, ÷òî áûëî
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èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ [136, 139].

Ðèñ. 1.3: Ïàëüöåâèäíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûòåñíåíèè òðåõ æèä-

êîñòåé (ñóñïåíçèÿ ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè ïîêàçàíà êðàñíûì, ëèíåéíûé ãåëü � ñèíèì,

âîäà � áåëûì) (ñëåâà); ôðàêòàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàëüöåâèäíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè

âûòåñíåíèè ñóñïåíçèè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè âîäîé (ñïðàâà) [15].

Ïàëüöåîáðàçîâàíèå â ðåçóëüòàòå âûòåñíåíèÿ æèäêîñòè â òðåùèíå äîñòà-

òî÷íî øèðîêî îñâåùåíî â ëèòåðàòóðå, íî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëåííûå

ðåçóëüòàòû ïðîõîäÿò âàëèäàöèþ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ (êàê

ïîêàçàíî â [15, 19]). Ðàçâèòèå ïðåäèêòèâíîé ìîäåëè âîçìîæíî òîëüêî íà îñ-

íîâàíèè ñðàâíåíèÿ ìîäåëè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, òàê êàê äëèíà

è øèðèíà ïàëüöåâ çàâèñÿò íå òîëüêî îò ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, çàëîæåí-

íûõ ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (òàêèõ êàê äèññèïàòèâíûå

ìåõàíèçìû, îòñåêàþùèå êîðîòêîâîëíîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü, íàïðèìåð, ïî-

âåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå), íî è äåòàëåé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.

Íàãëÿäíûé ïðèìåð äåòàëüíûõ ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåí â [167],

ãäå 89% ðàñòâîð ãëèöåðèíà âûòåñíÿåòñÿ âîäîé. Ðåçóëüòèðóþùèå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âàëèäàöèè äâóìåðíûõ èññëåäîâàòåëü-

ñêèõ êîäîâ, íî ïîêà îíè áûëè èñïîëüçîâàíû ëèøü äëÿ çàìûêàíèÿ îäíîìåð-

íûõ ìîäåëåé äëèíû ñìåøåíèÿ.
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1.3 Çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëåé

Íàáîð ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîäåëåé

òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà, âêëþ÷àþò: ïîëèìåðíûå äîáàâêè äëÿ ñíèæåíèÿ ñî-

ïðîòèâëåíèÿ â ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ïåðåïàäà

äàâëåíèÿ ïðè ïðîêà÷êå ãåëÿ ïî ñêâàæèíàì, ðàñõîä çàêà÷êè, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåò ðåæèì òå÷åíèÿ (îò ëàìèíàðíîãî äî òóðáóëåíòíîãî), ïîëèäèñïåðñ-

íîñòü ñóñïåíçèè ÷àñòèö ïðîïïàíòà, íåñôåðè÷íîñòü ÷àñòèö ïðîïïàíòà è äî-

áàâêè âîëîêîí (ôàéáåðîâ) â ñóñïåíçèè äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îñàæäåíèÿ ÷à-

ñòèö. Ýòè ôàêòîðû âëèÿþò êàê íà ðåîëîãèþ ñóñïåíçèè â öåëîì, òàê è íà

ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî òðàíñïîðòà è âåðòèêàëüíîãî îñàæäåíèÿ ÷àñòèö.

Ñëåäóþùèå ýôôåêòû çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ: äèíàìè÷åñêîå

ðàñêëèíèâàíèå è ìîáèëèçàöèÿ ÷àñòèö çà ñ÷åò ëîêàëüíîé äåãèäðàöèè (çà

ñ÷åò óòå÷åê) è ôîðìèðîâàíèå ïëîòíîé óïàêîâêè íà äíå òðåùèíû (çà ñ÷åò

îñàæäåíèÿ), âëèÿíèå îñàæäåíèÿ/ñåãðåãàöèè/ðàññëîåíèÿ; îñàæäåíèå ñ ôîð-

ìèðîâàíèåì êëàñòåðîâ è àãëîìåðàöèé òâåðäûõ ÷àñòèö; äåòàëüíûé ó÷åò ðåî-

ëîãèè ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ [69, 130, 131]; ýôôåêòû âÿçêîóïðóãîñòè

ãèäðîðàçðûâíûõ æèäêîñòåé.

Âÿçêîñòü ñóñïåíçèé íà îñíîâå ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé òàêæå ìîæåò çà-

âèñåòü îò òåìïåðàòóðû [84], îäíàêî àñïåêòû ïåðåíîñà òåïëà âûõîäÿò çà ðàì-

êè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Äåòàëè âîçìîæíûõ çàâèñèìîñòåé âÿçêîñòè îò òåì-

ïåðàòóðû, â òîì ÷èñëå àíîìàëüíîé çàâèñèìîñòè, ìîæíî íàéòè â [181, 182].

Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ ýôôåêòîâ îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â

ïðèñêâàæèííîé çîíå â ãèäðîðàçðûâíóþ æèäêîñòü äëÿ ñòàáèëèçàöèè ñóñ-

ïåíçèè èíîãäà äîáàâëÿþòñÿ ôàéáåðû (âîëîêíà) [94]. Èñïîëüçîâàíèå âîëî-

êîí óæå ïðèâåëî ê ïðîðûâíîìó ðàçâèòèþ òåõíîëîãèé áîëåå ýôôåêòèâíîãî

ðàçìåùåíèÿ ïðîïïàíòà â òðåùèíàõ ÃÐÏ [91, 119].
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Ýôôåêòû

Ñ
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í
îñ
òü

Èíåðöèÿ Rep ∼ 1 Íåíüþòîíîâñêàÿ ðåîëîãèÿ Ñòåñíåííîå îñàæäåíèå Cp ∼ 1 Âëèÿíèå ñòåíîê vs/vSt = g(h)

Rep ≪ 1

Íüþòîíîâñêàÿ v0St = (ρp − ρf )gD
2/18µf vs = vSt (1− Cp/C

j
max)

α
α = 4.7 + 19.5h, h = d/w

CD = 24/Rep

Ñòåïåííàÿ vSt = (ρp − ρf )gD
n+1/3n−118K α = 5.5 [143], j = 0 [154], 1[5] g(h) = 1− 0.65h+O[h3] [143]

Âÿçêî-óïðóãîñòü Áîëüøå äàííûõ â Òàá. 1.5

vSt = v0St (1− 0.18(RepWe)0.19)
−1/2

[49]

2 < Rep < 500 CD = 30/Rep
0.625 α = 3.5 [143] α = 4.45Re−0.1

p [143]

Rep > 500 CD = 0.44 α = 2 [143] g(h) = (1− (h/2))3/2 [143]

Òàáëèöà 1.4: Ðàçëè÷íûå ýôôåêòû, âëèÿþùèå íà îñàæäåíèå ÷àñòèö.

1.3.1 Ãðàâèòàöèîííîå îñàæäåíèå ÷àñòèö

Îñàæäåíèå ÷àñòèö � ýòî íàèáîëåå èññëåäîâàííûé ðàçäåë ìíîãîôàçíûõ òå-

÷åíèé â ïðèëîæåíèè ê òåõíîëîãèè ÃÐÏ, è ýòîìó åñòü äâå ïðè÷èíû. Âî-

ïåðâûõ, îòíîñèòåëüíî ëåãêî ïîñòàâèòü ýêñïåðèìåíò ïî îñàæäåíèþ ÷àñòèö

â ñòàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ (îñàæäåíèå â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè). Âî-âòîðûõ,

òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðî-

ñòè îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè

îäèíî÷íîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû â íüþòîíîâñêîé íåïîäâèæíîé æèäêîñòè

ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ÷àñòèöû (ñòîêñîâî òå÷åíèå: Rep → 0). Â ýòîì

ñëó÷àå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïðè áàëàíñå íåñêîëüêèõ ñèë: ñèëû Ñòîêñà, ñè-

ëû òÿæåñòè è ñèëû Àðõèìåäà. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ýòèõ ñèë íà ÷àñòèöó

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû,

êîòîðîå â ëèòåðàòóðå èíîãäà íàçûâàþò ñêîðîñòüþ Ñòîêñà. Îáçîð ïî îñà-

æäåíèþ ÷àñòèö â íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòÿõ ìîæíî íàéòè â [51]. Òàáëè-

öà 1.4 äåìîíñòðèðóåò áàçîâûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ

÷àñòèö. Çäåñü ìû ëèøü ñëåãêà çàòðàãèâàåì òåìó âëèÿíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè

íåñóùåé ôàçû íà îñàæäåíèå ÷àñòèö. Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóþò íàáîðû ðàç-

ðîçíåííûõ êîððåëÿöèé è ïîïûòêè ïðåäëîæèòü óíèôèöèðîâàííûõ ïîäõîä

[165, 166], îäíàêî â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå ïîêà íå äîñòèãíóòî åäèíñòâà ìíå-

íèé ïî ïîâîäó ó÷åòà âÿçêîóïðóãîñòè íà îñàæäåíèå ïðîïïàíòà.

Êàê ïîêàçàíî â Òàá. 1.4, èìååòñÿ ÷åòûðå ôàêòîðà, ñóùåñòâåííî âëèÿþ-

37



ùèõ íà ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö: èíåðöèÿ æèäêîñòè (Rep ∼ 1), íåíüþ-

òîíîâñêàÿ ðåîëîãèÿ íåñóùåé ôàçû, êîíå÷íîñòü îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö è íàëè÷èå ñòåíîê. Âëèÿíèå èíåðöèè íåñóùåé ôàçû íà îñàæäåíèå, ïî-

âèäèìîìó, âàæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü â ïðèëîæåíèè ê ÃÐÏ â ñëàíöàõ (òàêèå

ðàáîòû, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿòñÿ ñ ìàëîâÿçêèìè æèäêîñòÿìè ïðè ìàëîé

îáúåìíîé äîëå ÷àñòèö), ãäå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ÷àñòèö ìîæåò áûòü êîíå÷-

íûì Rep (îáçîð ïî ïîïðàâêàì íà êîíå÷íîñòü ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ÷àñòèöû

ìîæíî íàéòè â [143]). Ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ìîæåò áûòü èçâåñòíûì

îáðàçîì îáîáùåíà íà ñëó÷àé ñòåïåííîé ðåîëîãèè æèäêîñòè (ñì. Òàá. 1.4). Â

ñëó÷àå ðåîëîãèè Õåðøåëÿ-Áàëêëè â öåíòðå êàíàëà ôîðìèðóåòñÿ ÿäðî ïñåâ-

äîçàòâåðäåâàíèÿ (ãäå ÷àñòèöû âìîðîæåíû â æèäêîñòü è íå îñàæäàþòñÿ), à

âáëèçè ñòåíîê ïîÿâëÿþòñÿ ñäâèãîâûå ñëîè, ãäå îñàæäåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çà-

êîíó äëÿ ñòåïåííîé æèäêîñòè. Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ îòäåëüíûå ïîïûòêè

èññëåäîâàòü ýôôåêòû âÿçêîóïðóãîñòè. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïîïûòîê ïðèâî-

äÿò ê êîíòð-èíòóèòèâíûì âûâîäàì, íàïðèìåð: ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì èõ îáúåìíîé äîëè (÷òî îáúÿñíÿåòñÿ óâåëè÷å-

íèåì ñêîðîñòè ñäâèãà ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòèö äðóã ê äðóãó) è óìåíüøà-

åòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ñäâèãà [66].

Òåíäåíöèÿ ãðóïïû ÷àñòèö ê àãëîìåðàöèè è ñàìîîðãàíèçàöèè áûëà èñ-

ñëåäîâàíà â [117], [123]. Äðóãîé ýôôåêò, ïðèâîäÿùèé ê óâåëè÷åíèþ îáùåé

ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ñóñïåíçèé � ýôôåêò Áîéêîòòà � òàêæå áûë òåîðåòè÷å-

ñêè èññëåäîâàí, íî ïîêà íå âíåäðåí â êîììåð÷åñêèå ñèìóëÿòîðû [145].

Ýôôåêò êîíå÷íîé îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö íà îñàæäåíèå â êîíöåíòðèðî-

âàííûõ ñóñïåíçèÿõ, èçâåñòíûé êàê ñòåñíåííîå îñàæäåíèå (hindered settling),

ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîïðàâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà F (Cp) = vs(Cp)/vSt.

Ðàçëè÷íûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýôôåêòà ñòåñíåííîãî îñàæäåíèÿ

ïîêàçàíû â Òàá. 1.5. Ïðîáëåìà ñ îðèãèíàëüíîé ôîðìóëîé Richardson-Zaki

è åå îáîáùåíèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ñîãëàñíî ýòîé

ôîðìóëå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè îñàæäåíèè ÷àñòèö è ïðèáëèæåíèè ê

ïëîòíîé óïàêîâêå íà äíå òðåùèíû (ïðè Cp → Cmax), è â ðàñ÷åòàõ ÷àñòè-
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Ôîðìóëà äëÿ F (Cp) = vs/vSt Èñòî÷íèê

1− 6.55Cp Batchelor [64]

(1− Cp)
2/101.82Cp [73]

(1− Cp)
α

α = 4.65 Richardons-Zaki [154]

α = 4.5 [102]

α = 5.1 [97]

α = 5.5 [143]

(1− Cp/Cmax)
α α = 5 Òðàíñïîðò ïðîïïàíòà [5, 12]

Òàáëèöà 1.5: Ðàçëè÷íûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîïðàâêè ê ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ

çà ñ÷åò ýôôåêòà ñòåñíåííîãî îñàæäåíèÿ â êîíöåíòðèðîâàííîé ñóñïåíçèè ïðè Rep → 0.

öû �ïðîâàëèâàþòñÿ� ñêâîçü äíî òðåùèíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü ýòî

íåñîîòâåòñòâèå ðåàëüíîñòè, áûëà ââåäåíà ïîïðàâêà â ôîðìå (1−Cp/Cmax)
α,

êîòîðàÿ áûëà óñïåøíî èñïîëüçîâàíà ïðè ðàñ÷åòàõ òðàíñïîðòà ïðîïïàíòà

[179] (âàëèäàöèÿ ýòîé ôîðìóëû îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

ïðîâåäåíà â íàñòîÿùåé ðàáîòå è ïðåäñòàâëåíà â Ãëàâå 2 [12]).

1.3.2 Ðåîëîãèÿ ñóñïåíçèé: âëèÿíèå íåíüþòîíîâñêèõ ýôôåêòîâ

Ãèäðîðàçðûâíàÿ æèäêîñòü ýòî, êàê ïðàâèëî, âîäíûé ðàñòâîð ïîëèìåðà [63],

÷òî îáúÿñíÿåò åå ñèëüíî íåíüþòîíîâñêóþ ðåîëîãèþ. Êàê ïðàâèëî, íåñóùàÿ

ôàçà ñ÷èòàåòñÿ �òåêó÷åé æèäêîñòüþ� â ñìûñëå ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû,

òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé çàâèñèò îò êîìïî-

íåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè è íå çàâèñèò îò ñîáñòâåííî äåôîðìà-

öèé:

pij = −pδij + τij(eij), eij =
1

2
(∇jvi +∇ivj)

Ìîæíî ñäåëàòü äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ [153]:

• Äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè: τ = µ0e

• Äëÿ îáîáùåííîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè: τ = µ(|e|)e. Â ýòîì êëàññå

- áèíãàìîâñêàÿ æèäêîñòü, ñòåïåííàÿ æèäêîñòü è æèäêîñòü Õåðøåëÿ-

Áàëêëè.
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Ôîðìóëà äëÿ µs(Cp)/µf Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòü, Cp Èñòî÷íèê

1 + 2.5Cp Cp < 0.05 Einstein [85]

1 + 2.5Cp + 7.6C2
p Cp < 0.2 Batchelor [65]

(1− 3.5Cp)
−2.5 0 ≤ Cp < Cmax Roscoe [156]

(1 + 1.25Cp/(1− Cp/Cmax))
2 0 ≤ Cp < Cmax Ferrini [90]

1 + 2.5Cp + 10C2
p + 0.0019 exp(20Cp) 0 ≤ Cp < Cmax Thomes [173], [160]

1.125(Cp/Cmax)
1/3/(1− (Cp/Cmax)

1/3) 0 ≤ Cp ≤ Cmax Frankel & Acrivos [89]

(
1− Cp

Cmax

)β
β = −2.5Cmax 0 ≤ Cp < Cmax Krieger [111]

β = −2.5 0 ≤ Cp < Cmax Nicodemo [142],[113]

β = −2 0 ≤ Cp < Cmax Maron [140]

β = −1.5 0 ≤ Cp < Cmax = 0.64 Barree & Conway [58]

β = −1.82 0.01 < Cp < Cmax Krieger [112]

β = −1.89 0 ≤ Cp < Cmax Scott [161]

Òàáëèöà 1.6: Ðàçëè÷íûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåîëîãèè ñóñïåíçèé: îò ðàçðå-

æåííûõ ñóñïåíçèé äî êîíöåíòðèðîâàííûõ.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò âî âñåõ êîììåð÷åñêèõ ñèìóëÿòîðàõ (ñì., íàïðèìåð,

[180, 186, 53, 68, 122] è äð.) ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü ñòåïåííàÿ ðåîëîãèÿ ãèäðî-

ðàçðûâíîé æèäêîñòè. Ïðåäåë òåêó÷åñòè âíåäðåí ïîêà òîëüêî â èññëåäîâà-

òåëüñêèå êîäû (íàïðèìåð, SHAC [128]), ïîñêîëüêó ó÷åò ïðåäåëà òåêó÷åñòè â

ìîäåëè ïðèâîäèò ê ñëîæíîñòÿì ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, óâåëè÷èâàåò âðå-

ìÿ ðàñ÷åòà, è òàêóþ ìîäåëü äîâîëüíî ñëîæíî òåñòèðîâàòü. Â íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèè â ìîäåëè ñðåäû áóäåò ó÷òåí ïðåäåë òåêó÷åñòè è ïðîâåäåíà

âàëèäàöèÿ ìîäåëè îòíîñèòåëüíî èìåþùèõñÿ ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ.

1.3.3 Ðåîëîãèÿ ñóñïåíçèé: âëèÿíèå ÷àñòèö

Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âÿçêîñòè ñóñïåíçèé

ïðåäñòàâëåíî â [174] (ñì. Òàá. 1.6).

Äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ñóñïåíçèè ÷àñòèö íà îñíîâå ãèäðîðàçðûâíîé

æèäêîñòè áûëî ïîêàçàíî [58], ÷òî β = −1.5 (Òàá. 1.6). Â òî æå âðåìÿ, äâó-

ìåðíûå ìîäåëè ïåðåíîñà è îñàæäåíèÿ ïðîïïàíòà [103, 179] èñïîëüçîâàëè

çíà÷åíèå β = −1.82 [112]. Äëÿ ñëó÷àÿ íåíüþòîíîâñêîé (ñòåïåííîé) ãèäðî-
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ðàçðûâíîé æèäêîñòè ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàñòâîðàìè ïîëèìåðà

è íåéòðàëüíî ïëàâó÷èìè ÷àñòèöàìè ïðåäñòàâëåíû â [84]. Ðåçóëüòàòû ýêñïå-

ðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè (èíäåêñ òå÷åíèÿ) n íå çàâèñèò

îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò êîíñèñòåí-

öèè K çàâèñèò îò îáúåìíîé äîëè ïî ôîðìóëå, áëèçêîé ê âûðàæåíèÿì äëÿ

âÿçêîñòè íüþòîíîâñêèõ ñóñïåíçèé:

K = Kf

(
1− Cp

Cmax

)5nf/2

,

ãäå Kf � çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîíñèñòåíöèè æèäêîñòè.

1.4 Ïåðå÷åíü íåðåøåííûõ ïðîáëåì

Èòàê, âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äèçàéí ðàáîò ïî ÃÐÏ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñèìóëÿòîðîâ, êîòîðûå îñíîâàíû íà ìîäåëÿõ ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ

ñðåä ïðèìåíèòåëüíî ê òå÷åíèÿì, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ñòà-

äèÿõ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ïî ãèäðîðàçðûâó. Ïåðå÷èñëèì êðàòêî ýòè ñòàäèè:

íà ñòàäèè çàêà÷êè � òå÷åíèå ñóñïåíçèè â ñêâàæèíå è òðàíñïîðò ñóñïåíçèè

â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ÃÐÏ, ñîçäàííîé â ïîðîäå, è íà ñòàäèè î÷èñòêè

òðåùèíû îò ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè � ìíîãîôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ â çà-

êðûòîé òðåùèíå ÃÐÏ, çàïîëíåííîé ïëîòíî óïàêîâàííûìè ÷àñòèöàìè ïðî-

ïïàíòà, è ãàçîæèäêîñòíîå òå÷åíèå â ñêâàæèíå îò ïåðôîðàöèé (â ìåñòàõ

ñîåäèíåíèÿ ñ òðåùèíàìè ÃÐÏ) ê ïîâåðõíîñòè.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îáçîðà ëèòåðàòóðû ñëåäóåò, ÷òî, ïîæàëóé, òîëüêî

ïåðâàÿ ñòàäèÿ (ñòàöèîíàðíàÿ çàêà÷êà ýôôåêòèâíî îäíîôàçíîé ñóñïåíçèè â

ñêâàæèíó) õîðîøî îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûìè ãèäðàâëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, à

èñïîëüçóåìûå â èìåþùèõñÿ ñèìóëÿòîðàõ ÃÐÏ ìîäåëè òðàíñïîðòà ïðîïïàí-

òà â òðåùèíå ÃÐÏ íà ñòàäèè çàêà÷êè è ìîäåëè î÷èñòêè ñèñòåìû �ñêâàæèíà-

òðåùèíà� òðåáóþò óëó÷øåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì:

� âûâîä ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà èç çàêî-

íîâ ñîõðàíåíèÿ â ðàìêàõ ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà, ÷òî ïîçâîëèò ïî-
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ñòðîèòü ñàìîñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü, î÷åðòèòü ãðàíèöû åå ïðèìåíèìîñòè

è âûÿñíèòü ïðåäåë ïðèìåíèìîñòè ýâðèñòè÷åñêè ïîñòóëèðîâàííûõ ìîäåëåé

ýôôåêòèâíîé ñðåäû, êîòîðûå äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿëèñü â ñèìóëÿòîðàõ;

� ïîñòðîåíèå ìíîãîìàñøòàáíîé ìîäåëè ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðîïïàíòà ïî-

ïåðåê òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, íà÷èíàÿ ñ âû÷èñëåíèÿ áîêîâîé ñèëû íà îäè-

íî÷íóþ ÷àñòèöó, êîòîðàÿ ïåðåíîñèòñÿ è îñàæäàåòñÿ â òðåùèíå, çàòåì ïî-

ñòðîåíèå ìîäåëè ìèãðàöèè ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì äàííîé áîêîâîé ñèëû è,

íàêîíåö, ïîñòðîåíèå îñðåäíåííîé äâóìåðíîé ìîäåëè òðàíñïîðòà è îñàæäå-

íèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ñôîðìèðîâàííîãî â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè.

Êðîìå òîãî, äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñèìóëÿòîðîâ ÃÐÏ â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçâèòèå òàêèõ íàïðàâëåíèé, êàê (ñîîòâåòñòâó-

þùèå îáçîðû ëèòåðàòóðû äàíû â íà÷àëå Ãëàâ 4 è 5):

� èçó÷åíèå ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå èç ïëîòíî óïàêîâàííûõ ÷àñòèö

ïðîïïàíòà â çàêðûòîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà âî âðåìÿ î÷èñòêè, ãèäðîäè-

íàìè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ ñêâàæèí (ÃÄÈÑ) è âûâîäà ñêâàæèíû ñ òðåùè-

íîé ÃÐÏ íà ñòàöèîíàðíóþ äîáû÷ó, ÷òî òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ìíîãîêîíòèíó-

àëüíîé ìîäåëè ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè è ïîèñêà çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé

äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ïëîòíîé óïàêîâêè ÷àñòèö ïðîïïàíòà êàê ôóíêöèè ïî-

ðèñòîñòè;

� ïîñòðîåíèå ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîäåëåé ãàçîæèäêîñòíîãî òå÷åíèÿ â

ñêâàæèíàõ ïîñëå ÃÐÏ, îáåñïå÷èâàþùèõ êîððåêòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ïî-

ñòàíîâîê çàäà÷ (ãèïåðáîëè÷íîñòü).

Äîñòèæåíèå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå öåëåé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî

ìíîãîìàñøòàáíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä, ïîêðûâàþùåå âñå

ñòàäèè ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà. Íà ðåøåíèå ïåðå÷èñ-

ëåííûõ âûøå ïðîáëåì è íàïðàâëåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.

Äàííûé ëèòåðàòóðíûé îáçîð, à òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-

ñåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â [21].
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Ãëàâà 2

Ïîñòðîåíèå ìíîãîêîíòèíóàëüíîé

ìîäåëè äëÿ òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â

òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà

2.1 Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíå-

íèÿ â ðàìêàõ äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé äâóõêîí-

òèíóàëüíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàç-

ðûâà ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö è ðàññîãëàñîâàíèÿ ñêîðî-

ñòåé ôàç. Èçó÷åíèå äàííîãî ÿâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ âíåäðåíèÿ â êîììåð÷å-

ñêèå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäå-

ëèðîâàíèè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå â ïðèëîæåíèè ê òåõíîëîãèè ãèäðî-

ðàçðûâà íåôòåíîñíîãî ïëàñòà [84]. Êàê îòìå÷àëîñü â îáçîðå, ñóùåñòâóþùèå

ìîäåëè ïåðåíîñà ÷àñòèö â òðåùèíå [148, 179, 103, 145] áûëè ïîñòóëèðîâàíû

â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè, ãäå ñóñïåíçèÿ ñ÷èòàåòñÿ

âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñ ïëîòíîñòüþ è âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùèìè

îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ñóñ-
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ïåíçèè â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè g.

Íåñóùàÿ ôàçà - âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ0f

è âÿçêîñòè µ0. Äèñïåðñíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ íåêîëëîèäíûõ ñôå-

ðè÷åñêèõ ÷àñòèö ðàäèóñà a ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ρ0p è ìàññîé îäèíî÷íîé

÷àñòèöû m. Òðåùèíà ñ÷èòàåòñÿ âåðòèêàëüíûì êàíàëîì ïåðåìåííîé øèðè-

íû w. Ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz, ñ îñÿìè x è y, íàïðàâëåííûìè ïî

ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, è îñüþ z, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ñðåäèí-

íîé ïëîñêîñòè òðåùèíû. Åäèíè÷íûå îðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò îáîçíà÷åíû

e1, e2, e3. Ñóñïåíçèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîìáèíàöèÿ äâóõ âçàèìîïðîíè-

êàþùèõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíóóìîâ: ñðåäû ÷àñòèö è íåñóùåé ôà-

çû. Ñðåäà ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåòñÿ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé Cp, ÷èñëîâîé

êîíöåíòðàöèåé np, ïëîòíîñòüþ ρp = Cpρ
0
p è ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ vp.

Íåñóùàÿ ôàçà îïèñûâàåòñÿ îñðåäíåííîé ïëîòíîñòüþ ρf = (1 − Cp)ρ
0
f è

ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ vf .

Â ðàìêàõ äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà [195], îáùèå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà äëÿ êàæäîé ôàçû â ðàç-

ìåðíîé ôîðìå èìåþò âèä:

∂ρf
∂t

+∇(ρfvf) = 0,
∂ρp
∂t

+∇(ρpvp) = 0 (2.1)

ρf
dfvf

dt
= −∇pf +∇jτ

ij
f ei + ρfg − npFp (2.2)

ρp
dpvp

dt
= −∇pp +∇jτ

ij
p ei + ρpg + npFp (2.3)

dfvf

dt
=
∂vf

∂t
+ (vf∇)vf ,

dpvp

dt
=
∂vp

∂t
+ (vp∇)vp

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òðåùèíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êàíàëîì

ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, ó êîòîðîãî òîëùèíà � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè w(t, x, y). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåùèíà çàïîëíåíà ïîêîÿùåéñÿ ÷èñòîé æèäêîñòüþ,

à êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

äâóõ òèïîâ: ñëó÷àé I � ðåàëèñòè÷íûé ïðèìåð çàêà÷êè ñóñïåíçèè â ïðèñêâà-

æèííóþ îáëàñòü òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíè-
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çó êðàÿìè òðåùèíû, ñëåâà � âåðòèêàëüíîé ëèíèåé ñèììåòðèè òðåùèíû, à

ñïðàâà � óñëîâíîé ãðàíèöåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ÷åðåç êîòîðóþ æèäêîñòü

èëè ñóñïåíçèÿ ìîæåò ñâîáîäíî ïðîòåêàòü. Ñëó÷àé II � ìîäåëüíûé ïðèìåð

ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â çàêðûòîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó.

Äëÿ ñëó÷àÿ I çàêà÷êè ñóñïåíçèè â ïðèñêâàæåííóþ îáëàñòü òðåùèíû ãèä-

ðîðàçðûâà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàçìåðíîé ôîðìå èìåþò âèä:

x = 0 : vf = vf0(t, y, z), Cp = C0(t, y, z), (2.4)

y = 0, H : vf = vp = 0

z = ±w
2
: uf = vf = 0, wf = ±1

2

∂w

∂t
± vl, wp = 0;

x = L :
∂uf
∂x

= 0, vf = 0,
∂up
∂x

= 0, vp = 0

Çäåñü íà ëåâîé ãðàíèöå íà âõîäå â òðåùèíó çàäàåòñÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè

vf0 (ýòà ñêîðîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå ëåâîé

ãðàíèöû, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðôîðàöèîííûì îòâåðñòèÿì). Òàêæå íà

ëåâîé ãðàíèöå çàäàíà êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö C0. Íà áîêîâûõ ñòåíêàõ òðå-

ùèíû çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè

æèäêîñòè, íåíóëåâàÿ íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè vl, ó÷èòûâàþùàÿ âîç-

ìîæíûé îòòîê æèäêîñòè, è óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îòòîêà ÷àñòèö. Íà âåðõíåé è

íèæíåé ãðàíèöàõ òðåùèíû çàäàíî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè. Íà ïðà-

âîé ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òå÷åíèÿ, ÷åðåç êîòîðóþ æèäêîñòü

èëè ñóñïåíçèÿ ìîæåò ñâîáîäíî ïðîòåêàòü, çàäàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå �ìÿã-

êîå� ãðàíè÷íîå óñëîâèå: ñêîðîñòü æèäêîñòè ãîðèçîíòàëüíà è íå çàâèñèò îò

ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ãðàíèöà íàõîäèòñÿ

äîñòàòî÷íî äàëåêî îò îáëàñòè çàêà÷êè íà ëåâîé ãðàíèöå. Íà äàííîì ýòàïå,

ïðè ôîðìóëèðîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåíçîð íàïðÿ-

æåíèé íåíóëåâîé â îáåèõ ôàçàõ, à, ñëåäîâàòåëüíî, òå÷åíèå êàæäîé ôàçû

îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå òðåáóþò çàäàíèÿ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî âñåìó ïåðèìåòðó ðàññìàòðèâàå-

ìîé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

45



òèï ñèñòåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ (â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñðå-

äû ÷àñòèö ìîæåò ñòàòü ãèïåðáîëè÷åñêîé), è òîãäà ÷àñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ïîòðåáóåòñÿ îòáðîñèòü.

Äëÿ ñëó÷àÿ II ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â çàêðûòîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âî âñåé îáëàñòè çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà-

öèè ÷àñòèö, à òàêæå ñêîðîñòè ÷àñòèö è æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ.

Ïðè äàëüíåéøåì óïðîùåíèè óðàâíåíèé (2.1)�(2.3) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ïðè ãðàâèòàöèîííîì îñàæäåíèè ñóñïåíçèè õàîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö

ìàëà, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òåíçîðîì íàïðÿæåíèé â ñðåäå ÷àñòèö:

pp = 0, τ ijp = 0[194]. Âñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö è ðàññî-

ãëàñîâàíèÿ ñêîðîñòåé ôàç îñðåäíåííûå ïëîòíîñòè ñðåäû ÷àñòèö, íåñóùåé

ôàçû è ñóñïåíçèè ïåðåìåííû, è ñðåäíåìàññîâûå ñêîðîñòè ôàç è ñìåñè ÿâëÿ-

þòñÿ äèâåðãåíòíûìè (ò.å. ñóñïåíçèÿ ÿâëÿåòñÿ �ñæèìàåìîé� ñðåäîé). Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé äëÿ íåñóùåé ôàçû ìîæíî ïðèíÿòü êàê

äëÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùåé îò

îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö [194]:

τ ijf = 2µ0µ(Cp)

(
eij − 1

3
δij∇vf

)
, µ(0) = 1

µ(Cp) =

(
1− Cp

Cmax

)−1.89

, Cmax = 0.65

Çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ñêîòòà [173], ïðèãîäíîé â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Â

âûðàæåíèè äëÿ ìåæôàçíîé ñèëû ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà Ñòîêñà ñ ïîïðàâêîé íà

êîíå÷íóþ îáúåìíóþ äîëþ ÷àñòèö f(Cp), à òàêæå ñèëà Àðõèìåäà:

Fp = 6πaµ0(vf − vp)
1

f(Cp)
− 4

3
πa3ρ0fg
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2.1.2 Âûâîä àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè òîíêî-

ãî ñëîÿ

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ

ñêîðîñòè U , äëèíû (âûñîòû) L è øèðèíû d òðåùèíû èç (2.1)-(2.3) ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

∇ [(1− Cp)vf + Cpvp] = 0,
∂Cp

∂t
+∇(Cpvp) = 0 (2.5)

ε−1Re

[
(1− Cp)

dfvf

dt
+ ζpCp

dpvp

dt

]
=

−∇pf +∇jτ
ij
f ei − Bu0 [1 + Cp(ζp − 1)] e2 (2.6)

εSt
dpvp

dt
= (vf − vp)

1

f(Cp)
− St

Fr2

(
ζp − 1

ζp

)
e3 (2.7)

ε =
d

L
, St =

mU

6πaµ0d
, Fr =

U√
gd
,

Re =
ρ0fUd

µ0
, ζp =

ρ0p
ρ0f
, Bu0 =

Re

ε2Fr2
, Bu =

Re

Fr2

Â ïåðâîì óðàâíåíèè (2.5) âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêî-

ðîñòü ñóñïåíçèè, ÿâëÿþùàÿñÿ áåçäèâåðãåíòíîé â ñèëó íåñæèìàåìîñòè ìà-

òåðèàëîâ ôàç. Èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë:

ε≪ 1, ∇w ≪ 1, εRe ≪ 1, St ∼ 1, Fr ∼ 1, Re ∼ 1, ζp ∼ 1 (2.8)

Ââîäÿòñÿ íîâûå ôóíêöèè, îñðåäíåííûå ïîïåðåê òðåùèíû:

H(t, x, y) =
1

w

∫ w/2

−w/2

h(t, x, y, z)dz

Êàê è â ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëÿõ, â äàííîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïîïåðåê òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Èç

(2.5)-(2.7) â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå (2.8) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâóìåð-
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íûå îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ:

∂wCp

∂t
+∇ (wCpvp) = 0 (2.9)

∂w

∂t
= ∇

[
w3

12µ(Cp)
(∇p+ Bu [1 + Cp(ζp − 1)] e2)− wCpvs

]
− 2vl (2.10)

vf = − w2

12µ(Cp)
(∇p+ Bu [1 + Cp(ζp − 1)] e2) , vp = vf + vs (2.11)

vs = − St

Fr2

(
ζp − 1

ζp

)
f(Cp)e2, f(Cp) =

(
1− Cp

Cmax

)α

.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ

äëÿ êîíöåíòðàöèè (2.4):

t = 0 : Cp = 0, (x, y) ∈ [0, L/H]× [0, 1]; x = 0 : Cp = C0, y ∈ [y1, y2]

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.10) ñëåäóþò èç (2.4). Òàê êàê îñðåä-

íåííîå ïî òîëùèíå òðåùèíû äâèæåíèå ñðåäû ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïåðåíîñà êîíöåíòðàöèè íà ôîíå çàäàííîãî ïîëÿ

ñêîðîñòè, ÷àñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñðåäû ÷àñòèö îòáðîøåíî. Äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ (2.10) ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñìåøàííûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

x = 0 :
∂p

∂x
= −12µ (Cp)

w2
, y ∈ [y1, y2];

∂p

∂x
= 0, y ∈ [0, y1], [y2, 1]

x = L/H :
∂p

∂y
= −Bu; y = 0, 1 :

∂p

∂y
= −Bu(1 + Cp|y=0, 1 (ζp − 1))

Ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè ñòåñíåííîãî îñàæäåíèÿ ÷àñòèö èñïîëüçóåòñÿ èç-

âåñòíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò óìåíüøåíèå ñêîðîñòè

îñàæäåíèÿ âêëþ÷åíèé ïðè óâåëè÷åíèè èõ îáúåìíîé äîëè. Ñóùåñòâóþùèå

ìîäåëè ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè ñîäåðæàò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëîêàëüíàÿ

ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêîðîñòü ñóñïåíçèè â òðåùèíå îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ïóà-

çåéëÿ, òîãäà êàê â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà

íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëîé Ïóàçåéëÿ ñëåäóåò

îïèñûâàòü ñðåäíåìàññîâóþ ñêîðîñòü íåñóùåé ôàçû (2.11). Êðîìå òîãî, â
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Ðèñ. 2.1: Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â òðåùèíå ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ â ìî-

ìåíò t = 0.5, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ îäíîñêîðîñòíîé (a) è äâóõêîíòèíóàëüíîé (á) ìîäåëåé

ïðè Bu = 3260.

ðàííèõ ìîäåëÿõ âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö (2.11), âìåñòî ñðåäíåìàñ-

ñîâîé ñêîðîñòè æèäêîé ôàçû, ñîäåðæàëî ñðåäíåîáúåìíóþ ñêîðîñòü ñóñ-

ïåíçèè. Êàê ñëåäñòâèå, â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííàÿ

äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ (2.10)

ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå −∇(wCpVs), ó÷èòûâàþùåå äâóõñêî-

ðîñòíûå ýôôåêòû.

2.1.3 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ

òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ äâóõñêîðîñòíûõ ýôôåêòîâ íà ïåðåíîñ è îñåäàíèå ÷à-

ñòèö â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé (2.9)�(2.10) íà ðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå. Ðåøåíèå ýë-

ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.10) ïîñòðîåíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ

ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëü-

òàòå êîí÷åíî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïÿ-

òèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ðåøåíà ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Äëÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (2.9) èñïîëüçîâàíà TVD ñõåìà ñ ïîãðåøíî-

ñòüþ àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîãî ïîðÿäêà
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Ðèñ. 2.2: Ïîëîæåíèå ôðîíòà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â òðåùèíå ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ

â ìîìåíò t = 0.5 äëÿ Bu = 326 (a) è Bu = 3260 (á). Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè èñïîëü-

çîâàíèè îäíîñêîðîñòíîé (ïóíêòèð) è äâóõñêîðîñòíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ìîäåëåé.

ïî âðåìåíè [215]. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñîîòíîøåíèè ñòîðîí ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè L/H=5 äëÿ äâóõ òèïîâ òðåùèí: ñ ïðÿìîóãîëüíûì èëè ýëëèïòè÷å-

ñêèì âåðòèêàëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïðè vl = 0, α = 5, y1 = 0, y2 = 1,

a/d = 1/6, ζp = 3, C0 = 0.2. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðî-

âîäèëàñü ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ. Èòîãîâûå ðàñ÷åòû áûëè

ïðîâåäåíû íà ñåòêå, îáåñïå÷èâàþùåé íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëî ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå èñ-

ñëåäîâàíèå. Íà Ðèñ. 2.1 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåí-

òðàöèè ÷àñòèö ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà çàêà÷êè ñóñïåíçèè â

òðåùèíó, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ìîäåëè ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè è äâóõêîí-

òèíóàëüíîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî

ìîäåëè ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèÿ (2.9)-(2.10) áåç

äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ çà ñ÷åò äâóõêîíòèíóàëüíûõ ýôôåêòîâ. Ïîêàçàíî,

÷òî îòíîøåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî ê ÷èñëó ïëàâó÷åñòè Bu â (2.10)

ïðîïîðöèîíàëüíî ξ = (a/d)2(ζp − 1). Ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ óâåëè÷åíèå Bu

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âëèÿíèÿ äâóõñêîðîñòíûõ ýôôåêòîâ íà ðàñïðåäå-

ëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â òðåùèíå (Ðèñ. 2.2). Ïðè Bu > 103 ðàçëè÷èå

ìåæäó ðàñ÷åòàìè ïî ìîäåëè ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè è ïî äâóõêîíòèíóàëü-
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íîé ìîäåëè äîñòèãàåò 15% è áîëåå (Ðèñ. 2.2, á). Áûëî òàêæå ïðîâåäåíî

ïðîáíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äâóõêîíòèíóàëüíûõ ýôôåêòîâ

íà ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ñ ïîìîùüþ äîñòóïíîãî êîì-

ìåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ðàñ÷åòà ÃÐÏ. Â ðåçóëüòàòå áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî â äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ, òèïè÷íîì äëÿ ñòàíäàðòíûõ óñëî-

âèé ÃÐÏ, äâóõêîíòèíóàëüíûå ýôôåêòû, ó÷òåííûå â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè

äâèæåíèÿ ñóñïåíçèè ïî òðåùèíå, îêàçûâàþò íåáîëüøîå âëèÿíèå íà çàêîí

ðîñòà òðåùèíû. Îäíàêî, â äàëüíåéøåì òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè áîëåå äåòàëüíîå

èññëåäîâàíèå äàííîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è.

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [5].
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2.2 Ýôôåêòû âÿçêîïëàñòè÷íîñòè

Êàê äåòàëüíî îáñóæäàëîñü â Ãëàâå 1, ñìåñü ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè

(êðîññ-ëèíêîâàííûé ïîëèìåðíûé ãåëü) ñ ÷àñòèöàìè ïðîïïàíòà è âîëîêíà-

ìè (ôàéáåðàìè) îáëàäàåò âûðàæåííûì ñâîéñòâîì íàëè÷èÿ ïðåäåëà òåêó-

÷åñòè. Êàê ïðàâèëî, òàêîé êëàññ æèäêîñòåé îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Áèíãà-

ìà (ëèíåéíàÿ ðåîëîãèÿ â îáëàñòè ñäâèãà) ëèáî ïîëíîé ìîäåëüþ Õåðøåëÿ-

Áàëêëè (ñòåïåííàÿ ðåîëîãèÿ è ïðåäåë òåêó÷åñòè). Â äàííîì ðàçäåëå ìû

ïðåäñòàâèì îáîáùåíèå ìîäåëè òå÷åíèÿ â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà ñ ó÷åòîì

ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñìåñè. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñóùåñòâóþùèå êîììåð÷åñêèå

ñèìóëÿòîðû ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà ó÷èòûâàþò ëèøü ñòåïåííóþ ðåîëîãèþ

áåç ïðåäåëà òåêó÷åñòè, ó÷åò êîòîðîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñóùåñòâåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè.

Òå÷åíèÿ ÷èñòîé æèäêîñòè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè (áåç ïðèìåñè òâåðäûõ

÷àñòèö) â óçêîì êàíàëå (êîëüöåâîé çàçîð çàòðóáíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè öå-

ìåíòàæå ñêâàæèí) øèðîêî èññëåäîâàëèñü â ëèòåðàòóðå, êàê òåîðåòè÷åñêè

[196, 197, 201, 198], òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî [199, 200]. Â ìåíüøåé ñòåïåíè

ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ãåîìåòðèè ïëîñêîãî êàíàëà [202, 203], êîòî-

ðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðèëîæåíèè ê ãèäðîðàçðûâó ïëàñòà. Â ÷àñòíî-

ñòè, â [202] áûëî ïîëó÷åíî îäíîìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ òå÷åíèÿ

áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â òðåùèíå. Òå÷åíèÿ äâóõ áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòåé

ïîä äåéñòâèåì ñèë ïëàâó÷åñòè â íàêëîííîì ïëîñêîì êàíàëå áûëè ðàññìîò-

ðåíû â [203] â ïðèëîæåíèè ê öåìåíòèðîâàíèþ ñêâàæèí. Â îáùåì ñëó÷àå,

ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ âîçíèêàåò

èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðàÿ äåòàëüíî îáñóæäàëàñü â [206].

Òåîðèÿ òîíêîãî ñëîÿ äëÿ 2D òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ ïëàâíî èçìåíÿþùåéñÿ òîë-

ùèíîé áûëà ïðåäëîæåíà â [205]. Â óêàçàííîé ðàáîòå äåòàëüíî ðàññìîòðå-

íà èñòîðèÿ ïàðàäîêñà òåîðèè ñìàçî÷íîãî ñëîÿ (the lubrication paradox) â

ïðèëîæåíèè ê áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, êîòîðûé ñîñòîèò â íåðàçðåøèìîé

äèëåììå î ñóùåñòâîâàíèè ëèáî îòñóòñòâèè îáëàñòè, ãäå ñêîðîñòü ñäâèãà â
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òî÷íîñòè ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ

áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âîçìóùåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà øèðè-

íà êàíàëà ìàëà. Â ïðèëîæåíèè ê ãèäðîðàçðûâíûì òå÷åíèÿì â [205] áûëî

ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè âåðòè-

êàëüíîé òðåùèíû. Â [207] ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ áûëî èñïîëüçîâàíî

äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçâèòü îáùóþ ìîäåëü 2D òå÷åíèÿ â êàíàëå äëÿ æèäêîñòè

òèïà Áèíãàìà, êîòîðàÿ âåäåò ñåáÿ êàê ëèíåéíî-óïðóãîå òåëî íèæå ïðåäåëà

ñäâèãà.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà (Ñ-Ò) ïðè âûòåñíåíèè ÷èñòûõ æèäêîñòåé â óçêîì ïëîñêîì êàíà-

ëå èëè êîëüöåâîì çàçîðå, íà÷èíàÿ ñ îðèãèíàëüíîé ðàáîòû [158]. Ïðè âû-

òåñíåíèè ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè ìàëîâÿçêîé æèäêîñòüþ â óçêîì çàçîðå

ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðàÿ â íåëè-

íåéíîé ôàçå ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â ôîðìå ïàëüöåâèäíîãî

èñêðèâëåíèÿ èçíà÷àëüíî ïëîñêîãî èíòåðôåéñà. Ñêîðîñòü ðîñòà ìàëûõ âîç-

ìóùåíèé íà èíòåðôåéñå ìåæäó íåñìåøèâàþùèìèñÿ æèäêîñòÿìè íåîãðà-

íè÷åííî ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè äëèíû âîëíû. Â ïðèñóòñòâèè íåêîòîðî-

ãî ìåõàíèçìà �îòñå÷åíèÿ� êîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (êàê âàðèàíò, íà-

ëè÷èå íåêîãî äèññèïàòèâíîãî ìåõàíèçìà, ïîäàâëÿþùåãî êîðîòêîâîëíîâóþ

íåóñòîé÷èâîñòü) ñóùåñòâóåò íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùåå âîçìóùåíèå ñ êî-

íå÷íîé äëèíîé âîëíû. Ïîäðîáíûé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî Ñ-Ò íåóñòîé÷èâî-

ñòè ïðè âûòåñíåíèè êàê ñìåøèâàþùèõñÿ, òàê è íåñìåøèâàþùèõñÿ íüþòî-

íîâñêèõ æèäêîñòåé â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó èëè â ïîðèñòîé ñðåäå ïðåäñòàâëåí â

[208]. Èññëåäîâàíèå [74] ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè íà

ôðîíòå äâóõ áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòåé ïðè âûòåñíåíèè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó.

Ïîêàçàíî, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå áëèçêî ïî ôîðìå óðàâíåíèþ äëÿ

ñëó÷àÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, íî âêëþ÷àåò ÿâíî ïðåäåë òåêó÷åñòè. Äàæå

ïðè î÷åíü ìàëîé ñêîðîñòè çàêà÷êè, ó êîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé îòìå-

÷àåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðîñòà. Íåáîëüøèå êîíå÷íî-àìïëèòóäíûå âîçìó-

ùåíèÿ (�ïàëüöû�), êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîçàäè â íà÷àëå âûòåñíåíèÿ, èìåþò
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òåíäåíöèþ îñòàíàâëèâàòüñÿ è íå íàðàñòàòü (the shield e�ect).

Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî êðàòêîãî îáçîðà è äåòàëüíîãî àíàëèçà èñòî÷íè-

êîâ, óïîìÿíóòûõ â Ãëàâå 1, íè â îäíîé èç ïóáëèêàöèé íå áûëî ïðîâåäå-

íî èññëåäîâàíèÿ âûòåñíåíèÿ ñ ó÷åòîì òàêîé êîìáèíàöèè ýôôåêòîâ, êîòî-

ðûå ñîïóòñòâóþò âûòåñíåíèþ íåñêîëüêèõ ñóñïåíçèé ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè

â âåðòèêàëüíîì ïëîñêîì êàíàëå â ïðèëîæåíèè ê ãèäðîðàçðûâó. Äëÿ òîãî

÷òîáû íà÷àòü óñòðàíÿòü ýòîò ïðîáåë â èìåþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿõ, ïðåä-

ëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü äâóìåðíóþ, îñðåäíåííóþ ïî øèðèíå êàíàëà, ìîäåëü

òå÷åíèÿ áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòåé â óçêîì êàíàëå (ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó). Äàí-

íîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëèò îïèñàòü ðÿä ýôôåêòîâ, òàêèõ êàê ãðàâèòàöèîí-

íîå îïëûâàíèå ôðîíòà (êîíâåêöèÿ) â êîìáèíàöèè ñ âÿçêîé ïàëüöåâèäíîé

íåóñòîé÷èâîñòüþ (Ñ-Ò), òå÷åíèå ñðåäû ïðè ïðåâûøåíèè ïðåäåëà òåêó÷åñòè

è çàñòûâàíèå â ñëó÷àå, êîãäà ïîðîã òåêó÷åñòè íå ïðåâçîéäåí. Ðàçðàáàòûâà-

åìàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé ÷èñòîé áèíãàìîâñêîé æèä-

êîñòè áåç ÷àñòèö ëèáî ñóñïåíçèè íà îñíîâå áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, â êî-

òîðîé îñàæäåíèåì èíäèâèäóàëüíûõ ÷àñòèö ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òèïè÷íûå

ïàðàìåòðû ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé â òðåùèíå

ãèäðîðàçðûâà ìîæíî íàéòè â Òàáëèöå 1.1.

2.2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîå íåñòàöèîíàðíîå âûòåñíåíèå íåñæèìàåìûõ

áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòåé â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, êîòîðàÿ

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïëîñêèì êàíàëîì (ÿ÷åéêîé Õåëå-Øîó) ñ ïåðåìåííîé ïî

ïðîñòðàíñòâó øèðèíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì

íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêîñòÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó æèäêî-

ñòè ÿâëÿþòñÿ ñìåøèâàþùèìèñÿ, íî â òî æå âðåìÿ íà ðàññìàòðèâàåìûõ

ìàñøòàáàõ âðåìåíè òîëùèíîé çîíû ñìåøåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñî-

îòâåòñòâóåò ïðåäåëó áîëüøèõ çíà÷åíèé êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà è ÷èñëà Ïåêëå.

Â ïðèëîæåíèÿõ ê ãèäðîðàçðûâó è öåìåíòèðîâàíèþ òðåùèí èñïîëüçóåìûå
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æèäêîñòè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ âîäíûìè ðàñòâîðàìè, ïîýòîìó ïðåäïî-

ëîæåíèå ìàëîé ñìåøèâàåìîñòè è ìàëûõ êàïèëëÿðíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî.

Íèæå ïðåäñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä óðàâíåíèé òîíêîãî ñëîÿ èç

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà, ñëåäóÿ ìåòîäó ìàëûõ âîçìóùåíèé

â ìåõàíèêå æèäêîñòè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 2.1.

Äàííàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñîïðÿæåíèÿ ñ ìîäåëüþ ìåõà-

íèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, îïèñûâàþùåé ðîñò òðåùèíû. Òàêèì

îáðàçîì, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñêðûòèå òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé

ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè (êîòîðàÿ â ñîïðÿæåííîì

ñèìóëÿòîðå ãèäðîðàçðûâà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé çàäà÷è ãåîìåõàíèêè). Ñòåíêè êàíàëà ñ÷èòàþòñÿ ïðîíèöàåìûìè, òàê

÷òî ó÷èòûâàþòñÿ óòå÷êè æèäêîñòè ñêâîçü ñòåíêè (leako�). Ñèñòåìà êîîð-

äèíàò ââåäåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñü x íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî, îñü

y � âåðòèêàëüíî, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íà ñðåäèííîé ïëîñêîñòè

êàíàëà, òàê ÷òî êîîðäèíàòû ñòåíîê çàäàþòñÿ êàê z = ±w/2, ãäå w(x, y, t)
� ðàñêðûòèå òðåùèíû.

Ðàññìîòðèì îáúåì ìíîãîôàçíîé ñìåñè V (r) â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé

òî÷êè r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ æèäêîñòè, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ èíäåêñàìè 0, 1, è 2. Îáúåìû ýòèõ æèäêîñòåé, ñîîòâåò-

ñòâåííî, åñòü V0, V1, V2. Â îáúåìå V , çàíÿòîì ñìåñüþ, ââåäåì îòíîñèòåëü-

íûé îáúåì i-îé æèäêîñòè êàê θi = Vi/Vf , i = 0, 1, 2. Â ïðåäåëå V (r) → 0,

θi → Ci, è ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèÿ îáúåìíûõ äîëåé êàæäîé æèäêîñòè

Ci (âàðèàíò - òðåéñåðû èëè ìàðêåðû æèäêîñòåé, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå

1 â òî÷êàõ, çàíÿòûõ æèäêîñòüþ, è 0 òàì, ãäå äàííîé æèäêîñòè íåò). Äëÿ

îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé æèäêîñòåé âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

C0 + C1 + C2 = 1 (2.12)

Ñðåäíåîáúåìíûå ïëîòíîñòè æèäêîñòåé ρi (i = 0, 1, 2) è ñìåñè ρm çàäàíû

ôîðìóëàìè:

ρi = Ciρ
0
i , ρm = ρ0 + ρ1 + ρ2, (2.13)
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ãäå ρ0i � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà i-îé æèäêîñòè.

Óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòåé çàïèñàíû â òåðìè-

íàõ ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòè æèäêîñòè v. Î âàæíîñòè ôîðìóëèðîâêè çàêî-

íîâ ñîõðàíåíèÿ â òåðìèíàõ ñðåäíåìàññîâîé, à íå ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòè

îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è ðàáîòå àâòîðà [5].

∂Ci

∂t
+ div (Civ) = 0, i = 0, 1, 2 (2.14)

Óðàâíåíèÿ (2.14) ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áåç-

äèâåðãåíòíîñòü ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè:

div v = 0 (2.15)

Óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â óçêîì

êàíàëå çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρm
dv

dt
= −∇p+∇jτijei + ρfg,

dv

dt
≡ ∂v

∂t
+ (v∇)v, (2.16)

ãäå τij � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, òðåáóåòñÿ

çàäàòü âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé τij.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.14)�(2.16) ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

x = 0 : v = v0(y, z, t), Ci = Ci0(y, z, t), i = 0, 1, 2 (2.17)

z = ±w(x, y, t)
2

: u = v = 0, w = ±1

2

∂w

∂t
± vl (2.18)

Çäåñü, vl � ñðåäíåìàññîâàÿ ñêîðîñòü óòå÷åê æèäêîñòè ÷åðåç ïðîíèöàåìûå

ñòåíêè òðåùèíû. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåùèíà ñèììåòðè÷-

íà îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Òàêæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñìåñü ãèäðî-

ðàçðûâíîé æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìè ïðîïïàíòà è âîëîêîí ìîæíî â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè îïèñàòü ýôôåêòèâíîé îäíîðîäíîé ñðåäîé, ðåîëîãèÿ êîòîðîé

îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Áèíãàìà (ïðîñêàëüçûâàíèåì òâåðäûõ ïðèìåñåé îò-
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íîñèòåëüíî íåñóùåé æèäêîñòè â ýòîì ðàçäåëå ïðåíåáðåãàåòñÿ):

pij = −pδij + τij(eij), eij =
1

2
(∇jvi +∇ivj) (2.19)τij=2

(
µm + τyγ̇

−1
)(

eij −
1

3
div vf

)
, τm > τy

eij = 0, τm < τy

(2.20)

τm =

√
1

2
τlsτls, γ̇ = 2

√
1

2
elsels

Çäåñü, µm(Ci) è τy(Ci) � âÿçêîñòü è ïðåäåë òåêó÷åñòè ñìåñè, τm � âòîðîé

èíâàðèàíò òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé τij, τy � ïðåäåë òåêó÷åñòè ñìåñè è γ̇

� ñêîðîñòü ñäâèãà (óäâîåííûé âòîðîé èíâàðèàíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîð-

ìàöèé eij).

2.2.2 Ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ

Â äàëüíåéøåì ìû âûâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìíîãîôàçíîãî

òå÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëèíà

è âûñîòà îáëàñòè òå÷åíèÿ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò åå øèðèíó. Äàëåå áó-

äåì ñëåäîâàòü ìåòîäîëîãèè âûâîäà îñðåäíåííûõ ïî øèðèíå òðåùèíû óðàâ-

íåíèé ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííîé â ðàçäåëå 2.1, [5]. Êàê óæå

îòìå÷àëîñü âûøå, â îòëè÷èå îò [5], ïðèìåì â êà÷åñòâå óïðîùàþùåãî äîïó-

ùåíèÿ, ÷òî ÷àñòèöû â æèäêîñòè íå îñàæäàþòñÿ â ñèëó êîíå÷íîãî ïðåäåëà

òåêó÷åñòè æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà. Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïåðå-

ìåííûå (ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû øòðèõîì òàì, ãäå ïîòðåáóåòñÿ

îòëè÷àòü èõ îò àíàëîãè÷íûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ):

x′ = Lx, y′ = Ly, z′ = Lz, v′
f = Uvf ,

t′ =
L

U
t, ρ′i = ρ00ρi, (τij)

′ =
µ00U

L
τij,

∇′ =
1

L
∇, w′ = Lw, v′l = Uvl,

p′ =
ρ00U

2

Re
p, Re =

ρ00Ud

µ00
. (2.21)
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Çäåñü, L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû êàíàëà (åãî äëèíà), U � õàðàê-

òåðíûé ìàñøòàá ñêîðîñòè çàêà÷êè, d � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá øèðèíû, ρ00

� ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà æèäêîñòè '0', µ00 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè â îáëà-

ñòè ïëàòî äëÿ æèäêîñòè ñ èíäåêñîì '0' (êàæóùàÿñÿ âÿçêîñòü ïðè òèïè÷íîé

ñêîðîñòè ñäâèãà), Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà êàíàëà.

Áåçðàçìåðíûå ïëîòíîñòè íåñóùåé ôàçû, äèñïåðñíîé ôàçû è ñìåñè äà-

þòñÿ ôîðìóëàìè:

ρm = C0 + ζ1C1 + ζ2C2, ζi =
ρ0i
ρ00
, i = 1, 2 (2.22)

Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè

(2.16) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ε−1Reρm
dv

dt
= −∇p+∇jτijei − Bu0ρme2, (2.23) τij=2

(
µm + Bnτyγ̇

−1
)(
eij −

1

3
div v

)
, τm > Bnτy

eij=0, τm<Bnτy

(2.24)

Bu0 =
ρ00gL

2

µ0U
, Bn =

τ 0y d

Uµ0
, ε =

d

L
.

Çäåñü Bu0 � ÷èñëî ïëàâó÷åñòè, ïîñ÷èòàííîå ïî äëèíå êàíàëà L, Bn � ÷èñ-

ëî Áèíãàìà, ïîñ÷èòàííîå íà îñíîâàíèè õàðàêòåðíîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè τ 0y

(ïðåäåë òåêó÷åñòè æèäêîñòè '0'). Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè (2.24) ïëà-

ñòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü µm è ïðåäåë òåêó÷åñòè τy ñìåñè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

òðåéñåðîâ æèäêîñòè Ci.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàíàë ÿâëÿåòñÿ óçêèì, òàê ÷òî åãî øèðèíà ÿâëÿåòñÿ

ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì

äðóãèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû èìåþò ïîðÿäîê åäèíèöû, ÷òî ïîêðûâàåò

íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé òå÷åíèÿ â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë:

ε≪ 1, ∇w ≪ 1, Bn ∼ 1, Re ∼ 1, ζi ∼ 1. (2.25)

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå, ðàñòÿíóòûå âäîëü îñè z (îáîçíà÷åíû
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èíäåêñîì 1):

z = εz1, w = εw1, vl = εvl, wf = εwf , p = ε−2p1 (2.26)

Òîëüêî ÷åòûðå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è òåíçîðà

âÿçêèõ íàïðÿæåíèé èìåþò ïîðÿäîê åäèíèöû, òîãäà êàê äðóãèå èìåþò ïî-

ðÿäîê ε:

(eij) =
1

2


0 0 ∇3u

0 0 ∇3v

∇3u ∇3v 0

+ (O1,ij(ε)) , (2.27)

(τij) =
1

2


0 0 τ13

0 0 τ23

τ13 τ23 0

+ (O2,ij(ε)) , (2.28)

Çäåñü âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâO1,ij èO2,ij èìåþò ïîðÿäîê ε èëè ìåíüøå.

Óäåðæèâàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà åäèíèöû, ïåðåïèøåì ñêîðîñòü ñäâèãà γ̇

è òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé τm êàê âòîðûå èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ

òåíçîðîâ:

γ̇ =

√(
∂u

∂z

)2

+

(
∂v

∂z

)2

, τm =

√
(τ13)

2 + (τ23)
2 (2.29)

Èñïîëüçóÿ (2.25)�(2.28) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ

(2.23), (2.24), ïîëó÷àåì, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ε:

∂p

∂x
=
∂τ13
∂z

,
∂p

∂y
+ Buρm =

∂τ23
∂z

,
∂p

∂z
= 0, (2.30)

Bu =
ρ00gd

2

µ0U
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òðåéñåðîâ æèäêîñòåé ïî øèðèíå êà-

íàëà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñìåñè æèäêîñòåé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé òîëüêî îò x è y: ρm = ρm(x, y). Ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (2.30) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû ïî z äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùèõ
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ñîîòíîøåíèé:

τ13 = zlx, τ23 = zly, τm = |z| |∇pf |, (2.31)

lx =
∂p

∂x
, ly =

∂p

∂y
+ Buρm, |∇p| =

√
l 2x + l 2y.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.31) ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ íà-

ïðÿæåíèé τm çàâèñÿò ëèíåéíî îò êîîðäèíàòû z ïðè òå÷åíèè â êàíàëå ïîä

äåéñòâèåì ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Êîîðäèíàòà zy < w/2, ïîëó-

÷åííàÿ ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè τy è âÿçêèõ íàïðÿæåíèé

τm, îïðåäåëÿåò ïëàñòè÷åñêóþ îáëàñòü |z| < zy, ãäå ñðåäà äâèæåòñÿ êàê

òâåðäîå òåëî áåç äåôîðìàöèé è ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèé (eij = 0):

zy = Bn τy/|∇p|. Çàìåòèì, ÷òî òå÷åíèå ïîëíîñòüþ îñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè

zy ≥ w/2, è òîãäà íåíóëåâîé ïîòîê áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ |∇p| > Bnτy/w. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè u è v â òåðìè-

íàõ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèììåòðèè

îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè òðåùèíû:

u =
w2lx
8µm

([
z

w/2

]2
− 1− 4Bnτy

w|∇p|

[
|z|
w/2

− 1

])
, (2.32)

v =
w2ly
8µm

([
z

w/2

]2
− 1− 4Bnτy

w|∇p|

[
|z|
w/2

− 1

])
. (2.33)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè (2.32), (2.33) íåëè-

íåéíî çàâèñÿò îò êîìïîíåíò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ lx, ly â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ

òå÷åíèÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè (Bn = 0), ãäå íåëèíåéíûå ÷ëåíû îòñóò-

ñòâóþò. Ïðîôèëü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â óçêîì êàíàëå

ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 2.3.

Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïîïåðåê êàíàëà ñ öåëüþ ñâåäåíèÿ èñ-

õîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ñèñòåìå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ

îñðåäíåííûõ ïåðåìåííûõ:

⟨f⟩(x, y, t) = 1

w

w/2∫
−w/2

f(x, y, z, t)dz (2.34)
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Ðèñ. 2.3: Ïðîôèëü ñêîðîñòè ïðè òå÷åíèè áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå.

Óðàâíåíèÿ (2.14), (2.15), (2.32) è (2.33) îñðåäíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (2.34) è

óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ (2.18) (çäåñü è íèæå èíäåêñ `f ' ó äàâëåíèÿ

p îïóùåí äëÿ êðàòêîñòè):

∂wCi

∂t
+ div (wCi⟨v⟩) = −2Civl, i = 0, 1, 2 (2.35)

div

(
w3

12µm
[Φ(ϑ) (∇p+ Buρme2)]

)
=
∂w

∂t
+ 2vl, (2.36)

⟨v⟩ = − w2

12µm
[Φ(ϑ) (∇p+ Buρme2)] , (2.37)

Φ(ϑ) = 1− 3ϑ+ 4ϑ3, ϑ =
Bnτm
w|∇p|

(2.38)

Çàìåòèì, ÷òî â (2.35)�(2.38) äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû `div' è `∇'
äåéñòâóþò â ïëîñêîñòè (x, y), òàê êàê áûëî ïðîâåäåíî îñðåäíåíèå â íà-

ïðàâëåíèè z. Ñèñòåìà ïîëó÷åííûõ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé âêëþ÷àåò â ñå-

áÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ òðåéñåðîâ (îáúåìíûõ äîëåé)

æèäêîñòè (2.35) è êâàçèëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ

(2.36). Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â óçêîì êàíàëå ñ ïëîñêè-

ìè ñòåíêàìè (ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó) Φ(ϑ) = 1 è ñóùåñòâóåò èçâåñòíàÿ àíàëîãèÿ

ñ òå÷åíèåì â ïîðèñòîé ñðåäå (çàêîí Äàðñè äëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè) [158].

Ñîãëàñíî îáåçðàçìåðèâàíèþ (2.21), îáëàñòü òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, H/L], ãäå H � âûñîòà òðåùèíû (ÿ÷åéêè Õåëå-Øîó), è
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ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H ∼ L, òàê ÷òî ïî âñåé âûñîòå òðåùèíû ïðèìåíèìî

ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ.

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åêèõ óðàâíåíèé (2.35) çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà

çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè (òðåéñåðû) æèäêîñòåé âî âõîäíîì ñå÷åíèè è íà-

÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòåé:

x = 0 : C in
i = Ci(y, t), i = 0, 1, 2; (2.39)

t = 0 : Ci0(x, y), i = 0, 1, 2 (2.40)

Ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (2.36) òðåáóåò çàäàíèÿ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà. Íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ

ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ äëÿ æèäêîñòåé; íà âõîäíîé ãðàíèöå çàäàíà

ñêîðîñòü æèäêîñòè, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü íà âûõîäíîé ãðàíèöå

èìååò òîëüêî ãîðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó (âàðèàíò �ìÿãêîãî� ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äàâëåíèÿ ôîðìóëèðó-

þòñÿ íèæå:

x = 0 :
∂p

∂x
= − 12µm

Φ(ϑ)w2
, (2.41)

x = 1 :
∂p

∂y
= −Buρm(1, y) ⇔

p(1, y) = −Bu

y∫
0

ρm(1, s)ds (2.42)

y = 0, y = h :
∂p

∂y
= 0. (2.43)

Çäåñü h = H/L � ñîîòíîøåíèå äëèíû è âûñîòû êàíàëà.

Êîíå÷íîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñìåñè ïðèâîäèò ê íåñêîëüêèì óñëîæíå-

íèÿì â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì òå÷åíèÿ íüþòîíîâñêîé

æèäêîñòè: óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (2.36) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì, è ãðàíè÷-

íîå óñëîâèå íà âõîäå ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(2.41) âêëþ÷àåò ïîïðàâêó ê êîýôôèöèåíòó ìîáèëüíîñòè æèäêîñòè Φ(ϑ),

ãäå ϑ çàâèñèò îò ëîêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ∇p.
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Ïàðàìåòð Äèàïàçîí çíà÷åíèé

×èñëî ïëàâó÷åñòè Bu 10−3 � 104

×èñëî Áèíãàìà Bn 0 � 1.5

Îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ζi 0.5 � 1

Îòíîøåíèå âÿçêîñòåé M 10−3 � 1

Îòíîøåíèå øèðèíû ê äëèíå òðåùèíû ε 10−6 � 10−4

×èñëî Ðåéíîëüäñà Re 1 � 104

Òàáëèöà 2.1: Äèàïàçîí áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà òå÷å-

íèé.

Äèàïàçîíû áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ìíîãîôàçíûì òå-

÷åíèÿì â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, îñíîâàíû íà äàííûõ èç Òàá. 2.2.2. Ïðè-

áëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ ïðèìåíèìî äëÿ òå÷åíèé â òðåùèíå ÃÐÏ çà èñêëþ-

÷åíèåì îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû â ñëó÷àå òàê íàçûâàåìîé òåõíîëîãèè ãèä-

ðîðàçðûâà ñ èñïîëüçîâàíèåì slickwater (äîñëîâíî, ñ ïîìîùüþ ìàëîâÿçêîé

ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè) ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ çàêà÷êè.

2.2.3 ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè òå÷åíèÿ ñ ïðåäåëîì òåêó-

÷åñòè

Óðàâíåíèÿ (2.35, 2.36) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì

íà ðàçíåñåííîé îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå ΩNM :

ΩNM = {(xi, yj, tn), xi = ihx, yj = jhy, t
n = tn−1+∆tn}, (2.44)

hx = 1/N, hy = H/(LM), i = 0...N, j = 0...M, n > 0

Çäåñü N è M � íîìåðà ñåãìåíòîâ ñåòêè â íàïðàâëåíèÿõ êîîðäèíàò x

è y , à hx è hy � ñîîòâåòñòâóþùèå øàãè ñåòêè è ∆tn > 0 � øàãè ïî

âðåìåíè. Êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèå îïðåäåëÿþòñÿ â óçëàõ ñåòêè Cn
ω,ij =

Cω(xi, yj, t
n), pnij = p(xi, yj, t

n), òîãäà êàê ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëü-

íûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ â öåíòðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷å-

åê: unij = u
(
xi+1/2, yj, t

n
)
, vnij = v

(
xi, yj+1/2, t

n
)
, ãäå xi+1/2 = (i + 1/2)hx è

yj+1/2 = (j + 1/2)hy.
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Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (2.35), (2.36) íà

ñåòêå (2.44). Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé TVD-

ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åíèåì ïîòîêîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè-

÷èòåëÿ ïîòîêîâ òèïà superbee [216]. Ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëå-

íèÿ äèñêðåòèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî 5-òî÷å÷íîãî øàáëîíà òèïà

�êðåñò� ñ èñïîëüçîâàíèåì öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé. Ïîïðàâêà ê êîýôôèöè-

åíòó ìîáèëüíîñòè æèäêîñòè çà ñ÷åò áèíãàìîâñêîé ðåîëîãèè Φ(ϑ) çàâèñèò

ÿâíî îò âåëè÷èíû ϑ, îáðàòíîé ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ ∇p. Ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà á�îëüøåì øàáëîíå, ïîêðûâàþùåì ïÿòü òî÷åê â êàæ-

äîì íàïðàâëåíèè äëÿ ëó÷øåé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà â öåëîì.

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.35)�(2.36) ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåé ïîëóíåÿâíîé ñõåìû. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè:

1. Îáíîâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòåé (ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü,

ïðåäåë òåêó÷åñòè) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì îáúåìíûõ äîëåé

æèäêîñòåé â îáëàñòè òå÷åíèÿ;

2. Ðåøàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (2.36) ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííî-

ãî àëãîðèòìà (ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé), êîòîðûé ñîñòîèò èç ñëåäóþ-

ùèõ øàãîâ:

i Ïðîâåäåíèå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (2.36), â êîòîðîì íåëèíåé-

íûé êîýôôèöèåíò Φ(ϑ) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî íà ïðåäûäóùåé èòåðà-

öèè (èëè íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè, åñëè ýòî ïåðâàÿ èòåðà-

öèÿ);

ii Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà äàâëåíèå âàðèàíòîì (ðå-

àëèçîâàíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû);

iii Ïðîäîëæåíèå øàãîâ i, ii äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãàåòñÿ ñõîäè-

ìîñòü. Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ íîðìû âåê-

òîðà, ñîñòàâëåííîãî èç ïîòî÷å÷íûõ ðàçíîñòåé äàâëåíèÿ íà òåêó-

ùåé è ïðåäûäóùåé èòåðàöèÿõ, îòíåñåííîé ê íîðìå âåêòîðà, ñî-
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ñòàâëåííîãî èç ïîòî÷å÷íûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ íà ïðåäûäóùåé

èòåðàöèè:

max
i,j

∣∣psi,j − ps−1
i,j

∣∣∣∣ps−1
i,j

∣∣ < ε1,

∥∥psi,j − ps−1
i,j

∥∥∥∥ps−1
i,j

∥∥ < ε2 (2.45)

∥∥psi,j∥∥ =

√∑
i,j

(
psi,j
)2

Çäåñü s � íîìåð èòåðàöèè; ìàëûå ïàðàìåòðû ε1 è ε2 îïðåäåëÿ-

þò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå ïàëüöåâèäíîé íåóñòîé÷èâîñòè â

áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòÿõ â ïðèñóòñòâèå áîëüøîãî êîíòðàñòà âÿç-

êîñòåé, äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà èñïîëüçó-

åòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé íèæíåé ðåëàêñàöèè, êîòîðûé ñîñòî-

èò â âçâåøèâàíèè äàâëåíèÿ psi,j (ïîëó÷åííîãî íà äàííîé èòåðàöèè

ïóòåì ïîâòîðåíèÿ øàãîâ i-iii) è äàâëåíèÿ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè

ps−1
i,j ñ ïàðàìåòðîì ðåëàêñàöèè ω:

p̃si,j = ps−1
i,j + ω

(
psi,j − ps−1

i,j

)
, 0 < ω < 1 (2.46)

Òàê êàê ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé íèæíåé ðåëàêñàöèè, êàê ïðàâè-

ëî, çàìåäëÿåò ñõîäèìîñòü, òî îí ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè èñõîäíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì i-iii íå ñõîäèòñÿ çà çàäàí-

íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

3. Ðàñ÷åò ñêîðîñòè íà îñíîâå ïîëÿ äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà øàãå 2, è

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.41)-(2.43);

4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ òðåéñåðîâ æèäêîñòåé (2.35) ñ ïîìî-

ùüþ ÿâíîé ñõåìû TVD, îïèñàííîé âûøå.

Øàãè 1-4 ïîâòîðÿþòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè äî òåõ ïîð, ïîêà íå

äîñòèãàåòñÿ óñòàíîâëåííîå âðåìÿ ðàñ÷åòà.

Íåêîòîðûå ìîìåíòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàñëóæèâàþò áîëåå äåòàëü-

íîãî îáñóæäåíèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè (2.37) è óðàâíåíèå äëÿ äàâëå-

íèÿ (2.36) âêëþ÷àþò âûðàæåíèå äëÿ áèíãàìîâñêîé ïîïðàâêè ê ìîáèëüíî-

ñòè æèäêîñòè Φ(ϑ), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ϑ → 0.5, èëè êîãäà

65



ëîêàëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïàäàåò äî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òå-

êó÷åñòè |∇p| → Bnτy/w (ïðîèñõîäèò �çàòâåðäåâàíèå� æèäêîñòè). Òå÷åíèå

ëîêàëüíî îñòàíàâëèâàåòñÿ, è ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îïèñàííûé âûøå, ðàñ-

õîäèòñÿ, òàê êàê ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå äèñêðåòèçèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

äëÿ äàâëåíèÿ [206]. Äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ðåãóëÿðè-

çàöèè äëÿ áèíãàìîâñêîé ïîïðàâêè ê ìîáèëüíîñòè æèäêîñòè Φε(ϑ), òàê ÷òî

Φ(0.5) = ε, è ||Φ(ϑ)−Φε(ϑ)|| ∼ ε, ãäå ||·|| � ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ íîðìà. Ïàðà-
ìåòð ε âûáèðàåòñÿ ìàëûì (ε ∼ 10−3) äëÿ ïîääåðæàíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè

ðàñ÷åòîâ è êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ âáëèçè çîí ïñåâäîçàòâåðäåâàíèÿ

[206].

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-

íèé íàïðÿìóþ. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä îòñëåæèâàíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç

ñ ââåäåíèåì òðåéñåðîâ (îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé) äëÿ æèäêîñòåé ïî ñóòè

ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì Volume-of-Fluid (VOF), êîòîðûé áûë, â ÷àñòíîñòè, ïðî-

òåñòèðîâàí àâòîðîì íà çàäà÷å îá àâòîêîëåáàíèÿõ ïëîñêîãî ôîíòàíà â ïîëå

ñèëû òÿæåñòè [1], è íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòà-

ìè áûë ñäåëàí âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè óêàçàííîãî ìåòîäà äàæå â ñëó÷àå

ñèëüíî íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ êîíöåíòðàöèè æèäêîñòåé

ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû TVD âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ìèíèìè-

çèðóåò ÷èñëåííóþ äèôôóçèþ íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêîñòÿìè, òåì íå

ìåíåå ôîðìèðóåòñÿ óçêàÿ çîíà ñìåøåíèÿ æèäêîñòåé âáëèçè èíòåðôåéñà.

Øèðèíà ýòîé çîíû èñêóññòâåííîãî ñìåøåíèÿ ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåòñÿ

äèñêðåòèçàöèåé è ìîæåò áûòü ìèíèìèçèðîâàíà ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè ãèäðîäè-

íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ýòîé çîíå ìàëîé íî íåíóëåâîé øèðèíû, ââîäèòñÿ

âûðàæåíèå äëÿ âÿçêîñòè ñìåñè æèäêîñòåé µm êàê ôóíêöèÿ òðåéñåðîâ (îáú-
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åìíûõ êîíöåíòðàöèé) æèäêîñòè:

µγm(C0, C1, C2) = C0 + C1M
γ
1 + C2M

γ
2 , γ ̸= 0;

Mi =
µ0i
µ00
, i = 1, 2 (2.47)

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîëíûé íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåò-

ðîâ, îïèñûâàþùèõ ìíîãîôàçíîå òå÷åíèå â òðåùèíå:

ζ1,2, M1,2, Bu, Bn. (2.48)

Íàáîð ïàðàìåòðîâ (2.48) ñëåäóåò äîïîëíèòü ïàðàìåòðàìè èç íà÷àëüíûõ

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.39)�(2.43).

2.3 Âàëèäàöèÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ

ðàñ÷åòîâ (ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå îïèñàííûõ âûøå ìîäåëåé è èõ ÷èñëåííîé

ðåàëèçàöèè) ñ ýêñïåðèìåíòàìè ïî ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè (îïëûâàíèþ)

è ïàëüöåâîé íåóñòîé÷èâîñòè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó.

2.3.1 Ãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ

Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëè ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàìè ïî ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè (îïëûâàíèþ) â ÿ÷åéêå Õåëå-

Øîó, ëåâàÿ ïîëîâèíà êîòîðîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàïîëíåíà òÿæåëûì

ìàñëîì, à ïðàâàÿ � âîçäóõîì [15]. Òàêîé òåñòîâûé ñëó÷àé â ëèòåðàòóðå èíî-

ãäà íàçûâàþò çàäà÷åé î ïðîðûâå äàìáû (dam break problem), è îí âõîäèò â

ñòàíäàðòíûé íàáîð çàäà÷ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è âåðèôèêàöèè ïàêåòîâ CFD.

ß÷åéêà Õåëå-Øîó èìååò ðàçìåðû 0.15m× 0.1m× 1.5 · 10−3m (L×H ×W ).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÿ÷åéêà áûëà ïîñòàâëåíà âåðòèêàëüíî íà ìåíüøóþ

èç äâóõ ñòîðîí è íàïîëîâèíó çàïîëíåíà ìàñëîì, à çàòåì áûñòðî ïîâåðíó-

òà íà 90◦. Ïëîòíîñòü ìàñëà ðàâíà 1070 kg/m3, à âÿçêîñòü ïðè êîìíàòíîé

òåìïåðàòóðå 0.59Pa · s. Ñîîòâåòñòâóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû èìåþò
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çíà÷åíèÿ: Bu = 1, ζ = 9.35 · 10−4, M = 3.1 · 10−2, ε = 10−2, Bn = 0. Ïðî-

ìåæóòî÷íûå ïîëîæåíèÿ èíòåðôåéñà ìåæäó ìàñëîì è âîçäóõîì ïîêàçàíû

íà Ðèñ. 2.4 (áåëàÿ ëèíèÿ). Ïîëîæåíèÿ èíòåðôåéñà, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ

ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå ìîäåëè, ïîêàçàíû íà

Ðèñ. 2.4 (êðàñíàÿ ëèíèÿ). Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 257×257. Ïîëó-

÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè è ýêñïåðèìåíòà. Íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå

èìååò ìåñòî, ïî âèäèìîìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü èç-çà óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà â

íà÷àëüíûé ìîìåíò.

Ðèñ. 2.4: Ðàñ÷åò òåñòîâîãî ñëó÷àÿ î ïðîðûâå äàìáû (ìàñëî è âîçäóõ â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó)

è ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ïîëîæåíèÿ ôðîíòà ïðè t =0.85 (a), 1.7 (b), 3.4 (c), 6.8

(d). Ïîëîæåíèÿ ôðîíòà â ýêñïåðèìåíòå ïîêàçàíî áåëîé ëèíèåé, à ÷èñëåííûé ðàñ÷åò �

êðàñíîé. ζ = 9.35 · 10−4, M = 3.1 · 10−2, ε = 10−2, Bu = 1, Bn = 0.

Äàííûé òåñòîâûé ñëó÷àé èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òå÷åíèÿì

ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé çàêà÷êå ÷èñòîé

æèäêîñòè (òàê íàçûâàåìàÿ �ïîäóøêà� (pad)) äëÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, à

çàòåì ñóñïåíçèè, ôîðìèðóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, èäåíòè÷íàÿ ðàññìîòðåííîé

â äàííîì òåñòîâîì ýêñïåðèìåíòå. ×àñòü òðåùèíû çàïîëíåíà òÿæåëîé ñóñ-

ïåíçèåé, à äðóãàÿ ÷àñòü - ÷èñòîé æèäêîñòüþ, è îíè ðàçäåëåíû èçíà÷àëü-

íî âåðòèêàëüíûì èíòåðôåéñîì, êîòîðûé çàòåì íà÷èíàåò äåôîðìèðîâàòüñÿ
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â ñèëó ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ. Ýôôåêò ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè

ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè äëÿ äàâëåíèÿ â ñëàãàåìîì ñ êîýôôèöèåíòîì Bu.

Òàêæå ýôôåêòû ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè âàæíû ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõ-

íîëîãèè íåðàâíîìåðíîé çàêà÷êè ïðîïïàíòà â òðåùèíó â òîò ìîìåíò, êîãäà

òðåùèíà çàïîëíåíà è çàêà÷êà îñòàíîâëåíà, íî òðåùèíà åùå íå çàêðûëàñü,

÷òî ñîçäàåò óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ êîíâåêöèè è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðîï-

ïàíòà â òðåùèíå.

2.3.2 Íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà ïðè âûòåñíåíèè íüþòî-

íîâñêèõ æèäêîñòåé

Ñëåäóþùèé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà çíà÷èìûì äëÿ

íåôòåñåðâèñíûõ ïðèëîæåíèé, ýòî íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà (Ñ-Ò)

ïðè âûòåñíåíèè æèäêîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè âÿçêîñòÿìè â òðåùèíå ãèäðîðàç-

ðûâà (ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó). Íåóñòîé÷èâîñòü ðàçâèâàåòñÿ, êîãäà âÿçêàÿ æèä-

êîñòü âûòåñíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåíåå âÿçêîé â ïîðèñòîé ñðåäå èëè ÿ÷åéêå

Õåëå-Øîó. Ìàëîå âîçìóùåíèå íà èíòåðôåéñå ðàñòåò ñî âðåìåíåì è ïðåâðà-

ùàåòñÿ â �ïàëåö�. Ñîãëàñíî ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, â îòñóòñòâèå ïî-

âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (èëè ëþáîãî äðóãîãî äèññèïàòèâíîãî ìåõàíèçìà,

íàïðèìåð - ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè, êîòîðûé áû ïîäàâëÿë êîðîòêîâîëíî-

âûå âîçìóùåíèÿ), ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî

ïðè óìåíüøåíèè äëèíû âîëíû âîçìóùåíèÿ [158, 208]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå ëþáîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ðàçâèâàåòñÿ â

�ïàëåö� ñ øèðèíîé ∼ Caw/H, ãäå Ca � êàïèëëÿðíîå ÷èñëî è w/H � îòíîøå-

íèå øèðèíû òðåùèíû ê åå âûñîòå [209]. Òàê êàê ïðåäëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò íè êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ, íè ìîëåêóëÿðíîé

äèôôóçèè, òî åäèíñòâåííûé ìåõàíèçì, êîòîðûé ìîæåò ïîäàâëÿòü êîðîò-

êîâîëíîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü ýòî ÷èñëåííàÿ äèôôóçèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ äèñêðå-

òèçàöèåé èñõîäíûõ óðàâíåíèé.

Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà íà èíòåð-

69



Ðèñ. 2.5: Âûòåñíåíèå â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó ïðè îòíîøåíèè âÿçêîñòåéM = 84. Ôîòîãðàôèè

ýêñïåðèìåíòîâ [210, 211] ïîêàçàíû â âåðõíåì ðÿäó, à ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ñåòêå 513×
257 (L×H), ñîîòâåòñòâåííî, â íèæíåì. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ êîëîíêè îòíîñÿòñÿ ê âðåìåíàì

0.4s è 1.6s. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Bu = 2.8 · 10−4, ζ = 1, M = 84, ε = 6 · 10−3,

Bn = 0.

ôåéñå ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè ïðè âûòåñíåíèè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó ïðî-

øëî âàëèäàöèþ îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ

â [210] (Ðèñ. 2.5, 2.6). Â ýêñïåðèìåíòàõ âîäíûé ðàñòâîð ãëèöåðèíà (æèä-

êîñòü 0) âûòåñíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäêðàøåííîé âîäû (æèäêîñòü 1) â ÿ÷åéêå

Õåëå-Øîó ðàçìåðîâ 0.2 × 0.1 × 1.2 · 10−3 ì (L × H ×W ). Ýêñïåðèìåíòû

ïðîâîäèëèñü â óñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè, âëèÿíèå ñèëû òÿæåñòè áûëî ñâå-

äåíî ê ìèíèìóìó, îäíàêî èñêëþ÷åíî íå ïîëíîñòüþ (ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå

ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ ôðîíòà, ÷òî ìîæíî âèäåòü íà ëåâîé âåðõíåé

ôîòîãðàôèè ýêñïåðèìåíòà íà Ðèñ. 2.5). Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû èìåþò

çíà÷åíèÿ: Bu = 2.8 · 10−4, ζ = 1, M = 1/9 and 1/84, ε = 6 · 10−3. Ñêîðîñòü
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çàêà÷êè ðàâíà 5 · 10−2 ì/ñ.

Ðèñ. 2.6: Ñðàâíåíèå îñðåäíåííûõ ïî âûñîòå ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè (òðåéñåðà) âûòåñ-

íÿþùåé æèäêîñòè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîå ïðè îòíîøåíèè âÿçêîñòåé M = 84 (à, á ). Ðåçóëü-

òàòû ïîëó÷åíû íà ñåòêàõ 257×129 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è 513×257 (ïðåðûâèñòàÿ ëèíèÿ),

à ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîêàçàíû òî÷êàìè [210]; t = 0.1 (à) and t = 0.4 (á ).

Àíàëèçèðóÿ ôðîíòû âûòåñíåíèÿ, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 2.5, è ñîîòâåòñòâó-

þùèå îñðåäíåííûå ïî âûñîòå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè (Ðèñ. 2.6), ìîæíî îò-

ìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â ðàñ÷åòàõ ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé íà

ðàííèõ ñòàäèÿõ âûòåñíåíèÿ ìåíüøå, ÷åì â ýêñïåðèìåíòå. Íà áîëåå ïîçäíèõ

ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåòñÿ ëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ðàñ÷åòàìè è ýêñïåðèìåíòàìè â òåðìèíàõ øèðèíû çîíû ñìåøåíèÿ (Ðèñ. 2.6).

Ñêîðîñòü ðîñòà �ïàëüöåâ� óâåëè÷èâàåòñÿ è ñðåäíÿÿ øèðèíû ïàëüöåâ óìåíü-

øàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè (ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÿ÷ååê ñåòêè) â ñè-

ëó óìåíüøåíèÿ ÷èñëåííîé äèôôóçèè íà èíòåðôåéñå. Äëÿ îòíîøåíèÿ âÿç-

êîñòåé M = 9 íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå â îáùåé êàðòèíå íåóñòîé÷èâîñòè

ïîëó÷åíî äëÿ ñåòêè 513× 257, òîãäà êàê äëÿ îòíîøåíèÿ âÿçêîñòåé M = 84

íàèëó÷øåå ñîãëàñèå äîñòèãàåòñÿ íà ñåòêå 257 × 129. Â ýêñïåðèìåíòå ñ îò-

íîøåíèåì âÿçêîñòåé M = 84 ôîðìà ïàëüöåâ ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ ïîâåðõ-

íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â ãîðàçäî áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì â ñëó÷àå M = 9 (ñì.
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òîëñòûå êðóãëûå ïàëüöû íà Ðèñ. 2.5): ýòî âûçâàíî á�îëüøåé êîíöåíòðàöè-

åé ãëèöåðèíà â ðàñòâîðå, âûòåñåíÿåìîì âîäîé. Òàê êàê äâóìåðíàÿ ìîäåëü

íå ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è äèôôóçèè íà ðàçâèòèå

íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà, ïîäàâëåíèå êîðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé-

÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè èíòåðôåéñà ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíî â ðàñ÷åòàõ

òîëüêî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäáîðà ðàçìåðà ÿ÷ååê ñåòêè.

Õîòÿ óïðîùåííàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü íå ìîæåò âîñïðîèçâåñòè â òî÷íîñòè

êàðòèíó ïàëüöåâîé íåóñòîé÷èâîñòè, îíà ìîæåò âîñïðîèçâåñòè êà÷åñòâåí-

íóþ êàðòèíó ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü ïîêàçûâàåò

óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ âîçìóùåíèé èíòåðôåéñà â âûòåñíÿå-

ìóþ æèäêîñòü (è óâåëè÷åíèå çîíû ñìåøåíèÿ) ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ

âÿçêîñòåé, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [210].

Òåïåðü îáñóäèì áîëåå äåòàëüíî âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ

ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà.

Âî-ïåðâûõ, òðåáóþòñÿ íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ èíòåðôåéñà. Â ðàñ÷åòàõ

çàäàâàëîñü âîçìóùåíèå ñêîðîñòè çàêà÷êè âî âõîäíîì ñå÷åíèè ÿ÷åéêè Õåëå-

Øîó â ôîðìå ε0sin(
√
2j), ãäå j - ýòî íîìåð óçëà ñåòêè è ε0 ∼ 10−2 � àìïëè-

òóäà. Çàìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ, ïîêàçàííûõ íà Ðèñ. 2.5, íà÷àëüíàÿ øèðèíà

ïàëüöåâ ñóùåñòâåííî ìåíüøå øèðèíû ñëîòà (êàíàëà) (ïîðÿäêà 0.166 ìì ïî

ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé ñëîòà 1.2 ìì). Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè,

ìàëûå ïàëüöû ñìûêàþòñÿ è õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ïàëüöåâ óâåëè÷èâàåòñÿ äî

âåëè÷èí ïîðÿäêà øèðèíû êàíàëà (îêîëî 1.5 ìì), ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè

ñ ýêñïåðèìåíòàìè [210]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñðåäíåííàÿ ïî òîëùèíå

ñëîòà ìîäåëü íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïðàâèëüíîå âîñïðîèçâåäåíèå ðî-

ñòà î÷åíü ìàëûõ ïàëüöåâ, ïîýòîìó â ðàñ÷åòàõ ðàçìåð ÿ÷ååê ñåòêè ìîæåò

áûòü îãðàíè÷åí ñíèçó, èñõîäÿ èç îöåíêè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñõåìû è

îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîòà.

Âî-âòîðûõ, âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèä-

êîñòÿìè òðåáóåò âåðèôèêàöèè. Äëÿ ïðîâåðêè áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû â

îáðàòíîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà ìåíåå âÿçêàÿ æèäêîñòü âûòåñíÿåòñÿ ñ ïî-
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ìîùüþ áîëåå âÿçêîé æèäêîñòè. Ñîãëàñíî ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè,

èíòåðôåéñ äîëæåí îñòàâàòüñÿ ïëîñêèì è íåóñòîé÷èâîñòü íå äîëæíà ðàçâè-

âàòüñÿ. Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âûòåñíåíèÿ âîäû ñ ïîìîùüþ

âîäíîãî ðàñòâîðà ãëèöåðèíà. Íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå èíòåðôåéñà áûëî çà-

äàíî òàê æå, êàê è â ðàñ÷åòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ. 2.5. Â ðàñ÷åòàõ

âîçìóùåíèÿ íå íàðàñòàëè è èíòåðôåéñ îñòàâàëñÿ ïëîñêèì. Òàêèì îáðà-

çîì, íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðóþ óëàâëèâàåò äàííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, íå

ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííîé èëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñâÿçàííîé ñ ÷èñëåííîé

ñõåìîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ïîäòâåðæäåíèè âîçìîæíîñòè ìîäåëèðî-

âàòü íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà ñ ïîìîùüþ äàííîé ìîäåëè, âíåä-

ðåííîé â èññëåäîâàòåëüñêèé êîä. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå íåóñòîé÷è-

âîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà òðåáóåò òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ

(2.43). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíòåðôåéñ ïðè óñòîé÷èâîì âûòåñíåíèè îñòàåò-

ñÿ ïëîñêèì òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè òî÷íîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà îñòàåòñÿ

íèæå 10−8, à èíà÷å ðàçâèâàåòñÿ ëîæíàÿ (íåôèçè÷íàÿ) íåóñòîé÷èâîñòü. Îäè-

íàêîâàÿ òî÷íîñòü áûëà çàäàíà âî âñåõ ðàñ÷åòàõ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë íàáëþäàåìîé â ðàñ-

÷åòàõ íåóñòîé÷èâîñòè.

Çàìå÷àíèå î êîðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè. Â ëèòåðàòóðå õîðîøî

èçâåñòíî [210, 211, 136, 138], ÷òî ïðè ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà â îòñóòñòâèå äèññèïàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ (íàïðèìåð, ïîâåðõíîñò-

íîå íàòÿæåíèå, ìîëåêóëÿðíàÿ äèôôóçèÿ, è äð.) íàèáîëåå áûñòðîðàñòóùè-

ìè ÿâëÿþòñÿ êîðîòêîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ìîäåëè íå ó÷è-

òûâàåòñÿ íè îäèí èç äèññèïàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ, òàê êàê ïðè èñïîëüçî-

âàíèè òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÷èñòîé æèäêîñòüþ

è ñóñïåíçèåé îòñóòñòâóåò ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, à ìîëåêóëÿðíîé äèô-

ôóçèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè ïîÿâëÿåòñÿ

÷èñëåííàÿ äèôôóçèÿ íà èíòåðôåéñå, êîòîðàÿ êîíòðîëèðóåòñÿ è ìèíèìè-

çèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû TVD ñ îãðàíè÷åíèåì ïîòîêîâ. Âåëè÷èíà ÷èñ-

ëåííîé äèôôóçèè êîíòðîëèðóåòñÿ ðàçìåðîì øàãà ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó.
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Ýêñï. N Æèäêîñòü n K U µ0 Bu Bn

1-1 (i) 1 10−3 2.7·10−2 1.41 4.63 0.875

1-2 (i) 1 10−3 0.108 0.970 1.68 0.317

2-1 (ii) 0.535 0.218 1.1·10−2 2.035 9.06 1.71

3-1 (iii) 0.45 2.78 1.1·10−2 2.035 9.06 1.71

3-2 (iii) 0.45 2.78 0.108 0.97 1.68 0.317

Òàáëèöà 2.2: Ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âûòåñíåíèþ æèäêîñòåé Áèíãàìà

â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó: èíäåêñ òå÷åíèÿ n, êîýôôèöèåíò êîíñèñòåíöèè K â åäèíèöàõ Ïà·cn,
ñêîðîñòü çàêà÷êè U â ì/ñ, êàæóùàÿñÿ âÿçêîñòü µ0 æèäêîñòè Áèíãàìà â Ïà·c (2.49),
÷èñëî ïëàâó÷åñòè (Bu) è ÷èñëî Áèíãàìà (Bn). Æèäêîñòü (i) � âîäà, (ii) � ëèíåéíûé

ïîëèìåðíûé ãåëü, è (iii) � êðîññ-ëèíêîâàííûé ïîëèìåðíûé ãåëü.

×èñëåííàÿ äèôôóçèÿ ïîäàâëÿåò êîðîòêîâîëíîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü è çàäà-

åò êîíå÷íûé (íåíóëåâîé) õàðàêòåðíûé ðàçìåð íàèáîëåå áûñòðîðàñòóùèõ

ïàëüöåâ. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî äâóìåðíàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíà îñðåäíåíèåì

ïî ñå÷åíèþ ïëîñêîãî êàíàëà ïåðåìåííîé øèðèíû w(x, y, t) è õàðàêòåðíîé

øèðèíû d, è, ñëåäîâàòåëüíî, îò ìîäåëè íå ñòîèò îæèäàòü ñïîñîáíîñòè îïè-

ñûâàòü ýôôåêòû íà ìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ d. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ìî-

äåëü íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìåëêîìàñøòàáíîé íåóñòîé÷èâîñòè, à,

ñêîðåå, ïðåäëîæåíà äëÿ îïèñàíèÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íà íåëèíåéíîé

ñòàäèè. Ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ðîñò ïàëüöåâ íà ëèíåéíîé ñòàäèè ïðîèñõî-

äèò îòíîñèòåëüíî áûñòðî, à ïîñëå âûõîäà ðàçâèòèÿ ïàëüöåâ íà íåëèíåéíóþ

ñòàäèþ îïèñàíèå êîððåêòíî, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ ýêñïåðèìåí-

òàìè. Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü è îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ðàñ÷åòà

ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ òðåéñåðîâ æèäêîñòè ÷èñëåííàÿ äèôôóçèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìûì ñ ìàëûì êîýôôèöèåíòîì è âòîðîé ïðîèçâîäíîé

ïî ïðîñòðàíñòâó îò êîíöåíòðàöèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìîëåêóëÿðíîé

äèôôóçèè â ôèçè÷åñêîé ìîäåëè.
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2.3.3 Íåóñòîé÷èâîå âûòåñíåíèå æèäêîñòåé Áèíãàìà

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà ïðè âûòåñíåíèè æèäêîñòåé ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè â ñðàâíåíèè ñ

ýêñïåðèìåíòàìè ïî âûòåñíåíèþ áèíãàìîâñêîé ñóñïåíçèè â ñëîòå (ÿ÷åéêå

Õåëå-Øîó). Ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà òàêîâû: ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà Õåëå-

Øîó èìååò ðàçìåðû 0.2×0.15×3·10−3 (ì) (L×H×W ), âõîäíîå è âûõîäíîå

îòâåðñòèÿ øèðèíû 10−2 ì ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíå âåðòèêàëüíûõ ñå÷åíèé.

Ðåîëîãèÿ áèíãàìîâñêîé ñóñïåíçèè (æèäêîñòü 0), çàïîëíÿþùåé ÿ÷åéêó â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìîäåëüþ

Õåðøåëÿ-Áàëêëè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè τy = 11.1 Ïà, èíäåêñîì òå÷åíèÿ

n = 0.732 è êîýôôèöèåíòîì êîíñèñòåíöèè K = 2.535 Ïà·ñn.
Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëîñü ñ äîñòóïíûìè ëàáîðàòîð-

íûìè äàííûìè ïî çàêà÷êå ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé â ÿ÷åéêó Õåëå-Øîó, èç-

íà÷àëüíî çàïîëíåííóþ æèäêîñòüþ 0: (i) âîäà (ñ âÿçêîñòüþ 10−3 Ïà·ñ); (ii)
ëèíåéíûé ãåëü (âîäíûé ðàñòâîð ïîëèìåðà ñî ñòåïåííîé ðåîëîãèåé, õàðàê-

òåðèçóåìîé èíäåêñîì òå÷åíèÿ n = 0.535 è êîýôôèöèåíòîì êîíñèñòåíöèè

K = 0.218 Ïà·ñn); (iii) êðîññ-ëèíêîâàííûé ãåëü (ñòåïåííàÿ æèäêîñòü ñ

n = 0.45 è K = 2.78 Ïà·ñn). Ïëîòíîñòü æèäêîñòè 0 â äâà ðàçà áîëü-

øå, ÷åì ïëîòíîñòü æèäêîñòåé (i)-(iii). Ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ â ýêñïåðèìåíòå

ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 2.2, â êîòîðîé áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Bu è Bn

ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå ñêîðîñòè çàêà÷êè U è êàæóùåéñÿ âÿçêîñòè µ0

æèäêîñòè 0 ïî ôîðìóëàì:

µ0 = Kγ̇n−1, γ̇ =
U

d
(2.49)

Çäåñü γ̇ � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ñäâèãà òå÷åíèÿ. Â ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàëîñü

ðàçæèæåíèå æèäêîñòåé ïðè ñäâèãå ñîãëàñíî ñòåïåííîé ðåîëîãè÷åñêîé ìî-

äåëè, ÷òî îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ µm îò ëîêàëüíîé ñêîðîñòè ñäâèãà γ̇,

àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (2.49), â êîòîðîé ñêîðîñòü U çàìåíåíà íà àáñîëþòíîå

çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, îñðåäíåííîé ïîïåðåê òðåùèíû |v|.

75



Ðèñ. 2.7: Ôîòîãðàôèè ýêñïåðèìåíòà (ëåâàÿ êîëîíêà) ïî çàêà÷êå âîäû â ÿ÷åéêó Õåëå-

Øîó, çàïîëíåííóþ ñóñïåíçèåé ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè â áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t = 0.55

(âåðõíèé ðÿä) è 1.1 (íèæíèé ðÿä) (4ñ è 8ñ , ñîîòâåòñòâåííî). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà

ñåòêàõ 257 × 257 è 513 × 513 ïîêàçàíû â ñðåäíåé è ïðàâêîé êîëîíêàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Bu = 4.63 è Bn = 0.875, ñêîðîñòü çàêà÷êè 2.7 · 10−2 ì/ñ,

îòíîøåíèå âÿçêîñòåé 7.05 · 10−4.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñðàâíèòü ñ ýêñïåðèìåíòàìè ïî òðåì ðàç-

ëè÷íûì ãðóïïàì ïàðàìåòðîâ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñðàâíèâàòü êà÷åñòâåííóþ

êàðòèíó �ïàëüöåâ� è èõ ôîðìó. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñðàâíèâàòü âðåìÿ ïðîðû-

âà, çà êîòîðîå ïåðâàÿ ÷àñòèöà âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè äîñòèãàåò ïðîòèâî-

ïîëîæíîãî êðàÿ ÿ÷åéêè. È, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, ìîæíî ñðàâíèâàòü ïîòî÷å÷-

íî îñðåäíåííûå ïî âûñîòå ïðîäîëüíûå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè (òðåéñåðû)

âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè.

Â ýêñïåðèìåíòå 1-1 êàæóùàÿñÿ âÿçêîñòü âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè ïðè-

íèìàåò íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà äàííûõ (ζ =

7.05 · 10−4). Âîäà ñîçäàåò êàíàë íàïðîòèâ âõîäíîãî îòâåðñòèÿ (Ðèñ. 2.7),

à âòîðè÷íûå ïàëüöû èìåþò îòíîñèòåëüíî ìàëûé ðàçìåð. Âðåìÿ ïðîðûâà

ñóùåñòâåííî ïåðåîöåíåíî â ðàñ÷åòàõ, è îíî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàç-

ðåøåíèÿ ñåòêè (Òàá. 2.3). Â òî âðåìÿ êàê ôîðìà êàíàëà ïðåäñêàçàíà äî-

âîëüíî õîðîøî, ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðàñ÷åòàìè è ýêñïåðèìåíòîì âûçâàíî,
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Ðèñ. 2.8: Ôîòîãðàôèÿ ýêñïåðèìåíòà (ëåâàÿ êîëîíêà) ïî çàêà÷êå ãåëÿ â ÿ÷åéêó Õåëå-

Øîó, çàïîëíåííóþ æèäêîñòüþ ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè â áåçðàçìåðíûå ìîìåíòû âðåìåíè

t = 1.65 (âåðõíèé ðÿä) è 6.6 (íèæíèé ðÿä) (30 ñ è 120 ñ, ñîîòâåòñòâåííî). Ðàñ÷åòû íà

ñåòêàõ 129 × 129 è 257 × 257 ïîêàçàíû â ñðåäíåé è ïðàâîé êîëîíêàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Bu = 9.06 è Bn = 1.71, ñêîðîñòü çàêà÷êè 1.1 · 10−2 ì/ñ,

îòíîøåíèå âÿçêîñòåé 0.68.

â îñíîâíîì, äâóìÿ ôàêòîðàìè: (i) ðàçâèòèåì ïðèñòåíî÷íûõ ñëîåâ æèäêî-

ñòè 0 â ýêñïåðèìåíòå è (ii) ðàçâèòèåì âòîðè÷íûõ ïàëüöåâ (îñîáåííî, âáëèçè

âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ), ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îñðåäíåííîãî ïî âûñîòå

ïðîôèëÿ âûòåñíÿþùåé âîäû â ýêñïåðèìåíòå (ñì. Ðèñ. 2.9). Îáà ôàêòîðà

ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè âîäû â ðàñ÷åòàõ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â çà-

âûøåíèè âðåìåíè ïðîðûâà ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ.

Ñ óâåëè÷åíèåì ðàñõîäà êàíàë âîäû ñòàíîâèòñÿ áîëåå øèðîêèì è âåò-

âèñòûì. Ñîãëàñèå ìåæäó ìîäåëèðîâàíèåì è ýêñïåðèìåíòîì óëó÷øàåòñÿ,

íåñìîòðÿ íà âèçóàëüíóþ ðàçíèöó â ôîðìå âîäíîãî êàíàëà. Ðàññ÷èòàííûé

è îñðåäíåííûé ïî âûñîòå ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè âîäû ïîêàçàí íà Ðèñ. 2.9.

Çàìåòèì, ÷òî íà îáåèõ ôîòîãðàôèÿõ âîäíûå êàíàëû íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíî-

ñòüþ ïðîçðà÷íûìè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîíêèõ ñëîÿõ íåâûòåñíåííîé

ñóñïåíçèè íà ñòåíêàõ ÿ÷åéêè Õåëå-Øîó, ÷òî íå ó÷òåíî â îñðåäíåííîé ïî

øèðèíå êàíàëà ìîäåëè (2.35), (2.36). Òåì íå ìåíåå, ìîäåëèðîâàíèå è ýêñïå-
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No Âðåìÿ ïðîðûâà (ñåê) Ñåòêà

Ëàá. äàííûå Ðàñ÷åò

1-1 4.7 10 257× 257

8.7 513× 513

1-2 2.4 3.8 257× 257

2.9 513× 513

2-1 23 24 129× 129

24 257× 257

3-1 57 67 129× 129

55 257× 257

3-2 11 9 129× 129

8.1 257× 257

Òàáëèöà 2.3: Âðåìÿ ïðîðûâà æèäêîñòè (â ñåêóíäàõ) äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ è ðàñ÷åòîâ

íåóñòîé÷èâîãî âûòåñíåíèÿ â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ ñ ïðåäåëîì òå-

êó÷åñòè (ñì. Òàá. 2.2).

ðèìåíò äåìîíñòðèðóþò åäèíóþ òåíäåíöèþ: óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè çàêà÷êè

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ âòîðè÷íûõ ïàëüöåâ.

Çàêà÷êà ëèíåéíîãî ãåëÿ â ýêñïåðèìåíòå 2-1 ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ

áîëåå øèðîêîãî êàíàëà, ñîñòîÿùåãî èç âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè, ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì 1-2, ãäå âîäà çàêà÷èâàëàñü ñ áëèçêîé ñêîðîñòüþ.

Òàêæå, êàíàë èç ãåëÿ îêàçàëñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðîçðà÷íûì, ÷òî îçíà÷àåò âû-

òåñíåíèå æèäêîñòè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè ïî âñåé øèðèíå ñëîòà. Ðàñ÷åòû íà

ñåòêå 129× 129 íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè, â òî âðåìÿ êàê óâåëè÷åíèå ðàçðåøåíèÿ ñåòêè ïðèâîäèò ê ïîÿâ-

ëåíèþ ìíîæåñòâà âòîðè÷íûõ ïàëüöåâ (ïî-âèäèìîìó, ýòî ñëåäñòâèå îòñóò-

ñòâèÿ ìåõàíèçìà îòñå÷åíèÿ êîðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàñ÷åòàõ íà

ñëèøêîì ïîäðîáíîé ñåòêå). Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ

äëÿ âðåìåíè ïðîðûâà (Òàáëèöà 2.3), â ïðåäåëàõ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíî-

ñòè 5%, è òàêæå äëÿ îñðåäíåííûõ ïî âåðòèêàëè ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè.

Ìîæíî îòìåòèòü îïðåäåëåííîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ

äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ æèäêîñòåé â ñëîòå è ôîòîãðàôèÿìè ýêñïåðèìåíòà 3-1
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ïî çàêà÷êå ãåëÿ (Ðèñ. 2.8), äàæå ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âðåìÿ ïðîðûâà

ñîâïàäàåò ñ ðàçóìíîé òî÷íîñòüþ. Íà îáåèõ ñåòêàõ ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò èç-

áûòî÷íûé ðîñò ïàëüöåâ è êà÷åñòâåííî èíóþ ôîðìó êàíàëà, çàïîëíåííîãî

ãåëåì. Â ýêñïåðèìåíòå êàíàë, çàïîëíåííûé ãåëåì, èìååò íàèáîëüøóþ øè-

ðèíó âáëèçè âõîäíîãî ñå÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â ðàñ÷åòàõ ãåëü ïîëíîñòüþ

âûòåñíÿåò æèäêîñòü 0 (ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè) èç âåðõíåé ïîëîâèíû ñëî-

òà â îêðåñòíîñòè âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ. Ìû ñêëîííû îòíîñèòü ýòî ðàçëè÷èå,

òàêæå âèäèìîå íà îñðåäíåííûõ ïî âåðòèêàëè ïðîôèëÿõ êîíöåíòðàöèè íà

Ðèñ. 2.10 b, ê íåîáõîäèìîñòè áîëåå òî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòà ðàç-

æèæåíèÿ ïðè ñäâèãå äëÿ æèäêîñòè ñòåïåííîé ðåîëîãèè, ÷òî â äàííîé ðàáî-

òå ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò ëîêàëüíîé ñêîðîñòè

ñäâèãà â ðàìêàõ óðàâíåíèé (2.35), (2.36). Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñèå ìåæäó

ðàñ÷åòàìè è ýêñïåðèìåíòîì 3-2 ãîðàçäî ëó÷øå êàê äëÿ ôîðìû êàíàëà, òàê

è äëÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè è âðåìåíè ïðîðûâà (Òàá. 2.3). Óâåëè÷åíèå

ñêîðîñòè çàêà÷êè ãåëÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ øèðèíû êàíàëà, è äàííàÿ

òåíäåíöèÿ âîñïðîèçâåäåíà â ýêñïåðèìåíòàõ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàñ÷åòû íà

îáåèõ ñåòêàõ äàþò áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ãåîìåòðèè êàíàëà, â òî âðåìÿ

êàê ëó÷øåå ñîãëàñèå äëÿ âðåìåíè ïðîðûâà ïîëó÷åíî íà ñåòêå 129× 129.

Ñóììèðóÿ âûøåèçëîæåííîå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ÷èñëåííûå ðàñ÷å-

òû îïèñûâàþò ãðàâèòàöèîííîå îïëûâàíèå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî. ×òî

êàñàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà, ïðèëîæåíèå ìîäåëè, îñðåäíåí-

íîé ïî øèðèíå òðåùèíû, îãðàíè÷åíî äèàïàçîíîì ìàëûõ ïîâåðõíîñòíûõ

íàòÿæåíèé è ìàëîé ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèä-

êîñòÿìè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòàìè, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, êàê ïðà-

âèëî, äàþò èçáûòî÷íûé ðîñò âîçìóùåíèé. Äàííîå ðàññîãëàñîâàíèå ìîæåò

áûòü ìèíèìèçèðîâàíî (íî íå ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åíî) ïóòåì ïîäáîðà ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ÷èñëà ÿ÷ååê ñåòêè, òàê ÷òî ðàçìåð âîçìóùåíèé (ïàëüöåâ)

íà íåëèíåéíîé ñòàäèè ìîæåò áûòü àäåêâàòíî âîñïðîèçâåäåí. Õîòÿ êîëè÷å-

ñòâåííàÿ êàðòèíà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñ-Ò íå ìîæåò áûòü â òî÷íîñòè

âîñïðîèçâåäåíà â ðàìêàõ ìîäåëè (2.35), (2.36), êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå è
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Ðèñ. 2.9: Îñðåäíåíûå ïî âûñîòå êàíàëà ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè çàêà÷èâàåìîé æèäêîñòè

(âîäû), ñîîòâåòñòâóþùèå ôîòîãðàôèÿì è ãðàôèêàì íà Ðèñ. 2.7 (a, b) � ìåíüøàÿ ñêî-

ðîñòü çàêà÷êè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîêàçàíû êâàäðàòíûìè òî÷êàìè, ðàñ÷åòû

íà ñåòêàõ 257 × 257 è 513 × 513 � íåïðåðûâíûìè è ïðåðûâèñòûìè ëèíèÿìè, ñîîòâåò-

ñòâåííî.

ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé ïðè ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè Ñ-Ò âîñïðîèçâîäÿòñÿ

âïîëíå êîððåêòíî. Ïðè âûòåñíåíèè íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, ñ óâåëè÷å-

íèåì îòíîøåíèÿ âÿçêîñòåé íàáëþäàåòñÿ ðîñò äëèíû ïðîíèêíîâåíèÿ âîç-

ìóùåíèé, à ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ âÿçêîñòè âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè ê

âÿçêîñòè âûòåñíÿåìîé æèäêîñòè øèðèíà êàíàëà ïðîíèêíîâåíèÿ óâåëè÷è-

âàåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åùå îäíî îãðàíè÷åíèå ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

îíà íå ìîæåò âîñïðîèçâåñòè ðàçâèòèå ïðèñòåíî÷íûõ ñëîåâ ñòàòè÷íîé âû-

òåñíÿåìîé áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàçëè-

÷èþ êàðòèí ïàëüöåâèäíîé íåóñòîé÷èâîñòè, îñðåäíåííûõ ïî âûñîòå ïðîôè-

ëåé êîíöåíòðàöèè æèäêîñòåé, è âðåìåíè ïðîðûâà âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè.

Â ýêñïåðèìåíòàõ, ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ðàçäåëå, ýòîò ýôôåêò ìàêñè-

ìàëåí ïðè âûòåñíåíèè âîäîé áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, â òî âðåìÿ êàê ïðè

âûòåñíåíèè ñ ïîìîùüþ áîëåå âÿçêèõ æèäêîñòåé ýòîò ýôôåêò ìåíåå çíà÷èì.
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Ðèñ. 2.10: Îñðåäíåííûå ïî âûñîòå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè (âî-

äû), ñîîòâåòñòâóþùèå ôîòîãðàôèÿì ýêñïåðèìåíòà è ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà íà Ðèñ. 2.8

(a, b). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå � êâàäðàòíûå òî÷êè, ðàñ÷åòà íà ñåòêàõ 129 × 129 è

257× 257 ïîêàçàíû ñïëîøíîé è ïðåðûâèñòîé ëèíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî.

2.3.4 Ïåðåíîñ è îñàæäåíèå ÷àñòèö ñ îáðàçîâàíèåì îñàäêà íà äíå

òðåùèíû

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè êîððåêòíîñòè ðàáîòû ñõåìû áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò

ïåðåíîñà è îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ïðè ðàâíîìåðíîì ïîïåðå÷íîì ðàñïðåäåëå-

íèè ÷àñòèö z0 = 1 â êàíàëå ñ ïëîñêèìè ñòåíêàìè ðàçìåðîì 1.5 ì íà 16 ñì,

øèðèíîé 5 ìì. Íà âõîäå çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü 9.63 ñì/ñ, îáúåì-

íàÿ äîëÿ ÷àñòèö 2%. ×àñòèöû ðàäèóñà 0.075 ìì ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà

2600 êã/ì3. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ðàâíû Bu = 848,

ζp = 2.6. Äàííûå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó ïî îñàæäåíèþ

÷àñòèö, ïðîâåäåííîìó â ïëîñêîì êàíàëå ëàáîðàòîðíûõ ðàçìåðîâ â Íîâîñè-

áèðñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì öåíòðå Øëþìáåðæå. Íà Ðèñ. 2.11 ïîêàçàíû ðå-

çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äâóìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.91)�(3.95)

â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà, à òàêæå ñ àíàëèòè÷åñêîé ôîð-

ìóëîé äëÿ âûñîòû îñàäêà â ìîìåíò âðåìåíè 186 ñ. Ðèñóíîê 2.11 äåìîíñòðè-

ðóåò õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè, àíàëèòè÷åñêîé
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Ðèñ. 2.11: Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé òðåùèíå ñ ðàçìåðàìè

0.16 × 1.5 ì, ïîëó÷åííîå ÷èñëåííî: 1 � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ âûñîòû îñàäêà, 2 �

ýêñïåðèìåíò. Ñïðàâà ïîêàçàíà øêàëà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ÷èñëåííîì ðåøåíèè.

òåîðèåé è ýêñïåðèìåíòîì. Íåáîëüøîå ðàñõîæäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì âáëè-

çè âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, òàê

êàê â ýêñïåðèìåíòå áûëî íåáîëüøîå ïðåïÿòñòâèå íà äíå êàíàëà â âûõîäíîì

ñå÷åíèè, êîòîðîå ïðèâåëî ê íàêîïëåíèþ ÷àñòèö è óâåëè÷åíèþ âûñîòû îñàä-

êà. Ôîðìóëà äëÿ ðîñòà îñàäêà ïîëó÷åíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ

÷àñòèö â êâàçèîäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî âûñîòà

íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû è îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö íàä ñëîåì

îñàäêà â òî÷íîñòè ðàâíà êîíöåíòðàöèè âî âõîäíîì ñå÷åíèè

H = t
2a2(ρp − ρf)g

9µ0

Cp

Cmax

(
1− Cp

Cmax

)α−1

, α = 5, Cmax = 0.65

2.4 Ðåçóëüòàòû ïî âûòåñíåíèþ áèíãàìîâñêèõ æèäêî-

ñòåé è îáñóæäåíèå

Ñ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè, èçëîæåííîé â ðàçäåëàõ 2.1-2.2, áûëî ïðîâåäå-

íî ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîé çàêà÷êè íåñêîëüêèõ

æèäêîñòåé â ÿ÷åéêó Õåëå-Øîó. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ áûëî îïðåäåëåíèå

îïòèìàëüíîãî ñöåíàðèÿ çàêà÷êè, êîòîðûé áû ïðèâîäèë ê ôîðìèðîâàíèþ
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ïàëüöåâ âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè â âûòåñíÿåìîé áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè.

Òåõíîëîãè÷åñêîå ïðèëîæåíèå äàííîãî ñöåíàðèÿ ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè

òàê íàçûâàåìîé ñèñòåìû ïîääåðæèâàþùèõ îñòðîâîâ ñóñïåíçèè ãèäðîðàç-

ðûâíîé æèäêîñòè ñ ïðîïïàíòîì â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà. Ïîñëå çàêðû-

òèÿ òðåùèíû ýòè îñòðîâà íå äàþò òðåùèíå ïîëíîñòüþ ñîìêíóòüñÿ, à ïðî-

ìåæóòêè ìåæäó íèìè (áûâøèå ïàëüöû âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè) ñîçäà-

þò âûñîêîïðîâîäÿùèå êàíàëû äëÿ óãëåâîäîðîäîâ èç ãëóáèí ïëàñòà ê òðå-

ùèíå. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò âîçíèêàòü â òðåùèíå â ðåçóëüòàòå ïî-

ïåðåìåííîé çàêà÷êè ïîðöèé (ñëàãîâ) ÷èñòîé æèäêîñòè è ïîðöèé ñóñïåíçèè

(alternate-slug fracturing). Ïðèìåð � òåõíîëîãèè HiWAY Channel Fracturing

Technique [94]. Íèæå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ñìîäåëèðîâàòü ïîëó÷åíèå âûñî-

êîïðîâîäëÿùèõ êàíàëîâ â òðåùèíå êàê ðåçóëüòàò ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè

Ñýôìàíà-Òåéëîðà.

Öåëüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ îïðå-

äåëåíèå êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêà÷êè æèäêîñòåé, êîòîðàÿ ïðè-

âîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ êàíàëîâ â âûòåñíÿåìîé æèäêîñòè ñ ïðåäåëîì òå-

êó÷åñòè (ñóñïåíçèè êðîññ-ëèíêîâàííîé ãèäðîðàçðûâíîé æèäêîñòè ñ ïðî-

ïïàíòîì). Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ çà-

êà÷êà òðåõ æèäêîñòåé â ìîäåëüíóþ òðåùèíó (ÿ÷åéêó Õåëå-Øîó) ðàçìå-

ðîâ 70m × 70m, ñêîðîñòü çàêà÷êè 4.76 · 10−2m/s, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû:

M1 = 1.43, M2 = 8.72 · 10−4, ζ1 = ζ2 = 0.5, ε = 8.57 · 10−5, Bu = 12.9,

Bn = 1.43. Ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêà÷êè:

Fluid 0 (0.102) - Fluid 1 (0.02) - Fluid 2 (0.115), (2.50)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ äëèòåëüíîñòü çàêà÷êè ïîêàçàíà â ñêîáêàõ. Ïëîñêèé êà-

íàë â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàïîëíåí æèäêîñòüþ 1. Æèäêîñòü 0 èìå-

åò ðåîëîãèþ Áèíãàìà, æèäêîñòè 1 è 2 � íüþòîíîâñêèå ñ ïëîòíîñòüþ â äâà

ðàçà ìåíüøåé, ÷åì æèäêîñòü 0; âÿçêîñòü æèäêîñòè 0 íà òðè ïîðÿäêà áîëü-

øå, ÷åì âÿçêîñòü æèäêîñòåé 1 è 2. Íà Ðèñ. 2.12 ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòåé

âîññòàíîâëåíî ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: öâåò â êàæäîì óçëå ïîêàçûâàåò

83



ïðèñóòñòâèå æèäêîñòè ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êîíöåíòðàöèè â äàííîì

óçëå ñåòêè. Â áàçîâîé êîíôèãóðàöèè äâà ýôôåêòà âëèÿþò íà ïðîöåññ âû-

òåñíåíèÿ: ãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ (îïëûâàíèå) è ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâî-

ñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà. Îáíàðóæåíî, ÷òî â îòñóòñòâèå ðàçâèòèÿ ïàëüöåâîé

íåóñòîé÷èâîñòè íå ôîðìèðóþòñÿ çîíû äâèæåíèÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè,

â êîòîðûõ íå ïðåâçîéäåí ïðåäåë òåêó÷åñòè (òàê íàçûâàåìûå îáëàñòè ïñåâ-

äîçàòâåðäåâàíèÿ): æèäêîñòü 0 ïîäâåðæåíà ñäâèãó âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ,

è îñòðîâà áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè âåäóò ñåáÿ êàê íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü

çàäàííîé ïëàñòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ýôôåêòû êîíå÷íîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè

ñòàíîâÿòñÿ âàæíûìè â ñëó÷àå, êîãäà ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-

Òåéëîðà. Ïðè ïðîíèêíîâåíèè �ïàëüöåâ� ìàëîâÿçêîé æèäêîñòè â îáëàñòü,

çàíÿòóþ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòüþ, ñêîðîñòü ïîñëåäíåé óìåíüøàåòñÿ, ÷òî

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ëîêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå,

ïîïðàâêà ê ìîáèëüíîñòè æèäêîñòè óìåíüøàåòñÿ è áèíãàìîâñêàÿ æèäêîñòü

ïåðåõîäèò â ïñåâäîòâåðäîå ñîñòîÿíèå, ÷òî òîëüêî óñèëèâàåò ðîñò ïàëüöåâ

âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè â ñòîðîíó îáëàñòè, çàíÿòîé áèíãàìîâñêîé æèäêî-

ñòüþ..

Òàêæå îáíàðóæåíî, ÷òî ïîñëå òîãî êàê çàêà÷êà îñòàíîâëåíà, ïñåâäîçà-

òâåðäåâàíèå áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò ãðàâèòàöè-

îííîå îïëûâàíèå. Íèæå ìû ïîïðîáóåì îòäåëèòü âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííîãî

îïëûâàíèÿ è ïñåâäîçàòâåðäåâàíèÿ íà ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòåé â ïëîñêîì êàíàëå â ðåçóëü-

òàòå ïîñëåäîâàòåëüíîé çàêà÷êè ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ñõåìå: çàêà÷èâàåòñÿ

íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü 2 â ïëîñêèé êàíàë, çàïîëíåííûé áèíãàìîâñêîé

æèäêîñòüþ 0 â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ (ïëîòíîñòè æèä-

êîñòåé ðàâíû: Bu = 25.8 è ζ = 1). Â Òàá. 2.4 ïðåäñòàâëåíà ñòàòèñòèêà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äëèíû ïàëüöåâ, îòíåñåííîé ê øèðèíå êàíàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî

â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ óâåëè÷åíèå ÷èñëà Áèíãàìà ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýôôåêòà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ïàëüöåâ äðóã íà äðóãà

(shielding e�ect of �ngers): äëèííûå ïàëüöå èìåþò òåíäåíöèþ îòòåñíÿòü ìà-
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Ðèñ. 2.12: Ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòåé ïðè çàêà÷êå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè (æèäêîñòü 2)

â ïëîñêèé êàíàë, çàïîëíåííûé áèíãàìîâñêîé æèäêîñòüþ (æèäêîñòü 0) ïðè Bn = 0.36

(a), Bn = 1.43 (b) è Bn = 5.72 (c). Ïëîòíîñòè æèäêîñòåé çàäàíû ðàâíûìè, ÷òîáû

ïðåäîòâðàòèòü ãðàâèòàöèîííóþ êîíâåêöèþ. Ñåòêà 513×513 (L×H), áåçðàçìåðíîå âðåìÿ

0.203.

Ïàðàìåòð \Bn 0.36 1.43 5.72

Mf (l) 0.133 0.184 0.238

Df (l) 4 · 10−3 4.5 · 10−3 5.2 · 10−2

Lf (l) 0.2 0.25 0.69

Òàáëèöà 2.4: Ñòàòèñòèêà ïî äëèíàì ïàëüöåâ l â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïî ðàçâèòèþ

íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà â æèäêîñòÿõ ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè â îòñóòñòâèå

ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ (Ðèñ. 2.12): ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëüöåâ Mf (l), ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîå îòêëîíåíèå äëèíû ïàëüöåâ Df (l) è äëèíà ïðîíèêíîâåíèÿ Lf (l).

ëåíüêèå ïàëüöû, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå îñòàíàâëèâàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå, â

ñèëó ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè çîíà ñìåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ øèðå. Ñ óâåëè-

÷åíèåì ÷èñëà Áèíãàìà, ÷èñëî ïàëüöåâ óìåíüøàåòñÿ. Ýòî íàáëþäåíèå íà-

õîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ [74], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü

íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà äëÿ æèäêîñòåé ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè â

ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå è ïîäîáíûé ýôôåêò âçàèìíîãî

âëèÿíèÿ ïàëüöåâ áûë óñòàíîâëåí.

È íàêîíåö, áûëî òàêæå èçó÷åíî âëèÿíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ðàçâèòèå

íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà â ïðèñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè. Ðåçóëüòà-
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Ïàðàìåòð \Bn 0.36 1.43 5.72

Mf (l) 0.08 0.086 0.103

Df (l) 7 · 10−4 3 · 10−4 1.1 · 10−3

Lf (l) 0.23 0.27 0.36

Òàáëèöà 2.5: Ñòàòèñòèêà ïî äëèíàì ïàëüöåâ l â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïî ðàçâèòèþ

íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà â æèäêîñòÿõ ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè ñ ó÷åòîì ãðàâè-

òàöèîííîãî îïëûâàíèÿ (Ðèñ. 2.13): ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëüöåâ Mf (l), ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå

îòêëîíåíèå äëèíû ïàëüöåâ Df (l), è äëèíà ïðîíèêíîâåíèÿ Lf (l). Òîëüêî òå ïàëüöû ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò �îñòðîâ� áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, â òî âðåìÿ êàê

íàèáîëåå äëèííûå ïàëüöû â âåðõíåé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íå âêëþ÷àþòñÿ â ðàñ-

ñìîòðåíèå.

òû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêà÷êè (2.50) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè æèäêîñòè 0 (áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Bn = 0.36 è

Bn = 5.72) ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 2.13. Êîíôèãóðàöèÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùå-

íèé â ðàñ÷åòàõ ñ ó÷åòîì (Ðèñ. 2.13) è áåç ó÷åòà ñèëû òÿæåñòè (Ðèñ. 2.12)

áûëà çàäàíà îäèíàêîâîé, îäíàêî ðåçóëüòèðóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàëüöåâ

ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ ôîðìèðóåò-

ñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàëüöåâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî âñåé âûñîòå êàíàëà. Â

ñëó÷àå ó÷åòà ñèëû òÿæåñòè, êîãäà áîëåå ëåãêàÿ íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü âû-

òåñíÿåò áîëåå òÿæåëóþ áèíãàìîâñêóþ æèäêîñòü, ïàëüöû ðàçâèâàþòñÿ ïî

äðóãîìó çàêîíó: áîëüøàÿ ïîðöèÿ âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè ïðîðûâàåòñÿ â

âåðõíåé ÷àñòè êàíàëà, â òî âðåìÿ êàê áîëåå ìåëêèå ïàëüöû ðàçâèâàþòñÿ ïî

âñåé âûñîòå êàíàëà. Êðîìå òîãî, â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ,

ôîðìèðóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ ïàëüöåâ, òàê ÷òî ñòðóêòóðà

ïàëüöåâ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå âåòâèñòîé, ÷åì â ñëó÷àå áîëüøîãî

êîíòðàñòà ïëîòíîñòåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòèñòèêîé ðàñïðåäåëåíèÿ äëè-

íû ïàëüöåâ (Òàáëèöà 2.5) ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëüöåâ è äëèíà ïðîíèêíîâåíèÿ

ïàëüöåâ ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà Áèíãàìà. Ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷å-

íèþ, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå îïëûâàíèå ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó ïîäàâëåíèþ

íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà.
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Ðèñ. 2.13: Ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòåé â ïëîñêîì êàíàëå â ðåçóëüòàòå çàêà÷êè (2.50) ñ

ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðåäåëà òåêó÷åñòè æèäêîñòè 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì

ïàðàìåòðîâ Bn = 0.36 (a) è Bn = 5.72 (b). Ðàçðåøåíèå ñåòêè � 513× 513.

2.5 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 2

1. Ïîñòðîåíà êâàçèäâóìåðíàÿ äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ñóñïåí-

çèè â òîíêîé âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñó-

ùåñòâóþùèìè â ëèòåðàòóðå ìîäåëÿìè, ïîëó÷åííûìè â ïðèáëèæåíèè ýô-

ôåêòèâíîé æèäêîñòè, äâóõêîíòèíóàëüíûå óðàâíåíèÿ âêëþ÷àþò äîïîëíè-

òåëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé ÷ëåí, ñîäåðæàùèé îáúåìíóþ äîëþ è ñêîðîñòü

îñàæäåíèÿ ÷àñòèö. Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ

äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî íà ïåðåíîñ è îñåäàíèå ÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî

ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëüþ òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè, ïîñòðîåííîé ðàíåå íà îñíîâå

ýâðèñòè÷åñêîãî îäíîñêîðîñòíîãî ïîäõîäà, è äâóõêîíòèíóàëüíîé ìîäåëüþ,

ïðåäëîæåííîé â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìåõàíèêè

ìíîãîôàçíûõ ñðåä, ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ïðî-

ïïàíòà, îäíàêî (ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäâàðèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñîïðÿæåí-

íîé çàäà÷è) îíè îêàçûâàþò ìàëîå âëèÿíèå íà çàêîí ðîñòà òðåùèíû ãèä-

ðîðàçðûâà. Â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ó÷åò ïîëèäèñïåðñíîñòè

ñóñïåíçèè è âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé, ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîé
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ìîäåëè ñ ýêñïåðèìåíòîì, à òàêæå áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåí-

íîé çàäà÷è î ðîñòå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà è î òðàíñïîðòå ÷àñòèö â ðàìêàõ

äâóõñêîðîñòíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè, ïðåäëîæåííîé â äàííîé ðàáîòå.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [33, 5, 41].

2. Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ìîäåëè âûòåñíåíèÿ íåñêîëüêèõ æèäêîñòåé â

òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà íà ñëó÷àé æèäêîñòåé áèíãàìîâñêîé ðåîëîãèè ñ ïðå-

äåëîì òåêó÷åñòè. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò ýôôåêòû ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè

Ñýôìàíà-Òåéëîðà íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêîñòÿìè è ýôôåêòû ãðàâèòà-

öèîííîé êîíâåêöèè, à òàêæå ôîðìèðîâàíèå îáëàñòåé ïñåâäîçàòâåðäåâàíèÿ

áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè òàì, ãäå íå ïðåâçîéäåí ïðåäåë òåêó÷åñòè. ×èñëåí-

íàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè ïðîâåäåíà ñ ïîìîùüþ ìíîãîñåòî÷íîãî

ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ

è ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (TVD) ñ îãðàíè÷åíèåì ïîòîêîâ

äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà îáúåìíûõ äîëåé æèäêîñòåé. Äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ñêâîçíîãî ñ÷åòà â îáëàñòÿõ ïñåâäîçàòâåðäåâàíèÿ

áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè.

Ìîäåëü è åå ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîøëè âàëèäàöèþ íà 4 ðàçëè÷íûõ

íàáîðàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ: (i) ãðàâèòàöèîííîå îïëûâàíèå òÿæå-

ëîé æèäêîñòè â ëåãêîé (òåñòîâàÿ çàäà÷à î ïðîðûâå âåðòèêàëüíîé ïåðåãî-

ðîäêè, ðàçäåëÿþùåé æèäêîñòè ðàçíîé ïëîòíîñòè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó); (ii)

íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà íà èíòåðôåéñå ìåæäó íüþòîíîâñêèìè

æèäêîñòÿìè (âîäà è âîäíûé ðàñòâîð ãëèöåðèíà) â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó â óñëî-

âèÿõ ìàëîé ñèëû òÿæåñòè; (iii) ïåðåíîñ è îñàæäåíèå ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè

ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó ñ îñàæäåíèåì ÷àñòèö è îáðà-

çîâàíèåì îñàäêà íà äíå êàíàëà; è (iv) ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-

Òåéëîðà íà èíòåðôåéñå ìåæäó íüþòîíîâñêîé è áèíãàìîâñêîé æèäêîñòÿìè

ïðè âûòåñíåíèè â âåðòèêàëüíîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó.

Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñèå ìåæäó ìîäåëèðîâàíèåì è ýêñïåðèìåíòîì

äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî îïëûâàíèÿ, à òàêæå äëÿ çàäà÷è î ôîðìèðîâàíèè

îñàäêà (ãäå, ïîìèìî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
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ñ àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëîé äëÿ ýâîëþöèè âûñîòû îñàäêà ñî âðåìåíåì). Â

òî æå âðåìÿ, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ïàëüöåâèäíîé íåóñòîé÷è-

âîñòè ïîêàçàëî èçáûòî÷íûé ðîñò ïàëüöåâ äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ

ñëó÷àåâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îñðåäíåííàÿ ïî øèðèíå ìîäåëü âûòåñíåíèÿ

æèäêîñòåé âûâåäåíà ñ ó÷åòîì öåëîãî íàáîðà óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé,

îíà âñå æå ïîçâîëÿåò îïèñàòü êëþ÷åâûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ðàçâè-

òèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà: óâåëè÷åíèå äëèíû ïðîíèêíîâåíèÿ

ïàëüöåâ ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ âÿçêîñòè â íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòÿõ, à

òàêæå óâåëè÷åíèå øèðèíû êàíàëà âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè, ïðîðûâàþùå-

ãîñÿ âíóòðü âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè ïðè óìåíü-

øåíèè îòíîøåíèÿ âÿçêîñòåé æèäêîñòåé. Ðàçðåøåíèå ñåòêè ìîæåò áûòü ïî-

äîáðàíî äëÿ ëó÷øåãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ìàñøòàáà øèðèíû ïàëüöåâ íà íåëè-

íåéíîé ñòàäèè, êîòîðûé, ïðè ôèêñèðîâàííîì îòíîøåíèè âÿçêîñòåé, â ðå-

àëüíûõ òå÷åíèÿõ äîëæåí çàâèñåòü îò êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà è äèôôóçèîííî-

ãî ÷èñëà Ïåêëå.

Â ðàìêàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàêà÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåñêîëüêèõ æèäêîñòåé áûë ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ áèíãàìîâñêîé ðåîëî-

ãèè íà âûòåñíåíèå æèäêîñòåé è ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà.

Ïîêàçàíî, ÷òî â îòñóòñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè íà èíòåðôåéñå çîíû ïñåâäîçà-

òâåðäåâàíèÿ íå ôîðìèðóþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, áèíãàìîâñêàÿ æèäêîñòü

âåäåò ñåáÿ êàê íüþòîíîâñêàÿ. Ïðè íàëè÷èè ïàëüöåâèäíîé íåóñòîé÷èâîñòè

íà èíòåðôåéñå, â îáëàñòè, çàíÿòîé áèíãàìîâñêîé æèäêîñòüþ, ïîÿâëÿþò-

ñÿ çîíû ïñåâäîçàòâåðäåâàíèÿ. Ïðåäåë òåêó÷åñòè ïîäàâëÿåò ãðàâèòàöèîí-

íîå îïëûâàíèå íà ãðàíèöå ìåæäó òÿæåëîé è ëåãêîé æèäêîñòÿìè, ïîýòîìó

ñêîðîñòü îïëûâàíèÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè âñåãäà ìåíüøå, ÷åì äëÿ íüþ-

òîíîâñêîé æèäêîñòè ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè â îòñóòñòâèå ïðåäåëà òåêó÷å-

ñòè. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà Áèíãàìà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýôôåêòà âçàèì-

íîãî âëèÿíèÿ ïàëüöåâ: ìàëûå ïàëüöû âûòåñíÿþùåé æèäêîñòè èìåþò òåí-

äåíöèþ ê îñòàíîâêå, òàê ÷òî äëèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïàëüöåâ è èõ ñðåäíÿÿ

äëèíà óâåëè÷èâàþòñÿ. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îáà ýôôåêòà
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(ãðàâèòàöèîííîå îïëûâàíèå è íåóñòîé÷èâîñòü Ñýôìàíà-Òåéëîðà) ó÷òåíû,

ãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ ïîäàâëÿåò íåóñòîé÷èâîñòü íà èíòåðôåéñå.

Ìîäåëü òå÷åíèÿ â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó, ïîñòðîåííàÿ â íàñòîÿùåì ðàçäå-

ëå, âíåäðåííàÿ â âèäå èññëåäîâàòåëüñêîãî êîäà è ïðîøåäøàÿ âàëèäàöèþ

íà ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ âûòåñ-

íåíèÿ áèíãàìîâñêèõ ñóñïåíçèé â ñëó÷àå, åñëè îñàæäåíèåì ÷àñòèö ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü (íåáîëüøîé êîíòðàñò ïëîòíîñòåé ÷àñòèö è íåñóùåé æèäêîñòè

ëèáî îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïðåäåë òåêó÷åñòè, òàê ÷òî áîëüøèíñòâî ÷àñòèö

ñîñðåäîòî÷åíî â ïñåâäîòâåðäîì ÿäðå òå÷åíèÿ).

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [9, 36, 15, 39, 19, 40, 24, 27].

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå,

áûëî ïîëó÷åíî 6 ïàòåíòîâ íà èçîáðåòåíèÿ [42]-[48].
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Ãëàâà 3

Ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè

ñóñïåíçèè â òðåùèíå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå ìîæíî âûäåëèòü òðè

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáà äëèíû: ðàçìåð ÷àñòèöû,

øèðèíà òðåùèíû è äëèíà (âûñîòà) òðåùèíû. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå êâà-

çèäâóìåðíûå ìîäåëè ïîëó÷åíû íà ñàìîì áîëüøîì ìàñøòàáå äëèíû ïóòåì

îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ïîïåðåê òðåùèíû ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî ïðî-

ôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ ìè-

ãðàöèåé ÷àñòèö ïîïåðåê òðåùèíû ïðåíåáðåãàëîñü è ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

ïðåäïîëàãàëñÿ îäíîðîäíûì.

Â òî æå âðåìÿ, ïîïåðå÷íàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ñóñïåíçèè â óç-

êîì êàíàëå ìîæåò áûòü î÷åíü ñóùåñòâåííûì ÿâëåíèåì, îáóñëîâëåííûì ðàç-

ëè÷íûìè ìåõàíèçìàìè â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà âåëè÷èíû îáúåìíîé äîëè

÷àñòèö. Íà ìàñøòàáå ïîðÿäêà ðàäèóñà ÷àñòèöû âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïðåäå-

ëåíèè áîêîâîé ñèëû íà ÷àñòèöó, îñàæäàþùóþñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè

Ïóàçåéëÿ ÷åðåç êàíàë ñ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêèìè ñòåíêàìè (ðàçäåë 3.1).

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé â ïðîáëåìå ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòîâ ïî-

ïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òðàíñïîðòå ñóñïåíçèé â òðåùèíå ãèäðîðàç-

ðûâà. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ áîêîâîé ñèëû ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ïëîñêàÿ çà-

äà÷à î ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö è íàõîæäåíèè ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè

ïîïåðåê òðåùèíû (ðàçäåëû 3.2 è 3.2), êîòîðûé çàòåì ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
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âàí ïðè îñðåäíåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèè äâóìåðíîé

îñðåäíåííîé ìîäåëè ïåðåíîñà è îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â òðåùèíå íà ìàñøòàáå

äëèíû è âûñîòû òðåùèíû (ðàçäåë 3.4).

Òàê êàê ìèíèìàëüíîå ãëàâíîå íàïðÿæåíèå â ïëàñòå, êàê ïðàâèëî, íà-

ïðàâëåíî ãîðèçîíòàëüíî, òðåùèíà ãèäðîðàçðûâà íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîé

ïëîñêîñòè è õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìîäåëüþ ïëîñêîãî êàíàëà, òî åñòü

ìîäåëüþ ÿ÷åéêè Õåëå-Øîó.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ãëàâå ÿâëÿåòñÿ èíåðöèîííàÿ ìèãðà-

öèÿ îñàæäàþùèõñÿ íåáðîóíîâñêèõ ÷àñòèö ïðè ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè ðàç-

ðåæåííîé ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó [217].

Êàê óïîìèíàëîñü â îáçîðå ëèòåðàòóðû (Ãëàâà 1), îáùàÿ çàäà÷à î ïîñòðî-

åíèè ìîäåëè ïåðåíîñà è îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó ðåøàëàñü

â ðÿäå ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, â [103, 145]. Â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî ñëîÿ áû-

ëè ïîëó÷åíû äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ÷àñòèö, îñðåäíåííûå ïîïåðåê

êàíàëà. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïðè îñðåäíåíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîïå-

ðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì. Â [103] áûë

òàêæå ðàññìîòðåí ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ÷à-

ñòèö ê öåíòðó êàíàëà íà ñðåäíåé ïëîñêîñòè êàíàëà îáðàçóåòñÿ ñëîé ïëîòíî

óïàêîâàííûõ ÷àñòèö. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ïåðåíîñà

è îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â ÿ÷åéêå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ðàâíî-

ìåðíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Â ëèòåðàòóðå, îäíàêî, ïîêà îòñóò-

ñòâóþò îñðåäíåííûå ìîäåëè ïåðåíîñà ÷àñòèö â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó, êîòîðûå

áû ó÷èòûâàëè íåðàâíîìåðíûé ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè, ôîð-

ìèðóþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ÷àñòèö. Ïðè ïîñòðîåíèè òàêîé ìîäåëè

òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó íà òðåõ ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáàõ äëèíû: ðàäèóñ ÷àñòèöû, øèðèíà ÿ÷åé-

êè è äëèíà (âûñîòà) ÿ÷åéêè. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà

òðè ïîäçàäà÷è: à) çàäà÷à î áîêîâîé ñèëå íà ÷àñòèöó íà ìàñøòàáå ðàäèóñà

÷àñòèöû, á) çàäà÷à î ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö â ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷å-

íèè ÿ÷åéêè ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû, íàéäåííîé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
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çàäà÷è à), è â) çàäà÷à î ïåðåíîñå è îñàæäåíèè ÷àñòèö íà ìàñøòàáå äëèíû

(âûñîòû) ÿ÷åéêè.

Êàê îòìå÷àëîñü â îáçîðå ïåðâîé ãëàâû, çàäà÷à à) ïî îïðåäåëåíèþ áîêî-

âîé ñèëû íà ÷àñòèöó â ñäâèãîâûõ ïîòîêàõ âÿçêîé æèäêîñòè èññëåäîâàëàñü

âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ. Îäíàêî ðàíåå ïîäðîáíî íå èññëåäîâàëàñü êîíôè-

ãóðàöèÿ, âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé ê òå÷åíèþ â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, à

èìåííî: îñåäàíèå ÷àñòèöû (ò.å. îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû) íàïðàâ-

ëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû è åãî

ãðàäèåíòà.

Ñðàâíèòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ çàäà÷è á) î

êîíòèíóàëüíîì ìîäåëèðîâàíèè èíåðöèîííîé ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷å-

íèè ñóñïåíçèè â êàíàëàõ. Îáçîð ðàáîò ïî äâóõêîíòèíóàëüíîìó îïèñàíèþ

òå÷åíèé ðàçðåæåííûõ äèñïåðñíûõ ñðåä â ïîãðàíè÷íîì ñëîå â ïðèëîæåíèè

ê òå÷åíèÿì çàïûëåííîãî ãàçà ìîæíî íàéòè â [218, 219]. Çàäà÷à î ìèãðàöèè

÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì êëàññè÷åñêîé ñèëû Ñýôìàíà èññëåäîâàëàñü â ðàìêàõ

ëàãðàíæåâà ïîäõîäà â ñëó÷àå òå÷åíèÿ çàïûëåííîãî ãàçà â êàíàëå [223], à

òàêæå â ðàìêàõ ýéëåðîâà ïîäõîäà â ñëó÷àå òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîé ñóñïåí-

çèè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå [224]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü

÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñîäåðæèò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü íà

ñòåíêå êàíàëà, êîòîðàÿ áûëà âïåðâûå îáíàðóæåíà â çàäà÷å î òå÷åíèè çà-

ïûëåííîãî ãàçà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ó÷åòîì òîëüêî ñèëû Ñòîêñà [221]. Â

ðàáîòå [224] áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòü â ïðîôèëå

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà ñòåíêå êàíàëà íå ðàçðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì ñèëû Ñýô-

ìàíà, è áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìîòðåòü ìîäåëü ñóñïåíçèè ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé

îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå (ñì. [2]), â çàäà÷å

î ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñò-

êå êàíàëà íåèíòåãðèðóåìàÿ îñîáåííîñòü â ïîëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ìîæåò

áûòü ðàçðåøåíà ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ê ñèëå Ñýôìàíà çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ

ñòåíîê.
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Ðèñ. 3.1: Ïåðåíîñ è îñàæäåíèå ÷àñòèöû ïðè òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ÷åðåç êàíàë ñ âåðèòêàëü-

íûìè ïëîñêèì ñòåíêàìè.

3.1 Áîêîâàÿ ñèëà íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó, îñåäàþùóþ

â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè â òðåùèíå

Êàê îáñóæäàëîñü â Ãëàâå 1, ìèãðàöèÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ ÷èñ-

ëàõ Ðåéíîëüäñà â ñäâèãîâûõ òå÷åíèÿõ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ðàññìàò-

ðèâàëàñü âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â äàííîì ðàçäåëå ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, â êîòîðîì ÷àñòèöà îñàæäàåòñÿ ïðè ãîðèçîí-

òàëüíîì òå÷åíèè æèäêîñòè ÷åðåç ïëîñêèé êàíàë ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåí-

êàìè(Ðèñ. 1.1). Â òàêîé êîíôèãóðàöèè çàäà÷à î ïîèñêå áîêîâîé ñèëû íà

îñàæäàþùóþñÿ ÷àñòèöó â ñäâèãîâîì ïîòîêå ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ìèãðàöèÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîìó òå÷åíèþ, âûçâàíî ìàëîé èíåðöè-

îííîñòüþ æèäêîñòè. Êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ÷àñòèöû ìàëîRes = aU ′
s/ν ≪

1, òî èíåðöèîííûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ Íàâüå-Ñòîêñà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ

ñ âÿçêèìè ÷ëåíàìè íà ìàñøòàáå äëèíû ïîðÿäêà ðàäèóñà ÷àñòèöû a îò öåí-

òðà ÷àñòèöû (âíóòðåííÿÿ îáëàñòü). Çäåñü U ′
s � ðàçìåðíûé ìàñøòàá ñêî-

ðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ñêîðîñòü öåíòðà ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íåâîçìó-
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ùåííîé ñêîðîñòè æèäêîñòè â ýòîé òî÷êå), ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü

æèäêîñòè, øòðèõ èñïîëüçîâàí â ýòîì ðàçäåëå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî Rs, âîçìóùåííîå òå÷åíèå âî âíóò-

ðåííåé îáëàñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ñòîêñà. Îäíàêî, ïîðÿäîê âåëè-

÷èíû èíåðöèîííûõ ÷ëåíîâ ïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåäëåííåå, ÷åì ïîðÿäîê

âåëè÷èíû âÿçêèõ ÷ëåíîâ. Ýòè ñëàãàåìûå èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê âåëè-

÷èíû íà çíà÷èòåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñôåðû (âî âíåøíåé îáëàñòè). Äëÿ

âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ìàñøòàá äëèíû âíåøíåé çîíû äàåòñÿ îçååíîâñêîé

äëèíîé LOs = a/Res = ν/U ′
s ≫ a.

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ìèãðàöèè ÷àñòèö èç-çà ýôôåêòîâ èíåðöèè

æèäêîñòè, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ âîçìóùåíèé. Â ðàáîòå [75] ðàññìàòðèâàëàñü ìèãðàöèÿ

íå íåéòðàëüíî ïëàâó÷åé ÷àñòèöû ïðè åå äâèæåíèè â ëèíåéíîì ñäâèãîâîì

ïîòîêå íà ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè d ìíîãî áîëüøèõ, ÷åì ðàäèóñ ÷àñòèöû:

a ≪ d ≪ LOs. Áîêîâàÿ ñèëà áûëà âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðè-

íà. Áîêîâàÿ ñèëà áûëà ïîëó÷åíà òàêæå äëÿ ëèíåéíîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî

ïðîôèëåé ñêîðîñòè [104, 184, 76]. Ðåãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíÿëèñü è

â ñëó÷àå, êîãäà d ∼ a.

Äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñäâèãîâîãî ïîòîêà áûë ïðåäëîæåí â [159] äðóãîé

ìàñøòàá äëèíû âî âíåøíåé îáëàñòè LSa = (ν/G)1/2, îñíîâàííûé íà ìàñ-

øòàáå ñêîðîñòè ñäâèãà G. Â óêàçàííîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå

÷àñòèöû âî âíåøíåé îáëàñòè ýêâèâàëåíòíî òî÷å÷íîé ñèëå, ïðèëîæåííîé ê

æèäêîñòè â öåíòðå ñôåðû. Óðàâíåíèÿ òèïà Îçååíà, îïèñûâàþùèå âîçìó-

ùåííîå òå÷åíèå âî âíåøíåé îáëàñòè, ðåøàëèñü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå. ×àñòèöà ïðîèçâîäèò âîçìóùåíèå òå÷åíèå âî âíåøíåé îáëàñòè, êî-

òîðîå ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ìàëîé áîêîâîé ïîïðàâêè ê ðàâíîìåðíîìó

ïîëþ ñêîðîñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Ñêîðîñòü ìèãðàöèè â íàïðàâëåíèè

ñäâèãà ðàññ÷èòûâàëàñü äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïàðàëëåëüíî ëèíèÿì òî-

êà íåîãðàíè÷åííîãî òå÷åíèÿ, â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîãî ñäâèãà, êîãäà äâà

ìàëûõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, ïîñ÷èòàííûõ ïî ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ è
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ñêîðîñòè ñäâèãà, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

Res ≪ Re1/2p = a(G/ν)1/2 ≪ 1. (3.1)

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå ñäâèãîâîå òå÷åíèå äîìèíèðóåò

íàä îäíîðîäíûì òå÷åíèåì âî âíåøíåé îáëàñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ñôåðà äâè-

æåòñÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè â ñäâèãîâîì ïîòîêå, äðóãèå êîìïîíåí-

òû ñêîðîñòè ìèãðàöèè áûëè òàêæå íàéäåíû äëÿ ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ ñèëüíîãî

ñäâèãà [101]. Áîêîâàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ â íåîãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì ñäâèãî-

âîì ïîòîêå, êîãäà ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè,

â êîòîðîé ëåæàò ñêîðîñòü æèäêîñòè è ãðàäèåíò ñêîðîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

åò êîíôèãóðàöèè îñàæäåíèÿ ÷àñòèöû â òðåùèíå ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â òðå-

ùèíå åñòü ñòåíêè. Â ðàáîòàõ [56, 120] áûëî ñíÿòî îãðàíè÷åíèå Ñýôìàíà

(3.1) íà îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó äâóõ ÷èñëå Ðåéíîëüäñà è áûë ðàññìîò-

ðåí îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà. Áûëî

ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ìèãðàöèè ÷àñòèöû, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ

ïàðàëëåëüíî ëèíèÿì òîêà â íåîãðàíè÷åííîì ñäâèãîâîì ïîòîêå, â òåðìèíàõ

ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ: χ = Res/Re
1/2
p . Ñêîðîñòü ìèãðàöèè äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà â ïðåäåëå ñèëüíîãî ñäâèãà, êîãäà χ≪ 1, è î÷åíü ìàëà, ïîðÿäêà

χ−5 lnχ, â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå ñëàáîãî ñäâèãà χ≫ 1.

Â ðàáîòàõ [106, 55] ðàññìàòðèâàëàñü èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ íå íåéòðàëü-

íî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö, îñàæäàþùåéñÿ â òå÷åíèè â âåðòèêàëüíîì êàíàëå. Â

ýòîì ñëó÷àå, ìèãðàöèÿ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ äâóõ ýôôåêòîâ: îçå-

åíîâñêîé èíåðöèîííîé ìèãðàöèè è âëèÿíèÿ ñòåíêè. Êîýôôèöèåíò áîêîâîé

ñèëû è ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû áûëè ðàññ÷èòàíû êàê ôóíêöèè

ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ÷èñëà Ðåéíîëüäñà êàíàëà Rec = U ′
ml/ν, ãäå

l è U ′
m � øèðèíà êàíàëà è ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü. Êîãäà ÷èñëî Rec âåëèêî,

âëèÿíèå ñòåíîê çíà÷èòåëüíî òîëüêî â òîíêèõ ñëîÿõ âáëèçè ñòåíîê ñ øèðè-

íîé ïîðÿäêà lRe−1/2
c [55]. Â ÿäðå òå÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ïðèñòåíî÷íûõ

ñëîåâ, âëèÿíèå ñòåíîê ïðåíåáðåæèìî ìàëî, è ïîëå âîçìóùåíèé âî âíåøíåé

îáëàñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåîãðàíè÷åííîå. Âëèÿíèå êðèâèçíû
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ïðîôèëÿ ñêîðîñòè íà áîêîâóþ ñèëó îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíûì.

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ñêîðîñòè ìèãðàöèè íå íåéòðàëü-

íî ïëàâó÷åé ÷àñòèöû, îñàæäàþùåéñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè âÿçêîé

íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîì âåðòèêàëüíûìè ïëîñ-

êèìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî âëèÿíèå

ñòåíîê ïðè áîëüøèõ Rec áóäåò âàæíî òîëüêî â òîíêèõ ïðèñòåíî÷íûõ ñëîÿõ.

Â ÿäðå òå÷åíèÿ áîêîâàÿ ñèëà îæèäàåòñÿ ìàëîé â ðàññìàòðèâàåìîé êîíôè-

ãóðàöèè, òàê êàê îíà ðàâíà íóëþ â íåîãðàíè÷åííîì ïîòîêå. Îäíàêî, áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ñêîðîñòè ìèãðàöèè äîñòèãàåòñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèÿõ ïîðÿäêà Re−1/3
c îò ñðåäèííîé ëèíèè êàíàëà çà ñ÷åò êîìáèíèðî-

âàííîãî ýôôåêòà ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ëèíåéíîãî ñäâèãà, è êðèâèçíû íåâîçìó-

ùåííîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû èìååò îäèíàêîâûé

ïîðÿäîê âåëè÷èíû ïî âñåé øèðèíå êàíàëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçóåìîå

îáåçðàçìåðèâàíèå äëÿ áîêîâîé ñèëû ïðèìåíèìî âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ

ïîïåðåê êàíàëà, êàê âáëèçè ñòåíîê, òàê è â ÿäðå òå÷åíèÿ.

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îñàæäåíèè îäèíî÷íîé ÷àñòèöû ïðè

òå÷åíèè â òðåùèíå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òâåðäîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû, îñàæäàþùåé-

ñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â ñòàöèîíàðíîì ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè

âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ÷åðåç âåðòèêàëüíûé êàíàë ñ

ïëîñêèìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Ñõåìà òå÷åíèÿ è ñèñòåìà êîîðäèíàò

ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.1. Íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â

öåíòðå ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû U′
p. Â äàí-

íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ. Ñêîðîñòü æèäêîñòè ïî îòíîøåíèþ

ê ÷àñòèöå èìååò â îáùåì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ïî êîîðäèíàòàì x è z: U ′
sx

è U ′
sz. Ðàäèóñ ÷àñòèöû a ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé êàíàëà l. ×èñëî

Ðåéíîëüäñà ÷àñòèöû è ìàñøòàá äëèíû âíåøíåé îáëàñòè, îñíîâàííûé íà
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ñðåäíåé ñêîðîñòè ñäâèãà Gav = U ′
m/l, äàþòñÿ ôîðìóëàìè:

Rep = U ′
ma

2/νl, L = aRe−1/2
p = (νl/U ′

m)
1/2

= lRec−1/2.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âîçìóùåííîå òå÷åíèå, áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, èñïîëüçóÿ

ìàëûé ïàðàìåòð

ε = R1/2
p = a (U ′

m/νl)
1/2 ≪ 1.

Îòíîøåíèå ðàçìåðà ÷àñòèöû ê øèðèíå êàíàëà è ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ÷à-

ñòèöû, ïîñ÷èòàííîå ïî ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ëîêàëüíîé ñêîðîñòè

ñäâèãà, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè:

a/l = (Rep/Rec)
1/2 = εRe−1/2

c ≪ 1, Res ∼ ε≪ 1.

Äðóãèå áåçðàçìåðíûå ãðóïïû, òàêèå êàê Usx = U ′
sx/Um, Us = U ′

zx/Um,

d/l è Rec èìåþò ïîðÿäîê åäèíèöû, ãäå d � ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû äî áëèæàé-

øåé ñòåíêè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè çà ñ÷åò

ïðîñêàëüçûâàíèÿ èìåþò áîëüøèé ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷åì âîçìóùåíèÿ çà

ñ÷åò ñäâèãà è âðàùåíèÿ ÷àñòèöû, êîãäà |Us| ≫ ε2 [106].

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç áóäåò ïðîâåäåí àíàëîãè÷íî ìåòîäó, èñïîëüçî-

âàííîìó â ðàáîòå [55] ïðè èññëåäîâàíèè èíåðöèîííîé ìèãðàöèè ÷àñòèöû â

âåðòèêàëüíîì êàíàëå, êîãäà ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïàðàëëåëüíà íåâîç-

ìóùåííîìó òå÷åíèþ. Íîâèçíà äàííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è â òîì, ÷òî ñêî-

ðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèöû ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé

ëåæèò ñêîðîñòü æèäêîñòè è åå ãðàäèåíò. Äðóãèìè ñëîâàìè, â âûáðàííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöåé, ñêîðîñòü íåâîçìó-

ùåííîãî òå÷åíèÿ èìååò äâå êîìïîíåíòû:

v′ = v′xex + v′zez,

v′x = U ′
sx + U ′

m

(
γ
y′

l
− 4

y′2

l2

)
,

ãäå ex è ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû x- è y-êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, è

γ = 4 − 8d/l � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ñäâèãà â öåíòðå ÷àñòèöû. Â ïåðâîì

98



ïðèáëèæåíèè ïî ε ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñòåíêàì êàíàëà è åå ñêî-

ðîñòü ìèãðàöèè, íàïðàâëåííàÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì, ìàëà ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñêîðîñòüþ ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê êâàçèñòàöèîíàðíàÿ.

Ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì:

r = r′/a, u = u′/U ′
m, Ωp = Ω′

pl/U
′
m, Fp = F′

p/µaU
′
m,

ãäå u � âîçìóùåíèå ñêîðîñòè æèäêîñòè, à Ωp è Fp � áåçðàçìåðíûå óã-

ëîâàÿ ñêîðîñòü è ñèëà íà ÷àñòèöó, ñîîòâåòñòâåííî. Íåâîçìóùåííîå ïîëå

ñêîðîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

v = v′/U ′
m =

(
Usx + εγyRe−1/2

c − 4ε2y2Re−1
c

)
ex + Uszez (3.2)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÷àñòèöà îñàæäàåò-

ñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè â ãîðèçîíòàëüíîì íåâîçìóùåííîì òå÷åíèè,

òàê ÷òî ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè æèäêîñòè è

åå ãðàäèåíòó. Â ýòîì ñëó÷àå x-êîìïîíåíòà ñèëû íà ÷àñòèöó ðàâíà íóëþ.

Èç ôîðìóëû Ôàêñåíà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêîðîñòü ïðîñêàëü-

çûâàíèÿ èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû Usx, è åé, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ìî-

ãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå:

εRe1/2c [(u · ∇)u+ (v · ∇)u+ (u · ∇)v] = −∇p+∇2u (3.3)

∇ · u = 0

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòè-

öû è íà ñòåíêàõ êàíàëà ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, è ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âîçìóùåíèå ñêîðîñòè çàòóõàåò âäàëè îò ÷àñòèöû:

r = 1 : u = −v + εRe−1/2
c Ωp × r =

= −Uszez + εRe−1/2
c (Ωp × r− γyex) + 4ε2y2Re−1

c ex (3.4)

u = 0 : y = −ε−1Re1/2c d/l, ε−1Re1/2c (1− d/l)

u → 0 : r → ∞
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3.1.2 Ðåøåíèå âî âíóòðåííåé îáëàñòè íà ìàñøòàáå ðàäèóñà ÷à-

ñòèöû

Áóäåì èñêàòü áåçðàçìåðíûå âîçìóùåííûå ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â âèäå

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî ε:

u = u0 + εu1 + o(ε), p = p0 + εp1 + o(ε)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (3.3) è (3.4) è îñòàâëÿÿ òîëüêî

ãëàâíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì:

∇2u0 −∇p0 = 0, (3.5)

∇ · u0 = 0 (3.6)

r = 1 : u0 − Uszez (3.7)

u0 → 0 : r → ∞ (3.8)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.7) âêëþ÷àåò òîëüêî ñêîðîñòü

ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ñëàãàåìûå ñî ñêîðîñòüþ ñäâèãà è óãëîâîé ñêîðîñòüþ

èìåþò ïîðÿäîê âåëè÷èíû ε, à ñëàãàåìîå çà ñ÷åò êðèâèçíû ïðîôèëÿ ñêîðî-

ñòè èìååò ïîðÿäîê ε2. Ïîýòîìó ýòèìè ÷ëåíàì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè. Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.5)�(3.8) äàåòñÿ èçâåñòíûì ðåøåíèåì

Ñòîêñà:

u0 = −Usz

[
ez

(
3

4r
+

1

4r3

)
+

3

4

zr

r2

(
1

r
− 1

r3

)]
Ýòî îñåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå äàåò ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ñôåðû ïî ôîð-

ìóëå Ñòîêñà Fp = 6πUszez è íå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ áîêîâîé ñèëû

èëè ìîìåíòà. Ïîëå ñêîðîñòè çàòóõàåò ñ ðàññòîÿíèåì ïî çàêîíó 1/r:

u0 → 0, r → ∞,

uS = −3

4
Usz

(ez
r
+
zr

r3

)
Ïîëå ñêîðîñòè uS ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ âÿçêîé æèäêîñòè ïî äåéñòâèåì

òî÷å÷íîé ñèëû:

Ff = Ffez = −Fp = −6πUszez
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Îáúåäèíÿÿ ñëàãàåìûå îäíîãî ïîðÿäêà ïî ε â àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíè-

ÿõ (3.3) è (3.4), ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âî âíóòðåííåé îáëàñòè:

∇2u1 −∇p = Re1/2c [(u0 + Uszez) · ∇]u0 (3.9)

∇ · u1 = 0 (3.10)

r = 1 : u1 = Re−1/2
c (Ωp × r− γyex) (3.11)

Äàæå â ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε êðèâèçíà íåâîçìóùåííîãî

ïðîôèëÿ ñêîðîñòè íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé îáëàñòè. Òàê êàê

óðàâíåíèÿ (3.9)�(3.11) ëèíåéíû, ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçè-

öèè òðåõ ðåøåíèé [55]:

u1 = Re1/2c uPP + unb +w (3.12)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òðåõ ñëàãàåìûõ èìåþò âèä:

r = 1 : uPP = 0, unb = Re−1/2
c (Ωp × r− yγex) , w = 0

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.12) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(3.9)-(3.10) äëÿ íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ [152]:

uPP =
3

32
U 2
sz

[(
2− 3

r
+

1

r2
− 1

r3
+

1

r4

)(
1− 3z2

r2

)
r

r
+

+

(
4− 3

r
+

1

r3
− 2

r4

)(
z2r

r3
− zez

r

)]
Äâà äðóãèõ ñëàãàåìûõ â (3.12) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ñòîêñà (3.5)-

(3.6). Ñëàãàåìîå unb ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ íåéòðàëüíî ïëàâó÷åé ÷àñòè-

öû â íåîãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì ñäâèãîâîì ïîòîêå. Îíî ó÷èòûâàåò ýôôåêò

âðàùåíèÿ ÷àñòèöû â ñäâèãîâîì ïîòîêå. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå w(r) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (3.5)-(3.6), êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê îäíîðîäíîìó ïîëþ

ñêîðîñòèw∞ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðåøåíèå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè u1 íå ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû r, è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

101



íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò çàìåíèòü óñëîâèåì ñðàùèâàíèÿ ñ âíåøíèì ðàç-

ëîæåíèåì. Âíåøíèé ïðåäåë âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ èìååò âèä:

u1|r→∞ = uPP (r/r) +w∞ (3.13)

uPP
∞ = uPP |r→∞ =

3

16
U 2
sz

[(
1− 3z2

r2

)
r

r
+ 2

(
z2r

r3
− zez

r

)]
Â ñèëó ñèììåòðèè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (3.12) íå äàþò

âêëàä â ñêîðîñòü ìèãðàöèè. Ïîýòîìó ìèãðàöèÿ âûçâàíà òðàíñâåðñàëüíîé

êîìïîíåíòîé ñêîðîñòèw∞, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì ñðàùèâàíèÿ

ñ âíåøíèì ðåøåíèåì. Ñêîðîñòü ìèãðàöèè áåçûíåðöèîííîé ÷àñòèöû äàåòñÿ

ôîðìóëîé Vm = εwy∞.

3.1.3 Ðåøåíèå âî âíåøíåé îáëàñòè íà îçååíîâñêîì ìàñøòàáå

Ðàñòÿíóòûå êîîðäèíàòû âî âíåøíåé îáëàñòè ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì R =

(X,Y, Z) = εr = r′/L. Ñêîðîñòü è äàâëåíèå âî âíåøíåé îáëàñòè ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

u = εU+ o(ε), U = (Ux, Uy, Uz), p = ε2P + o(ε2)

Òàê êàê âîçìóùåíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâîçìóùåííûì òå÷åíèåì

âî âíåøíåé îáëàñòè, èíåðöèîííûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ Íàâüå Ñòîêñà (3.3)

ìîãóò áûòü ëèíåàðèçîâàíû:

εRe1/2c [(u · ∇)u+ (v · ∇)u+ (u · ∇)v] = ε2 [(V · ∇)U+ (U · ∇)V] +O(ε3)

Çäåñü êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ çàïèñàíû â òåðìè-

íàõ êîîðäèíàò âî âíåøíåé îáëàñòè:

V = (Vx, 0, Vsz), Vx = γY − 4Re−1/2
c Y 2, Vsz = UszRe

1/2
c (3.14)

Ïàðàìåòð ïðîñêàëüçûâàíèÿ Vsz õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó

ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèöû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëàãàåìûì çà ñ÷åò ëè-

íåéíîãî ñäâèãà â íåâîçìóùåííîé ñêîðîñòè æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò
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ïàðàìåòð àíàëîãè÷åí îòíîøåíèþ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà χ = Res/R
1/2, êîòî-

ðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ìèãðàöèè ÷àñòèö â ëèíåéíûõ ñäâèãîâûõ

ïîòîêàõ [56]. Ïðåäåë ñèëüíîãî ñäâèãà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ε2 ≪ Vsz ≪ 1.

Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ ñ âíóòðåííåé îáëàñòüþ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïó-

òåì äîáàâëåíèÿ òî÷å÷íîé ñèëû Ff â óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-

ñîâ [159]. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè ñâîäÿòñÿ ê

ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì òèïà Îçååíà:

Vx
∂U

∂X
+ Vsz

∂U

∂Z
+
dVx
dY

Uyex +∇P −∇2U = −6πUsxδ(R)ez (3.15)

∇ ·U = 0

U = 0 : Y = −Re1/2c d/l, Re1/2c (1− d/l),

U = 0 : R → ∞

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âî âíåøíåé îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ äâóìåðíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Íèæå ïðèâåäåíû ôîðìóëû, ïî êîòîðûì ââîäÿòñÿ

Ôóðüå-îáðàçû ïîëåé ñêîðîñòè U∗ è äàâëåíèÿ P ∗:

{
U∗(kx,Y,kz)
P ∗(kx,Y,kz)

}
=

1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

{U
P } exp [−i(kxX + kzZ)] dXdZ.

Ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

{U
P } =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

{U∗

P ∗ } exp [i(kxX + kzZ)] dkxdkz. (3.16)

Óðàâíåíèÿ òèïà Îçååíà (3.15) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â òåðìèíàõ Ôóðüå-

îáðàçîâ:

(ikxVx + ikzVz)U
∗ +

dVx
dY

U ∗
yex +∇∗P ∗ −∆∗U∗ = − 3

2π
Uszδ(Y )ez (3.17)

∇∗ ·U∗ = 0

∇∗ =

(
ikx,

d

dY
, ikz

)
, ∆∗ =

d2

dY 2
− k2, k2 = k2x + k2z .

U∗ = 0 : Z = −Re−1/2
c d/l,Re1/2c (1− d/l).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòå Y . Óìíîæàÿ óðàâíåíèå

(3.17) â ïðîåêöèè íà îñü x íà ikx, à â ïðîåêöèè íà z � íà ikz, ñêëàäû-

âàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ìîæíî

ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ P ∗ â ôîðìå:

P ∗ =
1

k2

[
(∆∗ − ikxVx − ikzVz)

dU ∗
y

dY
+ ikx

dVx
dY

U ∗
y +

3

2π
ikzUszδ(Y )

]
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî Y , ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âû-

ðàæåíèå â óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ïðîåêöèè íà îñü y,

ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå äëÿ Ôóðüå-îáðàçà ñêîðîñòè ìèãðàöèè:

[∆∗ − (ikxVx + ikzVz)∆
∗ − ikx8Re

−1/2
c ]U ∗

y = − 3

2π
ikzUsz

dδ(Y )

dY
(3.18)

U ∗
y =

dU ∗
y

dY
= 0 : Y = −Re1/2c d/l,Re1/2c (1− d/l)

Ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.18) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñêà÷-

êà äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íà÷àëå ñèñòåìû êîîðäèíàò:[
d2U ∗

y

dY 2

]
= − 3

2π
ikzUsz,

ãäå [f ] = f(+0) − f(−0) � âåëè÷èíà ñêà÷êà. Ôóíêöèÿ U ∗
y è åå ïåðâàÿ

è òðåòüÿ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî ìîæíî ïîêà-

çàòü ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.18) ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åòûðå ðàçà

â èíòåðâàëå (−∆Y,∆Y ),∆Y → 0, è ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî

[d(i)U ∗
y/dY

(i)] ïðè i = 0, 1, 2, 3.

Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ âíåøíåãî ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííåé îáëàñòüþ òðåáóåò,

÷òîáû âíåøíèé ïðåäåë äâó÷ëåííîãî âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ u0+ εu1 áûë

ðàâåí âíåøíåìó ðåøåíèþ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âíåøíåãî

ïðåäåëà ñëàãàåìîãî ïåðâîãî ïîðÿäêà èç (3.13) ïîëó÷àåì:

u1|r→∞ =
(
U−US

)∣∣
R→0

,
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ãäå US � ñêîðîñòü Ñòîêñëåòà, çàïèñàííàÿ â òåðìèíàõ âíåøíèõ êîîðäèíàò,

US = −3

4
Usz

(
ez
R

+
ZR

R3

)
,

êîòîðîå ñðàùèâàåòñÿ ñ âíåøíèì ïðåäåëîì u0.

Ìàëûå ðàññòîÿíèÿ R ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì çíà÷åíèÿì k, è óñëîâèå

ñðàùèâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå (3.18) äîëæíî áûòü ðàâíî

äâóìåðíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå îò ñòîêñëåòà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ôó-

ðüå,

U ∗
y = US∗

y

[
1 +O(k−1)

]
, k ≫ 1,

ãäå US∗
y íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

US∗
y =

3

8π

ikx
k
UszY exp (−k|Y |)

Ñêîðîñòü ìèãðàöèè Vm áåçûíåðöèîííîé ÷àñòèöû âûðàæàåòñÿ â òåðìè-

íàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò ïî

ôîðìóëå [159]:

Vm = εRe

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
U ∗
y − US∗

y

)∣∣∣∣∣∣
Y→0

dkxdkz

 . (3.19)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê ÷èñëåííîìó íàõîæäåíèþ U ∗
y (kx, 0, kz)

èç óðàâíåíèÿ (3.18).

3.1.4 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû

Êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû íàéäåí ÷èñëåííî êàê ôóíêöèÿ òðåõ áåçðàçìåð-

íûõ ïàðàìåòðîâ: ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû ïîïåðåê êàíàëà d/l, ïàðàìåòðà ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ Vsz è ÷èñëà Ðåéíîëüäñà êàíàëà Rec. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàñ-

ñìîòðåíû øèðîêèå äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, èìåþùèå îòíîøåíèÿ

ê òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà: 0.001 ≤ Vsz ≤ 4 è 0.1 ≤ Rec ≤ 1000.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñ ðåøåíèåì äëÿ ìàëîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû, îñà-

æäàþùåéñÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè, êî-

òîðîå áûëî ïîëó÷åíî â [184] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè ìíîãî
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áîëüøå ðàäèóñà ÷àñòèöû, íî âñå åùå ìåíüøå, ÷åì ìàñøòàá äëèíû âíåø-

íåé îáëàñòè, òî åñòü ñòåíêà ëåæèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

ñêîðîñòü ìèãðàöèè èìååò âèä:

V V C
m = ResUszc

V C
m

Êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû cV C
m (d/l) êàê ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîé êîîð-

äèíàòû ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí ïîëèíîìîì:

cV C
m = −0.3125ξ − 0.0996ξ3 − 116.3ξ7 + 403.7ξ9 − 518ξ11,

ξ = d/l − 1/2

Ïîïåðå÷íàÿ ñèëà (è, êàê ñëåäñòâèå, ñêîðîñòü) íàïðàâëåíà îò ñòåíîê ê

öåíòðó êàíàëà. Ìàêñèìóì êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû äîñòèãàåòñÿ íà ñòåí-

êå: cV C
m (d/l → 0) = 3/32. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ãäå áîêîâàÿ ñèëà îáðàùà-

åòñÿ â íîëü, äîñòèãàåòñÿ íà ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà d/l = 1/2.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöà îñàæäàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì

òå÷åíèè â êàíàëå ñ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêèìè ñòåíêàìè, ïðèìåíèìî ñëåäó-

þùåå îáåçðàçìåðèâàíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû:

V ′
m =

U ′2
sza

ν
cm(d/l, Vsz,Rec) (3.20)

Êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ìèãðàöèè îò ñêîðîñòè ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé, ïîëó÷åííîé â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ ïàðàëëåëüíà íåâîçìóùåííîìó ïîòîêó [55]. Êîýôôèöèåíò áî-

êîâîé ñèëû cm(d/l, Vsz,Rec) ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.2 êàê ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîé

êîîðäèíàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ Vsz è Rec ïî ñðàâíåíèþ

ñ cV C
m (d/l). Â ñèëó ñèììåòðèè, êðèâûå ïîêàçàíû òîëüêî äëÿ ïîëîâèíû øè-

ðèíû êàíàëà.

Êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû ïîëîæèòåëåí äëÿ âñåõ çíà÷åíèé áåçðàçìåð-

íûõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü ÷àñòèöà âñåãäà ìèãðèðóåò îò ñòå-

íîê ê öåíòðàëüíîé ëèíèè. Âáëèçè ñòåíîê êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû ñîâ-

ïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [184]: cm(d/l → 0, Vsz,Rec) = 3/32. Ñêîðîñòü
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Ðèñ. 3.2: Êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ïîïåðåê êàíàëà

â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû íà ÷àñòèöó, îñàæäàþùóþñÿ

â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè [184]: (a) Rec = 1, (b) Rec = 10, (c) Rec = 100, è (d) Rec = 1000.

ìèãðàöèè, ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ ìàëûõ, íî íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ, 0.001 ≤ Vsz ≤ 0.1, è îáåçðàçìåðåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.20),

ñòðåìèòñÿ ê åäèíîé çàâèñèìîñòè (ñïëîøíûå êðèâûå íà Ðèñ.3.2) â ïðåäåëå

Vsz → 0 (ïðåäåë ñèëüíîãî ñäâèãà). Ïðè Rec < 1 íåâîçìóùåííîå òå÷åíèå

âëèÿåò íà ìèãðàöèþ ÷àñòèöû ëèøü íåçíà÷èòåëüíî. Ìîæíî âèäåòü èç Ðèñ.

3.2, à, ÷òî êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû, ðàññ÷èòàííûé äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ 0.001 ≤ Vsz ≤ 0.1, èìååò áëèçêèå çíà÷åíèÿ ê

ðåçóëüòàòó äëÿ ìèãðàöèè ÷àñòèöû, îñàæäàþùåéñÿ â íåïîäâèæíîé æèäêî-

ñòè [184]. Ïðè áîëüøèõ Rec âëèÿíèå ñòåíîê ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â òîíêèõ
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ñëîÿõ âáëèçè ñòåíîê íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ìàñøòàáà äëèíû âî âíåøíåé

îáëàñòè L = lRe−1/2
c .

Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ñêîðîñòü ìèãðàöèè áóäåò ìàëà ïðè Rec ≫
1 â ÿäðå òå÷åíèÿ, ãäå ýôôåêò ñòåíîê ïðåíåáðåæèìî ìàë, òàê êàê îí ðàâåí

íóëþ â íåîãðàíè÷åííîì òå÷åíèè [101]. Îäíàêî ýòî âåðíî òîëüêî ïðè Vsz ≥ 1.

Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

cm ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ â ÿäðå òå÷åíèÿ è èìååò äîïîëíèòåëüíûé

ìàêñèìóì âáëèçè îñè êàíàëà (ñì. Ðèñ. 3.2, c è d). Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëü-

íîãî ìàêñèìóìà íåëüçÿ îáúÿñíèòü òîëüêî ëèøü âëèÿíèåì ñòåíêè, êîòîðîå

óìåíüøàåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò ñòåíêè; òàêæå, ñêîðîñòü ñäâèãà ìàëà âáëèçè

îñè êàíàëà. Îäíàêî êðèâèçíà ïðîôèëÿ ñêîðîñòè êîíå÷íà, è ïîÿâëÿåòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûé ìàñøòàá äëèíû âî âíåøíåé îáëàñòè, ñâÿçàííûé ñ êðèâèçíîé

ïðîôèëÿ ñêîðîñòè: Lc = lRe−1/3
c .

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [3].
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3.2 Ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå

òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, ãäå ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå ïðîôèëÿ ñêîðîñòè

Ïóàçåéëÿ è ÷àñòèöû â ñèëó èíåðöèè äâèæóòñÿ áûñòðåå æèäêîñòè. Ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ èññëåäîâàíèÿìè áîêîâîé ñèëû íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó â ðàçëè÷íûõ

êîíôèãóðàöèÿõ (ñì. ðàçäåë 3.1), çàäà÷å îá èçó÷åíèè ýâîëþöèè ïðîôèëÿ

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû â ðàìêàõ äâóõêîíòèíó-

àëüíîãî ïîäõîäà (êîãäà æèäêîñòü è âçâåøåííûå ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ

êàê äâà âçàèìîïðîíèêàþùèõ êîíòèíóóìà) ïîñâÿùåíî ñóùåñòâåííî ìåíüøå

ðàáîò.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îáçîðû ïî äâóõêîíòèíóàëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ

ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè òå-

÷åíèè ñóñïåíçèé ìîæíî íàéòè â [218] è [219]. Òèïè÷íîé îñîáåííîñòüþ òàêî-

ãî ðîäà òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ïåðåñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé ÷à-

ñòèö, ÷òî ïðè ýéëåðîâîì îïèñàíèè ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîñòè â ïîëå êîí-

öåíòðàöèè ÷àñòèö. Äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ãàçà ñ ÷àñòèöàìè

â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëîñêîé ïëàñòèíå áûëà ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà

â [221] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ñèëà Ñòîêñà â ìåæôàçíîì

îáìåíå èìïóëüñîì. Â [222] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü ÷èñëî-

âîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö ñîäåðæèò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü íà ñòåíêå,

òî åñòü ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî ïðè ïðèáëèæå-

íèè ê ñòåíêå è èíòåãðàë îò ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ðàñõîäèòñÿ ïðè ïðè-

áëèæåíèè ê ñòåíêå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè âîçíèêíîâåíèè íåèíòåãðèðóåìîé

îñîáåííîñòè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïåðåñòàåò áûòü áîëüøèì

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì ÷àñòèöû, è, òàêèì îáðàçîì, íàðóøàþòñÿ ïðåäïî-

ëîæåíèÿ ñðåäû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Â òî æå âðåìÿ, â ñëó÷àå,

êîãäà îñîáåííîñòü ÷èñëîâîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö èíòåãðèðóåìà, ñðåäíåå ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, êàê ïðàâèëî, îñòàåòñÿ áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàäèóñîì ÷àñòèöû è êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåí-

109



çèè ïî-ïðåæíåìó ïðèìåíèìî. Ýòî âàæíîå ñîîáðàæåíèå áóäåò ñóùåñòâåííî

èñïîëüçîâàòüñÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðè àíàëèçå ïðîôèëÿ ÷èñëîâîé ïëîò-

íîñòè ÷àñòèö ïîïåðåê òðåùèíû.

Ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì êëàññè÷åñêîé ñèëû Ñýôìàíà áûëà èñ-

ñëåäîâàíà äëÿ òå÷åíèÿ çàïûëåííîãî ãàçà â êàíàëå ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî

ëàãðàíæåâà ìåòîäà [223] è äëÿ òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ïîìîùüþ ýé-

ëåðîâà ïîäõîäà [224]. Âàæíàÿ îñîáåííîñòü òå÷åíèÿ ðàçðåæåííûõ ñóñïåíçèé

� ýòî âîçìîæíîå ïåðåñå÷åíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö è ôîðìèðîâàíèå �ñêëàäîê�

â ñðåäå ÷àñòèö [227]. Ïðè îáðàçîâàíèè ñêëàäîê â ñðåäå ÷àñòèö â îäíîé ýéëå-

ðîâîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðèñóòñòâóþò äâå èëè áîëåå ëàãðàíæåâûõ òðà-

åêòîðèè ñðåäû ÷àñòèö. Òàêèå êîíôèãóðàöèè ìîãóò âîçíèêàòü ïîä äåéñòâè-

åì èíåðöèè ÷àñòèö è íåîäíîðîäíîé ïîäúåìíîé ñèëû, èìåþùåé ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôîðìè-

ðîâàíèå ñêëàäîê â ñðåäå ÷àñòèö è ïåðåñå÷åíèå òðàåêòîðèé, áûë ïðåäëîæåí

ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä [220], ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

÷àñòèö âäîëü òðàåêòîðèé è íàõîäèòü êîíöåíòðàöèþ èç óðàâíåíèÿ íåðàç-

ðûâíîñòè â ëàãðàíæåâîé ôîðìå. Ðàçëè÷èòü ñêëàäêè ñðåäû ÷àñòèö ìîæ-

íî ëèøü â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Êðàé îáëàñòè ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ

òðàåêòîðèÿìè ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåí èç óñëîâèÿ, ÷òî ÿêîáèàí ïåðåõî-

äà ìåæäó ýéëåðîâûìè è ëàãðàíæåâûìè ïåðåìåííûìè ðàâåí íóëþ, òî åñòü

ÿêîáèàí ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ñêëàäêè. Â ðàáîòå [228]

áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýéëåðîâà è ëàãðàíæåâà ïîäõîäà äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ òå÷åíèé ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè ïðè íàëè÷èè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé

è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëàãðàíæåâ ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì, òàê

êàê â ðàìêàõ ýéëåðîâà ïîäõîäà çàäà÷à íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà â îáëàñòè

ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäå-

ëè èíåðöèîííîé ìèãðàöèè òâåðäûõ íåêîëëîèäíûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðè

òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà, ãäå ôîðìè-

ðóåòñÿ ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ. Èñïîëüçóåòñÿ äâóõêîíòèíóàëüíûé ïîäõîä äëÿ
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ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ñóñïåíçèé, â ðàìêàõ êîòîðîãî êàæäàÿ ôàçà, æèä-

êîñòü è ÷àñòèöû, îïèñûâàåòñÿ êàê îòäåëüíûé êîíòèíóóì. Ñóùåñòâåííîé

íîâîé êîìïîíåíòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîå âûðàæåíèå äëÿ áîêîâîé

ñèëû Ñýôìàíà ñ ïîïðàâêîé íà ïðèñóòñòâèå ñòåíêè è íåíóëåâîé ïàðàìåòð

ïðîñêàëüçûâàíèÿ, êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà â [226]. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

èìåííî ó÷åò áîêîâîé ñèëû ñ êîððåêòíîé ïîïðàâêîé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñ èíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè, ãäå áî-

êîâàÿ ñèëà ìåíÿåò çíàê. Äëÿ ðàñ÷åòà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö èñïîëüçóåòñÿ

ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä [220].

3.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè

íåêîëëîèäíûõ òâåðäûõ ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà (èëè

êðóãëîé òðóáû). Íåñóùàÿ ôàçà - âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ íüþòîíîâñêàÿ æèä-

êîñòü. ×àñòèöû - òâåðäûå ñôåðû ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà. Îòíîøåíèå ïëîò-

íîñòåé ìàòåðèàëà ÷àñòèö è æèäêîñòè èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû ëèáî ìíîãî

áîëüøå åäèíèöû. Õàðàêòåðíàÿ äëèíà ðåëàêñàöèè ñêîðîñòåé äëÿ ñòîêñîâîé

÷àñòèöû èìååò ïîðÿäîê øèðèíû êàíàëà. Îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö

ìàëà, à ÷àñòèöû äîñòàòî÷íî èíåðöèîííû, òàê ÷òî õàîòè÷åñêèì äâèæåíè-

åì è ìåæ÷àñòè÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñòåíêè êàíàëà

òâåðäûå, íåïðîíèöàåìûå è ãëàäêèå. ×èñëî Ðåéíîëüäñà êàíàëà, ïîñ÷èòàííîå

ïî õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè, øèðèíå, âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè æèäêîñòè ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ áîëüøèì, íî äîêðèòè÷åñêèì, òàê ÷òî òå÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü

ëàìèíàðíûì. Ãðàâèòàöèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ íà-

÷àëüíûé ó÷àñòîê êàíàëà, ãäå îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷à-

ñòèö â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè çà ñ÷åò èíåðöèè ñ÷èòàåòñÿ ìíîãî áîëü-

øåé, ÷åì âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ çà ñ÷åò ãðàâèòàöèè (â ðàçâèòîì

òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ, êîãäà ïðîäîëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé çàâåðøåíà, ìè-
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ãðàöèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü çà ñ÷åò îñàæäåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè,

ñì. ðàçäåë 3.3). Íà âõîäíîé ãðàíèöå êàíàëà çàäàþòñÿ îäíîðîäíûé ïðîôèëü

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è îäíîðîäíûå îäèíàêîâûå ïðîôèëè ñêîðîñòè ÷àñòèö

è æèäêîñòè (ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèö ðàâíî íóëþ). Â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå

êàíàëà ôîðìèðóþòñÿ ïîãðàíè÷íûå ñëîè è ïðîôèëü ñêîðîñòè âûõîäèò íà

ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ ñ ðàçâèòèåì òå÷åíèÿ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå, îòñ÷è-

òûâàåìîé îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ. Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-

åíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè èíåðöèîííîé ìèãðàöèè ÷àñòèö è èçó÷åíèå

ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíà-

ëà, ãäå ôîðìèðóåòñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè Ïóàçåéëÿ.

Òå÷åíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ äâóõêîíòèíó-

àëüíîãî ïîäõîäà [195], ãäå äâå ôàçû, æèäêîñòü è ÷àñòèöû, ðàññìàòðèâàþòñÿ

êàê äâà âçàèìîïðîíèêàþùèõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíóóìà. Ñóñïåí-

çèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàçðåæåííîé, òàê ÷òî îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö ìàëà Cp ≪ 1.

Íåñóùàÿ ôàçà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ρ è ñêîðîñòüþ v = (u, v). ×à-

ñòèöû èìåþò ðàäèóñ a è ïëîòíîñòü âåùåñòâà ρ0s. Ñðåäà ÷àñòèö õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòè vs = (us, vs) è îñðåäíåííîé ïëîòíîñòüþ ñðåäû

ρs = mns, ãäå m � ìàññà îäíîé ÷àñòèöû, à ns - ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü ÷à-

ñòèö. Òàê êàê ñóñïåíçèÿ ðàçðåæåííàÿ (îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö ïðåíåáðåæè-

ìî ìàëà), òî èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ρ è âÿçêîñòè µ íåñóùåé ôàçû çà ñ÷åò

ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòèö ïðåíåáðåãàåòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ïëîò-

íîñòè ìàòåðèàëà ÷àñòèö è æèäêîñòè ζ = ρ0s/ρ èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû ëèáî

ñóùåñòâåííî áîëüøå åäèíèöû. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòíîñè-

òåëüíàÿ ìàññîâàÿ äîëÿ ÷àñòèö αm = ρ∞s /ρ = C∞
p ζ → 0 (ýòî ïðåäïîëîæåíèå

ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè, íî íå âñåãäà âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ çàïûëåííîãî ãàçà). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

îáðàòíûì âëèÿíèåì ÷àñòèö íà æèäêîñòü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è òå÷åíèå ñóñ-

ïåíçèè îïèñûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ìîäåëüþ áåç îáðàòíîãî âëèÿíèÿ, êîãäà

âíà÷àëå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî ïîëå ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû, à çàòåì íà

çàäàííîì ïîëå ñêîðîñòè ìîãó áûòü ðàññ÷èòàíû ïàðàìåòðû ñðåäû ÷àñòèö ñ
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Ðèñ. 3.3: Ñõåìà òå÷åíèÿ â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà (ïîêàçàíî ãîðè-

çîíòàëüíîå ñå÷åíèå âåðòèêàëüíîé òðåùèíû), ãäå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ

ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíà ñêîðîñòü æèäêîñòè, øòðèõîâûå ëèíèè �

ïîãðàíè÷íûå ñëîè íà ñòåíêàõ êàíàëà.

ïîìîùüþ ïîëíîãî ëàãðàíæåâà ìåòîäà.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàçðåæåííîñòè ñóñïåíçèè ñëåäóåò, ÷òî áðîóíîâ-

ñêèì äâèæåíèåì ÷àñòèö è ìåæ÷àñòè÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ñèñòåìó

îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé è, â ÷àñòíîñòè, çàïèñàòü ìåæôàçíûé îáìåí èì-

ïóëüñîì íà îñíîâå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó, à òàêæå ïðå-

íåáðå÷ü òåíçîðîì íàïðÿæåíèé â ñðåäå ÷àñòèö. Ââîäèòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà

êîîðäèíàò Oxy, ñâÿçàííàÿ ñ âõîäíûì ñå÷åíèåì êàíàëà, ãäå îñü x íàïðàâëå-

íà âäîëü êàíàëà, à îñü y � ïî íîðìàëè ê ñòåíêå. Óðàâíåíèÿ äâóõæèäêîñòíîé

ìîäåëè äëÿ òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè çàïèñûâàþòñÿ â ðàçìåðíîì âè-

äå [195]:

divv = 0, div(ρsvs) = 0 (3.21)

ρ(v · ∇)v = −∇p+ µ∆v − nsfs, m(vs · ∇)vs = fs

Çäåñü fs � ýòî ïîëíàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà
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îäíó ÷àñòèöó, à ñëàãàåìîå −nsfs â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

äëÿ íåñóùåé ôàçû � ýòî îáðàòíîå âëèÿíèå ÷àñòèö íà æèäêîñòü. Â ìåæôàç-

íîì îáìåíå èìïóëüñîì ó÷èòûâàþòñÿ ñèëà Ñòîêñà, áîêîâàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà

Ñýôìàíà ñ ïîïðàâêîé íà âëèÿíèå ñòåíêè è êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëü-

çûâàíèÿ, ñèëà Àðõèìåäà è íåñòàöèîíàðíàÿ ñèëà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ:

fs = FDrag + FLift + FArch + Fvm,

ãäå

FDrag = 6πµa(v − vs)D, FArch =
4

3
πa3ρ

dv

dt
, (3.22)

Fvm =
2

3
πa3ρ

(
dv

dt
− dvs

dt

)
D = 1 +

1

6
Re2/3s , ReG =

4ρa

µ

∂u

∂y
, Res =

2a|v − vs|ρ
µ

Çäåñü ïîïðàâêà ê ñèëå Ñòîêñà íà êîíå÷íîñòü ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ÷àñòè-

öû ïðèíÿòà ïî ôîðìóëå Øèëëåðà-Íàóìàíà (òàêæå èçâåñòíàÿ êàê ôîðìóëà

Êëÿ÷êî), êîòîðàÿ ïðèìåíèìà â äèàïàçîíå 0 < Res < 103 [229]. Â âûðà-

æåíèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèëû ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ ïîëíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ áåðåòñÿ âäîëü ëèíèé òîêà æèäêîñòè. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ñèëîé

òÿæåñòè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïðåíåáðåãàåòñÿ, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ñóùåñòâåííî ïðåâû-

øàåò ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïîä äåéñòâèåì ñèëû

òÿæåñòè. Áîêîâàÿ ñèëà Ñýôìàíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

FLift = cl(χ, Yp)FSaff , (3.23)

FSaff = 6.46a2
√
µρ

√∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣(u− us)sign

(
∂u

∂y

)
ey,

χ = (us − u)

(
ρ

µ

∂u

∂y

)−1/2

= ± Res

Re
1/2
G

, Yp =
y

LSaff
= y

(
ρ

µ

∂u

∂y

)1/2

.

Çäåñü ïàðàìåòð χ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, êîãäà ÷àñòèöû

îáãîíÿþò æèäêîñòü, è îòðèöàòåëüíûå â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà
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÷àñòèöû îòñòàþò. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìèãðàöèÿ ñóùåñòâåííà â ïðè-

ñòåíî÷íûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ, ãäå íà ìàñøòàáå ÷àñòèöû ïðîôèëü ñêîðîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíûì [223], ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû

äëÿ áîêîâîé ñèëû â ëèíåéíîì ñäâèãîâîì ïîòîêå [56]. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå ÷àñòèöû â ñèëó èíåðöèè îáãîíÿþò æèäêîñòü âíóòðè ïîãðàíè÷íî-

ãî ñëîÿ, ãäå æèäêîñòü ðåçêî çàìåäëÿåòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà

ñòåíêàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîìåðíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè, çàäàííûì íà

âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà, ïîýòîìó χ ≥ 0. Äëÿ êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû

êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà ñêîëüæåíèÿ ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìà-

öèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé äëÿ òå÷åíèé â ïðèñóòñòâèè ñòåíêè:

cl = c∞l (χ) (1− n(χ) exp [−m(χ)Yp]) ,

n = 1 +
1.77χ

c∞l
, m = 0.453 + 0.139χ1.93

Àïïðîêñèìàöèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî òå÷åíèÿ

äàåòñÿ ôîðìóëîé [226]:

c∞l =
(
1 + 0.581χ2 − 0.439|χ|3 + 0.203χ4

)−1

Ýòà ôîðìóëà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè [56]. Ïðè

Yp → ∞ (êîãäà ðàññòîÿíèå îò ÷àñòèöû äî ñòåíêè ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò

õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû Ñýôìàíà LSaff), ïîïðàâêà ê ñèëå Ñýôìàíà

èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê è ñòðåìèòñÿ ê c∞l . Â ïðåäåëå Yp → 0 (ðàññòîÿ-

íèå äî ñòåíêè ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ LSaff , íî âñå åùå âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàäèóñîì ÷àñòèöû a), êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû cl ñòðåìèòñÿ ê çíà÷å-

íèþ cl = −1.77χ, ïîëó÷åííîìó â [76]. Òàêèì îáðàçîì, áîêîâàÿ ñèëà ìåíÿåò

çíàê íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè, òàê ÷òî ÷àñòèöû îòòàëêèâàþòñÿ

îò ñòåíêè âáëèçè íåå è ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ñòåíêå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

Òàê êàê áîêîâàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèö,

ñèëà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé ôàç

íå çàâåðøåíà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ñòîêñà. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöû ìîãóò
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íå ïîëíîñòüþ àêêóìóëèðîâàòüñÿ íà ëèíèè ðàâíîâåñèÿ (ãäå áîêîâàÿ ñèëà

ðàâíà íóëþ) äî òåõ ïîð, ïîêà ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé íå çàâåðøèëàñü.

Âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà (x = 0) çàäàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ñêîðî-

ñòè ÷àñòèö è æèäêîñòè ðàâíû, ïðîôèëü ñêîðîñòè æèäêîñòè (à çíà÷èò, è

÷àñòèö) îäíîðîäíûé, è ÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ïîñòîÿííà ïî ñå÷å-

íèþ êàíàëà:

x = 0 : u = us = U, v = vs = 0, ρs = ρ∞s ; (3.24)

y = 0, 2d : u = v = 0

Çäåñü U � ñêîðîñòü æèäêîñòè è ÷àñòèö âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà, è

d � ïîëóøèðèíà êàíàëà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ãè-

ïåðáîëè÷åñêèìè, ãäå õàðàêòåðèñòèêè � òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ïîýòîìó ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñðåäû ÷àñòèö ñòàâÿòñÿ òîëüêî íà âõîäíîì ñå÷åíèè,

ãäå òðàåêòîðèè íà÷èíàþòñÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî

Ðåéíîëüäñà êàíàëà ìíîãî áîëüøå åäèíèöû:

Re =
ρUd

µ
, ε =

1

Re
≪ 1

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîôèëü ñêîðîñòè âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà îäíî-

ðîäíûé è ÷èñëî Ðåéíîëüäñà êàíàëà âåëèêî, íà ñòåíêàõ ôîðìèðóþòñÿ ïî-

ãðàíè÷íûå ñëîè. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ó÷èòûâàåò ñëåäóþùèå ñóùå-

ñòâåííî íîâûå ýôôåêòû, ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå ðàííèìè èññëåäîâàíèÿìè

ìèãðàöèè ÷àñòèö â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (íàïðèìåð, [223]): ýôôåêòû çà ñ÷åò

ñèëû Àðõèìåäà è ïîëíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèëû ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ äëÿ

÷àñòèö ñ îòíîøåíèåì ïëîòíîñòè ê ïëîòíîñòè æèäêîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû,

âëèÿíèå ñòåíêè è êîíå÷íîñòè ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà êîýôôèöè-

åíò áîêîâîé ñèëû, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ëèíèè ðàâíîâåñèÿ íà

íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü

íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â ïðîôèëå ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö,

êîòîðàÿ ïðèñóòñòâîâàëà âî âñåõ áîëåå ðàííèõ ðåøåíèÿõ äàííîé çàäà÷è î

ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

[221, 222, 223]).
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå íà äâóõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ìàñøòà-

áàõ äëèíû (Ðèñ. 3.3): (i) íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå äëèíû ðåëàêñàöèè ñêî-

ðîñòåé ôàç (ñòîêñîâà äëèíà ðåëàêñàöèè) l = mU/6πaµ è (ii) íà õàðàêòåðíîé

äëèíå ïåðåêðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ è ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ Ïóàçåéëÿ

L = d2Uρ/µ. Ìàñøòàá ðåëàêñàöèè ñêîðîñòåé ôàç îïðåäåëÿåò îáëàñòü ñ òîí-

êèìè ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè íà ñòåíêàõ êàíàëà. Âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

ñêîðîñòü æèäêîñòè ðåçêî ïàäàåò çà ñ÷åò óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêå.

×àñòèöû, èìåâøèå èçíà÷àëüíî ñêîðîñòü ðàâíóþ ñêîðîñòè æèäêîñòè, äâè-

æóòñÿ áûñòðåå æèäêîñòè â ñèëó èíåðöèè äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîñêàëüçûâàíèå

íå óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ñòîêñà è ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé

çàâåðøèòñÿ. Â ÿäðå òå÷åíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è ÷àñòèö è êîíöåíòðàöèÿ

÷àñòèö îäíîðîäíû è ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ðàâíà íóëþ. Ìàñøòàá äëè-

íû L îïðåäåëÿåò îáëàñòü, â êîòîðîé øèðèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äîñòèãàåò

ïîëóøèðèíû êàíàëà, ïîãðàíè÷íûå ñëîè ñìûêàþòñÿ è ïðîôèëü ñêîðîñòè

íåñóùåé ôàçû âûõîäèò íà ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ (Ðèñ. 3.3). Äëÿ ïðèëîæåíèé

õàðàêòåðíû ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ äëèíà ðåëàêñàöèè Ñòîêñà è ïîëóøè-

ðèíà êàíàëà èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû: λl/d ∼ 1. Õàðàêòåðíàÿ

äëèíà ñìûêàíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ L ≫ l, òàê êàê L/l = λ/ε ≫ 1 ïðè

ε→ 0.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñðàùèâàåìûõ ðàçëîæåíèé [230] ïîñòðîèì ðåøåíèå

çàäà÷è â ïðåäåëå ε→ 0.

3.2.2 Óðàâíåíèÿ äâóõôàçíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Â äàííîì ðàçäåëå âûâåäåì áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà

ìàñøòàáå äëèíû l (Ðèñ. 3.3), êîòîðûé äëÿ ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû äàåòñÿ

ôîðìóëîé:

l =
2ρsUa

2

9µ
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Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x′ = lx, y′ = ly, u′ = Uu, v′ = Uv, p′ = ρU 2p (3.25)

u′s = Uus, v′s = Uvs, ρ′s = ρ∞s ρs, n′s = n∞s ns.

Ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû øòðèõîì òàì, ãäå èõ íóæíî îòëè-

÷àòü îò àíàëîãè÷íûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îñè êàíàëà, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü îá-

ëàñòü ìåæäó îñüþ êàíàëà è îäíîé èç ñòåíîê. Ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì ñ îäíèì ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì íà îñè êàíàëà, ïîýòîìó âî âñåé

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñêîðîñòü ñäâèãà ïîëîæèòåëüíà ∂u/∂y > 0 è ïðè-

íèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå òîëüêî íà öåíòðàëüíîé ëèíèè êàíàëà. Â áåçðàç-

ìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïëîòíîñòü ñðåäû ÷àñòèö â òî÷íîñòè ðàâíà ÷èñëîâîé

êîíöåíòðàöèè ρs = ns. Ïîäñòàâëÿÿ (3.25) â óðàâíåíèÿ (3.21) � (3.24), ïîëó-

÷àåì ñèñòåìó áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé:

divv = 0, div(ρsvs) = 0 (3.26)

(v · ∇)v = −∇p+ ελ∆v − αmnsfs,

(vs · ∇)vs =
2ζ

2ζ + 1

[
D(v − vs) + κcl

√
∂u

∂y
(u− us)ey

]
+

+
3

2ζ + 1
(v · ∇)v,

ε =
µ

ρUd
, λ =

d

l
, κ =

6.46

2
√
2π

√
ρ

ρ0s
.

Â áåçðàçìåðíîì âèäå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.24) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

x = 0 : u = us = ρs = 1, v = vs = 0; y = 0, 2λ : u = v = 0 (3.27)

Ñóììèðóÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå ðàíåå, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäó-

þùèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ áåçðàçìåðíûõ

ïàðàìåòðîâ:

ε = 1/Re → 0, λ = d/l ∼ 1, ζ = ρ0s/ρ ∼ 1, C → 0,

Res → 0, ReG → 0, χ = Res/Re
1/2
G ∼ 1.
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Äðóãèå áåçðàçìåðíûå ãðóïïû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ, ìîãóò áûòü âû-

ðàæåíû ÷åðåç ýòè ïàðàìåòðû. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ, ÷òî ìàññîâàÿ äîëÿ

÷àñòèö ìàëà αm →, îáðàòíûì âëèÿíèåì ÷àñòèö íà òå÷åíèå íåñóùåé ôàçû

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (3.26). Çàäà÷à

î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.26)�(3.27) â ïðåäå-

ëå ε → 0 àíàëîãè÷íà çàäà÷å î äâóõôàçíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Ðàçäåëèì

âñþ îáëàñòü òå÷åíèÿ íà äâå ïîäîáëàñòè: âíåøíþþ îáëàñòü (ÿäðî òå÷åíèÿ)

è âíóòðåííþþ îáëàñòü (òîíêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîÿ íà ñòåíêå). Âíåøíåå ðå-

øåíèå åñòü íåâîçìóùåííûé îäíîðîäíûé ïîòîê, êàê ñëåäóåò èç ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà: u = us = ρs = 1, v = vs = 0, p = const.

Èùåì âíóòðåííåå ðåøåíèå â ôîðìå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëî-

ìó ïàðàìåòðó ελ, îñòàâëÿÿ òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû:

y = (ελ)1/2η, u = u2(x, η), v = (ελ)1/2v2(x, η), p = p2(x, η) (3.28)

us = us2(x, η), vs = (ελ)1/2vs2(x, η), ρs = ρs2(x, η)

Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå èíäåêñ ñ íîìåðîì îòíîñèòñÿ ê ñîîòâåòñòâó-

þùåé àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè, ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 3.3.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â (3.26) è óäåðæèâàÿ òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû,

ïîëó÷àåì (èíäåêñ 2 äëÿ ïðîñòîòû îïóùåí):

∂u

∂x
+
∂v

∂η
= 0,

∂ρsus
∂x

+
∂ρsvs
∂η

= 0, (3.29)

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂η
=
∂2u

∂η2
,

∂p

∂η
= 0,

us
∂us
∂x

+ vs
∂us
∂η

= Fsx =
2ζ

2ζ + 1
D0(u− us) +

3

2ζ + 1

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂η

)
,

us
∂vs
∂x

+ vs
∂vs
∂η

= Fsη,
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Ðèñ. 3.4: Àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè ïðè òå÷åíèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà: 1 � âõîä-

íîé ó÷àñòîê, 2 � ïîãðàíè÷íûé ñëîé, 3 � îáëàñòü ïåðåêðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, 4 �

íèæíèé ïîäñëîé, 5 � äàëüíÿÿ îáëàñòü ïîëíîñòüþ ðàçâèòîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ âíèç ïî

ïîòîêó. Ñèìâîë ⇔ îáîçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèå ðåøåíèé â ïðèëåãàþùèõ

îáëàñòÿõ.

Fsη =
2ζ

2ζ + 1

[
D0(v − vs) + κ0cl

√
∂u

∂η
(u− us)

]
+

3

2ζ + 1

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂η

)
,

cl(χ, x, η) = c∞l

[
1− n exp

(
−m1(χ)

η

x1/4

)]
,

m1 = m

√
φ′′(0)

(ελ)1/4
, χ =

|u− us|
(ελ)1/4

,

κ0 =
6.46

12 4
√
18π

Re
3/2
s0

(
ρ0s
ρ

)1/4

, D0 = 1 +
1

6
Re

3/2
s0 (u− us)

3/2, Res0 =
2aUρ

µ
.

Çäåñü ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà äëÿ ñðåäû ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóþò ñèëàì ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è

Àðõèìåäà. Â ïðåäåëå ñèëüíîãî ñäâèãà (χ ≪ 1) è ïðè îòíîøåíèè ïëîòíî-

ñòåé ôàç çíà÷èòåëüíî áîëüøåì åäèíèöû (ζ ≫ 1), ñëàãàåìûå çà ñ÷åò ñèë

ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è Àðõèìåäà ïðåíåáðåæèìî ìàëû, ïîïðàâêà ê ñèëå

Ñýôìàíà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå (cl → 1) è óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â èçâåñòíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïûëåííîãî ãàçà [219]. Äîïîëíèòåëüíî, φ � ôóíêöèÿ

Áëàçèóñà èç èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ î ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëîñêîé ïëàñòèíå
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[231]. Âíåøíåå òå÷åíèå îäíîðîäíî, ïîýòîìó ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ

ðàâåí íóëþ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.27) ïðèíèìàþò âèä:

x = 0 : us = ρs = 1, vs = 0; (3.30)

η = 0 : u = v = 0; η → ∞ : u→ 1.

3.2.3 Óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ìàñøòàáå äëèíû ïåðå-

êðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ L = d2Uρ/µ (Ðèñ. 3.3). Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåí-

íûå ââåäåíû ïî ôîðìóëàì:

x′ = Lx, y′ = dY, u′ = Uu3, v′ = (d/L)Uv3, p′ = ρU 2p3, (3.31)

u′s = Us3, v′s = (d/L)Uvs3, ρ′3 = ρ∞s ρs3, n′s = n∞s ns.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â (3.21)�(3.24), ïîëó÷èì:

∂u3
∂X

+
∂v3
∂Y

= 0, us3
∂ρs3
∂X

+ vs3
∂ρs3
∂Y

= 0, (3.32)

u3
∂u3
∂X

+ v3
∂u3
∂Y

= −dp3
dX

+
∂2u3
∂Y 2

,

dp3
dY

= 0, u3 − us3 = 0, v3 − vs3 = 0.

Èç (3.32) íàõîäèì, ÷òî ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû è ÷àñòèö ðàâíû â ýòîé

îáëàñòè è, òàêèì îáðàçîì, ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé çàâåðøåíà. Ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ íà âõîäå â îáëàñòü ñëåâà íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ðå-

øåíèÿ ñ îäíîðîäíûì òå÷åíèåì ââåðõ ïî ïîòîêó ïðè ôèêñèðîâàííîì Y è

X → 0. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñðåäû ÷àñòèö ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

â âèäå ïîëíîé (ìàòåðèàëüíîé) ïðîèçâîäíîé îò ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö âäîëü ëèíèé òîêà íåñóùåé ôàçû:

dρs3
dt

= 0,
dX

dt
= u3,

dY

dt
= v3.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì (3.32) ïîëó÷àåì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ÷à-

ñòèö ïîñòîÿííà âäîëü ëèíèé òîêà æèäêîñòè: ρs3 = 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
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(3.32) ñîâïàäàþò ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþ-

òîíîâñêîé æèäêîñòè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà. Èçâåñòíî ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è [231]. Ïîñòîÿííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö

ïîïåðåê êàíàëà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîé àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé (3.32), òàê êàê âáëèçè ñòåíêè ôîðìèðóåòñÿ òîíêèé ïîäñëîé, ãäå

÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû èç-çà èíåðöèîííîé

ìèãðàöèè ÷àñòèö, èìåþùåé ìåñòî âûøå ïî ïîòîêó âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Äàííûé ïîäñëîé àñèìïòîòè÷åñêè òîíüøå ÷åì ïîëóøèðèíà êàíàëà.

Â îáùåì ñëó÷àå, âñÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ïÿòü àñèìï-

òîòè÷åñêèõ îáëàñòåé (Ðèñ. 3.4):1 � îáëàñòü îäíîðîäíîãî òå÷åíèÿ, ãäå ïàðà-

ìåòðû èìåþò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà (îäíîðîä-

íûå ïðîôèëè ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è îòñóòñòâèå ìåæôàçíî-

ãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ), 2 � ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ñòåíêå êàíàëà, ãäå èìååò-

ñÿ ñäâèãîâîå òå÷åíèå, ÷àñòèöû îáãîíÿþò æèäêîñòü â ñèëó èíåðöèè, ñêî-

ðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîíå÷íà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ æèäêîñòè è,

êàê ñëåäñòâèå, ÷àñòèöû ìèãðèðóþò ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû Ñýôìàíà

ñ ïîïðàâêîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî

ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, 3 � îáëàñòü ïåðåêðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëî-

åâ, ãäå ïðîôèëü ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû âûõîäèò íà ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ,

ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèö èñ÷åçàåò è ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îäíîðî-

äåí, 4 � íèæíèé ïîäñëîé, â êîòîðîì ïðîôèëü ñêîðîñòè ëèíåéíûé, ïîïåðå÷-

íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íåîäíîðîäåí è óíàñëåäîâàí èç îáëàñòè

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ðàñïîëîæåííîé ââåðõ ïî ïîòîêó, 5 � äàëüíÿÿ îáëàñòü

ïîëíîñòüþ ðàçâèòîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ âíèç ïî ïîòîêó (X ≫ 1), ãäå âñå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôàç íå çàâèñÿò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû,

ïðîôèëü ñêîðîñòè æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ïóàçåéëÿ, à ïðîôèëü

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íåîäíîðîäåí ïî âñåìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ êàíàëà.

Òåïåðü ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íèæíåì ïîäñëîå (îáëàñòü 4, Ðèñ.
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3.4). Ââåäåì íîâûå ðàñòÿíóòûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì:

y = (ε/λ)1/4z, u3 = (ε/λ)1/4u4(X, z), v3 = (ε/λ)1/4v4(X, z), (3.33)

us3 = (ε/λ)1/4us4(X, z), vs3 = (ε/λ)1/4vs4(X,Z), ρs3 = ρs4(X, z)

Ñòåïåíè ãëàâíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðà-

ìåòðó âûáðàíû èç óñëîâèé ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé â ñîñåäíèõ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ îáëàñòÿõ. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö âåäóò ñåáÿ êàê X1/4 â íèæíåì ïîäñëîå

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòåïåíüþ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ

(3.33) â (3.32) è óäåðæèâàÿ òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì:

∂u4
∂X

+
∂v4
∂z

= 0,
∂2u4
∂z2

= 0,
∂p4
∂z

= 0 (3.34)

u4
∂ρs4
∂X

+ v4
∂ρs4
∂z

= 0, u4 = us4, v4 = vs4,

z = 0 : u4 = v4 = 0; z → ∞ : u4 = u3|Y=0 .

Ðåøåíèåì óðàâíåíèé (3.34) ÿâëÿåòñÿ u4 = G(X)z, v4 = G′(X)z2/2, è

ρs4 ïîñòîÿííà âäîëü ëèíèé òîêà íåñóùåé ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîôèëü

ñêîðîñòè æèäêîñòè ëèíåéíûé, ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèö ðàâíî íóëþ, à ïî-

ýòîìó áîêîâàÿ ñèëà íà ÷àñòèöó òàêæå ðàâíà íóëþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-

ìóëîé (3.23), è çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà âõîäå â íèæíèé ïîäñëîé

ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé âäîëü ëèíèé òîêà. Ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîí-

öåíòðàöèè â äàííîé îáëàñòè ïðåòåðïåâàåò ðàñòÿæåíèå, òàê êàê ëèíèè òîêà

æèäêîñòè ðàñõîäÿòñÿ. Óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ

ñêîðîñòè u4 â íèæíåì ïîäñëîå (îáëàñòü 4, Ðèñ. 3.4) è ñêîðîñòè u4 â îáëàñòè

ïåðåêðûòèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ (îáëàñòü 3, Ðèñ. 3.4) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂u4
∂z

∣∣∣∣
z→∞

=
∂u3
∂Y

∣∣∣∣
Y→0

.

Îòñþäà íàõîäèì ôóíêöèþ G(X):

G(X) =
∂u3
∂Y

∣∣∣∣
Y→0

.
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3.2.4 Óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ñî-

ñåäíèõ îáëàñòÿõ

Â íèæíåì ïîäñëîå êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ïåðåíîñèòñÿ âäîëü ëèíèé òîêà

íåñóùåé ôàçû, êîòîðûå çàäàþòñÿ ôóíêöèåé òîêà ψ = z
√
G(X) = const.

Òàêèì îáðàçîì êîíöåíòðàöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü çàâèñÿùåé òîëüêî îò ôóíê-

öèè òîêà ρs4 = ρs4(ψ). Ýòà çàâèñèìîñòü äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà èç óñëî-

âèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (3.29)-

(3.30), âûðàæåííûì â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà. Òàê êàê áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè íåîäíîðîäåí òîëüêî â íèæíåì ïîäñëîå, ãäå ïðîôèëü

ñêîðîñòè ëèíåéíûé, òî è âûøå ïî ïîòîêó â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìèãðàöèÿ

ïðîèñõîäèò â ïðèñòåíî÷íîì ñëîå, ãäå ïðîôèëü ñêîðîñòè ëèíåéíûé. Ïîýòî-

ìó ìû óòâåðæäàëè âûøå, ÷òî íå òðåáóåòñÿ ïîïðàâêè ê áîêîâîé ñèëå çà ñ÷åò

êðèâèçíû ïðîôèëÿ ñêîðîñòè.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé ìåæäó îáëàñòÿìè 2 è

5 ÷åðåç ïîäñëîé 4 (Ðèñ. 3.4). Ïîñëå ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé â ïðèëåãàþùèõ

îáëàñòÿõ, ìû èñêëþ÷èì îáëàñòü 4 è ïîëó÷èì óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ íàïðÿ-

ìóþ ìåæäó çîíàìè 2 è 5. Íà÷íåì ñ óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ìåæäó îáëàñòÿìè

2 è 4. Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ ñîñòîèò â ðàâåíñòâå àñèìïòîòèê ðåøåíèé â îá-

ëàñòè ïåðåêðûòèÿ [230]. Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè G(X) ïðè X → 0 èìååò

âèä [231]:

G(X) =
φ′′(0)√
X
.

Ñ ó÷åòîì ýòîé ôîðìóëû çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ëèíèé òîêà ψ = z
√
G(X) =

const â ïðåäåëå X → 0 êàê

ψ =
z
√
φ′′(0)

X1/4
, X → 0 (3.35)

Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ψ ∼
√
G(X) è G(X) ∼ 1/

√
X, îòêóäà ïîÿâëÿåòñÿ

ñòåïåíü 1/4 â (3.35). Ïåðåïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè òîêà â

òåðìèíàõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ x è η â îáëàñòè 2 (Ðèñ. 3.4). Èç ôîðìóë

äëÿ ìàñøòàáîâ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïåðåìåííûõ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (3.28) è
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â íèæíåì ïîäñëîå (3.31, 3.33), íàõîäèì:

ψ =
η

x1/4
=

z

X1/4
.

Çäåñü ψ � îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè òîêà âî âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ â

îáëàñòè 2. Óðàâíåíèå (3.35) ïðåäëàãàåò, ÷òî óäîáíî ïðîâîäèòü ñðàùèâàíèå

ðåøåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ïåðåìåííûõ (x, ψ) è (X,ψ ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîêà ψ (îáëàñòü 2, Ðèñ. 3.4) è ψ (îáëàñòü

4) ïðè x → ∞ è X → 0, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîäîëüíûå êîîðäèíàòû ñâÿçà-

íû ñîîòíîøåíèåì X = xε/λ. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ρs4(ψ)|X→0 = ρs2(x, ψ)|x→∞ , ψ = ψ
√
φ′′(0) (3.36)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρlims2 (ψ) = lim
x→∞

ρs2(x, ψ)

äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, êîòîðûé äîëæåí

áûòü îïðåäåëåí èç óðàâíåíèé (3.29)� (3.30) â ïåðåìåííûõ (x, ψ). Óñëîâèå

ñðàùèâàíèÿ (3.36) äàåò êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö íà âõîäå â íèæíèé ïîäñëîé.

Çàòåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.34) çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïåðåíî-

ñèòñÿ áåç èçìåíåíèÿ âäîëü ëèíèé òîêà íåñóùåé ôàçû ÷åðåç îáëàñòü 4 (Ðèñ.

3.4), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîíöåíòðàöèþ â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ ñ çî-

íîé 5 ïðè X → ∞ èç óñëîâèé ñðàùèâàíèÿ ñ çîíîé 2 ïðè X → 0 (3.36).

Ïðè X → ∞ èìååì G(X) = 3 [231]. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ëèíèé òîêà

ïðèíèìàåò âèä ψ = z
√
3 = const ïðè X → ∞. Â äàëüíåé îáëàñòè 5 âíèç ïî

ïîòîêó ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ ïîëíîñòüþ óñòàíîâèëñÿ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäè-

íàòå è ëèíèè òîêà ñóòü ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âäîëü îñè êàíàëà (z = const).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè z è Y (3.33), ñëåäó-

åò, ÷òî ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ 4 è 5 ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêè ñðàùèâàòü ïðè

ôèêñèðîâàííûõ ψ è Y :

ρs4(ψ)|X→0 = ρs5(Y ), Y
√
3

(
λ

ε

)1/4
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È íàêîíåö, èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè 4 èç (3.36),

íàõîäèì óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå (îáëàñòü 2, Ðèñ.

3.4) è â äàëüíåé îáëàñòè 5 âíèç ïî ïîòîêó:

ρs5(Y ) = ρlims2 (ψ), Y = ψ
( ε
λ

)1/4(φ′′(0)

3

)1/2

(3.37)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-

ëîæåíèé çàäà÷à î ïîèñêå ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ðàç-

âèòîì òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ñâåäåíà ê ïîèñêó àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è î

äâóõôàçíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå (3.29)�(3.30) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðî-

äîëüíîé êîîðäèíàòû (x → ∞). Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó àñèìïòîòèêîé

ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ x â ïîãðàíè÷íîì ñëîå â îáëàñòè 2 (Ðèñ. 3.4) ñ àñèìï-

òîòèêîé ðåøåíèÿ âíèç ïî ïîòîêó â îáëàñòè 5 ïîëíîñòüþ óñòàíîâèâøåãîñÿ

òå÷åíèÿ. Óðàâíåíèå (3.37) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

ρs5(Y ) = ρlims2 (ψ), Y = ψ
( ε
λ

)1/4(φ′′(0))

q

)1/2

, (3.38)

ãäå q = 3 äëÿ òå÷åíèÿ â ïëîñêîì êàíàëå è q = 4 äëÿ òå÷åíèÿ â êðóãëîé

òðóáå. Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåí-

òðàöèè ÷àñòèö â äàëüíåé îáëàñòè âíèç ïî ïîòîêó 5 ïðè ëþáûõ λ è ε ïðè

ôèêñèðîâàííûõ κ0 è ζ ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

3.2.5 Ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà ÷èñëîâîé ïëîòíîñòè

÷àñòèö âäîëü òðàåêòîðèé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò îïèñàí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóõôàçíîãî ïî-

ãðàíè÷íîãî ñëîÿ (3.29)�(3.30) (îáëàñòü 2, Ðèñ. 3.4). Ïðîáëåìà ïîèñêà ïîëÿ

ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû îòäåëåíà îò ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ ïîëåé êîíöåí-

òðàöèè è ñêîðîñòè ÷àñòèö (ìîäåëü áåç îáðàòíîãî âëèÿíèÿ). Ïîëå ñêîðîñòè

íåñóùåé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì ðåøåíèåì Áëàçèóñà äëÿ ïîãðàíè÷-

íîãî ñëîÿ íà ïëîñêîé ïëàñòèíå [231]. Êàê òîëüêî ïîëå ñêîðîñòè íåñóùåé ôà-

çû îïðåäåëåíî, ìîæíî íàéòè ïîëå ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè ñðåäû ÷àñòèö.

126



Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä [220], êîòîðûé îñíîâàí

íà èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèñïåðñíîé ôàçû âäîëü òðàåêòî-

ðèé ÷àñòèö. Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ íåðàç-

ðûâíîñòè â ëàãðàíæåâîé ôîðìå. Ïîëÿ ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ ñ íàïåðåä

çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïóòåì ïîâòîðåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû íà ñåòêå äèñêðåò-

íûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ. Ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä

ïðåäîñòàâëÿåò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýéëåðîâûì ïîäõîäîì â ñëó-

÷àå, åñëè òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïåðåñåêàþòñÿ è îáðàçóþòñÿ ñêëàäêè â ñðåäå

÷àñòèö. Â òàêîì ñëó÷àå â ðàìêàõ ýéëåðîâà ïîäõîäà îáðàçóþòñÿ ñèíãóëÿðíî-

ñòè â ïîëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà ëèíèÿõ ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö.

Â äîïîëíåíèå, ëàãðàíæåâ ìåòîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ðàñ÷åòû,

èíîãäà óñêîðåíèå ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêè âåëè÷èí ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè çà ñ÷åò

ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ÓÐ×Ï ê ñèñòåìå ÎÄÓ âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö.

Íèæå áóäåò îïèñàí ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä. Ââåäåì íîâûå ëàãðàíæåâû

ïåðåìåííûå (x0, η0, τ ), ãäå x0 è η0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû,

à τ � âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè. Â ëàãðàíæåâîé ôîðìå çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà ñðåäû ÷àñòèö çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ρs0 = ρs|J |, (3.39)
dx

dτ
= us,

dη

dτ
= vs,

dus
dτ

= Fsx,
dvs
dτ

= Fsη. (3.40)

Çäåñü ρs0 � ïëîòíîñòü (êîíöåíòðàöèÿ) ñðåäû ÷àñòèö ïðè τ = 0, ρs �

ïëîòíîñòü ñðåäû ÷àñòèö â àêòóàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè τ è J � ÿêîáèàí

ïåðåõîäà îò ýéëåðîâûõ ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì. Ïîä ïðîèçâîäíîé ïî

τ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ

x0, η0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè τ0 ýëåìåíò ñïëîøíîé ñðåäû ÷àñòèö

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ïëîùàäè dx0dη0, à â ìîìåíò τ ýòîò ýëåìåíò
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ðàñòÿãèâàåòñÿ, äåôîðìèðóåòñÿ è ïðèíèìàåò ïëîùàäü |J |dx0dη0, ãäå [220]

J = JxxJηη − JxηJηx, (3.41)

Jxx =

(
∂x

∂x0

)
τ,η0

, Jxη =

(
∂x

∂η0

)
τ,x0

,

Jηx =

(
∂η

∂x0

)
τ,η0

, Jxx =

(
∂η

∂η0

)
τ,x0

.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ßêîáè èíäåêñàìè îáîçíà÷åíû

ïåðåìåííûå, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïðè âçÿòèè ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Ïðè ïåðåñå÷åíèè òðàåêòîðèé ÿêîáèàí îáíóëÿåòñÿ, à çàòåì ìåíÿåò

çíàê, íî ïëîùàäü ëàãðàíæåâà ýëåìåíòà ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ

àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ÿêîáèàíà.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîëíîãî ëàãðàíæåâà ìåòîäà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëÿ

ñêîðîñòè ñðåäû ÷àñòèö èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (3.40) âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëå

ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû óæå èçâåñòíî. Çàòåì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò

ìàòðèöû ßêîáè (3.41) ïëîòíîñòü ñðåäû ÷àñòèö ρs íàõîäèòñÿ àëãåáðàè÷åñêè

èç óðàâíåíèÿ (3.39). Ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ßêîáè ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñðåäû ÷àñòèö â ýéëåðîâîé

ôîðìå (3.29) ïîçâîëÿåò ââåñòè ôóíêöèþ òîêà ïî ôîðìóëàì:

∂ψ

∂η
= ρsus,

∂ψ

∂x
= −ρsvs. (3.42)

Â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ òîêà ψ = ψ(τ, η0). Òàê êàê òå÷å-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, òî ôóíêöèÿ òîêà

çàâèñèò òîëüêî îò η0, ψ = ψ(eta0), è ìû ìîæåì íàéòè îáûêíîâåííóþ ïðî-

èçâîäíóþ îò ψ ïî η:

dψ

dη0
=
∂ψ

∂x

(
∂x

∂η0

)
τ,x0

+
∂ψ

∂η

(
∂η

∂η0

)
τ,x0

= ρs0us0.

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.39), (3.41), è (3.42), äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå:

ρs

∣∣∣∣ usus0Jηη − vs
us0

Jxη

∣∣∣∣ = ρs0. (3.43)
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Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (3.43) è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ëàãðàíæåâîé

ôîðìå (3.39), íàõîäèì äâå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ßêîáè:

Jxx =
∂us
∂us0

, Jηx =
vx
us0

.

Äëÿ äâóõ äðóãèõ êîìïîíåíò Jxη è Jηη, èç (3.40) ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî η0

îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (3.40). Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà-

ìåòð ïðîñêàëüçûâàíèÿ χ çàäàí â îáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèò ìèãðàöèÿ ÷àñòèö.

Ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå:

e =
∂x

∂η0
, g =

∂η

∂η0
, f =

∂us
∂η0

, h =
∂vs
∂η0

.

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (3.40) âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dτ
= us,

dη

dτ
= vs,

dus
dτ

= Fsx,
dvs
dτ

= Fsη,
de

dτ
= f,

dg

dτ
= h, (3.44)

df

dτ
=

2ζ

2ζ + 1

(
1 +

5

18
Re

2/3
s0 (u− us)

2/3

)
F +

+
3

2ζ + 1

[(
∂u

∂x
e+

∂u

∂η
g

)
∂u

∂x
+ u

(
∂2u

∂x2
e+

∂2u

∂x∂η
g

)
+

+

(
∂v

∂x
e+

∂v

∂η
g

)
∂u

∂η
+ v

(
∂2u

∂x∂η
e+

∂2u

∂η2
g

)
,

dh

dτ
=

2ζ

2ζ + 1

[
D0G+

Re
2/3
s0 (v − vs)

9(u− us)1/3
F+

+κ0cl

(
∂u

∂η

)−1/2(
H

2
(u− us) + F

∂u

∂η

)
+

+

(
∂u

∂η

)1/2

(u− us)

(
n(χ)m1(χ)

x1/4
exp

[
−m1(χ)

η

x1/4

])(
g − 1

4x
e

)]
+

+
3

2ζ + 1

[(
∂u

∂x
e+

∂u

∂η
g

)
∂v

∂x
+ u

(
∂2v

∂x2
e+

∂2v

∂x∂η
g

)
+

+

(
∂v

∂x
e+

∂v

∂η
g

)
∂v

∂η
+ v

(
∂2v

∂x∂η
e+

∂2v

∂η2
g

)
.

F =
∂u

∂x
e+

∂u

∂η
g − f, G =

∂v

∂x
e+

∂v

∂η
g − h, H =

∂2u

∂x∂η
e+

∂2u

∂η2
g.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç 8 îáûêíîâåííûé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.44) âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö äëÿ ñëåäóþùèõ

ïåðåìåííûõ: êîîðäèíàòû ÷àñòèö x è η è ñêîðîñòè ÷àñòèö us è vs, äâå êîìïî-

íåíòû ìàòðèöû ßêîáè ∂x/∂η0 è ∂η/∂η0 è äâå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ:

∂us/∂η0 è ∂vs/∂η0. Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè, à êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ρs çàòåì íàõîäèòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âäîëü òðà-

åêòîðèé ïî ÿâíîé ôîðìóëå (3.43).

Îïðåäåëèì òåïåðü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ. Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè óæå çàäàíû ïðè ôîðìóëè-

ðîâêå óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (3.30). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ

ïî η0, íàõîäèì âñå íåîáõîäèìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàò-

ðèöû ßêîáè è âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

âî âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà çàäàí ðàâíîìåðíûé îäíîðîäíûé ïîòîê áåç ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî

óïðîñòèòü íàõîæäåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â òåðìèíàõ íîâûõ ïåðåìåííûõ,

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.44) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

τ = 0 : x = 0, η = η0, us = 1, vs = 0, (3.45)

e = 0, f = 0, g = 1, h = 0. (3.46)

3.2.6 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîôèëÿ ÷èñëîâîé ïëîò-

íîñòè ÷àñòèö è îáñóæäåíèå

Çàäà÷à Êîøè (3.44)-(3.45) ìîæåò áûòü ðåøåíà ïîñëå òîãî, êàê ïîëå ñêîðî-

ñòè íåñóùåé ôàçû íàéäåíî èç èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Áëàçèóñà [231],

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ÎÄÓ òðåòüåãî

ïîðÿäêà. Çàäà÷à Áëàçèóñà ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ âàðèàíòà ìåòîäà ñòðåëüáû.

Íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Áëàçèóñà

íàéäåíî ðàâíûì φ′′(0) = 0.332057. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû, à

òàêæå èõ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ôóíêöèþ Áëàçèóñà è åå ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
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ÿâíî èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Áëàçèóñà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâûõ

÷àñòåé â (3.44) ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íå òðåáóåòñÿ. Çàäà÷à Êîøè

äëÿ ÎÄÓ ðåøàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Êîíöåí-

òðàöèÿ ÷àñòèö íàõîäèëàñü ÿâíî èç óðàâíåíèÿ (3.43). Íèæå ïðåäñòàâëåíû

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ðàçìåðíûå

ïàðàìåòðû ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì èíòåðâàëàì: a ∈ [10−4, 10−3] ì, µ ∈
[10−3, 10−1] Ïà ñ äëÿ æèäêîñòè èëè µ = 1.7 · 10−5 Ïà ñ äëÿ ãàçà, ρ = 103

êã/ì3 äëÿ æèäêîñòè èëè ρ = 1.2 êã/ì3 äëÿ ãàçà, ρ0s ∈ [103, 4·103] êã/ì3, U ∈
[0.1, 10] ì/ñ. Îòñþäà, áåçðàçìåðíûå îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ â

äèàïàçîíàõ κ0 ∈ [0.02, 44], ζ ∈ [1, 3000].

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òðàåêòîðèé ÷àñòèö è

ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòíîøåíèå

ïëîòíîñòåé ôàç ñóùåñòâåííî áîëüøå åäèíèöû ζ = ρ0s/ρ ≫ 1 (çàïûëåííûé

ãàç), à çàòåì ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû äëÿ ζ ∼ 1 (ñóñïåíçèè). Â ñëó÷àå çàïû-

ëåííîãî ãàçà ñèëàìè ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è Àðõèìåäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

â (3.44). Â ðàñ÷åòàõ íèæå ïàðàìåòð ïðîñêàëüçûâàíèÿ áûë ïðèíÿò ðàâíûì

ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå äëÿ óïðîùåíèÿ, òàê ÷òî m1 = 0.5 è n = 2.7.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3.44) çàïèñàíà ñ ó÷åòîì ìàëîãî íî íåíóëåâîãî

÷èñëà Ðåéíîëüäñà ÷àñòèö Res0 ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ê ñèëå Ñòîêñà â ôîðìå

Øèëëåðà-Íàóìàíà (âàðèàíò - ïîïðàâêà Êëÿ÷êî). Â ðàñ÷åòàõ âëèÿíèå ýòîé

ïîïðàâêè ê ñèëå Ñòîêñà áûëî èçó÷åíî è ïîêàçàíî, ÷òî åñòü ëèøü î÷åíü

íåáîëüøîé êîëè÷åñòâåííûé ýôôåêò äàííîé ïîïðàâêè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âñå

ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèëû Ñòîêñà.

Íà Ðèñ. 3.21 ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî

äëÿ κ0 = 5 è 10. Ñëó÷àé κ0 = 5, ζ ≫ 1 ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, òàêèì ðàç-

ìåðíûì ïàðàìåòðàì (ñëó÷àé çàïûëåííîãî ãàçà): a = 10−4 ì, µ = 1.7 · 10−5]

Ïà ñ, ρ = 1.2 êã/ì3, ρ0s = 2.5 · 103 êã/ì3, U = 1.9 ì/ñ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ ãàçà è ÷àñòèö ðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü U , ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ äðóãèì çíà÷åíèÿì κ0, ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà èç ôîðìóëû (3.29).
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Ðèñ. 3.5: Òðàåêòîðèè ÷àñòèö â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ó÷åòîì áîêîâîé ñèëû Ñýôìàíà ñ

ïîïðàâêîé, ζ ≫ 1 (çàïûëåííûé ãàç), κ0 = 5 (a) and 10 (b).

Ðèñóíîê 2.11 äåìîíñòðèðóåò ôîðìèðîâàíèå ñëîåâ ÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷à-

ñòèö âáëèçè ñòåíîê êàíàëà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòà-

ìè äëÿ ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ïðåäñòàâëåííûìè íà

Ðèñ. 3.22. ×àñòèöû, èçíà÷àëüíî äâèãàâøèåñÿ ïî òðàåêòîðèÿì âáëèçè ñòåí-

êè, îòòàëêèâàþòñÿ îò ñòåíêè ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû. Òðàåêòîðèè ÷à-

ñòèö ïåðåñåêàþòñÿ è â ñðåäå ÷àñòèö ôîðìèðóåòñÿ ñêëàäêà. Íà êðàþ ñêëàä-

êè êîíöåíòðàöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó ýéëåðîâî îïèñàíèå

íåïðèìåíèìî â äàííîì ñëó÷àå, òàê êàê òðåáóåòñÿ ðåøàòü îòäåëüíî óðàâ-

íåíèÿ âíóòðè êàæäîé ñêëàäêè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, ïîëîæåíèå êîòîðîé

íåèçâåñòíî çàðàíåå.

Íà Ðèñ. 3.6, a ïîêàçàí ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñ ó÷åòîì ñèëû

Ñòîêñà è äîïîëíèòåëüíî ñ ó÷åòîì êëàññè÷åñêîé ñèëû Ñýôìàíà, êîòîðûé

ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì î äâóõôàçíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå [219].

Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ïîëó÷åííûé ñ ó÷åòîì ñèëû Ñòîêñà, ñîäåð-

æèò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü íà ñòåíêå [223]. Íåèíòåãðèðóåìàÿ îñî-
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Ðèñ. 3.6: Äàëüíèå àñèìïòîòèêè ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ρs â çàâè-

ñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîêà ψ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, κ0 = 20, ζ ≫ 1 (çàïûëåííûé

ãàç); (a) � áîêîâàÿ ñèëà ïðèíÿòà â êëàññè÷åñêîé ôîðìå Ñýôìàíà áåç ïîïðàâêè (êðèâàÿ

1) èëè ñ ïîïðàâêîé íà âëèÿíèå ñòåíêè è êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ (êðè-

âàÿ 1); (b) � ïîëíûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè

â êàæäîé ÷àñòè ñêëàäêè ïî îòäåëüíîñòè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ñ ó÷åòîì áîêîâîé ñèëû ñ

ïîïðàâêîé.

áåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîé âáëèçè

ñòåíêè è òðåáóåòñÿ ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå ýôôåêòû. Â òî æå âðåìÿ ïðåä-

ëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ñ ïîïðàâêîé ê áîêîâîé ñèëå ïîçâîëÿåò

îïèñàòü ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ äâóõñëîéíîé ñêëàäêè â ñðåäå ÷àñòèö ïîä

äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû, íàïðàâëåííîé îò ñòåíêè. Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ñëîÿ ÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷àñòèö âáëèçè ñòåíêè (êðè-

âàÿ 2) è ôîðìèðîâàíèå ñêëàäêè â ñðåäå ÷àñòèö âûøå ëèíèè, íà êîòîðîé

áîêîâàÿ ñèëà ìåíÿåò çíàê. Ðèñ. 3.6, b ïîêàçûâàåò ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

â êàæäîì ñëîå ñêëàäêè ïî îòäåëüíîñòè, à òàêæå ñóììàðíûé ïðîôèëü êîí-

öåíòðàöèè ñ ó÷åòîì íàëîæåíèÿ äâóõ ñëîåâ ñêëàäêè. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ, êî-

òîðàÿ âíåçàïíî îêàí÷èâàåòñÿ, ïðåäñòàâëÿåò ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè â òîì
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ñëîå, êîòîðûé èçíà÷àëüíî áûëà áëèæå ê ñòåíêå è çàòåì ïîä äåéñòâèåì áî-

êîâîé ñèëû áûë �îòâåðíóò� îò ñòåíêè, è ïðîèçîøëî íàëîæåíèå äâóõ ñëîåâ

ñðåäû ÷àñòèö. Àñèìïòîòà è ñêà÷îê â ïîëíîì ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè (Ðèñ.

3.6, b) ñîîòâåòñòâóþò íèæíåìó è âåðõíåìó êðàÿì ñêëàäêè, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò ê áîêîâîé ñèëå cl çàâèñèò îò ïîïåðå÷íîé

êîîðäèíàòû, èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê âáëèçè ñòåíêè è ìåíÿåò çíàê íà

îòðèöàòåëüíûé íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè (ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòîé äëÿ ïîëíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà Ðèñ. 3.6, b). ×à-

ñòèöû ìèãðèðóþò îò ñòåíêè â ñòîðîíó ëèíèè, íà êîòîðîé áîêîâàÿ ñèëà ïðè-

íèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, îäíàêî â ñèëó èíåðöèè ÷àñòèöû ïðîõîäÿò ìèìî

ýòîé ëèíèè è ïîëíîñòüþ íå óñïåâàþò íà íåé àêêóìóëèðîâàòüñÿ äî òåõ ïîð,

ïîêà ðåëàêñàöèÿ ñêîðîñòåé ôàç ïîëíîñòüþ íå çàâåðøàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì

ñèëû Ñòîêñà.

Òàê êàê óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ñòåíêå ïëîñêîãî êàíàëà è íà

ñòåíêå êðóãëîé òðóáû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå öè-

ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè, âñå ïðåä-

ñòàâëåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ òàêæå êà÷åñòâåííî ñïðàâåäëèâû è äëÿ òå÷å-

íèÿ â êðóãëîé òðóáå. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåí-

íîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà (êðóãëîé òðóáû) ïðè-

âîäèò ê àêêóìóëÿöèè ÷àñòèö íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ (êîëüöå), ñ

íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

(âíóòðè êîëüöà) è ñëîÿìè áåç ÷àñòèö âáëèçè ñòåíîê. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà

κ0, õàðàêòåðèçóþùåãî âåëè÷èíó áîêîâîé ñèëû è èíòåíñèâíîñòü ìèãðàöèè

íà ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.23. Ìîæíî

âèäåòü, ÷òî ÷åì áîëüøå κ0, òåì øèðå ñêëàäêà â ñðåäå ÷àñòèö. Ñ óâåëè÷å-

íèåì èíåðöèè ÷àñòèö, óâåëè÷èâàåòñÿ ãëóáèíà èõ ïðîíèêíîâåíèÿ â îáëàñòü

íàä ëèíèåé ðàâíîâåñèÿ, íà êîòîðîé áîêîâàÿ ñèëà îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Íà Ðèñ. 3.8 ïðåäñòàâëåí ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ôàç èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû ζ ∼ 1, ÷òî ñîîò-
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Ðèñ. 3.7: Àñèìïòîòèêà âíèç ïî ïîòîêó äëÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ρs â çàâèñèìî-

ñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîêà ψ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ζ ≫ 1 (çàïûëåííûé ãàç), κ0 = 10,

20, è 40 (êðèâûå 1-3).

âåòñòâóåò òå÷åíèÿì ñóñïåíçèè (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ çàïûëåííîãî ãàçà, ðàñ-

ñìîòðåííîãî âûøå). Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì çàïûëåííîãî ãàçà â ïðîôèëå

êîíöåíòðàöèè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü, à èìåííî, äî-

ïîëíèòåëüíûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèè âíóòðè ñêëàäêè ñðåäû

÷àñòèö. Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå ëèíèè ðàâíîâåñèÿ, íà êîòîðîé áîêîâàÿ

ñèëà îáðàùàåòñÿ â íîëü, íå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé ôàç ζ. Èç

ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèé â äâóõ ñëîÿõ ñêëàäêè âèäíî, ÷òî ëîêàëüíûé ìàê-

ñèìóì îáðàçóåòñÿ â òîì ñëîå, êîòîðûé èçíà÷àëüíî áûë áëèæå ê ñòåíêå, è

ãäå, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññîãëàñîâàíèå ñêîðîñòåé ôàç è óñêîðåíèå æèäêîñòè

áûëî áîëüøå.
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Ðèñ. 3.8: Àñèìïòîòèêà âíèç ïî ïîòîêó äëÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ρs â çàâèñè-

ìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîêà ψ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ζ ∼ 1 (ñóñïåíçèÿ), κ0 = 20.

Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè â êàæäîì ñëîå ñêëàäêè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ïîëíûé ñóììàð-

íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).

Â äàííîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 3.9, ñóùåñòâåí-

íî îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ çàïûëåííîãî ãàçà (Ðèñ. 3.5). Ïðè÷èíà ñîñòîèò â

òîì, ÷òî â ñëó÷àå ζ ∼ 1 â óðàâíåíèÿõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîÿâëÿ-

åòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå çà ñ÷åò ñèë Àðõèìåäà è ïðèñîåäèíåííûõ

ìàññ (ñì. óðàâíåíèÿ (3.29)). Äàííîå ñëàãàåìîå ïðîïîðöèîíàëüíî óñêîðå-

íèþ æèäêîñòè. Â ïðîåêöèè íà îñü η äàííîå óñêîðåíèå îòðèöàòåëüíî â ïî-

ãðàíè÷íîì ñëîå, òàê êàê ëèíèè òîêà âåäóò ñåáÿ êàê x1/4. Òàêèì îáðàçîì,

ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíóþ áîêîâóþ ñèëó,

íàïðàâëåííóþ â ñòîðîíó ñòåíêè. ×åì ìåíüøå çíà÷åíèå ζ, òåì áîëüøå âåëè-

÷èíà ýòîãî ñëàãàåìîãî è, ñëåäîâàòåëüíî, òåì áîëåå âûðàæåííîé ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 3.9: Òðàåêòîðèè ÷àñòèö â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè κ0 = 20 è ζ = 3 (a) è ζ = 5 (b).

Ðèñ. 3.10: Àñèìïòîòèêè ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ρs â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

òîêà ψ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, κ0 = 20 è ζ = 5, 4.5, è 4 � êðèâûå 1-3. Ïðîôèëè â êàæäîì

ñëîå ñêëàäêè (a) è ñóììàðíûé ïðîôèëü (b).

ìèãðàöèÿ ê ñòåíêå â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå (ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ýôôåêò îò-

ñóòñòâóåò â ñëó÷àå çàïûëåííîãî ãàçà, Ðèñ. 3.5). Ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ
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ïëîòíîñòåé ζ íà Ðèñ. 3.9, êàðòèíà òðàåêòîðèé ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê àíàëîãè÷-

íîé êàðòèíå äëÿ ñëó÷àÿ çàïûëåííîãî ãàçà (Ðèñ. 3.5). Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ

ïëîòíîñòåé ôàç íà ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.10. Â

ñëó÷àå çàïûëåííîãî ãàçà, êîãäà ζ ≫ 1, ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ñòðåìèòñÿ ê

ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåçóëüòàòó, ïîêàçàííîìó íà Ðèñ. 3.6. Îäíàêî, ñ óìåíü-

øåíèåì îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé â ñòîðîíó 1 (ñëó÷àé íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ

÷àñòèö), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ κ0 äîïîëíèòåëüíûé âíóòðåííèé ëîêàëü-

íûé ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ (ñì. Ðèñ. 3.11,(a)). Â ñëó÷àå òå-

÷åíèÿ â òðóáå ôîðìèðóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå âíóòðåííåå êîëüöî, íà êîòîðîì

äîïîëíèòåëüíî àêêóìóëèðóþòñÿ ÷àñòèöû, ÷òî êà÷åñòâåííî âîñïðîèçâîäèò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ìèãðàöèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö

â êðóãëîé òðóáå [115]. Çàìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå [115]

áûëî íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå ìèãðàöèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö ïîä

äåéñòâèåì ñèëû çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ÷àñòèöû â ñäâèãîâîì ïîòîêå [55], îäíà-

êî â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå â ñèëó íåèäåàëüíîñòè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà ìîãëî

èìåòü ìåñòî ïðîäîëüíîå ïðîñêàëüçûâàíèå ÷àñòèö, ïðèâîäÿùåå ê ìèãðàöèè

çà ñ÷åò ñèëû Ñýôìàíà ñ ïîïðàâêîé íà ïðèñóòñòâèå ñòåíêè è ñèë Àðõèìåäà

è ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, ÷òî è ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ äîïîëíèòåëüíîãî

ìàêñèìóìà.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü øèðèíó ñëîÿ

÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷àñòèö âáëèçè ñòåíîê â îáëàñòè 5 (Ðèñ. 3.4). Òîëùèíà

ýòîãî ñëîÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôîðìóëû äëÿ áîêîâîé ñèëû Ñýôìàíà ñ

ïîïðàâêîé (3.29) èç óñëîâèÿ ÷òî áîêîâàÿ ñèëà îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëèíèè

ðàâíîâåñèÿ, îòäåëÿþùåé ñëîé ÷èñòîé æèäêîñòè îò äâóõñëîéíîé ñêëàäêè

ñðåäû ÷àñòèö:

ψsing =
lnn(χ)

m1(χ)
.

Çäåñü χ � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Â ðàñ÷å-

òàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïàðàìåòð ïðîñêàëüçûâàíèÿ çàäàí ïîñòîÿííûì, ÷òî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ øèðèíû ñëîÿ ÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷àñòèö
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Ðèñ. 3.11: Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïðè ìèãðàöèè â òå÷åíèè

ñóñïåíçèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö â êðóãëîé òðóáå ïðè Re = 1000 [115]. Ìîæíî

âèäåòü ôîðìèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà

âíóòðåííåì êîëüöå (ñð. Ðèñ. 3.10).

ó ñòåíîê. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (3.37), ïîëó÷àåì øèðèíó

ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ ÷èñòîé æèäêîñòè, îòíåñåííóþ ê ïîëóøèðèíå êàíàëà

(q = 3) èëè ðàäèóñó òðóáû (q = 4):

Ysing =
lnn(χ)

m1(χ)

( ε
λ

)1/4(φ′′(0)

q

)1/2

(3.47)

3.2.7 Ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè

Â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóõôàçíîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ,

ó÷èòûâàëèñü òîëüêî ñèëà Ñòîêñà [221] è ñèëà Ñýôìàíà â êëàññè÷åñêîé ôîð-

ìå [223], ÷òî ïðèâîäèëî ê íåèíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòè â ïîïåðå÷íîì ïðî-

ôèëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà ñòåíêå [222, 224] èëè âîçíèêíîâåíèþ ëîêàëü-

íûõ çîí íàêîïëåíèÿ ÷àñòèö íà ñòåíêå [223]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà

ìîäåëü ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ê áîêîâîé ñèëå Ñýôìàíà íà ïðèñóòñòâèå ñòåíêè è

êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ, è ïîëó÷åí ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö ñ ïðèñòåíî÷íûì ñëîåì ÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷àñòèö. Îñîáåííîñòü â

ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè òåïåðü èìååò ìåñòî íå íà ñòåíêå, êàê â ðàííèõ ðà-

áîòàõ, à íà ãðàíèöå �ñóñïåíçèÿ-÷èñòàÿ æèäêîñòü� âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ

139



(Ðèñ. 3.6�3.8).

Âûâåäåì òåïåðü àñèìïòîòèêó äëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âáëèçè îñîáåí-

íîñòè. Ðàññìîòðèì òîíêèé ñëîé íàä ëèíèåé, íà êîòîðîé êîíöåíòðàöèÿ îá-

ðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè æèä-

êîñòè v â ýòîì ñëîå êîíå÷íà, â òî âðåìÿ êàê íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðî-

ñòè ÷àñòèö vs ìàëà â ýòîì ñëîå è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëèíèè îñîáåííîñòè.

Ââåäåì íîâûå ðàñòÿíóòûå ïåðåìåííûå âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ:

η − ηsing = δη1, vs =
√
δvs1

Çäåñü δ � ìàëûé ïàðàìåòð, vs1 è η1 � ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü è íîâàÿ íîð-

ìàëüíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ëèíèè îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (3.29) è îñòàâëÿÿ òîëüêî ãëàâ-

íûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì:

vs1
∂vs1
∂η1

− v = 0,
∂ρsvs1
∂η1

= 0.

Ñòåïåíè â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ âî âíóòðåííèõ ïåðå-

ìåííûõ ïî δ âûáðàíû èç óñëîâèÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà àñèìïòî-

òè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåïðîòèâîðå÷èâà è íàèìåíåå âûðîæäåíà [230]. Èç ýòèõ

óðàâíåíèé, íàõîäèì àñèìïòîòèêó äëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âáëèçè îñîáåí-

íîñòè:

vs1 ∼
√
η1, ρs ∼ 1/

√
η1, η1 → 0 (3.48)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îñîáåííîñòü â ïðîôèëå ÷èñëî-

âîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Îòñþäà, ñîãëàñíî ÿâíûì

ôîðìóëàì, ñâÿçûâàþùèì ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè è ïàðà-

ìåòðû îñîáåííîñòè â ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, äåëàåì âûâîä, ÷òî

ñðåäíåå ðàññòîÿíèå â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè ïî-ïðåæíåìó ñóùåñòâåííî

ïðåâûøàåò ðàçìåð ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëîâàÿ

ïëîòíîñòü ÷àñòèö íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå

ñêëàäêè â ñðåäå ÷àñòèö, ñðåäíåå ìåæ÷àñòè÷íîå ðàññòîÿíèå îñòàåòñÿ ìíîãî
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Ðèñ. 3.12: Àñèìïòîòèêè ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè 1/ρs â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè òîêà ψ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, κ0 = 20 è ζ ≫ 1. Êðèâûå 1-3: òîëüêî ñèëà Ñòîêñà

(1), äîïîëíèòåëüíî ñèëà Ñýôìàíà â êëàññè÷åñêîé ôîðìå (2) èëè ñ ïîïðàâêîé íà ïðè-

ñóòñòâèå ñòåíêè è êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ (íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, êðèâàÿ

3).

áîëüøå ðàäèóñà ÷àñòèö è äâóõêîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå îñòàåòñÿ ïðè-

ìåíèìûì [232].

Â ðàáîòå [232] áûëà èññëåäîâàíà èíòåãðèðóåìîñòü îñîáåííîñòè â ïðîôè-

ëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè çàïûëåííîãî ãàçà îêîëî çàòóïëåííîãî

òåëà ïðè íàëè÷èè îòðàæåíèÿ ÷àñòèö îò ïîâåðõíîñòè òåëà. Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî íà îãèáàþùåé îáëàñòè, çàíÿòîé òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö, êîíöåíòðàöèÿ

òàêæå âåäåò ñåáÿ ∼ 1/
√
η (3.48). Ìîæíî ñäåëàòü îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷òî

îñîáåííîñòü â ïîëå ÷èñëîâîé ïëîòíîñòè ñðåäû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
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ðóåìîé, åñëè îíà íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ, ãäå òðàíñâåðñàëüíàÿ

ñêîðîñòü íåñóùåé ôàçû îòëè÷íà îò íóëÿ. È ýòîò âûâîä íå çàâèñèò îò ïðè-

ðîäû ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñêëàäêè

â ñðåäå ÷àñòèö, áóäü òî áîêîâàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà Ñýôìàíà èëè îòðàæåíèå

÷àñòèö îò òâåðäîé ñòåíêè.

Àñèìïòîòèêà (3.48) ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè. Íà Ðèñ.

3.12, ïîêàçàíà âåëè÷èíà, ðàâíàÿ îáðàòíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, äëÿ ñëó-

÷àÿ çàïûëåííîãî ãàçà (ζ ≫ 1), ÷òî ïîçâîëèò ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ áîëåå

ðàííèìè ðàáîòàìè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñ ó÷åòîì (i) òîëüêî ñèëû Ñòîêñà

(êðèâàÿ 1), (ii) äîïîëíèòåëüíî ñ ó÷åòîì ñèëû Ñýôìàíà â êëàññè÷åñêîé ôîð-

ìå (êðèâàÿ 2) è (iii) ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ ó÷åòîì ñèëû Ñýôìàíà

ñ ïîïðàâêîé (êðèâàÿ 3). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êðèâûå 1 è 2 èìåþò ëèíåéíóþ

àñèìïòîòèêó (1/ρs ∼ η, η → 0) â îêðåñòíîñòè òî÷êè îñîáåííîñòè (η = 0), â

òî âðåìÿ êàê êðèâàÿ 3 èìååò àñèìïòîòèêó ∼ √
η âáëèçè îñîáåííîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óæå ïîñëå âûõîäà â ñâåò ðàáîò àâòîðà ïî äàííîé òå-

ìå â 2008 ã. âûøëè ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ ìèãðàöèè ÷àñòèö â ïîãðàíè÷íîì

ñëîå ó âåðòèêàëüíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû ñ ó÷åòîì ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâó-

þùåé íà ÷àñòèöû, â ïðèëîæåíèè ê òå÷åíèÿì çàïûëåííîãî ãàçà (ζ ≪ 1)

è áûëî ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàìè [225].

Áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà ÷àñòèöû âûïàäàþò íà ñòåíêó ëèáî äâè-

æóòñÿ îò ñòåíêè â ñòîðîíó ÿäðà ïîòîêà, â çàâèñèìîñòè îò îïðåäåëÿþùèõ

ïàðàìåòðîâ.

Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñà-

ìîñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü äâóõôàçíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ïîëó÷èòü íåïðî-

òèâîðå÷èâûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ðàìêàõ ïðè-

áëèæåíèÿ ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè è äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ïóòåì

ó÷åòà ïîïðàâêè ê áîêîâîé ñèëå, ó÷èòûâàþùåé ïðèñóòñòâèå òâåðäîé ñòåíêè

è êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [2, 30].
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3.3 Ìèãðàöèÿ â ñóñïåíçèè îñàæäàþùèõñÿ ÷àñòèö â òðå-

ùèíå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè îñà-

æäàþùèõñÿ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëû (ðàçä. 3.1 [3])

ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó. Öå-

ëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé äâóõêîíòèíóàëüíîé ìî-

äåëè ìèãðàöèè ÷àñòèö, à òàêæå èçó÷åíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ïðîôè-

ëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âäîëü êàíàëà. Íàéäåííûé ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü

êîíöåíòðàöèè ìîæåò çàòåì áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ çàìûêàíèÿ äâóìåðíûõ

îñðåäíåííûõ ìîäåëåé ïåðåíîñà ÷àñòèö â âåðòèêàëüíûõ ïëîñêèõ êàíàëàõ

[103]. Òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ âäàëè îò íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà êàíàëà, ãäå

ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâèâøèìñÿ ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ äëÿ ñêîðîñòè íåñóùåé

ôàçû. Ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñðàùèâàòüñÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î

ìèãðàöèè ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà, êîòîðîå áûëî íàéäåíî â ðàç-

äåëå 3.2 [2] ïðè îòñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà ýâîëþöèè ïîëÿ êîí-

öåíòðàöèè ÷àñòèö âäîëü êàíàëà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëíûé ëàãðàíæåâ

ìåòîä [220], êîòîðûé ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòî-

ðèé ÷àñòèö è ôîðìèðîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé â ïîëå ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö, êîãäà ýéëåðîâû ìåòîäû óæå íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîððåêòíîå ðå-

øåíèå [224].

3.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåí-

çèè â âåðòèêàëüíîì ïëîñêîì êàíàëå øèðèíû 2d c íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêà-

ìè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè (Ðèñ. 3.13). Íåñóùåé ôàçîé ÿâëÿåòñÿ âÿçêàÿ íåñæè-

ìàåìàÿ íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü ñ âÿçêîñòüþ µ è ïëîòíîñòüþ ρ. Äèñïåðñíàÿ

ôàçà ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ íåáðîóíîâñêèõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ðàäèóñà

a è ìàññû m ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ρs. Äâèæåíèå ñóñïåíçèè ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè äâóõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ êîíòèíóóìîâ [218].
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Ðèñ. 3.13: Ñõåìà òå÷åíèÿ è ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ϕ ìàëà, à îòíîøåíèå

ìàòåðèàëîâ ïëîòíîñòåé ôàç ζ = ρs/ρ èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû, òàê ÷òî ìàñ-

ñîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ìàëà: αm = Cpζ ≪ 1. Ïðè äàííûõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ÷àñòèö íà òå÷åíèå íåñóùåé ôàçû, à

òåíçîð íàïðÿæåíèé â ñðåäå ÷àñòèö ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì [218].

Ââîäèòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì íà ñòåíêå êàíàëà. Îñü

x íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî âäîëü òå÷åíèÿ, îñü y � ïîïåðåê êàíàëà, à

îñü z � âåðòèêàëüíî âíèç (Ðèñ. 3.13). Òå÷åíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå âíå íà÷àëüíîãî

ó÷àñòêà êàíàëà, ãäå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîôèëü ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû

v∗ = (u∗, v∗, w∗) óæå íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x è îïèñûâàåòñÿ

çàêîíîì Ïóàçåéëÿ:

u∗ = Um

(
2y∗

d
− y∗2

d2

)
, v∗ = 0, w∗ = 0 (3.49)

Ïðè x = 0 çàäàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðà-

öèè ÷àñòèö ïîïåðåê êàíàëà èçâåñòåí èç óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â

íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà n∗s = f ∗ (y∗) [2]. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö

â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíà íóëþ, à â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè

ïîñòîÿííà. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïîëå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû ÷àñòèö íå çàâèñèò îò âåðòèêàëüíîé

êîîðäèíàòû z. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå òå÷åíèå â ãî-
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ðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè ÿ÷åéêè Õåëå-Øîó. Òàê êàê òå÷åíèå ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü ìåæäó

îäíîé èç ñòåíîê è ñðåäíåé ëèíèåé êàíàëà.

Íà ÷àñòèöó äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè, ñèëà Ñòîêñà FSt, ñèëà Àðõèìåäà

FA, ñèëà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ Fam [229], à òàêæå èíåðöèîííàÿ áîêîâàÿ

ñèëà Fl:

m
dv∗

s

dt
= mg+ FSt + FA + Fam + Fl

FSt = 6πaµ(v∗ − v∗
s), FA = ρτs

(
dv∗

dt∗
− g

)
, Fam = ρ

τs
2

(
dv∗

dt∗
− dv∗

s

dt∗

)
Çäåñü v∗

s = (u∗s, v
∗
s , w

∗
s) � ïîëå ñêîðîñòè äèñïåðñíîé ôàçû, τs � îáúåì

îäíîé ÷àñòèöû, g = (0, 0, g) � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Òàê êàê óñêîðåíèå æèäêîñòè â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ðàâíî íóëþ dv∗/dt∗ =

0, ñèëû Àðõèìåäà è ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ ïðèíèìàþò âèä:

FA = −ρτsg, Fam = −ρτs
2

dv∗
s

dt∗

Èíåðöèîííàÿ áîêîâàÿ ñèëà Fl, âûçûâàþùàÿ ïîïåðå÷íóþ ìèãðàöèþ, îáó-

ñëîâëåíà ðàññîãëàñîâàíèåì ñêîðîñòåé ôàç è ñäâèãîâûì õàðàêòåðîì òå÷å-

íèÿ íåñóùåé ôàçû. Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ñèëû çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ

îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïî îòíîøåíèþ ê ñêîðîñòè æèäêîñòè. Â

ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå âåðòèêàëüíîå îñàæäåíèå ÷àñòèö ïðèâîäèò ê

âîçíèêíîâåíèþ ñèëû Flz. Âûðàæåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîé ñèëû Flz íà ÷àñòèöó,

îñàæäàþùóþñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ÷åðåç âåðòèêàëüíûé

ïëîñêèé êàíàë, áûëî íàéäåíî â ðàçä.3.1 [3]:

Flz = ρw∗2
s a

2clz(y, ws0,Re)ez, Re =
ρdUm

µ
, ws0 =

w∗
s

Um
, y =

y∗

d

Çäåñü Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà êàíàëà, ws0 � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü îñà-

æäåíèÿ ÷àñòèöû, y � áåçðàçìåðíàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà, j � åäèíè÷íûé

âåêòîð îñè y. Äàííîå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî äëÿ ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ

÷èñåë Ðåéíîëüäñà ÷àñòèö ReG è Res, âû÷èñëåííûõ ïî õàðàêòåðíîìó ãðàäè-

145



åíòó ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû G = Um/d è ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ w
∗
s :

ReG =
a2Gρ

µ
= Re

a2

d2
≪ 1, Res =

aw∗
sρ

µ
= ws0Re

a

d
≪ 1 (3.50)

χ =
Res√
ReG

∼ 1

Ñèëà Flz íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåíêàì ê öåíòðó êàíàëà. Êîýô-

ôèöèåíò ñèëû clz äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ñòåíêàõ êàíàëà è îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà îñè êàíàëà (Ðèñ. 3.14) [3]. Ïðè ÷èñëå Ðåéíîëüäñà Re ïîðÿäêà åäè-

íèöû è ìåíüøå çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà clz îò êîîðäèíàòû y ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé. Ïðè óâåëè÷åíèè Re çàâèñèìîñòü clz(y) ñòàíîâèòñÿ íåìîíîòîí-

íîé. Ïîÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ìàêñèìóì è ìèíèìóì áîêîâîé ñèëû (Ðèñ. 3.14,

êðèâàÿ 3). Òàêàÿ íåìîíîòîííîñòü èìååò ìåñòî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ áåç-

ðàçìåðíîé ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ws0 è èñ÷åçàåò ñ óâåëè÷åíèåì ws0. Â äàí-

íîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè clz(y) [3]:

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, ìîíîòîííàÿ è áûñòðî óáûâàþùàÿ âáëèçè ñòåíêè,

íåìîíîòîííàÿ (Ðèñ. 3.14).

Áîêîâàÿ ñèëà Flz âûçûâàåò ìèãðàöèþ ÷àñòèö îò ñòåíîê ê öåíòðó êàíà-

ëà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàññîãëàñîâàíèþ ñêîðîñòåé ôàç â ïðîäîëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî áîêîâîé ñèëû Flz, âûçâàííîé ðàññîãëàñîâà-

íèåì ñêîðîñòåé ôàç â íàïðàâëåíèè z, ïîÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ñèëà Flx çà ñ÷åò

ðàññîãëàñîâàíèÿ ñêîðîñòåé â íàïðàâëåíèè x:

Fl = Flz + Flx (3.51)

Âåêòîðà ñèë Flx è Flz ïàðàëëåëüíû îñè y. Êîìïîíåíòà ïîïåðå÷íîé ñèëû

Flx áûëà ðàññ÷èòàíà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé (3.50) äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòè-

öû â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ [106, 55]:

Flx = clxa
2

√
µρ

∣∣∣∣∂u∗∂y∗

∣∣∣∣(u∗ − u∗s)sign

(
∂u∗

∂y∗

)
j

Â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â íåîãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì ñäâèãîâîì ïî-

òîêå äàííîå âûðàæåíèå äëÿ èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëû áûëî ïîëó÷åíî
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Ðèñ. 3.14: Êîýôôèöèåíò áîêîâîé ñèëû clz äëÿ Re = 1 (1), Re = 100, ws0 = 0.4 (2) è

Re = 100, a/d≪ ws0 ≪ 1 (3).

ïðè óñëîâèè ñèëüíîãî ñäâèãà χ ≪ 1, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ñèëû ðàâåí

clx = 6.46 (ñèëà Ñýôìàíà) [159]. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé óðàâ-

íåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è äâèæåíèÿ äëÿ ñðåäû ÷àñòèö ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå:

div(n∗sv
∗
s) = 0, m

dv∗s
dt∗

= 6πaµ(v∗ − v∗
s) + τs(ρs − ρ)g − ρ

τs
2

dv∗
s

dt∗
+ (3.52)

+ clxa
2

√
µρ
∂u∗

∂y∗
(u∗ − u∗s)j+ ρw∗2

s a
2clz(y, ws0,Re)j

Ðàññìàòðèâàåìîå òå÷åíèå ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì,

ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû îñàæäàþòñÿ áåç óñêîðåíèÿ, è ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.52) â ïðîåêöèè íà îñü z äàåò èçâåñòíóþ ôîðìóëó
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Ñòîêñà äëÿ ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ:

w∗
s =

2a2(ρs − ρ)g

9µ
(3.53)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû äèñïåðñíîé ôàçû íå çàâèñÿò îò êîîðäèíà-

òû z è ðàññìàòðèâàåìîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå

ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì:

x∗ = Lx, y∗ = dy, u∗s = Umus, v
∗
s = V vs, w

∗
s = Umws0 (3.54)

t∗ = Lt/Um, n
∗
s = n0ns, (u

∗ − u∗s) = Ux(u− us)

Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ïðîäîëüíûé ìàñøòàá äëèíû, íà êîòîðîì ïðî-

èñõîäèò ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïîïåðåê êàíàëà; V � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ïî-

ïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö; Ux � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ðàññîãëàñîâàíèÿ

ñêîðîñòåé ôàç â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè; n0 � õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ÷èñ-

ëîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Âåëè÷èíû V è L íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ

ñîîòíîøåíèé:

6πaµV = ρw∗2
s a

2, L/Um = d/V (3.55)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî íàéäåíî èç óñëîâèÿ, ÷òî âûçâàííàÿ îñàæäåíèåì áîêî-

âàÿ ñèëà èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, êàê è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåí-

òà ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ÷àñòèöû (ðàçäåë 3.1, [3]). Òàê êàê Res ≪ 1, ñèëó

ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, ãäå â êà÷åñòâå îòíîñè-

òåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñëåäóåò ïîäñòàâèòü ñêîðîñòü ìèãðàöèè. Âòîðîå

ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (3.52). Íà âûáðàííîì

ìàñøòàáå äëèíû L ÷àñòèöû ìèãðèðóþò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà ðàñ-

ñòîÿíèå ïîðÿäêà ïîëóøèðèíû êàíàëà d, à èõ ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ

íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà V .

Ìàñøòàá ïðîäîëüíîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ ñêîðîñòåé ôàç Ux íàõîäèòñÿ èç

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.52) â ïðîåêöèè íà îñü x ïðè óñëîâèè, ÷òî â áåç-

ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ âñå ÷ëåíû â ýòîì óðàâíåíèè èìåþò îäèí ïîðÿäîê

âåëè÷èíû, òî åñòü óñêîðåíèå ÷àñòèö ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñðàâíèìî ñ ñèëîé
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Ñòîêñà:

Ux =
mU 2

m

6πaµL
(3.56)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (3.54) â (3.52) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.49),

(3.55) è (3.56), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â áåçðàçìåðíîé ôîð-

ìå:

∂(nsus)

∂x
+
∂(nsvs)

∂y
= 0,

dus
dt

= β(2y − y2 − us) (3.57)

dvs
dt

= β

(
−vs + clz(y, ws0,Re) + κ

√
∂u

∂y
(u− us)

)
Çäåñü β � ïàðàìåòð èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö, ïðîïîðöèîíàëüíûé îòíîøå-

íèþ ïðîäîëüíîãî ìàñøòàáà çàäà÷è L ê äëèíå ðåëàêñàöèè ñòîêñîâîé ÷àñòè-

öû l = mUm/6πaµ:

β =
2L

(2 + η)l
=

54π

(2 + η)(a/d)3w2
s0Re

2

Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð κ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

κ =
clx(2 + η)

54π
Re3/2

a3

d3

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå clx ∼ 1 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâîå íåðàâåíñòâî

èç (3.50), ïîëó÷àåì, ÷òî κ ≪ 1. Òàêèì îáðàçîì, íà ðàññìàòðèâàåìîì ìàñ-

øòàáå äëèíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü áîêîâîé ñèëîé Flx, âûçâàííîé ïðîäîëüíûì

ðàññîãëàñîâàíèåì ñêîðîñòåé ôàç.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:

x = 0 : us = u = 2y − y2, vs = v = 0, ns = f(y) (3.58)

Èññëåäóåì ýâîëþöèþ îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëåé êîíöåí-

òðàöèè ÷àñòèö:

I. f(y) = 1, II. f(y) =


0, y < ε√

δ − ε

y − ε
, ε ≤ y ≤ δ

1, δ < y ≤ 1

(3.59)
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Çäåñü y = 0 íà ñòåíêå è y = 1 íà ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà. Ïðîôèëü II

ñîäåðæèò îáëàñòü ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèè âáëèçè ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà,

ñâîáîäíóþ îò ÷àñòèö ïðèñòåíî÷íóþ îáëàñòü øèðèíû ε è ïðîìåæóòî÷íóþ

îáëàñòü øèðèíû (δ−ε), ãäå êîíöåíòðàöèÿ íåîäíîðîäíà è âîçðàñòàåò îò åäè-
íèöû äî áåñêîíå÷íîñòè (Ðèñ. 3.15 â, êðèâàÿ x = 0). Òàêàÿ çàâèñèìîñòü àï-

ïðîêñèìèðóåò ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè, êîòîðûé ôîð-

ìèðóåòñÿ â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êàíàëà â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ÷àñòèö ïîä

äåéñòâèåì èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëû çà ñ÷åò ïðîäîëüíîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ

ñêîðîñòåé ôàç (ñì. ðàçä. 3.2, [2]). Èç ýòîé æå ðàáîòû ñëåäóþò îöåíêè äëÿ

ïàðàìåòðîâ: ε ≈ 0.1, δ ≈ 4ε. Â [2] èñïîëüçîâàëîñü âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Flx

ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñòåíêè è êîíå÷íîñòè îòíîøåíèÿ χ [56]. Ðåçóëüòèðóþùèé

ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ïîïåðåê êàíàëà ñîäåðæèò ñâîáîäíûå îò

÷àñòèö ïðèñòåíî÷íûå ñëîè. Ïðîôèëü ìåæäó ñëîÿìè â ÿäðå òå÷åíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ íåîäíîðîäíûì ñ îñîáåííîñòÿìè êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöàõ ñëîåâ. Ýòè

îñîáåííîñòè â ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè (ðàçä. 3.2,

[2]).

Óðàâíåíèÿ (3.57) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.58) îáðàçóþò çàìêíóòóþ

ñèñòåìó äëÿ îïèñàíèÿ ñðåäû ÷àñòèö. Ñèñòåìà ñîäåðæèò òðè áåçðàçìåðíûõ

ïàðàìåòðà β, Re è ws0, ïðè÷åì ïàðàìåòðû Re è ws0 âõîäÿò òîëüêî êàê

àðãóìåíòû ôóíêöèè clz(y, ws0,Re).

Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèëüíî èíåðöèîííûõ (β → 0) è áåçûíåðöèîííûõ

(β → ∞) ÷àñòèö èç (3.57), (3.58) ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

β → ∞ : us(x, y) = 2y − y2, vs(x, y) = clz(y, ws0,Re) (3.60)

β → 0 : us(x, y) = 2y − y2, vs(x, y) = 0, ns(x, y) = f(y)

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.57) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(3.58) èñïîëüçóåòñÿ ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìåòîä [220], êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû-

÷èñëèòü ïàðàìåòðû äèñïåðñíîé ôàçû, âêëþ÷àÿ ÷èñëîâóþ êîíöåíòðàöèþ,

âäîëü âûáðàííûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö.
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Ðèñ. 3.15: Òðàåêòîðèè ÷àñòèö (ñïëîøíûå ëèíèè) è èçîëèíèè 1/ns (øòðèõîâûå ëèíèè

ñ ÷èñëàìè) äëÿ îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ns (a); ðàñïðåäåëåíèÿ 1/ns äëÿ îä-

íîðîäíîãî (á) è íåîäíîðîäíîãî (â) íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ns ïðè β → ∞, Re = 100,

a/d≪ ws0 ≪ 1.

3.3.2 Ïðèìåíåíèå ïîëíîãî ëàãðàíæåâà ìåòîäà äëÿ ðàñ÷åòà ïà-

ðàìåòðîâ ñðåäû ÷àñòèö

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (3.57) â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ (x0, y0, t), ãäå x0,

y0 � ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû íà÷àëà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, à t ≥ 0 �

áåçðàçìåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü òðàåêòîðèè:

ns|J | = f(y0), |J | =
∣∣∣∣∂xs∂x0

∂ys
∂y0

− ∂ys
∂x0

∂xs
∂y0

∣∣∣∣ (3.61)

dxs
dt

= us,
dus
dt

= β(2ys − y2s − us)

dys
dt

= vs,
dvs
dt

= β(−vs + clz(ys, ws0,Re))

Çäåñü |J | � ìîäóëü ÿêîáèàíà ïåðåõîäà îò ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò (x, y) ê
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ëàãðàíæåâûì (x0, y0). Òàê êàê òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òî äâå èç

÷åòûðåõ êîìïîíåíò ÿêîáèàíà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ñêîðîñòè [220]:

|J | =
∣∣∣∣usu0 ∂ys∂y0

− vs
u0

∂xs
∂y0

∣∣∣∣ (3.62)

Çäåñü u0 = (2y0 − y20) � íà÷àëüíàÿ ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Äî-

ïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂ys/∂y0 è ∂xs/∂y0

ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî

ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòå y0:

d

dt

(
∂xs
∂y0

)
=
∂us
∂y0

,
d

dt

(
∂us
∂y0

)
= β

(
2(1− ys)

∂ys
∂y0

− ∂us
∂y0

)
(3.63)

d

dt

(
∂ys
∂y0

)
=
∂vs
∂y0

,
d

dt

(
∂vs
∂y0

)
= β

(
−∂vs
∂y0

+
∂clz(ys, ws0,Re)

∂ys

∂ys
∂y0

)
(3.64)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0 íàõîäÿòñÿ èç (3.58)

xs = 0, ys = y0, us = 2y0 − y20, vs = 0 (3.65)
∂xs
∂y0

= 0,
∂ys
∂y0

= 1,
∂us
∂y0

= 2− 2y0,
∂vs
∂y0

= 0 (3.66)

Ïðè β → ∞ ïîëå ñêîðîñòåé äèñïåðñíîé ôàçû èçâåñòíî (3.60), ïîýòîìó

óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ:

dxs
dt

= us = 2ys − y2s ,
dys
dt

= vs = clz(ys, ws0,Re) (3.67)

d

dt

(
∂xs
∂y0

)
=
∂us
∂y0

= 2(1− ys)
∂ys
∂y0

d

dt

(
∂ys
∂y0

)
=
∂vs
∂y0

=
∂clz(ys, ws0,Re)

∂ys

∂ys
∂y0

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (3.65) èìåþò âèä:

xs = 0, ys = y0,
∂xs
∂y0

= 0,
∂ys
∂y0

= 1 (3.68)

Óðàâíåíèÿ (3.61)�(3.63) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.65) äëÿ êîíå÷íûõ

β è óðàâíåíèÿ (3.62), (3.67) ñ óñëîâèÿìè (3.68) äëÿ β → ∞ ñîñòàâëÿ-

þò çàìêíóòûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà

âûáðàííîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Äàííûå ñèñòåìû ðåøàëèñü äëÿ ðàçëè÷-

íûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íî-

ñòè. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñîçäàþò ëàãðàíæåâó ñåòêó, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò âñþ
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îáëàñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìîé

ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè ëàãðàíæåâîé ñåòêè, íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå äëÿ

ñðåäû ÷àñòèö. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû clz è

åãî ïðîèçâîäíîé ∂clz/∂y èñïîëüçîâàëèñü ìíîãî÷ëåíû, àïïðîêñèìèðóþùèå

êðèâûå íà Ðèñ. 3.14 èç ðàáîò [184, 3]

ξ = y/2− 0.5

clz = −6π(0.3125ξ + 0.0996ξ3 − 14.34ξ5 + 116.3ξ7 − 403.7ξ9 + 518ξ11)

(3.69)

clz = −6π(0.03925ξ − 0.1373ξ3 + 2.724ξ5 − 41.46ξ7 + 342.4ξ9 − 693.8ξ11)

(3.70)

clz = −6π(0.4399ξ + 1.742ξ3 − 118.7ξ5 + 1116ξ7 − 4014ξ9 + 5086ξ11)

(3.71)

Âûðàæåíèå (3.69) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [184] äëÿ Re ≪ 1 è ñ õîðîøåé

òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè èç [3] äëÿ Re = 1 (Ðèñ. 3.14, êðèâàÿ

1). Ìíîãî÷ëåíû (3.70) è (3.71) àïïðîêñèìèðóþò äàííûå èç [3] ïðè Re = 100

äëÿ ws0 = 0.4 è a/d ≪ ws0 ≪ 1, ñîîòâåòñòâåííî (Ðèñ. 3.14, êðèâûå 2 è

3, ñîîòâåòñòâåííî). Íåðàâåíñòâî a/d ≪ ws0 ≪ 1 îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü

îñàæäåíèÿ ìàëà, íî íå ðàâíà íóëþ, ò.å. ÷àñòèöû íå ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíî

ïëàâó÷èìè.

3.3.3 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ ÷èñëîâîé ïëîò-

íîñòè ÷àñòèö

Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà β ðåàëèçóþòñÿ íåñêîëüêî êà÷åñòâåííî ðàçëè÷-

íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà β → ∞, à ñêîðîñòü

îñàæäåíèÿ ìàëà, íî íå ðàâíà íóëþ: a/d ≪ ws0 ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå

ñêîðîñòåé äèñïåðñíîé ôàçû èìååò âèä (3.60). Òàêîé ðåæèì ñîîòâåòñòâó-

åò äâèæåíèþ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö. Â ðàñ÷åòàõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè êî-
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ýôôèöèåíòà áîêîâîé ñèëû clz(y) èñïîëüçóåòñÿ íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü

(3.71) (Ðèñ. 3.14, êðèâàÿ 3). Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ÷àñòèöû, äâèãàÿñü âíèç

ïî òå÷åíèþ, ìèãðèðóþò ê öåíòðó êàíàëà áåç ïåðåñå÷åíèé òðàåêòîðèé (Ðèñ.

3.14, à). Êàê âèäíî èç (3.60), ñêîðîñòü äèñïåðñíîé ôàçû â ýéëåðîâûõ êîîð-

äèíàòàõ vs = (2y−y2, clz(y)) íå ìåíÿåòñÿ âíèç ïî òå÷åíèþ è çàâèñèò òîëüêî

îò êîîðäèíàòû y. Âäîëü îòäåëüíîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ñêîðîñòü íå ïîñòî-

ÿííà. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó êàíàëà êîìïîíåíòà us óâåëè÷èâàåòñÿ,

à êîìïîíåíòà vs óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ.

Ïðîôèëü ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè çíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ âíèç ïî òå÷å-

íèþ (Ðèñ. 3.15, à-â). ×èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì x. Â

ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî ïðîôèëÿ ns â ïîëå ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè

íå âîçíèêàåò îñîáåííîñòåé, è çíà÷åíèå ns êîíå÷íî ïðè êîíå÷íûõ x (Ðèñ.

3.15, à-á ). Íåîäíîðîäíûé íà÷àëüíûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ñ íåîãðàíè-

÷åííûì çíà÷åíèåì íà ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè, ñòàðòîâàâøåé ïðè y0 = ε,

ïîðîæäàåò îáëàñòü âûñîêîé ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè ýòîé

òðàåêòîðèè âî âñåì òå÷åíèè (Ðèñ. 3.15, â). Íà ñàìîé ïðåäåëüíîé òðàåêòî-

ðèè ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü áåñêîíå÷íà. Èç-çà íåìîíîòîííîñòè áîêîâîé ñèëû

â òå÷åíèè äèñïåðñíîé ôàçû âîçíèêàåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïîíèæåííîé

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ãäå ns < 1 (Ðèñ. 3.15, à).

Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ çíà÷åíèé β âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ðåæèìà ìèãðà-

öèè, êîãäà òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïåðåñåêàþò ëèáî íå ïåðåñåêàþò öåíòðàëüíóþ

îñü êàíàëà. Ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà èíåðöèîííîñòè

βc, ñîîòâåòñòâóþùåå ñìåíå ðåæèìîâ ìèãðàöèè. Â ñëó÷àå áîëüøèõ, íî êî-

íå÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èíåðöèîííîñòè βc < β <∞ (ìàëîèíåðöèîííûå

÷àñòèöû) ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû ìîíîòîííî íàêàïëèâà-

þòñÿ âáëèçè ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà è íå ïðåñåêàþò åå. Íà Ðèñ. 3.16 ïîêàçàíà

òèïè÷íàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ ìîíîòîííîé, áûñòðî óáûâàþùåé çàâèñèìî-

ñòè clz(y) (3.70) (Ðèñ. 3.14, êðèâàÿ 2). Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ âîçìîæíû

ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, â ñðåäå ÷àñòèö ôîðìèðó-

åòñÿ �ñêëàäêà�, òî åñòü îáëàñòü òå÷åíèÿ, ãäå ïàðàìåòðû äèñïåðñíîé ôàçû
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Ðèñ. 3.16: Òðàåêòîðèè ÷àñòèö (ñïëîøíûå ëèíèè), ãðàíèöû �ñêëàäîê� â ñðåäå ÷àñòèö

(ïóíêòèð), èçîëèíèè 1/ns (øòðèõîâûå ëèíèè ñ ÷èñëàìè) äëÿ îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî

ïðîôèëÿ ns (a); ïðîôèëè ñêîðîñòè ÷àñòèö (á, â) ïðè β = 3 > βc, Re = 100, ws0 = 0.4.

äâóçíà÷íû. Ñâåðõó ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà òðàåêòîðèåé, ñòàðòîâàâøåé ñ

íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ y0, à ñíèçó � îãèáàþùåé òðàåêòîðèé ÷àñòèö l (ïóíê-

òèðíûå ëèíèè íà Ðèñ. 3.15, à).

Ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé êîîðäèíàòû y0c òàêîå, ÷òî

òðàåêòîðèè ñ íà÷àëîì â òî÷êàõ y0 < y0c ïåðåñåêàþòñÿ ñ òðàåêòîðèÿìè ñ

íà÷àëîì â y > y0 è ôîðìèðóþò �ñêëàäêó�. Â òî æå âðåìÿ, òðàåêòîðèè ñ íà-

÷àëîì â y0 > y0c íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ òðàåêòîðèÿìè, ñòàðòóþùèìè â òî÷êàõ

y > y0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè øèðèíà ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ ÷èñòîé æèäêî-

ñòè (áåç ÷àñòèö) ìåíüøå y0c, òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïåðåñåêàþòñÿ è âîçíèêàåò

�ñêëàäêà�. Â ñëó÷àå, åñëè øèðèíà ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ ÷èñòîé æèäêîñòè

áîëüøå y0c, òî �ñêëàäêà� íå âîçíèêàåò. C óâåëè÷åíèåì β îò βc äî áåñêîíå÷-
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íîñòè çíà÷åíèå y0c ïàäàåò (Ðèñ. 3.17) è øèðèíà ñëîÿ ÷àñòèö, ôîðìèðóþùåãî

�ñêëàäêó�, óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ øèðèíû �ñêëàäêè�

âïëîòü äî åå èñ÷åçíîâåíèÿ ïðè β → ∞.

Ðèñ. 3.17: Çàâèñèìîñòè y0c îò β è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ βc äëÿ Re = 1 (1), Re = 100,

ws0 = 0.4 (2) è Re = 100, a/d≪ ws0 ≪ 1 (3).

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö, äëÿ ìàëîèíåðöèîííûõ

÷àñòèö ñêîðîñòü us óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó (Ðèñ.

3.16, á ). Êîìïîíåíòà vs ðàâíà íóëþ â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè. Âíèç ïî ïîòîêó

vs ñíà÷àëà âîçðàñòàåò ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû, à çàòåì ñíîâà óáûâàåò

ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòèöû ê öåíòðó êàíàëà (Ðèñ. 3.16, â).

Êîíöåíòðàöèÿ äèñïåðñíîé ïðèìåñè óâåëè÷èâàåòñÿ âíèç ïî ïîòîêó (Ðèñ.

3.16, à; Ðèñ. 3.18, à, á ) è îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íà êàóñòèêå l (Ðèñ.

3.18, à, á ). Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî êàóñòèêà l ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò

O. Íà ëèíèè l ÿêîáèàí J îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ns → ∞. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
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Ðèñ. 3.18: Ïðîôèëè 1/ns äëÿ îäíîðîäíîãî (à, â) è íåîäíîðîäíîãî (á, ã) íà÷àëüíîãî

ïðîôèëÿ ns ïðè Re = 100, ws0 = 0.4 (à, á) è Re = 1 (â, ã) ïðè β = 3.

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ns(0, y) = 1. Òàêèì îáðàçîì, O ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷-

êîé. Â âû÷èñëåíèÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èç òî÷êè O òðàåêòîðèè ÷àñòèöû

íå ñòàðòóþò, íî îíè ìîãóò íà÷èíàòüñÿ èç ëþáîé åå ìàëîé îêðåñòíîñòè.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö f(y) = 1 êîí-

öåíòðàöèÿ â �ñêëàäêå� ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò l

(Ðèñ. 3.18, à). Äëÿ íåîäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî ïðîôèëÿ f(y) (3.59) íà âåðõ-

íåé ãðàíèöå �ñêëàäêè� êîíöåíòðàöèÿ áåñêîíå÷íà (Ðèñ. 3.18, á ). Ýòà ñèí-
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ãóëÿðíîñòü íàñëåäóåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü

ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè.

Äâèæåíèå äîñòàòî÷íî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö ïðè 0 < β < βc äëÿ ìî-

íîòîííî óáûâàþùåé çàâèñèìîñòè clz(y) (3.69) (Ðèñ. 3.18, êðèâàÿ 1) ïîêà-

çàíî íà Ðèñ. 3.19. ×àñòèöû ïî ìåðå äâèæåíèÿ òàêæå àêêóìóëèðóþòñÿ íà

öåíòðàëüíîé ëèíèè, íî ïðè ýòîì ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàþò åå. Â äèñïåðñ-

íîì êîíòèíóóìå ôîðìèðóþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå �ñêëàäêè�, îãðàíè÷åííûå

ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèåé è êàóñòèêàìè. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü

íà êàóñòèêàõ, à äëÿ íåîäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � åùå è íà

ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè (Ðèñ. 3.18, â, ã).

Ðèñ. 3.19: Òðàåêòîðèè ÷àñòèö (ñïëîøíûå ëèíèè), ãðàíèöû �ñêëàäîê� â ñðåäå ÷àñòèö

(ïóíêòèð) (à); ïðîôèëè ñêîðîñòè äèñïåðñíîé ôàçû (á, â) ïðè β = 3 < βc, Re = 1.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî, ÷òî
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÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ns íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò íà ãðàíèöàõ

îäíîé èëè íåñêîëüêèõ �ñêëàäîê�. Ïîìèìî ýòîãî, äîïîëíèòåëüíàÿ îñîáåí-

íîñòü â ïîëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íàñëåäóåòñÿ èç íåîäíîðîäíîãî íà÷àëü-

íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè.

Êàê ìû óïîìèíàëè âûøå, â ðàáîòàõ [2, 232] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íà

ëèíèè íàêîïëåíèÿ ÷àñòèö, ãäå ns → ∞, ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè íåñóùåé

ôàçû ïî íîðìàëè ê ýòîé ëèíèè íå ðàâíà íóëþ, òî ôóíêöèÿ ns âåäåò ñå-

áÿ êàê îáðàòíûé êîðåíü èç ðàññòîÿíèÿ äî îñîáîé ëèíèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

îñîáåííîñòü â ïîëå ÷èñëîâîé êîíöåíòðàöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Áûëî

ïîêàçàíî [222], ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îñîáåííîñòü â ïîëå ÷èñëîâîé êîíöåí-

òðàöèè ñðåäû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó

÷àñòèöàìè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ðàäèóñ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè îñîáåííî-

ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè îñòàåòñÿ ïðèìå-

íèìûì âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ îêðåñòíîñòü îñîáåííîñòè. Â ïîëó-

÷åííûõ ðåøåíèÿõ ãðàíèöû ñêëàäîê è ïðåäåëüíûå òðàåêòîðèè, íà êîòîðûõ

êîíöåíòðàöèÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, íàêëîíåíû ê ïîòîêó íåñóùåé

ôàçû. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå, îñîáåííîñòè â ïîëå ÷èñëîâîé

êîíöåíòðàöèè èíòåãðèðóåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åííûõ âûøå ðåøå-

íèé ïðèáëèæåíèå ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè îñòàåòñÿ ïðèìåíèìûì âî âñåé

îáëàñòè òå÷åíèÿ.

3.3.4 Òå÷åíèå â îêðåñòíîñòè ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà

Â îêðåñòíîñòè öåíòðà êàíàëà clz(y) âåäåò ñåáÿ êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ðàçä. 3.1,

[3]):

clz(y, ws0,Re) = c(1− y) + ..., y → 1, c =
∂clz(y, ws0,Re)

∂y

∣∣∣∣
y=1

(3.72)

Çäåñü c = tgθ, ãäå θ � óãîë íàêëîíà ãðàôèêà ôóíêöèè clz(y) ê îñè y â

îêðåñòíîñòè ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà (Ðèñ. 3.14). Ïðè Re ≫ 1 êîýôôèöèåíò

c çàâèñèò òîëüêî îò êîìáèíàöèè ws0Re
2/3, òîãäà êàê â îáùåì ñëó÷àå c =
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c(ws0,Re) [3]. Èç ïðåäñòàâëåíèé (3.69)�(3.71) ëåãêî íàéòè çíà÷åíèÿ c äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ çàâèñèìîñòè clz(y).

Àíàëèçèðóÿ Ðèñ. 3.16, á-â, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàëîèíåðöèîííûõ

÷àñòèö ïðè βc < β <∞ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè us è vs ïðè áîëüøèõ x âåäóò

ñåáÿ, êàê êâàäðàòè÷íàÿ è ëèíåéíàÿ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî:

us = 1− a(1− y)2, vs = k(1− y), x→ ∞, y → 1 (3.73)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.72), (3.73) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ýéëåðîâîé ôîð-

ìå (3.57), ãäå κ = 0, ïîëó÷àåì:

k =
β

2
−
√
β2

4
− cβ, a =

β

β − k

Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà k ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè β ≥ 4c = 4tgθ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà èíåðöèîííîñòè, ðàçäåëÿ-

þùåå ðåæèìû ìèãðàöèè ÷àñòèö ñ ïåðåñå÷åíèåì è áåç ïåðåñå÷åíèÿ öåí-

òðàëüíîé ëèíèè, èìååò âèä: βc = 4tgθ. Çíà÷åíèÿ βc äëÿ ðàññìîòðåííûõ

âàðèàíòîâ çàâèñèìîñòè clz(y) îòìå÷åíû íà Ðèñ. 3.17.

Èç Ðèñ. 3.18, à-á âèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê öåíòðó êàíàëà ôóíêöèÿ

ns íå çàâèñèò îò y è ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ: ns = nc(x) ïðè

y → 1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (3.57) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèé x, òàêèõ ÷òî ñïðàâåäëèâî (3.73), ïîëó÷àåì

ns ∼ ekx, x→ ∞, y → 1 (3.74)

Äàëåå ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ëàãðàíæåâîé ôîð-

ìå (3.61)�(3.65). Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû äèñïåðñíîé ôàçû íà ñðåäíåé ëè-

íèè êàíàëà â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Âäîëü òðàåêòîðèè, ñîâïàäàþùåé

ñ îñüþ êàíàëà, ãäå us = 1, vs = 0, clz = 0, èç (3.61)�(3.65) ïîëó÷àåì

xs = t, ys = 1, ns = |J |−1 =

∣∣∣∣∂ys∂y0

∣∣∣∣−1

β > 4c :
∂ys
∂y0

=
λ2e

λ1t + λ1e
λ2t

λ1 + λ2
, ns ∼ e−λ2t = e−λ2x, t→ ∞ (x→ ∞)
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β < 4c :
∂ys
∂y0

= e−βt/2(cosωt+
β

2ω
sinωt), ns ∼ eβt/2 = eβx/2, t→ ∞ (x→ ∞)

λ1,2 = −β/2±
√
β2/4− cβ, λ1 < λ2 < 0, ω =

√
cβ − β2/4

Àñèìïòîòèêà ns ïðè áîëüøèõ t ñîâïàäàåò ñ (3.74), òàê êàê k = −λ2.
Àíàëîãè÷íî èç (3.62), (3.67), (3.68) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà îñè êàíàëà ïðè

β → ∞
ns ∼ ecx, x→ ∞, y → 1

Èòàê, íà îñè êàíàëà ÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ âñåãäà êîíå÷íà ïðè êîíå÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ x.

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå â îêðåñòíîñòè îñè êàíàëà ïðè y → 1, êîãäà ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (3.72). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû

ys(t) èìååòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ÿs + βẏs + βcys = βc, ys(0) = y0, ẏs(0) = 0

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ β âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ:

β > 4c : ys = 1− 1− y0
λ2 − λ1

(
λ2e

λ1t − λ1e
λ2t
)

β = 4c : ys = 1− (1− y0)(1 + 2ct)e−2ct

β < 4c : ys = 1− (1− y0)e
−βt/2

(
cosωt+

β

2ω
sinωt

)
Êàê âèäíî èç ðåøåíèÿ, ïðè 4c ≤ β <∞ ÷àñòèöû ñòðåìÿòñÿ ê öåíòðàëü-

íîé ëèíèè, íå ïåðåñåêàÿ åå, à ïðè β < 4c ÷àñòèöû îñöèëëèðóþò âáëèçè öåí-

òðàëüíîé ëèíèè, ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàÿ åå. Äàííûé âûâîä ïîäòâåðæäàåò

íàéäåííûå íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âîçìîæíûå ðåæèìû ìèãðà-

öèè ÷àñòèö, à òàêæå ïîëó÷åííîå ðàíåå çíà÷åíèå βc = 4c.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [4, 31, 32].

161



3.4 Âëèÿíèå áîêîâîé ìèãðàöèè íà òðàíñïîðò ÷àñòèö â

òðåùèíå

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö

íà òå÷åíèå ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà íà ìàñøòàáå äëèíû è âûñî-

òû òðåùèíû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïîïåðåê òðå-

ùèíû ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì è íåîäíîðîäíûì, ñôîðìèðîâàâøèìñÿ

â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ïîä äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû.

Â ñëó÷àå ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå ÷àñòèö âûçûâà-

åòñÿ èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëîé, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñèëó èíåðöèè æèä-

êîñòè, ðàññîãëàñîâàíèÿ ñêîðîñòåé ôàç (îñàæäåíèÿ ÷àñòèö), è ëîêàëüíîãî

ñäâèãîâîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ [3]. Â ðàçäåëå 3.1 [3] ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ

èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëû, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà îñàæäàþùóþñÿ ÷àñòèöó

â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ÷åðåç êàíàë ñ âåðòèêàëüíûìè

ïëîñêèìè ñòåíêàìè. Â ðàçäåëå 3.2 [2] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá èíåðöèîííîé

ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñò-

êå ïëîñêîãî êàíàëà (êðóãëîé òðóáû) áåç ó÷åòà îñàæäåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî

÷àñòèöû ìèãðèðóþò íà äâå ïëîñêîñòè (êîëüöî), íàõîäÿùèåñÿ íà îïðåäåëåí-

íîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíîê êàíàëà (òðóáû). Ïðè ýòîì, îáðàçóþòñÿ ñâîáîäíûå

îò ÷àñòèö ñëîè âáëèçè ñòåíîê. Ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ñóñïåíçèè â

ïëîñêîì êàíàëå ñ ó÷åòîì ñèëû [3] èññëåäîâàíà â ðàçäåëå 3.3 [4]. Óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì äàííîé ñèëû ÷àñòèöû ìèãðèðóþò îò ñòåíîê ïî

íàïðàâëåíèþ ê ñðåäíåé ïëîñêîñòè êàíàëà, îñòàâëÿÿ ñëîè ÷èñòîé æèäêî-

ñòè îêîëî ñòåíîê. Â ñëó÷àå êîíöåíòðèðîâàííîé ñóñïåíçèè ìèãðàöèÿ íîñèò

äèôôóçèîííûé õàðàêòåð è îáóñëîâëåíà ñäâèãîâûì õàðàêòåðîì òå÷åíèÿ è

ïîïåðå÷íûì ãðàäèåíòîì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö [52], ïðè ýòîì ôîðìèðóåòñÿ

íåîäíîðîäíûé ñèììåòðè÷íûé ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ñ ìàêñè-

ìóìîì íà îñè êàíàëà.

Äëÿ íåôòåñåðâèñíûõ ïðèëîæåíèé èíòåðåñíû îáà ìåõàíèçìà ìèãðàöèè,

òàê êàê äèàïàçîí èçìåíåíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö ñîäåðæèò êàê ðàçðå-
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Ðèñ. 3.20: Îäíîðîäíîå (C1) è íåîäíîðîäíîå (C2) ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö

ïîïåðåê òðåùèíû.

æåííûå ñóñïåíçèè (ãèäðîðàçðûâ â ìàëîïðîíèöàåìûõ ïîðîäàõ, íàïðèìåð,

ïðè äîáû÷å ñëàíöåâîãî ãàçà), òàê è êîíöåíòðèðîâàííûå (ñòàíäàðòíûé ãèä-

ðîðàçðûâ, íàïðèìåð, â ïåñ÷àíèêàõ). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìèãðàöèè

÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ñóñïåíçèè â êàíàëå, âíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà âåëè-

÷èíû îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö, ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ïðèñòåíî÷íûõ ñëîåâ

ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè (èëè ÷èñòîé æèäêîñòè, åñëè íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðà-

öèÿ áûëà ìàëà) è ÿäðà òå÷åíèÿ ñ ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö. Â

öåëîì, ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö ìîæåò áûòü àïïðîê-

ñèìèðîâàí êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé çàâèñèìîñòüþ (Ðèñ. 3.20), è äàííûé ôàêò

ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ó÷èòûâàÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçâèòèè ìîäåëåé òðàíñïîðòà ÷àñòèö â òðå-

ùèíå äëÿ îòâåòà íà âûçîâû íîâûõ òåõíîëîãèé (â ÷àñòíîñòè, ãèäðîðàçðûâ

â ñëàíöàõ), â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå äâóìåðíûõ
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îñðåäíåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå[5]

íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ ñ âûðàæåííîé ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèåé ÷àñòèö. Äâóìåð-

íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò ïîëó÷åíà ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïîïåðåê òðåùèíû

ñ ó÷åòîì çàäàííîãî íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, êîòîðûé

ôîðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè. Â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à îá

îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ðå-

çóëüòàòå ìèãðàöèè áûëà ðàññìîòðåíà â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, çäåñü áóäåò

èçó÷åíî âëèÿíèå ýôôåêòîâ ìèãðàöèè íà ìàêðîìàñøòàáíûé ïåðåíîñ, ãðà-

âèòàöèîííóþ êîíâåêöèþ è îñàæäåíèå ñóñïåíçèè â òðåùèíå íà îñíîâå ïðåä-

ïîëàãàåìîãî çàäàííîãî íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö.

3.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òå÷åíèè ñóñïåíçèè â òðåùèíå ñ íåîä-

íîðîäíûì ïîïåðå÷íûì ïðîôèëåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, äåòàëüíî îïèñûâàåìàÿ íèæå, ïîâòîðÿåò ïîñòàíîâêó çà-

äà÷è î òå÷åíèè ñóñïåíçèè â òðåùèíå, ðàññìîòðåííóþ â Ãëàâå 2 (ðàçä. 2.1),

ñ ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé: òåïåðü äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö ïîïåðåê òðåùèíû íåîäíîðîäåí â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ìèãðàöèè ÷à-

ñòèö. Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷åñêîå

ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà â

ïîëå ñèëû òÿæåñòè g. Íåñóùàÿ ôàçà - âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïëîò-

íîñòè ρ0f . Äèñïåðñíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ íåêîëëîèäíûõ ñôåðè-

÷åñêèõ ÷àñòèö ðàäèóñà a ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ρ0p è ìàññîé îäèíî÷íîé

÷àñòèöû m. Òðåùèíà ñ÷èòàåòñÿ âåðòèêàëüíûì êàíàëîì ïåðåìåííîé øèðè-

íû w ñ ãëàäêèìè ñòåíêàìè. Ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz ñ îñÿìè x

è y, íàïðàâëåííûìè ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, è ñ îñüþ z, íàïðàâëåí-

íîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè òðåùèíû (Ðèñ. 1.1). Åäèíè÷íûå

îðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò îáîçíà÷åíû e1, e2, e3. Ñóñïåíçèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê êîìáèíàöèÿ äâóõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíó-
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óìîâ: ñðåäû ÷àñòèö è íåñóùåé ôàçû. Ñðåäà ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåòñÿ îáú-

åìíîé êîíöåíòðàöèåé Cp, ÷èñëîâîé ïëîòíîñòüþ np, ïëîòíîñòüþ ρp = Cpρ
0
p

è ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ vp. Íåñóùàÿ ôàçà îïèñûâàåòñÿ îñðåäíåííîé

ïëîòíîñòüþ ρf = (1 − Cp)ρ
0
f è ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ vf . Êîìïîíåíòû

ñêîðîñòåé ôàç â ïðîåêöèè íà îñè êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà÷àòü v = (u, v, w).

Â ðàìêàõ äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà [195], äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà äëÿ êàæäîé ôàçû çàïèñûâà-

þòñÿ â ðàçìåðíîé ôîðìå:

∂ρf
∂t

+∇(ρfvf) = 0,
∂ρp
∂t

+∇(ρpvp) = 0 (3.75)

ρf
dfvf

dt
= −∇pf +∇jτ

ij
f ei + ρfg − npFp (3.76)

ρp
dpvp

dt
= −∇pp +∇jτ

ij
p ei + ρpg + npFp (3.77)

dfvf

dt
=
∂vf

∂t
+ (vf∇)vf ,

dpvp

dt
=
∂vp

∂t
+ (vp∇)vp

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàçìåðíîé ôîðìå èìåþò âèä

x = 0 : vf = vf0(t, y, z), Cp = C0(t, y, z) (3.78)

z = ±w
2
: uf = vf = 0, wf = ±1

2

∂w

∂t
± wl, wp = 0

Íà âõîäå â òðåùèíó çàäàåòñÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè vf0 è êîíöåíòðàöèÿ

÷àñòèö C0. Òàê êàê òðåùèíà íàõîäèòñÿ â îáúåìëþùåé ïîðèñòîé ñðåäå, íà

ñòåíêàõ òðåùèíû çàäàíà íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè wl, ó÷èòûâàþ-

ùàÿ îòòîê æèäêîñòè ñêâîçü ïðîíèöàåìûå ñòåíêè òðåùèíû. Òàêæå, çàäàåò-

ñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îòòîêà ÷àñòèö, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàçìåð

÷àñòèö áîëüøå, ÷åì ðàçìåð ïîð.

Â ïðèëîæåíèÿõ íåñóùàÿ ôàçà ÿâëÿåòñÿ âîäíûì ðàñòâîðîì ïîëèìåðà,

êîòîðûé ðàçæèæàåòñÿ ïðè ñäâèãå, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåîëîãè÷åñêîé ìî-

äåëè äëÿ ñóñïåíçèè â öåëîì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ñòåïåííàÿ ìîäåëü

ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè (ìîäåëü Õåðøåëÿ-Áàëêëè [63]) ëèáî óïðîùåííî ïðè-

íèìàåòñÿ ìîäåëü ëèíåéíî-âÿçêîé æèäêîñòè. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî íåñóùàÿ ôàçà ÿâëÿåòñÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ âÿçêîñòè
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µ0, à ïîëó÷åííàÿ íèæå ìîäåëü ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùåíà íà ñëó÷àé áîëåå

ñëîæíîé ðåîëîãèè ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè, ñëåäóÿ, íàïðèìåð,

[98].

Ââåäåì ñðåäíåîáúåìíóþ è ñðåäíåìàññîâóþ ñêîðîñòè ñóñïåíçèè, vv è vm:

vv = (1− Cp)vf + Cpvp, vm =
(1− Cp)ρ

0
fvf + Cpρ

0
pvp

(1− Cp)ρ0f + Cpρ0p
(3.79)

Â èçâåñòíûõ ìîäåëÿõ òå÷åíèå ñóñïåíçèè îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ñðåä-

íåîáúåìíîé ñêîðîñòè ñìåñè, äëÿ êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ çàêîí Ïóàçåéëÿ. Ýòî

äîïóñòèìî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòè ÷àñòèö è æèäêîñòè îäèíàêîâû.

Òîãäà ñðåäíåìàññîâàÿ è ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêîðîñòè ñóñïåíçèè ñîâïàäàþò è

ðàâíû ñêîðîñòè ôàç. Ïðè ýòîì òå÷åíèå ñìåñè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

äâèæåíèå ýôôåêòèâíîé ñðåäû è îïèñûâàòü óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ

âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ è âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùèìè îò

îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö. Â ðåçóëüòàòå äëÿ òå÷åíèÿ â ïëîñêîì êàíàëå ìîæíî

ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñóñïåíçèè â âèäå çàêîíà Ïóàçåéëÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå âñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö è ðàññî-

ãëàñîâàíèÿ ñêîðîñòåé ôàç (îñàæäåíèÿ ÷àñòèö) ñðåäíåìàññîâàÿ è ñðåäíå-

îáúåìíàÿ ñêîðîñòè ñóñïåíçèè íå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì è îòëè÷àþòñÿ

îò ñêîðîñòè êàæäîé ôàçû. Òîãäà çàêîí Ïóàçåéëÿ äëÿ ñðåäíåîáúåìíîé ñêî-

ðîñòè ñóñïåíçèè íå ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, è òàêèì îáðà-

çîì, ÿâëÿåòñÿ íåîáîñíîâàííûì ïðåäïîëîæåíèåì. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íûì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè ðàññîãëàñîâàíèè ñêîðîñòåé ôàç òå÷åíèå ñìåñè

óæå íåëüçÿ îïèñàòü êàê äâèæåíèå íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé ñðåäû, à ñëåäó-

åò ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå êàæäîé ôàçû ïî îòäåëüíîñòè â ðàìêàõ êîíòè-

íóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû

è èìïóëüñà äëÿ êàæäîé ôàçû â òåðìèíàõ ñðåäíåìàññîâûõ ñêîðîñòåé ôàç è

ó÷èòûâàÿ îáìåí ìàññîé è èìïóëüñîì ìåæäó ôàçàìè � ñì. (3.75).

Áîëåå òîãî, ïðè ðàññîãëàñîâàíèè ñêîðîñòåé ôàç ïëîòíîñòè ñðåäû ÷àñòèö,

íåñóùåé ôàçû, è ñóñïåíçèè ïåðåìåííû, à ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåìàññîâûå

ñêîðîñòè ôàç ÿâëÿþòñÿ äèâåðãåíòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäà ÷àñòèö è
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îñðåäíåííàÿ íåñóùàÿ ôàçà ÿâëÿþòñÿ ñæèìàåìûìè. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé äëÿ íåñóùåé ôàçû ìîæíî ïðèíÿòü êàê äëÿ

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùåé îò îáúåìíîé êîíöåí-

òðàöèè ÷àñòèö [194]

τ ijf = 2µ0µ(Cp)

(
eij − 1

3
δij∇vf

)
, µ(0) = 1 (3.80)

µ(Cp) =

(
1− Cp

Cmax

)−β

, Cmax = 0.65, β = 1.89

Çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ñêîòòà [173, 161]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ãðàâèòàöèîííîì îñàæäåíèè õà-

îòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ìàëà, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òåíçîðîì íà-

ïðÿæåíèé â ñðåäå ÷àñòèö: pp = 0, τ ijp = 0 [194].

Â âûðàæåíèè äëÿ ìåæôàçíîé ñèëû ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà Ñòîêñà ñ ïîïðàâ-

êîé íà êîíå÷íóþ îáúåìíóþ äîëþ ÷àñòèö f(Cp), à òàêæå ñèëà Àðõèìåäà

Fp = 6πaµ0(vf − vp)
1

f(Cp)
− 4

3
πa3ρ0fg (3.81)

Êàê ïîêàçàíî â [213], ñèëàìè ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, Áàññå-Áóññèíåñêà

è íåñòàöèîíàðíîé ÷àñòüþ ñèëû Àðõèìåäà íà ÷àñòèöó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

â ïðèáëèæåíèè áåçûíåðöèîííîãî îñàæäåíèÿ, êîãäà ìàñøòàá ðåëàêñàöèè

ñêîðîñòåé ôàç ìíîãî ìåíüøå ìàñøòàáà çàäà÷è. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ

îáîñíîâàíî íèæå ïðè âûâîäå óðàâíåíèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.

3.4.2 Âûâîä àñèìòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî

êàíàëà

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû øòðè-

õîì, ãäå ýòî íóæíî, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ)

x′ = Lx, v′
f = Uvf , v′

p = Uvp, t′ =
L

U
t, ρ′f = ρ0fρf (3.82)

ρ′p = ρ0fρp, τ ij
′
=
µ0U

L
τ ij, p′ =

µ0U

L
p, w′ = Lw, w′

l = Uwl
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Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû, U � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ñêî-

ðîñòè. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èç (3.75)-(3.77) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

óðàâíåíèÿ

∇ [(1− Cp)vf + Cpvp] = 0,
∂Cp

∂t
+∇(Cpvp) = 0 (3.83)

ε−1Re

[
(1− Cp)

dfvf

dt
+ ζCp

dpvp

dt

]
=

−∇pf +∇jτ
ij
f ei − Bu0 [1 + Cp(ζ − 1)] e2

εSt
dpvp

dt
= (vf − vp)

1

f(Cp)
− St

Fr2

(
ζ − 1

ζ

)
e3

ε =
d

L
, St =

mU

6πaµ0d
, Fr =

U√
gd

Re =
ρ0fUd

µ0
, ζ =

ρ0p
ρ0f
, Bu0 =

Re

ε2Fr2

Çäåñü d � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá øèðèíû òðåùèíû. Â ïåðâîì óðàâíå-

íèè (3.83) âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêîðîñòü ñóñïåíçèè vv

(3.79). Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî vv áåçäèâåðãåíòíà, â ðÿäå ïðåäûäóùèõ ðàáîò

áûë ñäåëàí (â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíûé) âûâîä î òîì, ÷òî òå÷åíèå ñóñïåí-

çèè ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè, çàïèñàííîãî â òåðìèíàõ ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòè vv. Êàê óêà-

çàíî âûøå, ýòî âåðíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöû íå äâèæóòñÿ îòíîñè-

òåëüíî æèäêîñòè ëèáî èõ îáúåìíàÿ äîëÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî øèðèíà òðåùèíû w ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ

ε≪ 1, ∇w ≪ 1, εRe ≪ 1, St ∼ 1, Fr ∼ 1, Re ∼ 1, ζ ∼ 1 (3.84)

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ðåëàêñàöèè ñêî-

ðîñòåé ôàç ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà çàäà÷è (εSt ≪ 1), ÷òî,

ñëåäóÿ [213], ïîçâîëèëî ïðåíåáðå÷ü ñèëàìè Áàññå-Áóññèíåñêà, ïðèñîåäèíåí-

íûõ ìàññ è íåñòàöèîíàðíîé ÷àñòüþ ñèëû Àðõèìåäà íà ÷àñòèöó â âûðàæå-

íèè äëÿ ìåæôàçíîãî îáìåíà èìïóëüñîì (3.81).
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Ââåäåì íîâûå ðàñòÿíóòûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî

ñëîÿ èìåþò ïîðÿäîê åäèíèöû

z = εz0, w = εw0, wl = εw0
l , wf = εw0

f , p = ε−2p0 (3.85)

Äëÿ ïðîñòîòû èíäåêñ 0 íèæå îïóùåí. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê äàâëå-

íèÿ íàéäåí èç óñëîâèÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

áóäóò íàèìåíåå âûðîæäåííûìè è íåïðîòèâîðå÷èâûìè [230]. Â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èìååò òîò æå ïîðÿäîê

âåëè÷èíû, ÷òî è âÿçêèå ÷ëåíû. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (3.85) â óðàâíåíèÿ

(3.83), â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå (3.84) ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèÿ íåðàç-

ðûâíîñòè íå ìåíÿþò âèä, à óðàâíåíèÿ èìïóëüñà çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå

0 = −∂pf
∂x

+
∂

∂z

[
µ

(
∂uf
∂z

)]
,

∂pf
∂z

= 0 (3.86)

0 = −∂pf
∂y

+
∂

∂z

[
µ

(
∂vf
∂z

)]
− Bu(1 + Cp(ζ − 1))

vp = vf + vs, vs = − St

Fr2f(Cp)

(
ζ − 1

ζ

)
e2, Bu =

Re

Fr2
=
ρ0fgd

2

µ0U

Îòìåòèì, ÷òî ñàì ïðîöåññ ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö íå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ â äàííîì ðàçäåëå, à áûë èçó÷åí âûøå â ðàçäåëàõ 3.1�3.3. Ïðè âûâîäå

îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåîäíîðîäíûé ïîïåðå÷íûé

ïðîôèëü îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, êîòîðûé óæå ñôîðìèðîâàëñÿ â

ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè. Ðåøåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè,

ïîëó÷åííîå â [4] äëÿ òå÷åíèÿ îñàæäàþùåéñÿ ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â âåð-

òèêàëüíîé òðåùèíå, ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé

çàâèñèìîñòüþ (Ðèñ. 3.20). Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ÷àñòè-

öû îáðàçóþò ÿäðî ñ ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèåé â öåíòðå êàíàëà, îñòàâëÿÿ

ñâîáîäíûå ñëîè âáëèçè ñòåíîê.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.86) ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðà-

öèè, ïðåäñòàâëåííîãî íà Ðèñ. 3.20, èìååò ñëåäóþùèé âèä. Â èíòåðâàëå

z ∈ [−z0, z0] èìååì ôîðìóëû
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uf = −w
2

8

[
1

µ(Cp)

(
z20 −

(
z

w/2

)2
)

+ 1− z20

]
∂p

∂x
(3.87)

vf = −w
2

8

[(
1

µ(Cp)

(
z20 −

(
z

w/2

)2
)

+ 1− z20

)
∂p

∂y
+

]

+Bu

(
1 + Cp(ζ − 1)

µ(Cp)

(
z20 −

(
z

w/2

)2
)

+ 1− z20

)]
Â èíòåðâàëå z ∈ [−1,−z0] ∪ [z0, 1] ïîëó÷àåì

uf = −w
2

8

∂p

∂x

(
1−

(
z

w/2

)2
)

vf = −w
2

8

(
∂p

∂y
+ Bu

)(
1−

(
z

w/2

)2
)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå µ(0) =

1. Ââîäÿòñÿ íîâûå ôóíêöèè, îñðåäíåííûå ïîïåðåê òðåùèíû, ïî îáùåé ôîð-

ìóëå

F (t, x, y) =
1

w

∫ w/2

−w/2

f(t, x, y, z)dz

Èç (3.83) ñ ó÷åòîì (3.87) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâóìåðíûå îñðåäíåí-

íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè

∂wCp

∂t
+∇ (wCpvp) = 0 (3.88)

∂w

∂t
=

∇
[

w3

12µ(Cp)
(∇p+ Bu [1 + Cp(ζ − 1)] e2)− wCpvs

]
− 2vl(1− Cp) (3.89)

vf = − w2

12µ(Cp)
(∇p+ Bu [1 + Cp(ζ − 1)] e2) , vp = vf + vs (3.90)

vs = − St

Fr2

(
ζ − 1

ζ

)
f(Cp)e2, f(Cp) =

(
1− Cp

Cmax

)5

, Bu =
Re

Fr2

Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ïðèíÿòî â ïîëóýìïèðè÷åñêîé ôîð-

ìå [98], ó÷èòûâàþùåé ýôôåêò ñòåñíåííîãî îñàæäåíèÿ â êîíöåíòðèðîâàí-

íûõ ñóñïåíçèÿõ. Ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè îáúåìíîé äîëå
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÷àñòèö, ñòðåìÿùåéñÿ ê îáúåìíîé äîëå ïëîòíîé óïàêîâêè, ÷òî ïîçâîëÿåò

ìîäåëèðîâàòü ôîðìèðîâàíèå îñàäêà èç ïëîòíî óïàêîâàííûõ ÷àñòèö ìåòî-

äîì ñêâîçíîãî ñ÷åòà.

Ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ïîëó÷àåì

∂wz0Cp

∂t
+ div (wz0Cpvp) = 0 (3.91)

∂w

∂t
+ div (wvf + hz0Cpvs) = −2vl(1− Cp) (3.92)

vf = −w
2

12

(
K∇p+ Bu

[
1 + z30

(
1 + Cp(ζ − 1)

µ(Cp)
− 1

)]
e2

)
(3.93)

K = 1 + z30

(
1

µ(Cp)
− 1

)
(3.94)

vp = −w2

8z0

(
∇p
[
z0(1− z20) +

2z30
3µ(Cp)

]
+

+Bu

[
1 + Cp(ζ − 1)

µ(Cp)

2z30
3

+ z0(1− z20)

]
e2

)
+ vs (3.95)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.88) çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ

äëÿ êîíöåíòðàöèè (3.78)

t = 0 : Cp = 0, (x, y) ∈ [0, L/H]× [0, 1]; x = 0 : Cp = C0, y ∈ [y1, y2]

(3.96)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.89) ñëåäóþò èç (3.78)

x = 0 :
∂p

∂x
= −12µ (Cp)

w2
, y ∈ [y1, y2];

∂p

∂x
= 0, y ∈ [0, y1], [y2, 1]

x = L/H :
∂p

∂y
= −Bu; y = 0, 1 :

∂p

∂y
= −Bu(1 + Cp|y=0, 1 (ζ − 1))

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå òå÷åíèå ñóñïåíçèè ñ ýôôåêòàìè ìè-

ãðàöèè â òðåùèíå â ïðåíåáðåæåíèè îñàæäåíèåì, êîãäà çàâèñèìîñòüþ âå-

ëè÷èí îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû y ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è èññëåäîâàòü çà-

âèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû âäîëü òðåùèíû x è âðåìåíè t. Ñêîðîñòü ÷àñòèö

è æèäêîñòè èìååò òîëüêî ãîðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè ïîïåðåê

òå÷åíèÿ ÷àñòèöû ñôîðìèðîâàëè ÿäðî îòíîñèòåëüíîé øèðèíû z0 ñî ñâîáîä-

íûìè îò ÷àñòèö ñëîÿìè îêîëî ñòåíîê òðåùèíû. Ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ
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÷àñòèö è ñêîðîñòüþ æèäêîñòè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

vp = C0(z0, Cp)vf

C0(z0, Cp) =
3

2

[
1 + z20

(
2

3

1

µ(Cp)
− 1

)][
1 + z30

(
1

µ(Cp)
− 1

)]−1

Íàéäåì çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö C2 â ÿäðå òå÷åíèÿ ïî çíà÷åíèþ

íà÷àëüíîé ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïî âñåé øèðèíå òðåùèíû C1. Çàïèøåì

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû

1/2∫
−1/2

ρp(C1)vp(C1)dz =

z0/2∫
−z0/2

ρp(C2(z0))vp(C2(z0))dz (3.97)

Âî âõîäíîì ñå÷åíèè, ãäå êîíöåíòðàöèÿ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî, îñðåä-

íåííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè íåñóùåé ôàçû. Â âûõîäíîì

ñå÷åíèè, ãäå ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè íåðàâíîìåðíûé, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷à-

ñòèö ñâÿçàíà ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ æèäêîñòè ïî ôîðìóëå (3.95). Çàìåòèì,

÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ìåíÿåòñÿ âäîëü êà-

íàëà, à ñëåäîâàòåëüíî áóäåò ìåíÿòüñÿ êîýôôèöèåíò â çàâèñèìîñòè ñêîðî-

ñòè îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ðàñõîäà âäîëü êàíàëà

äëÿ íåñæèìàåìîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ëîêàëüíûé ïðîäîëüíûé ãðàäè-

åíò äàâëåíèÿ áóäåò òàêæå èçìåíÿòüñÿ. Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ãðàäèåíòîì

äàâëåíèÿ â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñå÷åíèÿõ, ïðèíÿâ èíäåêñû 1 è 2 äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâåííî:

∂p2
∂x

=
∂p1
∂x

1− C1

(1− C2)µ(C1)

[
1 + z30

(
1

µ(C2)− 1

)]−1

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû (3.97) ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèþ íà C2 êàê ôóíêöèþ z0 ñ çàâèñèìîñòüþ îò ïàðàìåòðà íà÷àëüíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ C1 (ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïîïåðåê òðåùèíû)

C1

1− C1
= C0(C2, z0)

C2

1− C2
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî z0 ïðèâîäèò ê

çàäà÷å Êîøè äëÿ ÎÄÓ íà ôóíêöèþ Cp(z0):

dCp

dz0
=

[
−3A

2B
+
Ab1 −Ba1

B2

] [
F +

z0C(Ab2 −Ba2)

(1− C)B2

]−1

(3.98)

a1 = 2z0
2

3µ(Cp)− 1
, a2 = z20

2µ′(Cp)

3µ2(Cp)

b1 = 3z20

(
1

µ(Cp)
− 1

)
, b2 = z30

µ′(Cp)

µ2(Cp)

A = 1 + z20

(
2

3µ(Cp)
− 1

)
, B = 1 + z30

(
1

µ(Cp)
− 1

)
F = z0

3A

2B

(
1

1− Cp
+

C

(1− Cp)2

)
z0 = 1 : Cp = C1

3.4.3 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö â òðåùèíå

Çàäà÷à Êîøè (3.98) ðåøàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðåê òðåùèíû, ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 3.21, à.

Êàæäàÿ êðèâàÿ íà ýòîì ãðàôèêå äåìîíñòðèðóåò ýâîëþöèþ êîíöåíòðàöèè

â ÿäðå òå÷åíèÿ çà ñ÷åò ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ñóñïåí-

çèè âäîëü êàíàëà (Ðèñ. 3.20, à). Íàïîìíèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàæäîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè

îïèñûâàåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé çàâèñèìîñòüþ, ïðîèëëþñòðèðîâàííîé íà

Ðèñ. 3.20, á. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå âäîëü òðåùèíû - ýòî ïàðàìåòð, èçìåíÿ-

þùèéñÿ âäîëü êðèâîé íà ãðàôèêå, à èíòåíñèâíîñòü ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè

õàðàêòåðèçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî çàâèñèìîñòüþ z0(x).

Íà Ðèñ. 3.21, á ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòè ïðîäîëü-

íîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ∂p/∂x îò øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ, çàïîëíåííîãî

÷àñòèöàìè, z0 ñ ïàðàìåòðîì íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ C1. Â çàâèñèìîñòè

îò C1, ôóíêöèÿ ∂p/∂x(z0) ìîæåò áûòü êàê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé äëÿ
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Ðèñ. 3.21: Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö Cp â ÿäðå òå÷åíèÿ îò øèðèíû ÿäðà z0 ïðè

ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðåê

òðåùèíû (à). Çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ îò øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ

z0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè (á).

ìàëûõ çíà÷åíèé C1, òàê è íåìîíîòîííîé ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà C1.

Äàííûé ýôôåêò îáúÿñíÿåòñÿ êîíêóðèðóþùèì âëèÿíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ

ìåõàíèçìîâ. Ïðè âîçíèêíîâåíèè ñâîáîäíûõ îò ÷àñòèö ñëîåâ âáëèçè ñòåíîê

ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, íåîáõîäèìûé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîñòîÿííîãî ïî äëèíå

òðåùèíû ðàñõîäà, óìåíüøàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, âÿçêîñòü â ÿäðå òå÷åíèÿ,

çàïîëíåííîì ÷àñòèöàìè, óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì øèðèíû ÿäðà z0 è ñ

óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé âåëè-

÷èíû ýòèõ äâóõ ýôôåêòîâ, ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò ìîæåò êàê óáûâàòü, òàê

è âîçðàñòàòü ñ óìåíüøåíèåì øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ z0.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ìèãðàöèè ÷àñòèö è äâóõñêîðîñòíûõ ýôôåêòîâ íà

ïåðåíîñ è îñåäàíèå ÷àñòèö â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà ïðîâåäåíî ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå äâóìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.91)�(3.95) íà ðàâíîìåðíîé

ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå. Ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.92) ïðîâåäå-

íî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî
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ïîðÿäêà. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïÿòèäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé ðåøåíà ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ c ïðåäîáóñëàâëèâàòå-

ëåì ILU(2)[214], ãäå ILU(2) ýòî âàðèàíò íåïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ íà âåðõíå-

è íèæíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöû (incomplete LU factorization). Äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (3.91) èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ TVD ñõåìà c îãðàíè÷åíè-

åì ïîòîêîâ[216] ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðî-

ñòðàíñòâó è ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè [215]. Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà

êîìáèíàöèè ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà Ëàêñà-Âåíäðîôôà â îáëàñòÿõ âäàëè

îò ðàçðûâîâ è ñõåìû Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè ðàçðûâîâ. Ýòî

ïîçâîëÿåò èçáåæàòü îñöèëëÿöèé âáëèçè ðàçðûâà, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñõåìû

Ëàêñà-Âåíäðîôôà, à òàêæå ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íî-

ñòè âåçäå âíå ðàçðûâîâ. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ ïîòîêîâ èñïîëüçîâàëñÿ

âàðèàíò Superbee [216], êîòîðûé îïòèìàëüíî ïîäõîäèò äëÿ òå÷åíèé ñ ðåçêè-

ìè ôðîíòàìè êîíöåíòðàöèè è äàåò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ

èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (ïîðÿäêà 1% íà ñåòêå 300x600 ïî-

ñëå 103 øàãîâ ïî âðåìåíè).

Íà Ðèñ. 3.22, à ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îäíîìåðíîé çàäà÷è î

ïåðåíîñå ÷àñòèö â òðåùèíå ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ìèãðàöèè

∂Cp

∂t
+
∂C0(z0, Cp)Cp

∂x
= 0

Äàííîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ÷èñëåííî íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî ÿâíîé ñõåìå

óëó÷øåííîãî ðàçðåøåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì ïîòîêîâ [216]. Èç ãðàôèêà âèä-

íî, ÷òî ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ

÷àñòèö â òðåùèíó íà ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Òàêæå ôîðìèðó-

åòñÿ çîíà ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè îò 0 äî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî ôðîíòà, â îòëè÷èå îò ðåçêîãî ôðîíòà ÷àñòèö ïðè

îòñóòñòâèè ìèãðàöèè z0 = 1. Âîçíèêíîâåíèå ïåðåõîäíîé çîíû îáóñëîâëåíî

íåëèíåéíûì õàðàêòåðîì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ìîæíî óñìîòðåòü àíàëîãèþ ñ

çàäà÷åé Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà, ãäå íàñûùåííîñòü ôèëüòðóþùèõñÿ æèäêîñòåé

ìåíÿåòñÿ ïëàâíî â îêðåñòíîñòè ôðîíòîâ â ñèëó íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
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Ðèñ. 3.22: Ïîëîæåíèå ôðîíòà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â òðåùèíå â îäèí è òîò æå ìîìåíò

âðåìåíè, ïîëó÷åííîå â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé øèðèíû ÿäðà

òå÷åíèÿ z0 : 1-5 � z0 = 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2 (à). Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ

ïåðåíîñà ÷àñòèö îò øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ z0, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîíöåíòðà-

öèè â ÿäðå òå÷åíèÿ Cp = 0.4 (á): 1 � K, 2 � ρm, 3 � Kp, 4 � ρmp, 5 � ρm/K, 6 � ρmp/Kp

(á).

îòíîñèòåëüíûõ ïðîíèöàåìîñòåé îò íàñûùåííîñòè.

Íà Ðèñ. 3.22, á ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ â âûðàæåíèÿõ

äëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö è íåñóùåé ôàçû (3.93)-(3.95) îò ïàðàìåòðà z0

K = 1 + z30

(
1

µ(Cp)
− 1

)
, ρm = 1 + z30

(
(1 + Cp(ζ − 1))

µ(Cp)
− 1

)

Kp =
3

2

(
1 + z20

(
2

3µ(Cp)
− 1

))
, ρmp =

3

2

(
1 + z20

(
2(1 + Cp(ζ − 1))

3µ(Cp)
− 1

))
Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñëàãàåìîãî, îïèñûâàþ-

ùåãî ýôôåêò ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè (êðèâûå 5 è 6), óìåíüøàåòñÿ ïðè

óìåíüøåíèè øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ z0. Íà Ðèñ. 3.23 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-

òàòû ðàñ÷åòîâ äâóìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ìèãðàöèè,

ïîäòâåðæäàþùèå äàííûé âûâîä: ãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ, ïðîÿâëÿþùà-

ÿñÿ â îïëûâàíèè ïåðåäíåãî ôðîíòà ñóñïåíçèè, óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíè-

åì z0. Äàííûå ðàñ÷åòû ñîîòâåòñòâóþò ôèêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè ÷à-
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Ðèñ. 3.23: Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â òðåùèíå ïðè z0 = 0.8 (à) è ïîëîæåíèÿ

ôðîíòà êîíöåíòðàöèè â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ z0 (á). Ðàçìåðû òðåùèíû

70× 70 ì, Cp = 0.4, t = 60 ñ.

ñòèö âî âõîäíîì ñå÷åíèè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü àëüòåðíàòèâíóþ ïîñòàíîâêó

çàäà÷è î òå÷åíèè â òðåùèíå ñ ó÷åòîì ýâîëþöèè ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö âñëåäñòâèå ìèãðàöèè ê öåíòðó. Â òàêîì òå÷åíèè èçíà÷àëüíî ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö óâåëè÷èâàåòñÿ â ÿäðå òå÷åíèÿ

ñ óìåíüøåíèåì øèðèíû ÿäðà (êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå íà Ðèñ. 3.21, à).

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì äàííîãî ýôôåêòà, è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû,

àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 3.23: ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ê öåíòðó êà-

íàëà ïîäàâëÿåò îïëûâàíèå ïåðåäíåãî ôðîíòà.

3.5 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 3

1. Èññëåäîâàíà èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ ìàëîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû, îñà-

æäàþùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â ãîðèçîíòàëüíîì òå÷åíèè íüþ-

òîíîâñêîé æèäêîñòè ÷åðåç êàíàë ñ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêèìè ñòåíêàìè. Ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíî ðå-
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øåíèå óðàâíåíèé Îçååíà äëÿ âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè

íà ìàñøòàáå äëèíû ïîðÿäêà øèðèíû êàíàëà è ðåøåíèå óðàâíåíèé Ñòîêñà

äëÿ òå÷åíèé âî âíóòðåííåé îáëàñòè íà ìàñøòàáå ðàäèóñà ÷àñòèöû. Çàäà÷à

ñâåäåíà ê ÎÄÓ 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïî-

ïåðå÷íîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ñêîðîñòü ìèãðàöèè è êîýôôèöèåíò áîêîâîé

ñèëû âû÷èñëåíû êàê ôóíêöèè òðåõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: ðàññòîÿíèÿ

äî áëèæàéøåé ñòåíêè d/l, ÷èñëà Ðåéíîëüäñà êàíàëà Rec è ïàðàìåòðà ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ Vsz. Ïîêàçàíî, ÷òî áîêîâàÿ ñèëà âñåãäà íàïðàâëåíà îò ñòåíîê

ê öåíòðó êàíàëà, îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ñòåíêàõ è ïàäàåò äî íóëÿ íà

îñè ñèììåòðèè êàíàëà. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [3].

2. Â ðàìêàõ äâóõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ìîäåëü èíåðöèîííîé ìèãðàöèè òâåðäûõ íåêîëëîèäíûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö

â òå÷åíèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà

è êðóãëîé òðóáû. Â ìåæôàçíîì îáìåíå èìïóëüñîì ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà ñî-

ïðîòèâëåíèÿ Ñòîêñà, ñèëà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, ñèëà Àðõèìåäà, à òàêæå

èíåðöèîííàÿ áîêîâàÿ ñèëà ñ ïîïðàâî÷íûì êîýôôèöèåíòîì çà ñ÷åò ïðèñóò-

ñòâèÿ ñòåíêè è êîíå÷íîñòè ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ

ìåòîäîì ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ïðåäåëå áîëüøèõ

÷èñåë Ðåéíîëüäñà òå÷åíèÿ â êàíàëå, îòíîøåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèö ê ïëîò-

íîñòè æèäêîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû (ñóñïåíçèè) ëèáî ñóùåñòâåííî áîëüøå

åäèíèöû (çàïûëåííûé ãàç), à äëèíà ðåëàêñàöèè ñêîðîñòåé ÷àñòèö èìååò

ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ñðàâíèìûé ñ øèðèíîé êàíàëà. Ïðîáëåìà ïîèñêà ïîïå-

ðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â îáëàñòè, ãäå ïðîôèëü ñêîðîñòè

Ïóàçåéëÿ óñòàíîâèëñÿ, ñâåäåíà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé äâóõôàçíîãî ïîãðà-

íè÷íîãî ñëîÿ, ðàçâèâàþùåãîñÿ íà ñòåíêå êàíàëà. Ïîëíûé ëàãðàíæåâ ìå-

òîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Çàäà÷à ðàñ÷åòà

ïàðàìåòðîâ äèñïåðñíîé ôàçû ñâåäåíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòå-

ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö

äëÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à òàêæå êîìïîíåíò ßêîáèàíà ïåðåõîäà

ìåæäó ýéëåðîâûìè è ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè. Óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ
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÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Êîíöåí-

òðàöèÿ çàòåì ðàññ÷èòûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âäîëü òðàåêòîðèé èç óðàâíå-

íèÿ íåðàçðûâíîñòè â ëàãðàíæåâîé ôîðìå. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü

êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö äàæå â ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé è ôîðìèðî-

âàíèÿ ñêëàäîê â ñðåäå ÷àñòèö.

Òðàåêòîðèè ÷àñòèö è ýâîëþöèÿ ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö èçó÷åíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ÷àñòèö è æèäêî-

ñòè ïîðÿäêà åäèíèöû (ñóñïåíçèÿ) è ìíîãî áîëüøå åäèíèöû (çàïûëåííûé

ãàç). Â ñëó÷àå çàïûëåííîãî ãàçà ñèëàìè ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è Àðõèìå-

äà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ - çàïûëåííîãî ãàçà è ñóñïåíçèè -

ïîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïåðåñåêàþòñÿ è ôîðìèðóåòñÿ ñêëàäêà â

ñðåäå ÷àñòèö, ñ îáðàçîâàíèåì ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ ÷èñòîé æèäêîñòè áåç ÷à-

ñòèö îêîëî ñòåíêè. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñîäåð-

æèò ñèíãóëÿðíîñòü íà ãðàíèöå ñêëàäêè ñðåäû ÷àñòèö è ÷èñòîé æèäêîñòè.

Ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè è ïîäòâåðæäåíî ÷èñëåííî, ÷òî ÷èñëåííàÿ êîíöåí-

òðàöèÿ ÷àñòèö èìååò àñèìïòîòèêó åäèíèöà íà êîðåíü èç òðàíñâåðñàëüíîé

êîîðäèíàòû, îòñ÷èòûâàåìîé îò òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè. Ïîýòîìó, îñîáåííîñòü

÷èñëîâîé ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé è ïðèáëèæåíèå ðàçðåæåííîé

ñóñïåíçèè ïðèìåíèìî, òàê êàê â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ñèíãóëÿðíîñòè ñðåä-

íåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè îñòàåòñÿ ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà ÷àñòèö.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàçâèòèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå

ðàííèìè ðàáîòàìè ïî äâóõôàçíîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ, êîòîðûå ó÷èòûâà-

ëè ëèáî ñèëó Ñòîêñà ëèáî äîïîëíèòåëüíî êëàññè÷åñêóþ ñèëó Ñýôìàíà, ÷òî

ïðèâîäèëî ê ïîÿâëåíèþ çîíû íàêîïëåíèÿ ÷àñòèö íà ñòåíêå. Çàìåòèì, ÷òî

íåèíòåãðèðóåìàÿ ñèíãóëÿðíîñòü íà ñòåíêå ðàçðåøåíà â ðàìêàõ ìîäåëè ðàç-

ðåæåííîé ñóñïåíçèè ñ ó÷åòîì ñèëû Ñýôìàíà ñ ïîïðàâêîé íà ïðèñóòñòâèå

ñòåíêè è êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ÷àñòèö è æèäêîñòè èìååò ïîðÿ-

äîê åäèíèöû, âñå ÷åòûðå ñèëû â ìåæôàçíîì âçàèìîäåéñòâèè îäèíàêîâî

âàæíû. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ÷èñëåííî, ÷òî ôîðìèðóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
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âíóòðåííèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà íåêîòîðîì ðàñ-

ñòîÿíèè îò ëèíèè íàêîïëåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðûé îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå çàïû-

ëåííîãî ãàçà. Çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íà âíóòðåííåì ìàêñèìóìå óâåëè÷è-

âàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé â ñòîðîíó ñëó÷àÿ íåéòðàëüíî

ïëàâó÷èõ ÷àñòèö. Îñîáåííîñòü â ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îñòàåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé âíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ ïëîòíî-

ñòåé. Òàêèì îáðàçîì, èíåðöèîííàÿ ìèãðàöèÿ ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè ðàçðå-

æåííîé ñóñïåíçèè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà (êðóãëîé òðóáû)

ïðèâîäèò ê àêêóìóëÿöèè ÷àñòèö íà äâóõ ïëîñêîñòÿõ (êîëüöå) íà íåêîòîðîì

ðàññòîÿíèè îò ñòåíîê, ñ ôîðìèðîâàíèåì ïðèñòåíî÷íûõ ñëîåâ áåç ÷àñòèö.

Ýòè ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â êà÷åñòâåííîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòà-

òàìè ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìèãðàöèè íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö, ãäå

áûë îáíàðóæåí ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî âíóòðåííåãî ëîêàëü-

íîãî ìàêñèìóìà.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [2, 30].

3. Ïîñòðîåíà äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü èíåðöèîííîé ìèãðàöèè îñà-

æäàþùèõñÿ íåáðîóíîâñêèõ ÷àñòèö ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ëàìèíàðíîì òå÷å-

íèè ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â âåðòèêàëüíîé ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó. Â ìåæôàç-

íîì îáìåíå èìïóëüñîì ó÷òåíû ñèëû Ñòîêñà, Àðõèìåäà, ïðèñîåäèíåííûõ

ìàññ, à òàêæå èíåðöèîííàÿ áîêîâàÿ ñèëà, âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò îñàæäå-

íèÿ ÷àñòèö è ñäâèãîâîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Çàäà÷à î ìèãðà-

öèè ÷àñòèö ñâåäåíà ê ðàññìîòðåíèþ äâóìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â

ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè ÿ÷åéêè. Ýâîëþöèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-

ðîâ ñðåäû ÷àñòèö èññëåäîâàíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ëàãðàíæåâà

ìåòîäà. Ïîä äåéñòâèåì èíåðöèîííîé áîêîâîé ñèëû ÷àñòèöû ìèãðèðóþò ê

ñðåäíåé ëèíèè êàíàëà. Âáëèçè ñòåíîê ôîðìèðóþòñÿ ñâîáîäíûå îò ÷àñòèö

ñëîè, ðàñøèðÿþùèåñÿ âíèç ïî ïîòîêó. Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

âûÿâëåíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû ìèãðàöèè ÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-

ìåòðà èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö. Áåçûíåðöèîííûå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ áåç ïå-

ðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö â äèñïåðñíîì
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êîíòèíóóìå âîçíèêàþò äâå �ñêëàäêè�, ãðàíè÷àùèå ñ ïðèñòåíî÷íûìè ñëîÿ-

ìè ÷èñòîé æèäêîñòè. Â ñëó÷àå ñèëüíîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö ôîðìèðóþòñÿ

ìíîæåñòâåííûå �ñêëàäêè� â äèñïåðñíîì êîíòèíóóìå è òðàåêòîðèè ÷àñòèö

ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàþò ñðåäíþþ ëèíèþ êàíàëà.

Àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà èíåðöèîííîñòè, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñìåíà ðåæèìîâ ìèãðàöèè.

Äàííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå çàâèñèò òîëüêî îò òàíãåíñà óãëà íàêëîíà çà-

âèñèìîñòè áîêîâîé ñèëû îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè ñðåäíåé

ëèíèè êàíàëà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà îãèáàþùèõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ÷èñëîâàÿ

êîíöåíòðàöèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå îñîáåííî-

ñòè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü ðàçðåæåííîé ñóñ-

ïåíçèè ïðèìåíèìà âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Íàéäåííûé â äàííîé ðàáîòå

ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ çàìûêà-

íèÿ ìàêðîìàñøòàáíûõ ìîäåëåé ïåðåíîñà ÷àñòèö â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [4, 31, 32].

4. Ïîñòðîåíà äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â âåðòèêàëü-

íîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ

êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ôîðìèðóþùåãîñÿ çà ñ÷åò ìèãðàöèè ÷àñòèö ê öåí-

òðàëüíîé ïëîñêîñòè òðåùèíû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè â ëèòåðàòó-

ðå ìîäåëÿìè, íå ó÷èòûâàþùèìè ýôôåêòû ìèãðàöèè, ïîëó÷åííûå îñðåäíåí-

íûå ïîïåðåê òðåùèíû äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò ìîäèôèöèðîâàííûå

êîýôôèöèåíòû, ÿâíî çàâèñÿùèå îò øèðèíû ÿäðà òå÷åíèÿ, çàíÿòîãî ÷àñòè-

öàìè. Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé

ïîñòàíîâîê äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ìèãðàöèè íà ïåðåíîñ è îñåäàíèå ÷àñòèö.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìèãðàöèè ÷àñòèö ê öåíòðó èõ êîíöåíòðàöèÿ â ÿäðå òå÷å-

íèÿ âîçðàñòàåò. Ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ãëóáè-

íà ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèö â òðåùèíó óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-

÷àåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ýôôåêò ãðàâèòàöèîííîé

êîíâåêöèè (îïëûâàíèÿ) â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî ôðîíòà óìåíüøàåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [12].
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Ãëàâà 4

Ôèëüòðàöèÿ â òðåùèíå, çàïîëíåííîé

ãðàíóëèðîâàííûì ìàòåðèàëîì

Â ðàçäåëå 4.1 â ðàìêàõ òðåõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíà íîâàÿ ìî-

äåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì îáðàçîâàíèÿ ïëîò-

íîé óïàêîâêè îñàæäåííûõ ÷àñòèö ñ êîíå÷íûìè ïðîíèöàåìîñòüþ è ïîðè-

ñòîñòüþ. Âûäåëÿþòñÿ òðè êîíòèíóóìà: íåñóùàÿ æèäêîñòü, âçâåøåííûå è

îñàæäåííûå ÷àñòèöû. Äëÿ îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ñóñïåí-

çèè ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîíöåíòðàöèé âçâåøåííûõ

è îñàæäåííûõ ÷àñòèö, ñêîðîñòè ñóñïåíçèè è äàâëåíèÿ. Ðàññìîòðåíî äâà

ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå (ïëîñêèé è ðàäèàëüíûé), à òàêæå äâà òè-

ïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âõîäíîé ãðàíèöå ïîðîâîãî îáðàçöà (çàäàíà ñêî-

ðîñòü èëè äàâëåíèå). ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ïðîâåäåíî ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Â ïðîñòåéøåì ñëó-

÷àå ôèëüòðàöèè ñ ïîñòîÿííûìè ïîðèñòîñòüþ, âÿçêîñòüþ è ïðîíèöàåìîñòüþ

ïîêàçàíî ñîâïàäåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ

êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ôèëüòðàöèè, à òàêæå ñ ïÿòüþ íàáîðàìè ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî çàãðÿçíåíèþ ïîðèñòîãî îáðàçöà. Ïîêàçàíî, ÷òî

íîâàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö ëó÷-

øå, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû, ãäå íàáëþäàåòñÿ

çíà÷èòåëüíîå îñàæäåíèå ÷àñòèö.

Öåëüþ ðàçäåëà 4.2 ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òå÷åíèÿ â ñðåäå ïëîòíî óïàêîâàí-
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íûõ íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ëàáî-

ðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îöåíêè ïðîâîäèìîñòè òðåùèíû ãèäðîðàçðû-

âà, çàêðûâøåéñÿ íà ïðîïïàíò. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ñòàöèîíàðíîãî òðåõìåð-

íîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ÷åðåç ïëîòíóþ

óïàêîâêó ÷àñòèö ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-

íà â ðåæèìå ôèëüòðàöèè Äàðñè. Ñ öåëüþ êðîññ-âåðèôèêàöèè ïðîâåäåíî

òàêæå ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ñ ìîäåëèðîâàíèåì òå÷åíèÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèé

Íàâüå-Ñòîêñà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà. Óïàêîâêè ÷àñòèö ñãå-

íåðèðîâàíû ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñàæäåíèÿ.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ÷àñòèö ñôåðè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé è öèëèí-

äðè÷åñêîé ôîðìû, à òàêæå äëÿ ñìåøàííûõ óïàêîâîê ñôåð ñ öèëèíäðàìè

ïðè ðàçëè÷íûõ îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè âñåõ èññëå-

äîâàííûõ òèïîâ ïðîïïàíòà öèëèíäðè÷åñêèå ÷àñòèöû äàþò ìàêñèìàëüíóþ

ïðîíèöàåìîñòü óïàêîâêè äàæå ïîä äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé.

Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ áåçðàçìåðíîé ïðîíèöàåìîñòè (îò-

íåñåííîé ê êâàäðàòó ðàäèóñà ýêâèâàëåíòíîé ñôåðû) îò ïîðèñòîñòè õîðîøî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì: K/R2
v = 0.204ϕ4.58 â øèðîêîì äèà-

ïàçîíå ïîðèñòîñòè: 0.3 ≤ ϕ ≤ 0.7. Ýòè ôîðìóëû íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì

ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èçìåðåíèÿìè (âêëþ÷àÿ óïàêîâêè öè-

ëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö) è èçâåñòíûìè ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè, äîñòóïíû-

ìè â äèàïàçîíå 0.3 ≤ ϕ ≤ 0.5. Ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè êîððåëÿöèÿìè òàêæå

ïðåäñòàâëåíî.

4.1 Ìíîãîêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåí-

çèè íåêîëëîèäíûõ ÷àñòèö â ïëîòíîé óïàêîâêå ÷à-

ñòèö ïðîïïàíòà

Öåëüþ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìîäåëè ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðè-

ñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì îñàæäåíèÿ, ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö è êîíå÷íîé ïðîíèöà-
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åìîñòè óïàêîâêè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Òå÷åíèå ñóñïåíçèè ðàññìàòðèâàåòñÿ

â ðàìêàõ òðåõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà [195]. Ðàññìîòðåíî äâà ñëó÷àÿ îäíî-

ìåðíîãî äâèæåíèÿ: ïëîñêèé è ðàäèàëüíûé (îñåñèììåòðè÷íûé). Ñôîðìó-

ëèðîâàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ôèëüòðàöèè

áóðîâîãî ðàñòâîðà â ïëàñòå ïðè áóðåíèè ñêâàæèíû, äëÿ îïèñàíèÿ î÷èñòêè

ïðèñêâàæèííîé çîíû ïðè òåñòèðîâàíèè ñêâàæèíû è äëÿ îïèñàíèÿ î÷èñò-

êè òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, çàïîëíåííîé ïðîïïàíòîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå â

ñêâàæèíó çàêà÷èâàåòñÿ áóðîâîé ðàñòâîð, êîòîðûé çàõâàòûâàåò òâåðäûå

÷àñòèöû ïîðîäû, îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè áóðåíèè, è ïîä äåéñòâèåì ïåðåïà-

äà äàâëåíèÿ ôîðìèðóåò äâèæåíèå ñóñïåíçèè âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïîñêîëü-

êó ñêâàæèíó îêðóæàåò ïîðèñòàÿ ñðåäà, áóðîâîé ðàñòâîð ïðîíèêàåò â ïðè-

ñêâàæèííóþ çîíó è ñíèæàåò ïðîíèöàåìîñòü ïîðèñòîé ñðåäû (Ðèñ. 4.1, à).

Â ïðîöåññå î÷èñòêè ïðèñêâàæèííîé çîíû ôîðìèðóåòñÿ òå÷åíèå ñóñïåíçèè

â ïëàñòå â íàïðàâëåíèè ê ñêâàæèíå, ïðîèñõîäèò ìîáèëèçàöèÿ ðàíåå îñà-

æäåííûõ ÷àñòèö è íåïîëíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîíèöàåìîñòè ïîðîäû. Ïðè

î÷èñòêå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïðîèñõîäèò âûòåñíåíèå ãèäðîðàçðûâíîé

æèäêîñòè ïëàñòîâûì ôëþèäîì (ãîðèçîíòàëüíîå äâèæåíèå, íàïðàâëåííîå

ê ñêâàæèíå) è ìîáèëèçàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå ìîäåëè ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â

ïîðèñòîé ñðåäå. Â [233] îñíîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå ïîðèñòîé ñðå-

äû íà äâå îáëàñòè: îáëàñòü, ãäå òâåðäûå ÷àñòèöû ñóñïåíçèè ìîãóò òîëüêî

îñàæäàòüñÿ íà ïîðèñòîé ïîâåðõíîñòè, è îáëàñòü, â êîòîðîé ÷àñòèöû ìî-

ãóò òîëüêî çàêóïîðèâàòü ïîðû. Íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âûâîäîâ

ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè ÷åðåç ïîðèñòóþ

ñðåäó ñ ìàëîé îáúåìíîé äîëåé âçâåøåííûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé îñàæäåíèÿ è ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö, íàéäåíî ðàâíî-

âåñíîå çíà÷åíèå äîëè îñàæäåííûõ ÷àñòèö.

Â [234] ôîðìóëèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè ñ

ó÷åòîì îñàæäåíèÿ ÷àñòèö. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè

îñàæäåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà è êîíöåíòðà-

184



öèé âçâåøåííûõ è îñàæäåííûõ ÷àñòèö. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â

ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè, ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-

íûìè ïî ðàñïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö â ïîðèñòîì îá-

ðàçöå. Ïîñòðîåíà ìîäåëü îáðàòíîãî ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç çàãðÿçíåííóþ

ïîðèñòóþ ñðåäó. Äëÿ îïèñàíèÿ çàõâàòà ÷àñòèö ïðåäëîæåíà çàâèñèìîñòü

ñêîðîñòè ýðîçèè îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà.

Â [235] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà îñàæäåííûå

÷àñòèöû â ïîðèñòîé ñðåäå. Ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷à-

ñòèö çàâèñèò îò ÷èñëà ýðîçèè, êîòîðîå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì

ñêîðîñòè ïîòîêà. Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè

ñóñïåíçèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íà ôðîíòå ýðîçèè ïîëó÷åíî çíà÷åíèå

êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè è êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö êàê ôóíêöèè

êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö, âðåìåíè è êîîðäèíàòû.

Â [236] ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðè-

ñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ïîðèñòîñòè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Ïîñòðîåííàÿ

ìîäåëü ñîäåðæèò òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà (äâà ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùèõ

çà îñàæäåíèå ÷àñòèö, è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ôîðìóëå äëÿ ïðîíèöàåìîñòè

ïîðîäû). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáðàòíîãî òå÷åíèÿ ÷èñòîé æèäêîñòè ñ öåëüþ

âîññòàíîâëåíèÿ ïðîíèöàåìîñòè áûëî ïðåäëîæåíî äâà âàðèàíòà íà÷àëüíûõ

óñëîâèé: (1) âñå ðàíåå îñàæäåííûå ÷àñòèöû îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, è

âî âðåìÿ îáðàòíîé ïðîêà÷êè îñàæäåíèå ïðîäîëæàåòñÿ; (2) âñå ðàíåå îñà-

æäåííûå ÷àñòèöû ìîáèëèçóþòñÿ, îñàæäåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëîì îáðàò-

íîé ïðîêà÷êè. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû íè â îäíîì èç ýòèõ äâóõ ïðåäåëüíûõ

ñëó÷àåâ íå îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ââåäåíà êðèòè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ìîáèëèçàöèÿ ÷àñòèö, ÷òî ïîçâî-

ëèëî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â [237] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ôèëüòðàöèè ìàëîêîíöåíòðèðîâàííîé

ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ïîðèñòîñòè îñàæäåííûõ ÷à-

ñòèö. Ïðåíåáðåãàåòñÿ ïðîâîäèìîñòüþ êàíàëîâ ìåæäó îñàæäåííûìè ÷àñòè-

öàìè, à òàêæå ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ñâÿçàííûìè ñ îáúåìîì
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æèäêîñòè ìåæäó îñàæäåííûìè ÷àñòèöàìè. Îïèñûâàþòñÿ ïðîöåññû êîëü-

ìàòàöèè è ìîáèëèçàöèè. Ïðè ïîñòîÿííîé ïî âðåìåíè êîíöåíòðàöèè íàéäåí

ðàñõîä æèäêîñòè. Ïðè ïîñòîÿííîì ðàñõîäå ñóñïåíçèè íàéäåí ïåðåïàä äàâ-

ëåíèÿ âäîëü îáðàçöà.

Â [238] ðàññìîòðåíà ñîâìåñòíàÿ çàäà÷à ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè

âíóòðè ïîðîäû è îáðàçîâàíèÿ âíåøíåé êîðêè. Âçâåøåííûå ÷àñòèöû èìåþò

ðàçëè÷íûå äèàìåòðû è ðàçäåëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçû. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà ïðè ìàëîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ

÷àñòèö. Ââåäåíà ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà êîëüìàòàöèè îò ñêî-

ðîñòè ôèëüòðàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ îáðàòíîé ïðîêà÷êè ââîäèòñÿ êîýôôèöè-

åíò ýðîçèè, îòâå÷àþùèé çà ïðîöåíò ìîáèëèçàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö â

ïîòîê. Çàäà÷à ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè ïðè ïîìîùè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê è

ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà. Ïðåäëîæåíà ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ äèàìåòðà

ïîðîâûõ êàíàëîâ. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé íà÷àëà îáðàçîâàíèÿ âíåøíåé

êîðêè. Ïîñòðîåííàÿ ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïè-

ñûâàåò ýêñïåðèìåíò ïî î÷èñòêå ïîðîâîãî îáðàçöà.

Â [239] ñôîðìóëèðîâàíà ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðå-

äå ïðè ïîñòîÿííîé ïîðèñòîñòè ïîðîäû. Ïðîöåññû çàõâàòà è îñàæäåíèÿ ÷à-

ñòèö îïèñàíû äâóìÿ ìîäåëÿìè, êîòîðûå ïîñòðîåíû íà îñíîâå ìåõàíèçìîâ

åäèíñòâåííîãî è ìíîãîêðàòíîãî çàõâàòà ÷àñòèö. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ïðè

ïîñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå êîëüìàòàöèè ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷åíî

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè âçâå-

øåííûõ è îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Íàéäåíà ñðåäíÿÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ

ñóñïåíçèè âíóòðü ïîðîäû, ðàâíàÿ îáðàòíîìó êîýôôèöèåíòó êîëüìàòàöèè.

Ïðè êîýôôèöèåíòå êîëüìàòàöèè, îòëè÷íîì îò ïîñòîÿííîãî, ïðåäëîæåí àë-

ãîðèòì ïîèñêà àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ çàäà÷è ìíîãîêðàòíîãî çàõâà-

òà ïðè íàëè÷èè ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö íàéäåíî çíà÷åíèå

êîíöåíòðàöèè íà ôðîíòå ðàçðûâà. Ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðå-

äóöèðîâàíèÿ ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî çàõâàòà ê ìîäåëè åäèíè÷íîãî çàõâàòà.

Â [240] ïîñòðîåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðè-
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ñòîé ñðåäå. ×àñòèöû ñóñïåíçèè è ïîðû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðàì.

×àñòèöû ñ ðàäèóñîì, ìåíüøèì ðàäèóñà ïîðû, ïðîíèêàþò âãëóáü ïîðîâîãî

îáðàçöà. ×àñòèöû ñ áîëüøèì ðàäèóñîì îñàæäàþòñÿ íà ñêåëåòå ïîðîâîãî

îáðàçöà. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ñëó÷àå ïîðèñòîé ñðåäû ñ îäè-

íàêîâûìè ðàäèóñàìè ïîð è â ñëó÷àå ïîðèñòîé ñðåäû ñ ìàëûì ðàçëè÷èåì

â ðàçìåðàõ ïîð. Ìîäåëè òå÷åíèé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñ áëèçêèìè ïî ðàçìå-

ðàì ïîðàìè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû îòíîñèòåëüíî îñðåäíåííûõ êîí-

öåíòðàöèé ÷àñòèö íåçàâèñèìî äëÿ ìåëêèõ, ñðåäíèõ è êðóïíûõ âêëþ÷åíèé.

Ñêîðîñòü çàõâàòà ÷àñòèö â îñðåäíåííîé ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó

æèäêîñòè ÷åðåç íåäîñòóïíûå ïîðû, â òî âðåìÿ êàê â èçâåñòíûõ ìîäåëÿõ

ýòà ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà âñåìó ïîòîêó æèäêîñòè.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü áîëåå îáùóþ, ïî ñðàâíå-

íèþ ñ êëàññè÷åñêèìè, ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå. Íî-

âûì ýëåìåíòîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ôèëüòðàöèè ÷èñòîé æèäêîñòè ÷å-

ðåç ïëîòíóþ óïàêîâêó îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Îæèäàåòñÿ, ÷òî óêàçàííûé ýô-

ôåêò îêàæåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ôèëüòðàöèþ ñóñïåíçèè â îêðåñòíî-

ñòè âõîäíîãî ñå÷åíèÿ, ãäå êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö ìàêñèìàëüíà.

4.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè

Òå÷åíèå ñóñïåíçèè îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ òðåõêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà: âçâå-

øåííûå ÷àñòèöû (òâåðäûå ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ âìåñòå ñ ïîòîêîì ñóñïåí-

çèè), îñàæäåííûå ÷àñòèöû (òâåðäûå ÷àñòèöû, îñàæäåííûå íà ñêåëåòå ïî-

ðèñòîé ñðåäû) è íåñóùàÿ ôàçà (âÿçêàÿ íüþòîíîâñêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèä-

êîñòü). Âçâåøåííûå ÷àñòèöû ñóñïåíçèè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïëîòíîñòüþ ôàçû

ρmob
p è ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòüþ Umob

p ; ôàçà îñàæäåííûõ ÷àñòèö õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ρsedp ; íåñóùàÿ ôàçà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíåìàññîâîé

ñêîðîñòüþ Uf è ïëîòíîñòüþ ρf . Ìàòåðèàë ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòî-

ÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ0p, à æèäêîñòü - ïëîòíîñòüþ ρ0f . Ìíîãîêîíòèíóàëüíîå

îïèñàíèå ñóñïåíçèè ïðèìåíèìî ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ èåðàðõèè ëèíåéíûõ
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ìàñøòàáîâ: äèàìåòð ÷àñòèö ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî äèàìåòðà ïîðîâûõ

êàíàëîâ, íî ìíîãî áîëüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë æèäêîñòè

[195]. Êðóïíûìè ïîðîâûìè êàíàëàìè áóäåì íàçûâàòü ïîðîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåãî ïîðîâîãî îáúåìà, çà èñêëþ÷åíèåì îñàæäåííûõ

÷àñòèö è ïðîñâåòîâ ìåæäó íèìè. Ìåëêèìè ïîðîâûìè êàíàëàìè áóäåì íà-

çûâàòü ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îñàæäåííûìè ÷àñòèöàìè (Ðèñ. 4.1, á).

Ðèñ. 4.1: Ñõåìà òå÷åíèÿ áóðîâîãî ðàñòâîðà â ñêâàæèíå è â îêîëîñêâàæèííîé çîíå (a);

ñõåìà ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà (á): êðóïíûå ïîðîâûå êàíàëû (1) è ìåëêèå ïîðîâûå êàíàëû

(2).

Ïëîòíîñòè ôàç ÷àñòèö ñâÿçàíû ñ ïîðèñòîñòüþ ïîðîäû è êîíöåíòðàöèåé

âêëþ÷åíèé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [233]:

ρmob
p =ρ0pCpϕc, ρsedp =σρ0p, ρf =ρ0f(ϕt − Cpϕc),

ϕt =ϕ0 − σ, ϕc =ϕ0 − σ/Cmax, , (4.1)

ãäå Cp - îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííûõ ÷àñòèö â îáúåìå, äîñòóïíîì

äëÿ òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè (â îáúåìå êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëîâ), σ - îáúåì-

íàÿ êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö â ïîëíîì îáúåìå ïîðèñòîé ñðåäû,

Cmax - ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ òâåðäûõ ÷àñòèö (ïëîòíàÿ óïàêîâêà),
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ϕt - ïîðèñòîñòü ñðåäû, îáðàçîâàííàÿ ñêåëåòîì è îñàæäåííûìè ÷àñòèöàìè

(êðóïíûå è ìåëêèå êàíàëû), ϕc - ïîðèñòîñòü ñðåäû, îáðàçîâàííàÿ êðóïíû-

ìè ïîðîâûìè êàíàëàìè; ϕ0 - íà÷àëüíàÿ ïîðèñòîñòü ñðåäû.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ÷àñòèö è æèäêîñòè [241]:

∂ρmob
p

∂t
+

1

rj
∂(ρmob

p Umob
p rj)

∂r
=− qs,

∂ρsedp

∂t
+

1

rj
∂(ρsedp U sed

p rj)

∂r
=qs, (4.2)

∂ρf
∂t

+
1

rj
∂(ρfUfr

j)

∂r
= 0.

Çäåñü j = 0 â ïëîñêîì òå÷åíèè è j = 1 â ðàäèàëüíîì, qs - èíòåíñèâíîñòü

îñàæäåíèÿ è ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö íà ïîðîâîì ñêåëåòå, îïðåäåëÿåìàÿ ñëå-

äóþùèì ñîîòíîøåíèåì [234]:

qs = ρmob
p Umob

p λ− ρ0pαmobσδ(Us − Ucrit), (4.3)

δ(Us − Ucrit) =

Us − Ucrit, Us > Ucrit

0, Us < Ucrit

.

Çäåñü λ - êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè (îñàæäåíèÿ)[242], αmob - êîýôôè-

öèåíò ìîáèëèçàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö, Us - ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ñóñïåí-

çèè â êðóïíûõ è ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëàõ, Ucrit - êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

ñóñïåíçèè, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ìîáèëèçàöèÿ îñàæäåííûõ

÷àñòèö.

Â êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëàõ ñ ïðîíèöàåìîñòüþ k(σ) äâèæåòñÿ ñóñïåí-

çèÿ c âÿçêîñòüþ µ(Cp). Â ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëàõ ñ ïðîíèöàåìîñòüþ ks(σ)

äâèæåòñÿ ÷èñòàÿ æèäêîñòü ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ µ0. Çàêîíû ñîõðàíå-

íèÿ èìïóëüñà (çàêîíû Äàðñè) äëÿ íåñóùåé ôàçû, âçâåøåííûõ ÷àñòèö è

ñóñïåíçèè â öåëîì ïîëó÷àþòñÿ îñðåäíåíèåì ïî îáúåìó êðóïíûõ è ìåëêèõ

ïîðîâûõ êàíàëîâ:

U =− k(σ)

µ(Cp)

∂p

∂r
, Us =−

[
k(σ)

µ(Cp)
+
ks(σ)

µ0

]
∂p

∂r
, (4.4)
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U filtr
f =−

[
(1− Cp)

k(σ)

µ(Cp)
+
ks(σ)

µ0

]
∂p

∂r
, Up =− Cp

k(σ)

µ(Cp)

∂p

∂r
,

U filtr
f = Uf(ϕt − Cpϕc).

Çäåñü U - ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëàõ,

U filtr
f - ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â êðóïíûõ è ìåëêèõ êàíàëàõ ïîðî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà, Up = Umob
p Cpϕc - ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêîðîñòü âçâåøåííûõ

÷àñòèö â êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëàõ, p - äàâëåíèå.

Èñïîëüçóåì âûðàæåíèå äëÿ âÿçêîñòè ñóñïåíçèè â êðóïíûõ ïîðîâûõ êà-

íàëàõ â âèäå [161]:

µ(Cp) = µ0

(
1− Cp

Cmax

)−1.89

. (4.5)

Â [236] ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîíèöàå-

ìîñòüþ ïîðîäû â êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëàõ è îáúåìíîé äîëåé îñàæäåííûõ

÷àñòèö:

k(σ) = k0

(
1− σ

ϕ0Cmax

)3

. (4.6)

Ïðîíèöàåìîñòü ïîðîäû â ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëàõ:

ks =ks0

( σ

ϕ0Cmax

)3
, ks0 =

(1− Cmax)
3d2

180C3
max

. (4.7)

Çäåñü ks0 - ïðîíèöàåìîñòü ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëîâ ïðè ïîëíîé çàêó-

ïîðêå ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà (σ = ϕ0Cmax), îïðåäåëÿåìàÿ èç óðàâíåíèÿ

Êîçåíè-Êàðìàíà [243]; d - äèàìåòð ÷àñòèö ñóñïåíçèè.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåîáúåìíûõ ñêîðîñòåé è

ñîîòíîøåíèÿ (4.1), (4.3), (4.4), óðàâíåíèÿ (4.2) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

∂(Cpϕc)

∂t
+

1

rj
∂(CpUr

j)

∂r
= −UCpλ+ αmobσδ(Us − Ucrit), (4.8)

∂σ

∂t
= UCpλ− αmobσδ(Us − Ucrit),

∂(Usr
j)

∂r
= 0.
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Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íå ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îñàæäåííûå ÷à-

ñòèöû îáðàçóþò ïîðèñòóþ ñðåäó ñ ìåíüøåé ïðîíèöàåìîñòüþ, ÷åì ïðîíè-

öàåìîñòü èñõîäíîãî îáðàçöà. Ôèëüòðàöèÿ ÷èñòîé æèäêîñòè ÷åðåç ýòó ïî-

ðèñòóþ ñðåäó òàêæå íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Äàëåå ïðèâåäåì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè âíóòðè

êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëîâ áåç ïðîíèêíîâåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îñà-

æäåííûìè ÷àñòèöàìè (ϕc = ϕt = ϕ0 − σ, U = Us, ks = 0) [236, 244, 233, 247,

239]:

∂(Cpϕc)

∂t
+

1

rj
∂(CpUr

j)

∂r
= −CpUλ(σ) + αmobσδ(U − Ucrit),

∂σ

∂t
= CpUλ(σ)− αmobσδ(U − Ucrit),

∂(Urj)

∂r
= 0, U = − k(σ)

µ(Cp)

∂p

∂r
. (4.9)

Ýêñïåðèìåíòû ïî çàãðÿçíåíèþ ïîðèñòûõ îáðàçöîâ [245] ïîêàçàëè, ÷òî

óëó÷øèòü ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè (4.9) ìîæíî ïóòåì ââåäåíèÿ çàâèñèìîñòè:

λ = λ0(1 + βcolmσ). (4.10)

Çäåñü λ0 - íà÷àëüíûé êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìî-

äåëü (4.9) ñîäåðæèò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà λ0 è βcolm.

Ïðè ïîñòîÿííîé ïîðèñòîñòè (ϕc = ϕt = ϕ0) èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

ϕ0
∂Cp

∂t
+

1

rj
∂(CpUr

j)

∂r
= −CpUλ(σ) + αmobσδ(U − Ucrit),

∂σ

∂t
= CpUλ(σ)− αmobσδ(U − Ucrit),

∂(Urj)

∂r
= 0, U = − k(σ)

µ(Cp)

∂p

∂r
. (4.11)

Äàííàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ðàçìåðîâ ïîðîâûõ êàíàëîâ è

ïðèìåíèìà ëèøü â ñëó÷àå ìàëîé îáúåìíîé äîëè îñàæäåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íà âõîäíîé è âûõîäíîé

ãðàíèöå ïîðîâîãî îáðàçöà çàäàíî äàâëåíèå (à): r = r0 : p = p0, Cp = C0;

r = L : p = 0. Íà âõîäíîé ãðàíèöå çàäàíà ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè,

íà âûõîäíîé - äàâëåíèå (á): r = r0 : Us = U0, Cp = C0; r = L : p = 0.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = t0 : ϕ = ϕ0, σ = 0.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå r∗, t∗, U ∗,Λ:

r =Lr∗, t =t∗L/U0, U =U0U
∗, λ =Λ/L.

Çäåñü U0 - ñêîðîñòü íà âõîäíîé ãðàíèöå îáðàçöà. Òîãäà áåçðàçìåðíûå

ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðèâåäåííûå âûøå, áóäóò èìåòü òîò æå âèä, ÷òî è

ðàçìåðíûå, íî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà áóäåò ñòîÿòü áåçðàç-

ìåðíûé êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè Λ. Ñîîòíîøåíèå (4.10) â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ èìååò âèä (äàëåå îïóñòèì èíäåêñ ∗):

Λ = Λ0(1 + βcolmσ).

Çäåñü Λ0 = λ0L - áåçðàçìåðíûé íà÷àëüíûé êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè.

4.1.2 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè

è ñêîðîñòè ÷àñòèö, ïðîíèöàåìîñòè è ïîðèñòîñòè ñðåäû

Ïîäñòàíîâêîé âòîðîãî óðàâíåíèÿ (4.4) â òðåòüå óðàâíåíèå (4.8) ïîëó÷èì

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî äàâëåíèÿ p (èëè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f):

f = rj
[
k(σ)

µ(Cp)
+
ks
µ0

]
∂p

∂r
,

∂f

∂r
= 0. (4.12)

Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ïî ïðîñòðàíñòâó ðàçíåñåííóþ ñåòêó. Àïïðîêñèìè-

ðóåì ôóíêöèþ f â öåíòðàõ ÿ÷ååê, à âòîðîå óðàâíåíèå (4.12) - â óçëàõ ñåòêè.

Ïîëó÷åííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî äàâëåíèÿ

ðåøåíî ìåòîäîì ïðîãîíêè. Àïïðîêñèìàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà âçâåøåííûõ ÷àñòèö (ïåðâîå óðàâíåíèå (4.8)) ïðîâåäåíà ïðîòèâî-

ïîòî÷íîé ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, ïîñòðîåííîå ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû, óñòîé÷èâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Êóðàíòà-

Ôðèäðèõñà-Ëåâè [246]. Óðàâíåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö

ðåøåíî ìåòîäîì Ýéëåðà ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.
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Ñôîðìóëèðóåì ïîëíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.4)-

(4.8), (4.10), îñòàëüíûå ñôîðìóëèðîâàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ

àíàëîãè÷íî. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðà-

ìåòðû:

1) Äàâëåíèå p èç óðàâíåíèé (4.12);

2) Ñêîðîñòü ñóñïåíçèè U èç óðàâíåíèé (4.4);

3) Êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö èç óðàâíåíèÿ (4.8);

4) Ïîðèñòîñòè ϕt è ϕc èç ñîîòíîøåíèé (4.1);

5) Êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè λ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.10);

6) Êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííûõ ÷àñòèö Cp èç óðàâíåíèÿ (4.8);

7) Âÿçêîñòü µ è ïðîíèöàåìîñòè k è ks èç ñîîòíîøåíèé (4.5), (4.6), (4.7).

Ðèñ. 4.2: Ïðîôèëü îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû

âðåìåíè (a). Êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè t = 0.05, 0.08, 0.1, ïóíê-

òèðíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñåòî÷íàÿ ñõîäèìîñòü (á): êðèâûå 1�3 ñîîòâåò-

ñòâóþò ÷èñëó óçëîâ 102, 103 è 104 ñîîòâåòñòâåííî, 4 � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïëîñêîå

òå÷åíèå, îáðàòíàÿ ñåòêà, ìîäåëü (4.11), λ = 2,C0 = 0.4, φ0 = 0.4, U0 = 1.

Äàííûé àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî øàãà ïî âðåìåíè äî òåõ

ïîð, ïîêà ìîìåíò âðåìåíè t íå äîñòèãíåò íåêîòîðîãî íàïåðåä çàäàííîãî
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tmax. Ñïåöèôèêà ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè òàêîâà, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷àñòèö

îñàæäàåòñÿ âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû (r = r0), ñëåäîâàòåëüíî âáëèçè ýòîé

ãðàíèöû áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðåçêîå ïàäåíèå ïðîíèöàåìîñòè. Äëÿ îïèñàíèÿ

ïîäîáíîãî ÿâëåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñî ñãóùå-

íèåì âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû. Íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ââåäåíà ïðè ïîìîùè

çàìåíû ïåðåìåííûõ g(r) äâóõ òèïîâ: r = eg (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñåòêà) è

r = 1/g (îáðàòíàÿ ñåòêà), ãäå g - íîâàÿ êîîðäèíàòà. Èñïîëüçóÿ çàìåíó g(r),

ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4), (4.8) â âèäå:

∂(Cpϕc)

∂t
+

1

rj
∂(CpUr

j)

∂g

∂g

∂r
=− CpUλ,

∂σ

∂t
=CpUλ,

∂(Usr
j)

∂g
=0, Us =−

[
k(σ)

µ(Cp)
+
ks
µ0

]
∂p

∂g

∂g

∂r
.

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àíàëîãè÷åí àëãî-

ðèòìó 1)-7), ïðèâåäåííîìó âûøå.

4.1.3 Âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà àíàëèòè÷åñêîì ðå-

øåíèè

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.11) ïðè Us < Ucrit è ïðè ïîñòîÿííîì êîýôôè-

öèåíòå êîëüìàòàöèè èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì

õàðàêòåðèñòèê [247]. Ââîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ η = η(t, r), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

êîíñòàíòîé âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé. Â ïëîñêîì ñëó÷àå

èìååì:

η = t− ϕ0 (r − r0) .

Â ïåðåìåííûõ (η, r) óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (4.8) ïðèìóò âèä:

∂Cp

∂r
=− CpΛ,

∂σ

∂η
=CpΛ. (4.13)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.13) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Cp(η, r) =

C0 exp{Λ(r0 − r)}, η > 0

0, η < 0
(4.14)
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σ(η, r) =

C0Λexp{Λ(r0 − r)}η, η > 0

0, η < 0

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

Cp(η, r0) =

C0, η > 0

0, η < 0

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ñèñòåìû (4.11) ñ àíà-

ëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (4.14). Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå êàê ïðîôèëÿ

îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè, òàê è ñêîðîñòè ïðîíèêíîâåíèÿ ñóñïåíçèè âãëóáü

ïîðîäû (Ðèñ. 4.2, à); ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà óçëîâ ñåòêè íàáëþäàåòñÿ ñõî-

äèìîñòü ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ (Ðèñ. 4.2, á).

4.1.4 Ñðàâíåíèå ñ ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè

Âàëèäàöèÿ ìîäåëè ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå ïðîâåäåíà íà

îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ [248] è [236].

Öåëüþ äàííîé âàëèäàöèè ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå íîâîé ìîäåëè (4.8) è êëàñ-

ñè÷åñêîé ìîäåëè (4.9) ïðè íàëè÷èè îäíîãî ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà Λ0 (βcolm =

0).

Â [248] áûë ïðîâåäåí ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ ïî çàãðÿçíåíèþ ïîðèñòûõ îá-

ðàçöîâ: ýêñïåðèìåíòû GB13, BT21, BT28 è CG14. Èìåþòñÿ âñå ïàðàìåòðû,

õàðàêòåðèçóþùèå ñóñïåíçèè è îáðàçöû, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-

íûå î ðàñïðåäåëåíèè îáúåìíîé äîëè îñàæäåííûõ ÷àñòèö âäîëü ïîðèñòîãî

îáðàçöà.

Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè Λ äëÿ ìîäåëåé (4.8) è (4.9)

áûë íàéäåí ìèíèìèçàöèåé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö âäîëü îáðàçöà.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íîâàÿ ìîäåëü ëó÷øå îïèñûâàåò ïðîôèëü êîíöåíòðà-

öèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè âõîäíîãî ñå÷åíèÿ. Îïèñàíèå ïðîôè-
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ëÿ êîíöåíòðàöèè âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå, ïîòîìó

÷òî èìåííî òàì ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå îñàæäåíèå ÷àñòèö è ðåçêîå ïàäå-

íèå ïðîíèöàåìîñòè ïîðèñòîãî îáðàçöà.

Â ðàìêàõ íîâîé è êëàññè÷åñêîé ìîäåëåé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ìèíè-

ìàëüíûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ: äëÿ ýêñïåðèìåíòà GB13 - 0.688

è 0.816 ñîîòâåòñòâåííî, BT28 - 0.213 è 0.75, CG14 - 0.265 è 0.95. Íîâàÿ

ìîäåëü çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ, îïèñûâàåò ïðîôèëü êîíöåí-

òðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû (Ðèñ. 4.3, Ðèñ. 4.4,

à).

Ðèñ. 4.3: Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Êðèâàÿ 1 � ðàñ÷åòû â ðàìêàõ

ìîäåëè (4.8) ïðè Λ = 198, 2 � â ðàìêàõ ìîäåëè (4.9) ïðè Λ = 78, 3 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå

äàííûå GB13 (à); 1 � â ðàìêàõ ìîäåëè (4.8) ïðè Λ = 15.045, 2 � â ðàìêàõ ìîäåëè (4.9)

ïðè Λ = 9.86, 3 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå BT28 (á).

Ïðåèìóùåñòâî íîâîé ìîäåëè ìîæíî îáúÿñíèòü áîëüøèì çíà÷åíèåì êîí-

öåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö íà âõîäíîé ãðàíèöå: íîâàÿ ìîäåëü òåì áîëü-

øå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé, ÷åì áîëüøå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîðèñòîñòÿìè

ϕt è ϕc, è ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì áîëüøå îáúåì ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëîâ è êîí-

öåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö.

Ïðè çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö â ðàçû ìåíüøèõ, ÷åì

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå (ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëíîé çàêóïîðêå ïîð), ÷èñëåí-

íûå ðàñ÷åòû â ðàìêàõ ìîäåëåé (4.8) è (4.9) ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 4.4: Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Êðèâàÿ 1 � ðàñ÷åòû â ðàìêàõ

ìîäåëè (4.9) ïðè Λ = 12.6, 2 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå CG14, 3 � â ðàìêàõ ìîäåëè

(4.8) ïðè Λ = 18.015, 4 � â ðàìêàõ ìîäåëè (4.8) ïðè Λ = 30.025 (à); 1 � â ðàìêàõ ìîäåëè

(4.9) ïðè Λ = 3.3, 2 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå BT21 (á).

Â ýêñïåðèìåíòå BT21 íåèçâåñòíî ïîâåäåíèå ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè îñà-

æäåííûõ ÷àñòèö âáëèçè âõîäíîé ãðàíèöû. Ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷å-

íèå êîíöåíòðàöèè ïðè ïîëíîé çàêóïîðêå ïîð ñîñòàâëÿåò 15.2%, ìàêñèìàëü-

íîå èçâåñòíîå â äàííîì ýêñïåðèìåíòå - 3%. Ïðè êîýôôèöèåíòå êîëüìàòà-

öèè Λ, ñîîòâåòñòâóþùåì ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêå 0.18,

ìîäåëèðîâàíèå â ðàìêàõ íîâîé è êëàññè÷åñêîé ìîäåëåé, ñîâïàäàþò â ñèëó

ìàëîé îáúåìíîé äîëè îñàæäåííûõ ÷àñòèö (Ðèñ. 4.4, á).

Â ðàìêàõ ìîäåëè (4.9) õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-

íûìè äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ Λ0 è

βcolm. Íåèçâåñòíûå áûëè íàéäåíû ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ äðîáíûì

øàãîì [249]. Ïîëó÷åíî ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïðîôèëÿ êîíöåí-

òðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî âñåé äëèíå ïî-

ðèñòîãî îáðàçöà (Ðèñ. 4.5). Ìèíèìàëüíûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ

ñîñòàâëÿþò: äëÿ ýêñïåðèìåíòà GB13 - 0.113, BT28 - 0.117, CG14 - 0.196.

Â [236] òàêæå áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò ïî çàãðÿçíåíèþ ïîðèñòîãî îá-

ðàçöà. Áûëî èñïîëüçîâàíî äâà âèäà èçìåðåíèÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè îñà-

æäåííûõ ÷àñòèö: òîìîãðàôèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ
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Ðèñ. 4.5: Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Êðèâàÿ 1 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå

äàííûå GB13, 2 � ðàñ÷åòû â ðàìêàõ ìîäåëè (4.9) ïðè Λ = 3.36 è βcolm = 850 (à); 1 � â

ðàìêàõ ìîäåëè (4.9) ïðè Λ = 0.6 è βcolm = 447, 2 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå BT28

(á).

ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî, ÷òî íîâàÿ ìîäåëü(4.8)õîðîøî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ñïåêòðîñêîïèè, â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü õîðî-

øî îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ òîìîãðàôèè (Ðèñ. 4.6).

4.1.5 Îáñóæäåíèå

Äëÿ ïîñòðîåííûõ âûøå ìîäåëåé ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå

áûëè ïðîâåäåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ è îñàæäåí-

íûõ ÷àñòèö, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé (4.9) è íîâîé

(4.8) ìîäåëåé. Ïîëó÷åíî, ÷òî â ðàìêàõ íîâîé ìîäåëè (4.8) íàáëþäàåòñÿ ïî-

âûøåíèå êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîôèëÿìè

êîíöåíòðàöèé â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé ìîäåëè) (Ðèñ. 4.7, à). Â ñèëó òîãî,

÷òî îáúåì êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëîâ â ìîäåëè (4.8) ìåíüøå, ÷åì â ìîäå-

ëè (4.9), êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííûõ ÷àñòèö Cp âîçðàñòàåò. Êàê ñëåäñòâèå,

êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö òàêæå âîçðàñòàåò, ïîòîìó ÷òî ñêîðîñòü

îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö. Â
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Ðèñ. 4.6: Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Êðèâàÿ 1 � ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â

ðàìêàõ ìîäåëè (4.8) ïðè Λ = 300, 2 � â ðàìêàõ ìîäåëè (4.9) ïðè Λ = 300.

ðàìêàõ ìîäåëè (4.8) íàáëþäàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè âçâå-

øåííûõ ÷àñòèö â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ

ïðîíèêíîâåíèÿ ñóñïåíçèè (Ðèñ. 4.7, á).

Äàííàÿ ðàáîòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïåðâûé ýòàï èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà

ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñ äâóõ äî îäíîãî. Â äàëü-

íåéøåì ïëàíèðóåòñÿ îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà êîëüìàòàöèè

îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà è, òåì ñàìûì, âîîáùå èñêëþ÷èòü ñâîáîäíûå ïàðà-

ìåòðû èç ìîäåëè.
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Ðèñ. 4.7: Ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ è îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Êðèâûå 1 è 2 �

êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ìîäåëåé (4.8) è (4.9) ñîîòâåò-

ñòâåííî, 3 è 4 � êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö â ðàìêàõ ìîäåëåé (4.8) è (4.9) ñî-

îòâåòñòâåííî (à). Ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè â ðàìêàõ ìîäåëè (4.8) è ðàçëè÷íûå ìîìåíòû

âðåìåíè (à); êðèâûå 1 è 2 � êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ ÷àñòèö ïðè t = 0.1 è 0.2 ñîîòâåò-

ñòâåííî; 3 è 4 � êîíöåíòðàöèè îñàæäåííûõ ÷àñòèö ïðè t = 0.1 è 0.2 ñîîòâåòñòâåííî.(á)

λ = 1, C0 = 0.4, φ0 = 0.4, U0 = 1.

4.2 Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ â ïðîïïàíòíîé ïà÷êå ìå-

òîäîì ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

4.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè

òå÷åíèÿ â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñâîéñòâà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ

èññëåäîâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [253, 254]. Ó÷èòûâàÿ ñîâðåìåííîå ðàç-

âèòèå òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, çàìåòèì, ÷òî îäíèì èç êëþ÷å-

âûõ óëó÷øåíèé òåõíîëîãèè ñòàëî èñïîëüçîâàíèå íåòðàäèöèîííîãî ïðîï-

ïàíòà öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ñîâìåñòíî ñ çàêà÷êîé ñóñïåíçèè ïóëüñàìè

ïîïåðåìåííî ñ ïîðöèÿìè ÷èñòîé æèäêîñòè [255]. Êàê óêàçàíî â ðàáîòàõ

[256, 257, 258, 259], ñ ìîìåíòà âíåäðåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèé ïðîïïàíò ïðî-

äåìîíñòðèðîâàë ñâîéñòâà óâåëè÷åííîé ïðîíèöàåìîñòè ïðîïïàíòíîé ïà÷êè

è ñíèæåíèå ÷àñòîòû íåøòàòíîé ðàáîòû ïî ãèäðîðàçðûâó ïëàñòà (òàê íà-

çûâàåìûå ÑÒÎÏû âñëåäñòâèå �ñêðèíàóòà� èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, íåæå-
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ëàòåëüíîãî çàïèðàíèÿ ÷àñòèö â òðåùèíå â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû). Êîãäà

öèëèíäðè÷åñêèé ïðîïïàíò èñïîëüçóåòñÿ íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè ðàáîò ïî

ãèäðîðàçðûâó, âñëåäñòâèå ñâîåé ñïåöèôè÷åñêîé ôîðìû [255] îí óâåëè÷è-

âàåò ïðèñêâàæåííóþ ïðîâîäèìîñòü òðåùèí è ïðåäîòâðàùàåò âûíîñ ÷àñòèö

èç òðåùèíû âî âðåìÿ äîáû÷è. Òàêèì îáðàçîì, äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðî-

íèöàåìîñòè ñìåøàííîé óïàêîâêè öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö

ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ îöåíêè ïðîâîäèìîñòè òðåùèíû ãèäðî-

ðàçðûâà.

Âî ìíîãèõ íåôòåãàçîâûõ ïðèëîæåíèÿõ ïëàñòîâûå æèäêîñòè äâèæóòñÿ

÷åðåç ïëîòíóþ óïàêîâêó ÷àñòèö, ïîýòîìó èìååòñÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ

ê èçó÷åíèþ òàêîãî ðîäà òå÷åíèé äëÿ âûÿñíåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ìèêðîñòðóê-

òóðîé ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ìàêðîñêîïè÷åñêèìè òðàíñïîðòíûìè ñâîé-

ñòâàìè. Ðàííèå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ áûëè îãðàíè÷åíû äåòåðìåíè-

ðîâàííûìè (óïîðÿäî÷åííûìè) óïàêîâêàìè ÷àñòèö [260]. C ðàçâèòèåì âû-

÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè, ñòàëî âîçìîæíûì ãåíåðèðîâàòü ÷èñëåííî ñëó÷àé-

íûå óïàêîâêè ÷àñòèö. Ñðåäè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî âûäåëèòü ìåòî-

äû ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñàæäåíèÿ ÷àñòèö è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Â ìåòîäå

ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñàæäåíèÿ, êàê ïîäñêàçûâàåò íàçâàíèå, ÷àñòèöû äîáàâ-

ëÿþòñÿ â óïàêîâêè ïîñëåäîâàòåëüíî, îäíà çà îäíîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêî-

òîðûì ïðàâèëîì èëè ïðîöåäóðîé. Îáû÷íî óïàêîâêà ôîðìèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ

ñ íèæíåãî óðîâíÿ, è ðàñòåò ââåðõ. Íàïðèìåð, â àëãîðèòìå Áåííåòà [262],

ñëåäóþùàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ñàìîé íèæíåé ïîçèöèè

èç âîçìîæíûõ. Â áàëëèñòè÷åñêîì àëãîðèòìå [263, 264], ÷àñòèöû ðàñïîëàãà-

þòñÿ ñëó÷àéíî íàä âåðõíèì óðîâíåì óïàêîâêè, à çàòåì ïîëó÷àþò âîçìîæ-

íîñòü îñàæäàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã

ñ äðóãîì è ñ âåðõíèì óðîâíåì äî óñòàíîâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñàæäåíèÿ ïðèâåäåíî â

[265]. Â ñåìåéñòâå ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî âñå ÷àñòèöû ââîäÿòñÿ îäíîâðåìåí-

íî â çàäàííîì îáúåìå íà ñëó÷àéíûõ ïîçèöèÿõ. Çàòåì ÷àñòèöû äâèæóòñÿ è

âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì Ìîíòå-Êàðëî
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Ðèñ. 4.8: Ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèå óïàêîâêè ÷àñòèö â ôîðìå ñôåð (a), ýëëèïñî-

äèîâ (b), è öèëèíäðîâ (c). Ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ óäëèíåííûõ ÷àñòèö ðàâíî lmax/lmin =

5. Ïîðèñòîñòü ðàâíà 0.42, 0.60, è 0.65, ñîîòâåòñòâåííî.

[268].

Çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà è îðèåíòàöèÿ ÷àñòèö çàâèñÿò îò

ìåòîäà ñîçäàíèÿ öèôðîâîé óïàêîâêè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê

ðàáîòàì [264], [266]�[269]. Ôàêòè÷åñêè, áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ áûëè ðàç-

ðàáîòàíû äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ

óïàêîâêè ÷àñòèö. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ïîêàçàë õî-

ðîøèå âîçìîæíîñòè ïî âîñïðîèçâåäåíèþ îñàäî÷íûõ ïîðîä [271]. Àäàïòàöèÿ

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñåãðåãàöèè ÷à-

ñòèö [272]. Ïðèìåðû äðóãèõ àëãîðèòìîâ ñîçäàíèÿ ñëó÷àéíûõ óïàêîâîê ÷à-

ñòèö ìîæíî íàéòè â [273]�[276]. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ îáçîð ïî ïëîòíûì

óïàêîâêàì ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö [178].

Âûâîä òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ óïàêîâîê ÷àñòèö îáû÷íî ïðîâî-

äèòñÿ ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà ìàëîì ìàñøòàáå ïîð.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ, îáû÷íî ðåøàþò-

ñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-îáúåìíûõ èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ [269,

277], ëèáî ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (LBM) [276, 278, 279,

283], ëèáî ìåòîäà ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (SPH) [282, 281, 280].

Ìåòîäû ïîðîâûõ êàíàëîâ (pore network modelling) òàêæå õîðîøî ñåáÿ çàðå-

êîìåíäîâàëè, îíè áûëè ðàíåå óñïåøíî èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà ìàêðîñêî-

202



ïè÷åñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ äëÿ ñëó÷àéíûõ óïàêîâîê ÷àñòèö [286, 287,

284]. Â [285] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íà ìàñøòàáå ïîð,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (LBM)

è ìåòîäà ïîðîâûõ êàíàëîâ, ñ ýêñïåðèìåíòàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿäåðíîãî

ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà (NMR).

Íà ïðàêòèêå ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî èëè ýêñïåðèìåíòàëüíî

äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé óïàêîâêè, èìåþò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíå-

íèÿ. Ïîýòîìó áûëè ïðèëîæåíû çàìåòíûå óñèëèÿ äëÿ âûâîäà îáùèõ ñîîòíî-

øåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè òðàíñïîðòíûìè ñâîéñòâàìè

ñðåäû ïëîòíî óïàêîâàííûõ ÷àñòèö [261]. Äëÿ ïîðèñòîé ñðåäû èçâåñòíû ýì-

ïèðè÷åñêèå ëèáî ïîëóýìïèðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîíèöàåìîñòè êàê

ôóíêöèè ïîðèñòîñòè è ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàäèóñà [260]. Îäíàêî ïðåäñêàçà-

òåëüíàÿ ñèëà ñóùåñòâóþùèõ êîððåëÿöèé îãðàíè÷åíà îïðåäåëåííûì äèà-

ïàçîíîì ïîðèñòîñòè è òèïîì ïîðèñòîé ñðåäû. Óíèâåðñàëüíûé çàêîí äëÿ

çàâèñèìîñòè ïðîíèöàåìîñòè îò ïîðèñòîñòè äëÿ ïîëèäèñïåðñíûõ óïàêîâîê

ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö áûë ïðåäëîæåí â [288] â ôîðìå: K ∼ (ϕ−ϕc)n, ñ ïîêà-
çàòåëåì ñòåïåíè n ∼ 4. Äàííîå ñîîòíîøåíèå âêëþ÷àåò êðèòè÷åñêóþ ïîðè-

ñòîñòü ϕc. Ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûìè äàííûìè. ×èñòî ñòåïåííîé çàêîí áûë ïîëó÷åí â [269] äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè äàííûõ äëÿ óïàêîâîê ñôåð, ýëëèïñîèäîâ, öèëèíäðîâ è ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ: K/R2
v = 0.117ϕ4.57 â äèàïàçîíå ïî ïîðèñòîñòè 0.4 ≤ ϕ ≤ 0.75. Â

íåäàâíèõ èññëåäîâàíèÿõ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ñëó÷àéíûå óïàêîâêè, íà-

ïðèìåð, â ðàáîòå [270] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ LBM äëÿ òå÷åíèé ïðè

ìàëûõ ÷èñëàõ Re ÷åðåç óïàêîâêó ñôåð ñ ôîðìóëîé Êîçåíè-Êàðìàíà è áûëî

ïîêàçàíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïðè çíà÷åíèè êîíñòàíòû ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè k = 4.17, õîòÿ äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ

ýêñïåðèìåíòîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷å-

íèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç ñëó÷àéíóþ ñìåøàííóþ óïàêîâêó

íåñêîëüêèõ òèïîâ ÷àñòèö (ñôåðû, ýëëèïñîèäû è öèëèíäðû). Ñòàâèòñÿ çà-
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äà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûå áóäóò ñëåäî-

âàòü èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìàñøòàáå ïîðîâûõ êàíàëîâ è áóäóò

âàëèäèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (òåñòû ïðîâîäè-

ìîñòè ïðîïïàíòíîé ïà÷êè). Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ñîçäàíèÿ öèôðîâûõ

óïàêîâîê ÷àñòèö, ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ â ýòèõ óïàêîâêàõ íà ìàñøòàáàõ ïîð â

ðåæèìàõ ìàëûõ (Äàðñè) è êîíå÷íûõ (Ôîðõãàéìåð) ÷èñåë Ðåéíîëüäñà. Ñî-

çäàíèå öèôðîâûõ óïàêîâîê ÷àñòèö áûëî ïðîâåäåíî â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ íà-

ó÷íîé ãðóïïîé ïðîô. Àäëåðà (National Centre of Scienti�c Research, France)

[292]. Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ â ïîðàõ áûëî èñïîëüçîâàíî äâà ìåòîäà: ìåòîä

ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ðàçðàáîòàííûé ïðîô. Þ. Êèì [278],

è êîíå÷íî-îáúåìíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

[293]. Èñïîëüçîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-

ìàíà ïðîøëà ñóùåñòâåííóþ îïòèìèçàöèþ ïî ñêîðîñòè ðàñ÷åòà, îäíàêî îíà

ïðèìåíèìà ëèøü äëÿ ðàñ÷åòà óðàâíåíèé Ñòîêñà (Re = 0). Ïîýòîìó äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ â èíåðöèîííîì ðåæèìå áûë äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçî-

âàí èññëåäîâàòåëüñêèé êîä íà îñíîâå êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Áûëè ïðîâåäåíû ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû äëÿ

îïèñàíèÿ ýôôåêòà ôîðìû ÷àñòèö, ðàçìåðà è ñîñòàâà ñìåñè íà ïðîíèöàå-

ìîñòü óïàêîâêè ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, â ÷àñòíîñòè, ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåí-

òîâ, ïðîâåäåííûõ À. Ìàòâååâûì â Íîâîñèáèðñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì öåíòðå

Øëþìáåðæå.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû óíèâåð-

ñàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ïóòåì ââåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî

ðàäèóñà ÷àñòèöû êàê õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû äëÿ îáåçðàçìåðèâà-

íèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîíèöàåìîñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöè-

åé â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè. Öèëèíäðè÷åñêèå ÷àñòèöû

äàþò íàèáîëüøóþ ïðîíèöàåìîñòü è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ ïðåäïî÷òè-

òåëüíûì ìàòåðèàëîì â êà÷åñòâå ïðîïïàíòà äëÿ ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà êàê

â ðåæèìå ôèëüòðàöèè Äàðñè, òàê è â èíåðöèîííîì ðåæèìå.
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Ðèñ. 4.9: Çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè óïàêîâêè îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ öèëèíäðà.

Ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêàÿ óïàêîâêà ÷àñòèö (òðåóãîëüíèêè) è óïàêîâêà ÷àñòèö,

çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ñòåíîê (êâàäðàòû) (a). Çàâèñèìîñòü ðàçìåðíîé ïðîíèöàåìîñòè óïà-

êîâêè öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ öèëèíäðà (b). Çàâèñèìîñòü

ðàçìåðíîé ïðîíèöàåìîñòè ñìåøàííîé óïàêîâêè ÷àñòèö (ñôåðû+öèëèíäðû) îò îáúåì-

íîé äîëè ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ðàäèóñ ñôåð ðàâåí ðàäèóñó öèëèíäðà ëèáî â äâà ðàçà

åãî ïðåâîñõîäèò (Rs = Rc (òðåóãîëüíèêè) è Rs = 2Rc (êâàäðàòû))(c). Ìàñøòàá ïðîíè-

öàåìîñòè íà ãðàôèêàõ 100 D.

4.2.2 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàå-

ìîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñåðèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå-

÷åíèÿ â óïàêîâêå ÷àñòèö ìåòîäîì LBM. Ðàññìîòðåíû òðè òèïà ÷àñòèö:

ñôåðû (íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå ÷àñòèö ïðîïïàíòà â ïîëÿõ

ïðè ãèäðîðàçðûâå ïëàñòà), ýëëèïñîèäû è öèëèíäðû. Ñìåøàííûå óïàêîâ-

êè òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü. Èññëåäîâàëîñü ìåäëåííîå òå÷åíèå ïðè ìàëûõ

÷èñëà Ðåéíîëüäñà, êîãäà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè îò ãðàäèåíòà

äàâëåíèÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà çàêîíîì Äàðñè,

V =
K

µ
∇p, (4.15)

ãäå µ � âÿçêîñòü æèäêîñòè, V � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, p � äàâëåíèå

æèäêîñòè, K � ïðîíèöàåìîñòü.

Óïàêîâêè ïðîïïàíòà ñîçäàâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî îñàæäåíèÿ [269]: ÷àñòèöû îñàæäàëèñü â ñîñóäå ïðÿìîóãîëüíîãî

ñå÷åíèÿ w × L, ãäå w � øèðèíà òðåùèíû (Ðèñ. 4.8). Âûñîòà H â íåñêîëü-

êî ðàç ïðåâîñõîäèò L, ïîýòîìó ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî w × L × L
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ñ íèæíåé ãðàíèöåé íà âûñîòå h îò íèæíåé ãðàíè îðèãèíàëüíîé óïàêîâ-

êè. Äëèíà óïàêîâêè L âûáðàíà ðàâíîé 6.4lmax, ãäå lmax � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîëóîñü óäëèíåííîé ÷àñòèöû. Ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ óäëèíåííûõ ÷àñòèö

lmax/lmin = 5. Îáñóæäåíèå îïòèìàëüíîé äëèíû äëÿ óïàêîâêè L áûëî ïðåä-

ñòàâëåíî â [269]. Óïàêîâêè áûëè ïîñòðîåíû â íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå, à

çàòåì äèñêðåòèçèðîâàíû (ðàçáèòû) íà ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè. Òàêèì îáðà-

çîì, äèñêðåòèçèðîâàííûé îáðàçåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èç 0 è 1, ãäå 0 ñîîòâåòñòâóåò òâåðäîìó âåùåñòâó è 1 � ïîðèñòîìó ïðîñòðàí-

ñòâó.

Îáðàçöû ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, â òî

âðåìÿ êàê â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè îíè ëèáî ïåðèîäè÷åñêèå, ëèáî îãðàíè-

÷åíû ñòåíêàìè (÷àñòèöû íå îáðåçàþòñÿ ñòåíêàìè). Â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè óïàêîâêè íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è äîñòðàèâàþòñÿ ñïåöèàëü-

íûì îáðàçîì (4 äîïîëíèòåëüíûõ ñëîÿ ÷àñòèö äîáàâëåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,

îïèñàííîãî â [294]). Îáðàçåö óïàêîâêè, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ñòåíêàìè, ãäå

1.6 ≤ w/lmax ≤ 6.4, ñîîòâåòñòâóåò óïàêîâêå ïðîïïàíòà â îòíîñèòåëüíî óç-

êîé òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà (0.5-3 ìì), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòàì ïî ÃÐÏ

â ñëàíöåâûõ ôîðìàöèÿõ ïðè áîëüøèõ ðàñõîäàõ çàêà÷èâàåìîé æèäêîñòè,

êîãäà ôîðìèðóåòñÿ ïðîòÿæåííàÿ ñåòü óçêèõ òðåùèí. Â [308] áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî âëèÿíèå ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ íà ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïðåíåáðåæèìî

ìàëî, êîãäà îòíîøåíèå øèðèíû óïàêîâêè ê äèàìåòðó ÷àñòèöû áîëüøå 10.

Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå âëèÿíèÿ ñòåíêè íà ïðîíèöàåìîñòü îáðàçöîâ óïà-

êîâîê ñî ñòåíêàìè âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Âî âòîðîì ñëó÷àå

(w/lmax ≫ 1) óïàêîâêà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîé íà íåêî-

òîðîì ìàñøòàáå äëèíû L, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîìåæóòî÷-

íûì ìåæäó ðàçìåðîì ÷àñòèö è øèðèíîé òðåùèíû lmax ≪ L ≪ w. Ýòîò

ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèîííîìó ÃÐÏ (íàïðèìåð, â ïåñ÷àíèêàõ), ãäå

òðåùèíû ÃÐÏ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî øèðîêèìè (1-3 ñì), ÷òî óäîâëåòâî-

ðÿåò ïðèáëèæåíèþ w/lmax ≫ 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îä-
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íîôàçíûõ òå÷åíèé â ïîðèñòîé ñðåäå [278] áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåí-

íûõ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷åíû òåíçîðû ïðîíèöàåìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ óïàêî-

âîê ïðîïïàíòà. Ìåòîä ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà � ýòî ÷èñëåííûé

àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ëèíåàðèçîâàí-

íûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ äëÿ ôèêòèâíîé ñðåäû ÷àñòèö íà ðåøåòêå (îòñþäà �ðåøåòî÷íîå�) íà

íåêîòîðîì ìåçî-ìàñøòàáå (ïðîìåæóòî÷íîì ìåæäó êîíòèíóàëüíûì è ñâî-

áîäíîìîëåêóëÿðíûì). Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû íà ìàêðîìàñøòàáå

çàòåì âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòîò ìåòîä ïî ñâîåé ñóòè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êîíòèíóàëüíûõ ìå-

òîäîâ, îñíîâàííûõ íà äèñêðåòèçàöèè è ïîñëåäóþùåì ðåøåíèè óðàâíåíèé

Íàâüå-Ñòîêñà. Òàêèì îáðàçîì, áàçîâàÿ èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè

óïðîùåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ó÷åòà ñóùåñòâåííûõ ôèçè÷åñêèõ

ýôôåêòîâ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàê ÷òîáû îñðåäíåííûå ïîëåâûå

ïåðåìåííûå íà ìàêðîìàñøòàáå óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà

(Ñòîêñà).

Êëàññè÷åñêîå ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà áûëî âûâåäåíî ýìïèðè-

÷åñêè [295, 296]. Áàçîâàÿ èäåÿ ìåòîäà çàèìñòâîâàíà èç òåîðèè êëåòî÷íûõ

àâòîìàòîâ. Ýòà èäåÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ôèçè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî çàïîëíåíî ðåãóëÿðíîé ðåøåòêîé, íàñåëåííîé äèñêðåòíûìè ôèê-

òèâíûìè ÷àñòèöàìè. Ýòè ÷àñòèöû íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî íè ñ ìîëåêó-

ëàìè æèäêîñòè, íè ñ æèäêèìè ÷àñòèöàìè. Ìàñøòàá äëèíû, íà êîòîðîì

ðàññìàòðèâàþòñÿ ïñåâäî÷àñòèöû, ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó äëèíîé

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë è ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìàñøòàáîì, íà êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà ñïëîøíîñòè. ×àñòèöû ïåðåìåùàþòñÿ ñ îäíîãî óçëà

ðåøåòêè íà äðóãîé ñ äèñêðåòíûìè ñêîðîñòÿìè è ñîóäàðÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì

â óçëàõ ðåøåòêè. Ãåîìåòðèÿ ðåøåòêè (íàáîð âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ñêî-

ðîñòåé ÷àñòèö) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì ñèììåò-

ðèè, êîòîðûå äèêòóþòñÿ óñëîâèÿìè èíâàðèàíòíîñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé

ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ íà ìàêðîìàñøòàáå. Äâèæåíèå è ñòîëêíîâåíèÿ
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ôèêòèâíûõ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç äèñêðåòèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-

íà, â êîòîðîì èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèÿ ëèíåàðèçîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñ àï-

ïðîêñèìàöèåé Áõàòíàãàðà-Ãðîññà-Êðóêà. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû

çàòåì âîññòàíàâëèâàþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Äàëüíåéøèå äåòàëè ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà ìîæíî íàéòè â [278, 295, 296].

Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå

âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ÷åðåç ïëîòíóþ óïàêîâêó ÷à-

ñòèö. Êàñàòåëüíî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ

óïàêîâîê çàäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âñåõ ãðàíèöàõ îá-

ðàçöà, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå óïàêîâêè ìåæäó ñòåíîê çàäàþòñÿ óñëîâèÿ

ïðèëèïàíèÿ íà íåïðîíèöàåìûõ ñòåíêàõ. Âàðèàíò ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà, èñïîëüçîâàííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èìååò âòîðîé ïîðÿäîê

òî÷íîñòè, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðîâàíû ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷-

íîñòè, ïîýòîìó ÷èñëåííàÿ ñõåìà â öåëîì èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê. Ñåðèÿ ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëà ïðîâåäåíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåíçîðîâ ïðîíèöàåìîñòè

ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ óïàêîâîê ïðîïïàíòà. Ìû ðàññìàòðèâàëè îòäåëüíî

ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîé óïàêîâêè è ñëó÷àé óïàêîâêè ÷à-

ñòèö, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó äâóìÿ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (Òàá. 4.2.2�4.2.2) äåìîíñòðèðóþò, ÷òî

óïàêîâêà öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö äàåò íàèáîëüøóþ ïîðèñòîñòü è ïðîíè-

öàåìîñòü. Âñå òåíçîðû ïðîíèöàåìîñòè, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ, ÿâëÿþòñÿ

èçîòðîïíûìè, òàê ÷òî çíà÷åíèå ñêàëÿðíîé ïðîíèöàåìîñòè îáðàçöà áûëî

ïîëó÷åíî êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îò òðåõ çíà÷åíèé íà ãëàâíîé äèàãî-

íàëè òåíçîðà. Íèæå ïðåäñòàâëåíû òåíçîðû ïðîíèöàåìîñòè äëÿ óïàêîâîê

ñôåð, ýëëèïñîèäîâ è öèëèíäðîâ ñ ñîîòíîøåíèåì ðàçìåðîâ, ðàâíûì 5.

Èññëåäîâàíèå ýôôåêòà âëèÿíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ ÷àñòèö ïîêàçà-

ëî, ÷òî ïîðèñòîñòü è ïðîíèöàåìîñòü óïàêîâêè óâåëè÷èâàþòñÿ ìîíîòîííî ñ

óâåëè÷åíèåì ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ (ñì. Ðèñ. 4.9). Â ñëó÷àå, êîãäà óïàêîâ-
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1.89 0.01 -0.15

0.01 1.77 0.10

-0.15 0.10 1.83

Òàáëèöà 4.1: Òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè K/100D äëÿ óïàêîâêè ñôåð (ϕ = 0.4157).

21.52 -0.82 0.41

-0.82 22.05 0.23

0.40 0.22 18.90

Òàáëèöà 4.2: Òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè K/100D äëÿ óïàêîâêè ýëëèïñîèäîâ (ϕ = 0.60).

êà ðàçìåùàåòñÿ ìåæäó íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè, ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò

ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ íà ïðîíèöàåìîñòü, êîãäà îòíî-

øåíèå øèðèíû òðåùèíû ê ìàêñèìàëüíîé äëèíå ÷àñòèö ìåíüøå 3.2. Âëè-

ÿíèå ñòåíêè ïðîÿâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè ïðîíèöàåìîñòè óïà-

êîâêè â öåëîì. Ñëó÷àé ñìåøàííîé óïàêîâêè áûë òàêæå ðàññìîòðåí. Áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ïðîíèöàåìîñòü óïàêîâêè, ñîñòîÿùåé èç ñôåð è öèëèíäðîâ,

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìíîé äîëè öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Îä-

íàêî, ïðè ôèêñèðîâàííîé îáúåìíîé äîëå ñôåð ïðîíèöàåìîñòü áóäåò âûøå,

÷åì â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ðàäèóñîâ, êîãäà ðàäèóñ ñôåð â äâà ðàçà áîëüøå

ðàäèóñà öèëèíäðà (Ðèñ. 4.9).

Âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ

óïàêîâîê ïðåäñòàâëåíû â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ êàê ôóíêöèÿ ïîðèñòî-

ñòè íà Ðèñ. 4.10. Ïðîíèöàåìîñòü îòíåñåíà ê êâàäðàòó ðàäèóñà ýêâèâàëåíò-

íîé ñôåðû Rv, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñôåðà ñ îáúåìîì, ðàâíûì îáúåìó

÷àñòèöû. Ýòà çàâèñèìîñòü õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå

(êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè, èëè ìåðà îïðåäåëåííîñòè, åñòü R2 = 0.97):

41.09 -0.54 -0.07

-0.53 42.34 0.41

-0.05 0.41 43.52

Òàáëèöà 4.3: Òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè K/100D äëÿ óïàêîâêè öèëèíäðîâ (ϕ = 0.65).
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Ðèñ. 4.10: Ñðàâíåíèå ñòåïåííîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ çàâèñèìîñòè ïðîíèöàåìîñòè îò ïî-

ðèñòîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ óïàêîâîê ñ ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè äëÿ

ðåàëüíûõ ïðîïïàíòîâ â ëîãàðèôìè÷åñêîì (a) è îáû÷íîì (b) ìàñøòàáàõ. Òðåóãîëüíèêè

� ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà,

êðàñíûå êâàäðàòû � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñòåïåííàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ (4.16).

K/R2
v = 0.204ϕ4.58 (4.16)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûâåäåíî â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïîðèñòîñòè

0.3 ≤ ϕ ≤ 0.7; óïàêîâêè ÷àñòèö ìåæäó íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè íå áûëè

âêëþ÷åíû â ýòîò çàêîí. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ

Rv � ýòî ñîáñòâåííî ðàäèóñ ñôåðû. Äëÿ ýëëèïñîèäîâ ýêâèâàëåíòíûé ðàäè-

óñ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Rv = l
2/3
minl

1/3
max. Äëÿ öèëèíäðîâ ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ

îïðåäåëÿåòñÿ êàê Rv = (3/2)1/3l
2/3
minl

1/3
max. Â ñëó÷àå, êîãäà óïàêîâêà ÷àñòèö

ôîðìèðóåòñÿ èç ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö, îáúåì ýêâèâàëåíòíîé ñôåðû ñ÷èòàåòñÿ

ðàâíûì ñóììå îáúåìîâ ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñ âåñàìè â âèäå èõ îáúåì-

íûõ äîëåé â ñìåñè. Äëÿ ñìåñè ñôåð ñ öèëèíäðàìè ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

4

3
πR3

v = (1− fs)2aπR
2
c + fs

4

3
πR3

s (4.17)

Çäåñü, a ýòî ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ öèëèíäðà, Rs � ðàäèóñ ñôåðû è Rc �

ðàäèóñ öèëèíäðà. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óïàêîâêà ôîðìèðóåòñÿ èç íåñêîëü-
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êèõ òèïîâ ÷àñòèö, ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå:

Rv =

(
n∑

i=1

R3
vici

)1/3

, (4.18)

ãäå n � ÷èñëî òèïîâ ïðîïïàíòà, Rvi � ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ i-ãî òèïà

ïðîïïàíòà è ci � îáúåìíàÿ äîëÿ i-ãî òèïà ïðîïïàíòà. Çàìåòèì, ÷òî îáåç-

ðàçìåðåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñìåøàííûõ óïàêîâîê è îáðàçöîâ, ñæàòûõ ïîä

äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, òàêæå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ äàí-

íûì ñòåïåííûì çàêîíîì (4.16) (Ðèñ. 4.10). Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ñòå-

ïåííîé çàâèñèìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîíèöàåìîñòü êàê ôóíêöèþ ñäàâ-

ëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè óïàêîâêè

îò ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé èçâåñòíà. Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñòå-

ïåííîé çàâèñèìîñòè (4.16) ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ëà-

áîðàòîðèè äëÿ ðåàëüíûõ ïðîïïàíòîâ [298]�[301] äëÿ ðàçëè÷íûõ óïàêîâîê

ïðîïïàíòà (ñì. Ðèñ. 4.10). Ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðàì: 12/18, 16/20, 16/30,

è 20/40. Çäåñü ïåðâîå è ïîñëåäíåå ÷èñëî â ñïåöèôèêàöèè îçíà÷àþò äèàïà-

çîí ïðîñåèâàíèÿ â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ñèòà íà êâàäðàòíûé äþéì.

Äèàïàçîí ïî ïîðèñòîñòè îò 0.35 äî 0.45. Äëÿ êàæäîãî òèïà ïðîïïàíòà ìû

èñïîëüçîâàëè ÷åòûðå çíà÷åíèÿ ïðîíèöàåìîñòè è ïîðèñòîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ çíà÷åíèÿì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé 2, 4, 6, è 8 Kpsi, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà, èìååòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå ìåæäó ñòåïåííîé

àïïðîêñèìàöèåé è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Íèæå áóäåò ïðîâåäåíî êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ñòåïåííîé çàâèñèìî-

ñòè (4.16) ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ è èçâåñòíûìè ëàáîðàòîðíûìè äàí-

íûìè ïî ðåàëüíûì ïðîïïàíòàì. Òàêæå ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòà-

òàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðûå ïîëó÷èë È. Êóäèíîâ.
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4.2.3 Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì è îáñóæäåíèå

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòà-

ìè ïî èçìåðåíèþ ïðîíèöàåìîñòè óïàêîâîê ÷àñòèö. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâî-

äèëèñü À. Ìàòâååâûì â Íîâîñèáèðñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì öåíòðå êîìïàíèè

Øëþìáåðæå. Ýêñïåðèìåíòû ïî ïðîêà÷êå æèäêîñòè ïðîâîäèëèñü â òàê íà-

çûâàåìîé ÿ÷åéêå äëÿ èçìåðåíèÿ ïðîâîäèìîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïðåññà

ñ àâòîìàòèçèðîâàííûì ãèäðàâëè÷åñêèì ïðèâîäîì è ñòàëüíîé ÿ÷åéêè (ñî-

îòâåòñòâóþùåé ñòàíäàðòó API) ñ ïðÿìîóãîëüíûì ñå÷åíèåì 6.45× 10−2 m2

(10 in2).

Áûëî ïîëó÷åíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðîíèöàåìîñòü óìåíüøàåòñÿ áûñòðî

êàê ôóíêöèÿ ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé âûøå çíà÷åíèé 34.5 MPa (5000

psi). Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òàêîé çàâèñèìîñòè � ýòî ðàçðóøåíèå ÷àñòèö ïðî-

ïïàíòà ïîä äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè-

÷åíèþ èçâèëèñòîñòè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà (tortuosity). Èçìåðåíèÿ ïîðè-

ñòîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîðèñòîñòè, çàìåðåííîé âî âðåìÿ ýêñïå-

ðèìåíòà ïî ïðîêà÷êå æèäêîñòè â ÿ÷åéêå äëÿ èçìåðåíèÿ ïðîâîäèìîñòè, è

ïîðèñòîñòü, èçìåðåííàÿ íåçàâèñèìî íà ñóõîì îáðàçöå ïîä äåéñòâèåì ñäàâ-

ëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, îòëè÷àþòñÿ ïðèìåðíî íà 16% ïðè ñäàâëèâàþùèõ

íàïðÿæåíèÿõ 6.9 MPa (1000 psi). Ðàçëè÷èå ïðåäîïðåäåëåíî óñëîâèÿìè èç-

ìåðåíèé (âîäîíàñûùåííûé îáðàçåö ïðîòèâ ñóõîãî îáðàçöà) è ïîãðåøíî-

ñòÿìè ýêñïåðèìåíòà. Âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþ ïðîâîäèìîñòè

óïàêîâêà ïðîïïàíòà ïîëíîñòüþ ñìî÷åíà âîäîé, ÷òî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà

ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ïðîïïàíòà ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé. Â ñìî÷åííîì

îáðàçöå ïðîïïàíò ðàçðóøàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ñóõîì. Ýôôåêò âäàâëèâàíèÿ

÷àñòèö òàêæå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî îøèáêà â èçìåðåíèè

ïîðèñòîñòè óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé.

Âûøå áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ òå÷åíèÿ â ðåæèìå Äàðñè

÷åðåç ïëîòíûå óïàêîâêè íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, êàê
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Ðèñ. 4.11: Áåçðàçìåðíàÿ ïðîíèöàåìîñòü êàê ôóíêöèÿ ïîðèñòîñòè â ëîãàðèôìè÷åñêîì

(a) è îáû÷íîì (b) ìàñøòàáàõ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 1: ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ K/R2
v =

0.204ϕ4.58 (4.16), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 2: ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ K/R2
v = 0.117ϕ4.57 [269],

ïðåðûâèñòàÿ ëèíèÿ 3 � ôîðìóëà Êîçåíè-Êàðìàíà ïðè CCK = 4.17 [270]. ×åðíûå òðå-

óãîëüíèêè � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ â ðåæèìå ôèëüòðàöèè Äàðñè ìåòîäîì ðå-

øåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ñâåòëî-ãîëóáûå êâàäðàòû � êîíå÷íî-îáúåìíûé ìåòîä

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â èíåðöèîííîì ðåæèìå, çåëåíûå êðóæêè � ëàáîðà-

òîðíûå òåñòû, êðàñíûå êâàäðàòèêè � ëàáîðàòîðíûå äàííûå ïî ðåàëüíûì ïðîïïàíòàì,

ïóðïóðíûå êðóæêè � óïàêîâêà öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ

íàïðÿæåíèé, ñìîäåëèðîâàííàÿ ïî ëèíåéíîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö è ìîäåëè

Õåðöà-Ìèíäëèíà (ïîñëåäíèé äàåò ì�åíüøóþ ïðîíèöàåìîñòü).

óêàçàíî, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñòåïåííûì ñîîòíîøåíèåì (4.16). Íè-

æå áóäåò ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòîé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñ ðåçóëüòàòàì

ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïðîøëè îáåçðàçìåðèâàíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(4.17) äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà ÷àñòèöû. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ è ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëîé ïðåäñòàâëåíî íà

Ðèñ. 4.11. Ðèñóíîê 4.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå

ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ñòåïåííîé àïïðîêñèìàöèåé ÷èñ-

ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ (4.16).

Íà Ðèñ. 4.11 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èçìåðåíè-

ÿìè (À. Ìàòâååâ, SNTC) è ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè òå÷åíèÿ â èíåðöèîííîì

ðåæèìå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà (È. Êóäèíîâ, SMR). Ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûå è ÷èñëåííûå òî÷êè íåñêîëüêî ðàçíåñåíû ïî äèàïàçîíó ïî-
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ðèñòîñòè, êîòîðàÿ âàðüèðóåòñÿ îò 0.2 äî 0.47 äëÿ ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ è

ïðåâûøàåò çíà÷åíèå 0.37 äëÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî äàåò íåáîëüøîé

èíòåðâàë ïåðåêðûòèÿ. Âàæíî óïîìÿíóòü, ÷òî ïîðèñòîñòü öèôðîâûõ îáðàç-

öîâ ïëîòíûõ óïàêîâîê ÷àñòèö áîëüøå, ÷åì ïîðèñòîñòü ðåàëüíûõ óïàêîâîê,

èñïîëüçîâàííûõ â ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ íå ìîäåëèðîâà-

ëèñü ïðîöåññû ñæàòèÿ îáðàçöà ïîä äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé

è ïîñëåäóþùåå ðàçðóøåíèå ÷àñòèö, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ïàäåíèåì ïîðèñòî-

ñòè.

Ðèñóíîê 4.11, a ïîêàçûâàåò îïðåäåëåííûé ðàçáðîñ çíà÷åíèé ëàáîðàòîð-

íûõ äàííûõ äëÿ ïðîíèöàåìîñòè óïàêîâîê öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö äàæå

ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïîðèñòîñòè (çåëåíûå êðóæêè). Ýòîò ýôôåêò íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íîâûì è îáñóæäàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [308], ãäå áûë îòíåñåí

ê ðàçëè÷íûì îðèåíòàöèÿì öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àé-

íûõ ðåàëèçàöèÿõ óïàêîâêè. Öèëèíäðû è äðóãèå óäëèíåííûå ÷àñòèöû ìî-

ãóò îðèåíòèðîâàòüñÿ ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîé îñè

òå÷åíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ïðè îäè-

íàêîâîé ïîðèñòîñòè. Ñôåðû ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïîâî-

ðîòà âîêðóã ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, ïîýòîìó ñòðóêòóðà

óïàêîâêè ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿ ïðè èõ âðàùåíèè. Ýòî óòâåð-

æäåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè ïî ïðîíèöàåìîñòè ñôå-

ðè÷åñêîãî ïðîïïàíòà íà Ðèñ. 4.11, a (and b) � òî÷êè ðàñïîëîæåíû ãîðàçäî

áëèæå äðóã ê äðóãó ñ ìåíüøèì ðàçáðîñîì. Ïî-âèäèìîìó, â ñëó÷àå íåñôåðè-

÷åñêèõ óäëèíåííûõ ÷àñòèö òðåáóåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåò-

ðà, êîòîðûé áû õàðàêòåðèçîâàë ìèêðîñòðóêòóðó ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà

âíóòðè ïëîòíîé óïàêîâêè. Òàêèì ïàðàìåòðîì ìîæåò áûòü èçâèëèñòîñòü

(tortuosity), ñâÿçíîñòü, äèíàìè÷åñêàÿ ñìî÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü èëè ñèëà ñî-

ïðîòèâëåíèÿ ôîðìû. Ýòè âåëè÷èíû äîâîëüíî òðóäíî ôîðìàëüíî îïðåäå-

ëèòü è çàòåì èçìåðèòü â ëàáîðàòîðèè, îäíàêî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êîí-

öåïöèÿ öèôðîâîãî êåðíà ñî âðåìåíåì ïîçâîëèò ïðåäëîæèòü ïîäõîäÿùèé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî áûëî áû íàõîäèòü ïóòåì
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àíàëèçà öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé ðåàëüíûõ óïàêîâîê ÷àñòèö, ïîëó÷åííûõ

ïóòåì ðåíòãåíîâñêîé ìèêðîòîìîãðàôèè [309].

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà Ðèñ. 4.11 òàêæå ïîêàçàíû èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå

êîððåëÿöèè äëÿ ïðîíèöàåìîñòè êàê ôóíêöèè ïîðèñòîñòè: ñòåïåííàÿ çàâè-

ñèìîñòü K/R2
v = 0.117ϕ4.57 [269] è ôîðìóëà Êîçåíè-Êàðìàíà (4.19) [310]

ñ êîíñòàíòîé CCK = 4.17 (çíà÷åíèå ïîëó÷åíî â ðàáîòå[270] ïóòåì àïïðîê-

ñèìàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà (LBM) äëÿ òå÷åíèÿ ÷åðåç ìîíîäèñïåðñíóþ óïàêîâêó ñôåðè÷å-

ñêèõ ÷àñòèö). Ýòè ôîðìóëû îòêëîíÿþòñÿ îò ôîðìóëû (4.16), òàê êàê âñå

îíè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ óïàêîâîê ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, è â îñîáåííîñòè

ôîðìóëà Êîçåíè-Êàðìàíà (4.19) [269] èñïîëüçóåò âûðàæåíèå äëÿ óäåëüíîé

ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S = 3/Rv, ïðèìåíèìîå äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö.

K/R2
v =

1

9CCK

ϕ3

(1− ϕ)2
(4.19)

Ðèñóíîê 4.11 èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ôîðìóëà (4.16) äàåò î÷åíü

õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ (R2 = 0.97,

MRE=10%, and NRMSD=0.2%) è óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå ñ ëàáî-

ðàòîðíûìè äàííûìè: äëÿ ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ ïî ðåàëüíûì ïðîïïàíòàì,

MRE=18% è NRMSD=24%, è äëÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â äàííîé ðàáîòå âûøå, MRE=31% è NRMSD=37%. Äëÿ ñðàâíå-

íèÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû K/R2
v = 0.117ϕ4.57 [269] òàêîâû: äëÿ

ëàá. äàííûõ MRE=49% è NRMSD=57%, è äëÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå âûøå, MRE=49% è NRMSD=60%. Ôîð-

ìóëà Êîçåíè-Êàðìàíà ñ êîíñòàíòîé CCK = 4.17 [270] äàåò: äëÿ ëàá. äàí-

íûõ MRE=36% è NRMSD=46%, è äëÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå âûøå½ MRE=36% è NRMSD=44%. Ñðåäíÿÿ

îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà (mean relative error, MRE) è íîðìèðîâàííîå ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (normalized root-mean-square deviation, NRMSD)

îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè:
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MRE =
1

n

i=n∑
i=1

|yi − ŷi|
|ŷi|

, NRMSD =
1
¯̂y

√√√√1

n

i=n∑
i=1

(yi − ŷi)2,

ãäå ŷi è yi � ìîäåëü è äàííûå äëÿ ïðîíèöàåìîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, è ŷ �

àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå.

4.3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 4

1. Ïîñòðîåíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå

ñ ó÷åòîì îñàæäåíèÿ è ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö. Ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè â

ëèòåðàòóðå ìîäåëÿìè, ó÷òåíû ýôôåêòû êîíå÷íîé ïîðèñòîñòè è ïðîíèöà-

åìîñòè óïàêîâêè îñàæäåííûõ ÷àñòèö. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé ïîðèñòîñòè

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî ðàñïðåäåëåíèé êîíöåíòðàöèè

îñàæäåííûõ è âçâåøåííûõ ÷àñòèö ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ïîêàçàíà

ñåòî÷íàÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó. Ïðîâåäåíî

ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ

ìîäåëåé, ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî çàêà÷êå ñóñïåí-

çèè â ïîðèñòóþ ñðåäó. Íîâàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè âñåãî ñ îäíèì ñâîáîäíûì

ïàðàìåòðîì õîðîøî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âáëèçè âõîäíîé

ãðàíèöû ïîðèñòîãî îáðàçöà, â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâóþùàÿ ìîäåëü äàåò

õîðîøåå ñîâïàäåíèå òîëüêî ïðè íàëè÷èè äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [16, 26].

2. Òðåõìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé

æèäêîñòè ÷åðåç ñìåøàííûå ïëîòíûå óïàêîâêè ñôåðè÷åñêèõ è óäëèíåííûõ

÷àñòèö èññëåäîâàíî ÷èñëåííî, è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïå-

ðèìåíòàìè. Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ âàðèàíò ìåòîäà ðåøå-

òî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ñòîêñà â áåçûíåðöè-

îííîì ðåæèìå òå÷åíèÿ (ôèëüòðàöèÿ Äàðñè). Ýòîò ìåòîä è ðåçóëüòàòû áûëè

êðîññ-âåðèôèöèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàí-

òà êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â èíåðöè-
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îííîì ðåæèìå. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ, à èìåííî ïðîíèöà-

åìîñòü, ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàíû äëÿ óïàêîâîê ÷àñòèö ðàçëè÷íîé ôîð-

ìû, äëÿ ñìåñåé ÷àñòèö ïðè ðàçëè÷íûõ îáúåìíûõ äîëÿõ êîìïîíåíò è äëÿ

ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé ðàçìåðîâ óäëèíåííûõ ÷àñòèö. ×èñëåííûå ðàñ÷å-

òû ïðîâåäåíû äëÿ íåñòåñíåííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ óïàêîâîê

÷àñòèö, à òàêæå âûïîëíåíû äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû äëÿ óïàêîâîê ÷àñòèö

ìåæäó ñòåíêàìè è ïîä äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé. Ñðàâíåíèå

ñ ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñäàâ-

ëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé (îò 1000 psi äî 7000 psi), ïîêàçàëî, ÷òî óïàêîâêà

öèëèíäðè÷åñêèõ ÷àñòèö äàåò íàèáîëüøóþ ïðîíèöàåìîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ

÷èñòûìè óïàêîâêàìè ñôåðè÷åñêèõ èëè ýëëèïòè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðîíèöàåìîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-

ïåðèîäè÷åñêèõ ñìåøàííûõ óïàêîâîê ÷àñòèö, îòíåñåííàÿ ê êâàäðàòó ýê-

âèâàëåíòíîãî ðàäèóñà ÷àñòèö, àïïðîêñèìèðîâàíà ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ

K/R2
v = 0.204ϕ4.58 â äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïîðèñòîñòè 0.3 ≤ ϕ ≤ 0.7. Ïîêà-

çàíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íàõîäèòñÿ â õîðîøåì êà÷åñòâåííîì è êîëè÷å-

ñòâåííîì ñîãëàñèè ñ ëàáîðàòîðíûìè èçìåðåíèÿìè äëÿ ñìåøàííûõ óïàêî-

âîê è ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè (äîñòóïíûìè â äèàïà-

çîíå 0.3 ≤ ϕ ≤ 0.5). Ñ ïîìîùüþ êîëè÷åñòâåííîé ìåðû ñðàâíåíèÿ (ñðåäíÿÿ

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü è íîðìèðîâàííîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-

íåíèå) ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìóëà äàåò ëó÷-

øåå ñîîòâåòñòâèå ñ ëàáîðàòîðíûìè äàííûìè, ÷åì èçâåñòíûå êîððåëÿöèè,

íàïðèìåð - ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ K/R2
v = 0.117ϕ4.57 [269] è ôîðìóëà

Êîçåíè-Êàðìàíà ñ êîíñòàíòîé CCK = 4.17 [270].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííàÿ ìî-

äåëü öèôðîâûõ óïàêîâîê ïðîïïàíòà íå ó÷èòûâàåò ðàçðóøåíèå ÷àñòèö ïîä

äåéñòâèåì ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, ïîãðåøíîñòü çà ñ÷åò äàííîãî ïðåä-

ïîëîæåíèÿ íåâåëèêà. Ïîòåíöèàëüíî, ïîëó÷åííûå áåçðàçìåðíûå ôîðìóëû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè ïðîâîäèìîñòè òðåùèíû ãèäðîðàçðû-

âà ïëàñòà, ãäå â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíûé
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ðàäèóñ ÷àñòèö è ïîðèñòîñòü ïëîòíîé óïàêîâêè ÷àñòèö (äàííûå ïàðàìåòðû

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïðè ñäàâëèâàþùèõ íàïðÿ-

æåíèÿõ, áëèçêèõ ê ïîëåâûì óñëîâèÿì). Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî öåëüþ

íàñòîÿùåãî ðàçäåëà áûëî íå óòî÷íèòü êîððåëÿöèè ïðîíèöàåìîñòè è ïîðè-

ñòîñòè â òðàäèöèîííîì äèàïàçîíå ïîðèñòîñòè, à ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ â

áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå, âêëþ÷àÿ óäëèíåííûå öèëèíäðè÷åñêèå ÷àñòèöû,

êîòîðûå ôîðìèðóþò óïàêîâêè ñ ïîðèñòîñòüþ äî ϕ = 0.7. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî áîëåå óíèâåðñàëüíûå àïïðîêñèìàöèè â áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå

ïî ïîðèñòîñòè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íûìè â áîëåå óçêîì

òðàäèöèîííîì äèàïàçîíå ïîðèñòîñòè äëÿ ñòàíäàðòíûõ îêîëîñôåðè÷åñêèõ

÷àñòèö ïðîïïàíòà.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [20, 23].
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Ãëàâà 5

Íåñòàöèîíàðíûå ãàçîæèäêîñòíûå

òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå ïîñëå

ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà

Èíòåðåñ ê ìîäåëèðîâàíèþ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â òðóáàõ îáóñëîâëåí èí-

äóñòðèàëüíûìè ïðèëîæåíèÿìè, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìîñòüþ êîíòðîëèðî-

âàòü ñèñòåìû îõëàæäåíèÿ ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, à òàêæå òðàíñïîðòèðîâêó

æèäêîñòåé è ãàçîâ â íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèíàõ è òðóáîïðîâîäàõ. Â

íåôòåãàçîâîé èíäóñòðèè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà òàê íàçûâà-

åìàÿ ìîäåëü äðåéôà. Â èçîòåðìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìîäåëü îñíîâàíà íà

óïðîùåííîì îïèñàíèè ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ â ðàìêàõ îäíîãî óðàâíåíèÿ

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè â öåëîì, çàïèñàííîãî â òåðìèíàõ ñðåä-

íåîáúåìíîé ñêîðîñòè ñìåñè, çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ôàç, à òàêæå

àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñêîðîñòè ôàç è ñêîðîñòü ñìå-

ñè ÷åðåç ñêîðîñòè äðåéôà ôàç. Ìîäåëü äðåéôà äëÿ òå÷åíèÿ â òðóáîïðîâî-

äå áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ëèòåðàòóðå â 1960õ ãîäàõ [312, 313]. Îä-

íîìåðíûå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà äëÿ òå÷åíèé

â äëèííûõ òðóáàõ, øèðîêî âíåäðåíû â êîììåð÷åñêèå ñèìóëÿòîðû ìíî-

ãîôàçíûõ òå÷åíèé äëÿ íåôòåãàçîâûõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, PIPESIM,

ECLIPSE (Schlumberger) è äð. Âàðèàíòû ìîäåëè äðåéôà òàêæå èñïîëü-

çóþòñÿ ïðè îïèñàíèè òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè èç îñàæäàþùèõñÿ ÷àñòèö, ãäå ñêî-
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ðîñòü ÷àñòèö ñâÿçàíà ñî ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòüþ ñóñïåíçèè ÷åðåç àëãåá-

ðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ñ ó÷åòîì ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ. Íàïðèìåð, â [314]

ìîäåëü äðåéôà áûëà ïîñòðîåíà äëÿ äâóìåðíîé ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè

ñóñïåíçèè â ñîñóäå ñ íàêëîííûìè ñòåíêàìè. Â [5] è [12] àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ìîäåëü òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà áûëà âûâåäåíà èç ïîë-

íûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, çàïèñàííûõ â ðàìêàõ ìíîãîæèäêîñòíîãî ïîäõîäà.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëÿþùåì èíòåðåñ äëÿ

íåôòåñåðâèñíûõ ïðèëîæåíèé, ìîäåëü äðåéôà ïðèìåíèìà äëÿ òå÷åíèÿ îñà-

æäàþùåéñÿ ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà.

Â òî æå âðåìÿ, ñ êîíöà 1960õ ãîäîâ íà÷àëàñü ðàçðàáîòêà òàê íàçûâà-

åìîé ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè [315] äëÿ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â òðóáàõ

è ñêâàæèíàõ, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà â ðàìêàõ ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà,

ãäå ñîâìåñòíîå òå÷åíèå ôàç îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

ìàññû è èìïóëüñà äëÿ êàæäîé ôàçû [316, 317]. Ìîäåëè íà îñíîâå ìíîãî-

æèäêîñòíîãî ïîäõîäà âíåäðåíû â êîììåð÷åñêèå ñèìóëÿòîðû, íàïðèìåð, â

OLGA (SPT Group, Schlumberger), LedaFlow (Kongsberg) è MAST (TEA

Sistemi).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó ïîëíîé ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëüþ è óïðîùåííîé

ìîäåëüþ äðåéôà, à òàêæå î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè ïîñëåäíåé. Ïðîáëåìà

â òàêîé ïîñòàíîâêå ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü â ëèòåðàòóðå.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèé âûâîä ìîäåëè äðåéôà èç çàêî-

íîâ ñîõðàíåíèÿ, çàïèñàííûõ â ðàìêàõ äâóõæèäêîñòíîãî ïîäõîäà äëÿ êàæ-

äîé ôàçû è îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè äðåéôà â òåðìè-

íàõ îïðåäåëÿþùèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè âûâîäå àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ â òðóáå è îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìî-

ñòè ìîäåëè äðåéôà ìû áóäåì ñëåäîâàòü ìåòîäîëîãèè, èçëîæåííîé â [12].
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5.1 Âûâîä ìîäåëè äðåéôà èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

5.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìíîãîôàçíîì òå÷åíèè â ñêâàæèíå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå îñåñèììåòðè÷íîå èçîòåðìè÷åñêîå òå÷åíèå

ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè â äëèííîé òðóáå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ ïåðåìåííûì óã-

ëîì íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëè. Æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íåñóùåé ôà-

çîé. Ãàç ÿâëÿåòñÿ ñæèìàåìîé äèñïåðñíîé ôàçîé è ïðåäñòàâëåí â âèäå ìåë-

êèõ ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ îäèíàêîâîãî äèàìåòðà, âçâåøåííûõ â íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè. Ó÷èòûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûé ïðîôèëü îáúåìíîé êîíöåí-

òðàöèè ïóçûðüêîâ, ñôîðìèðîâàâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ìèãðàöèè, îäíàêî ñàì

ïðîöåññ ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ïî ñå÷åíèþ òðóáû è ñëèÿíèå ïóçûðüêîâ íå

ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ðàçíîñòü äàâëåíèé âíóòðè ïóçûðüêîâ è â æèäêîñòè, îáó-

ñëîâëåííàÿ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì, íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

ðàçìåðû ïóçûðüêà ìíîãî ìåíüøå ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ èçìåíåíèÿ

ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è ÷èñëî Ðåéíîëüäñà îáòåêàíèÿ ïóçûðüêà ìàëî.

Äâóõôàçíîå òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëè äâóõ âçàèìîïðî-

íèêàþùèõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíóóìîâ [195]. Òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ

çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, çà-

ïèñàííûìè äëÿ êàæäîãî êîíòèíóóìà.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå äëÿ

ãàçà è æèäêîñòè èìåþò âèä [195]

∂

∂t
(αiρi) + ∇(αiρivi) = 0 (5.1)

αiρi
divi

dt
= −∇pi + ∇ · τ i + αiρig + nbFij (5.2)

di
dt

=
∂

∂t
+ (vi · ∇) ,

ãäå èíäåêñû i, j = g, l, i ̸= j îáîçíà÷àþò ãàç è æèäêîñòü, αi, ρi è vi � îáúåì-

íûå äîëè, ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè ôàç, pi è τ i � äàâëåíèÿ è òåíçîðû âÿçêèõ

íàïðÿæåíèé â êàæäîé èç ôàç, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Îáìåí èìïóëü-

ñîì ìåæäó ôàçàìè îïèñûâàåòñÿ ñëàãàåìûìè nbFij, ãäå Fgl ≡ F � ñèëà,
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äåéñòâóþùàÿ íà îòäåëüíûé ïóçûðåê ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, Flg = − Fgl,

à nb � ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü äèñïåðñíîé ôàçû.

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèå âûêëàäêè ïðîâåäåíû äëÿ âåðòèêàëüíîé òðó-

áû, õîòÿ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé íàêëîííîé òðóáû, çà

èñêëþ÷åíèåì òå÷åíèé â îêîëîãîðèçîíòàëüíûõ òðóáàõ.

Ðèñ. 5.1: Ñõåìà òå÷åíèÿ äèñïåðñíîé ãàçî-æèäêîñòíîé ñìåñè â êðóãëîé òðóáå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì ïóçûðüêîâ ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü è îòêëîíåíèå ñêîðîñòè ïóçûðüêîâ îò ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòè äèñ-

ïåðñíîé ôàçû vg ìàëî, òîãäà äàâëåíèåì è òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé â

äèñïåðñíîé ôàçå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü [5]. Íàëè÷èå äèñïåðñíîé ïðèìåñè âëè-

ÿåò íà òåíçîð íàïðÿæåíèé â íåñóùåé ôàçå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, äèñïåðñíàÿ

ïðèìåñü îêàçûâàåò âëèÿíèå íà âåëè÷èíó ñäâèãîâîé âÿçêîñòè æèäêîé ôàçû

[318]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóçûðè ñæèìàåìîãî ãàçà äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ,

îòëè÷íîé îò ñêîðîñòè æèäêîñòè, è èõ îáúåìíàÿ äîëÿ ïåðåìåííà, ïîýòîìó

óñëîâèå ∇vl = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñìûñëå îñðåäíåííàÿ æèäêàÿ ôà-

çà, â îòëè÷èå îò æèäêîñòè êàê ìàòåðèàëà, ÿâëÿåòñÿ ñæèìàåìîé, òàê êàê åå

ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿ-

æåíèé â æèäêîé ôàçå çàïèñûâàåòñÿ êàê äëÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ

êîýôôèöèåíòàìè ñäâèãîâîé µ è îáúåìíîé λ âÿçêîñòè, çàâèñÿùèìè îò îáú-
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åìíîé äîëè ãàçà

τ l = 2µ (αg)

(
el −

1

3
∇vlI

)
+ λ (αg)∇vlI, (5.3)

ãäå el � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè, I - åäèíè÷íûé òåíçîð. Îïðåäåëåíèå

çàâèñèìîñòåé µ (αg) è λ (αg) ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ çàäà÷ó [319], êîòîðàÿ

îáû÷íî ðåøàåòñÿ äëÿ íåéòðàëüíî ïëàâó÷èõ ÷àñòèö, áåç ó÷åòà ìåæôàçíîãî

ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî µ (0) = µ0, ãäå µ0 � âÿç-

êîñòü ÷èñòîé æèäêîñòè, è λ (αg)∇vl → 0 ïðè αg → 0.

Ðàäèóñ ïóçûðüêîâ îãðàíè÷åí ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ac, ïðè êîòîðîì ïî-

âåðõíîñòü ïóçûðüêà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå íà áîëåå

ìåëêèå ïóçûðüêè [320]

a ≤ ac ≃
1

3

(
γ

ρlg

) 1
2

≃ 10−3ì

ãäå γ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå ãàç-æèäêîñòü. Â ïðèíÿòûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ íà îòäåëüíûé ïóçûðåê ñî ñòîðîíû æèäêîñòè äåéñòâóþò

ñèëû ÑòîêñàFSt, ÀðõèìåäàFA, ïðèñîåäèíåííûõ ìàññFam è Áàññå-Áóññèíåñêà

FBB. Â íåî÷èùåííûõ æèäêîñòÿõ âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â æèäêîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ ôîðìèðó-

åòñÿ òîíêèé âûñîêîâÿçêèé ñëîé, è â ðåçóëüòàòå ìåëêèå ïóçûðüêè äâèæóòñÿ

êàê òâåðäûå ÷àñòèöû [320]. Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë ìîãóò áûòü ïðèíÿòû

â âèäå [321]

F = FSt + FA + Fam + FBB

FSt = 6πµa (vl − vg) , FA =
4

3
πa3ρl

(
dlvl

dt
− g

)
Fam =

2

3
πa3ρl

dg
dt

(vl − vg) , FBB = 6a2
√
πρlµ

∫ t

0

dg
dτ

(vl − vg)
dτ√
t− τ

Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðàçìåðíûå ïå-

ðåìåííûå îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êîé, ãäå òðåáóåòñÿ îòëè÷èòü èõ îò àíàëîãè÷-
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íûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ)

(x∗, y∗, z∗) = L · (x, y, z) ,∇∗ =
1

L
∇

v∗
i = Uvi, t

∗ =
L

U
t, ρ∗i = ρ0iρi, ζ =

ρ0l
ρ0g

p∗l = ρ0lU
2p, µ∗ = µ0µ, λ

∗ = λ0λ, ξ =
λ0
µ0
, τ ∗

l =
µ0U

L
τ l

Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, U

� õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ñêîðîñòè, ρ0i � õàðàêòåðíûå ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ

ôàç, λ0 � õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà îáúåìíîé âÿçêîñòè ýìóëüñèè è µ (0) = 1.

Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà αg = 4πa3nb/3 óðàâíåíèå

(5.60) äëÿ ãàçà ïðèíèìàåò âèä

εStρg
dgvg

dt
= µ (vl − vg) +

St

Fr2
(ρg − ζρl) ez +

+εStζ

(
ρl
dgvl

dt
+

1

2
ρl
dg
dt

(vl − vg)

)
+

+
3
√
2

2π

√
εStζ

√
πρlµ

∫ t

0

dg
dτ

(vl − vg)
dτ√
t− τ

(5.4)

St =
mU

6πµ0Rrw
, Fr =

U
√
grw

, ε =
rw
L
, m =

4

3
πR3ρ0g

Çäåñü St � ÷èñëî Ñòîêñà, Fr � ÷èñëî Ôðóäà, rw � õàðàêòåðíûé ðàäè-

óñ òðóáû, ε � îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà ê ïðîäîëüíîìó, m � ìàññà

ïóçûðüêà.

Ñëîæåíèåì óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.60) äëÿ æèäêîñòè

è ãàçà ìîæíî ïîëó÷èòü

εRe

(
1

ζ
αgρg

dgvg

dt
+ αlρl

dlvl

dt

)
=

Re

Fr2

(
1

ζ
αgρg + αlρl

)
ez + ε2∇τ l − εRe∇p,

(5.5)

ãäå Re = ρ0lUrw/µ0 � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.

Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (5.59) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò òîò

æå âèä, ÷òî è èñõîäíûå ðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ.

Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè äðåéôà, êîòîðàÿ, â

÷àñòíîñòè, âíåäðåíà êàê ìîäåëü ñêâàæèííîãî òå÷åíèÿ â ñèìóëÿòîð ïëàñòî-
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âûõ òå÷åíèé ECLIPSE (Schlumberger) [322, 323]

∂

∂t
(Aαiρi) +

∂

∂z
(Aαiρivi) = 0 (5.6)

ρm

(
∂vm
∂t

+ vm
∂vm
∂z

)
= −∂p

∂z
+ ρmg cos θ +

2fρmvm|vm|
d

(5.7)

vg = C0vm + vd (5.8)

ÇäåñüA � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñêâàæèíû, vm = αgvg+αlvl � ñðåäíåîáúåìíàÿ

ñêîðîñòü ñìåñè, ρm = αgρg + αlρl � ïëîòíîñòü ñìåñè, f = f (αg, vm, p) �

êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, d � äèàìåòð òðóáû, θ � óãîë ìåæäó îñüþ òðóáû è

âåðòèêàëüþ.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûé âàðèàíò ìîäåëè

äðåéôà, â êîòîðîì ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè ñîõðàíå-

íèÿ èìïóëüñà ñìåñè ïðåíåáðåãàåòñÿ è îáùèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ âûðàæàåòñÿ

êàê ñóììà ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ ñèëå òÿæåñòè (ãðàâèòàöèè), òðåíèþ è óñêî-

ðåíèþ [322]. Òàêàÿ ìîäåëü â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ áåç âîëí äàâ-

ëåíèÿ, òàê êàê îíà íå ó÷èòûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå áûñòðûõ âîëí äàâëåíèÿ,

à îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñî ñêîðîñòüþ ìàññîïåðåíîñà. Â

îòëè÷èå îò êâàçèñòàöèîíàðíîé ôîðìóëèðîâêè, ìû óäåðæèâàåì ïðîèçâîä-

íóþ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ

ó÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ ýôôåêòîâ.

Ñîîòíîøåíèå (5.8) [312], ãäå C0 = C0 (αg, vm, p) � ïàðàìåòð ïðîôèëÿ,

ó÷èòûâàþùèé ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äîëè ãàçà è ñêîðîñòåé ïî ñå÷åíèþ

òðóáû, vd = vd (αg, vm, p) � ñêîðîñòü äðåéôà, â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì ìîäåëè äðåéôà.

Òàêæå â ëèòåðàòóðå èçâåñòíà ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè äðåéôà [324] ñ óðàâ-

íåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè, çàïèñàííûì â âèäå ñóììû äâóõ

óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ êàæäîé ôàçû (òàêàÿ ôîðìà ñëåäóåò

èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ðàìêàõ ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà):

∂

∂t
(αgρgvg + αlρlvl) +

∂

∂z

(
αgρgv

2
g + αlρlv

2
l + p

)
= Ql +Qg, (5.9)

ãäå Qi � èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû äëÿ êàæäîé èç ôàç, è ñîîòíîøåíèåì ìîäåëè
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äðåéôà â âèäå

vg − vl = Φ(αg, vg, p) (5.10)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëüþ äàííîé ðàáîòû íèæå ïðèâåäåí âûâîä óðàâíåíèé

(5.6)-(5.8) èç èñõîäíîé ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè (5.59)-(5.60), îïðåäåëåíû

ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîé ìîäåëè è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ãðàíèöàìè

ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè (5.9).

5.1.2 Âûâîä àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè äëèí-

íîãî êàíàëà

Àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ â ïðèáëèæåíèè äëèííîãî êàíàëà:

ε≪ 1,

àíàëîãè÷íîì ïðèáëèæåíèÿì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, òîíêîãî êàíàëà äëÿ òå÷å-

íèÿ â òðåùèíàõ [5] è òîíêîãî ñëîÿ (lubrication approximation) äëÿ òå÷åíèÿ

ïëåíîê [325].

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè ôàç. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî

εStζ ≪ 1, ζ ≫ 1,
St

Fr2
ζ ∼ 1

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå εStζ ≪ 1 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ εSt ≪
1, ÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ áåçûíåðöèîííîãî ìåæôàçíîãî ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ èëè ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ïóçûðüêà ê ñêîðîñòè ïîòîêà íà äëèíàõ,

ìíîãî ìåíüøèõ õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè.

Êàê ñëåäóåò èç (5.4), â ðàìêàõ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

ñèëîé ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, íåñòàöèîíàðíîé ÷àñòüþ ñèëû Àðõèìåäà è ñè-

ëîé Áàññå-Áóññèíåñêà. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ ãðàâèòà-

öèîííîé êîíâåêöèè ñóñïåíçèé â [326]. Òîãäà óðàâíåíèå (5.4) ìîæåò áûòü

ïðèâåäåíî ê âèäó

vg = vl + vs, vs = − St

Fr2
ζ
ρl
µ
ez (5.11)
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Óðàâíåíèå (5.11) ó÷èòûâàåò íåîäíîðîäíîå ïî ñå÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèå

äèñïåðñíîé ôàçû ÷åðåç çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò îáúåìíîé äîëè ãàçà.

Àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèè äëèííîãî êàíàëà. Äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ îñðåäíåííûõ ïî ñå÷åíèþ òðóáû óðàâíåíèé ìîäåëè äðåéôà áåçðàç-

ìåðíûå óðàâíåíèÿ áóäóò âûïèñàíû ïîêîìïîíåíòíî â öèëèíäðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ. Ðàñòÿíóòàÿ ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà è ñîîòâåòñòâóþùèå åé êîì-

ïîíåíòû ñêîðîñòè ãàçà è æèäêîñòè vir ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

r∗ = εr, v∗ir = εvir

Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

∂

∂t
(αiρi) +

1

r

∂

∂r
(rαiρivir) +

∂

∂z
(αiρiviz) = 0 (5.12)

Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ

εRe ∼ 1, εξ0 ≪ 1

Óäåðæèâàÿ ãëàâíûå ÷ëåíû, ñ ó÷åòîì (5.3) ìîæíî ïîëó÷èòü:

èç r-êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (5.5)

∂p

∂r
= 0 (5.13)

èç z-êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (5.5)

εRe

(
αlρl

(
∂vlz
∂t

+ vlr
∂vlz
∂r

+ vlz
∂vlz
∂z

)
+

+
1

ζ
αgρg

(
∂vgz
∂t

+ vgr
∂vgz
∂r

+ vgz
∂vgz
∂z

))
= (5.14)

= −εRe∂p
∂z

+
Re

Fr2

(
αlρl +

1

ζ
αgρg

)
+

1

r

∂

∂r
rµ
∂vlz
∂r

Îñðåäíåíèå ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ.Îñðåäíåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì ïî ðàäèóñó òðóáû. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âå-

ëè÷èíû F (t, r, z) ïî ñå÷åíèþ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

⟨F ⟩ = 1

A

∫ rw

0

2πrdr · F (t, r, z),
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ãäå A = πr2w � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáû.

Èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè (5.12) ïî ðàäèóñó ñ ó÷åòîì

çàâèñèìîñòè ðàäèóñà òðóáû îò êîîðäèíàòû z, óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ñòåí-

êàõ òðóáû è óðàâíåíèÿ (5.13) ìîæíî ïîëó÷èòü

∂

∂t
Aρi ⟨αi⟩+

∂

∂z
Aρi ⟨αi⟩ viz = 0, (5.15)

ãäå viz = ⟨αiviz⟩/⟨αi⟩.
Ñ ó÷åòîì îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè (5.15) è óñëîâèÿ ïðè-

ëèïàíèÿ íà ñòåíêå òðóáû èíòåãðèðîâàíèå è òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

óðàâíåíèÿ (5.14) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ

εRe

(
⟨αl⟩ ρl

(
∂vlz
∂t

+ vlz
∂vlz
∂z

)
+

1

ζ
⟨αg⟩ ρg

(
∂vgz
∂t

+ vgz
∂vgz
∂z

))
=

= −εRe∂p
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+
Re
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(
⟨αl⟩ ρl +

1

ζ
⟨αg⟩ ρg

)
+

1

A
rµ
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∂r

∣∣∣
r=rw

− (5.16)

− 1

A

∂

∂z
A

(
ρl
⟨
αlv

′2
lz

⟩
+

1

ζ
ρg
⟨
αgv

′2
gz

⟩)
Çäåñü v′iz = viz−viz - îòêëîíåíèå ñêîðîñòè îò ñðåäíåãî ïî ñå÷åíèþ çíà÷åíèÿ.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.16) àíàëîãè÷íî òåíçîðó íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüä-

ñà, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè îñðåäíåíèè óðàâíåíèé òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ

æèäêîñòè. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

ïî ñå÷åíèþ àíàëîãè÷íà ïóëüñàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïðè îïèñà-

íèè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó âëèÿíèå ïîïðàâêè ê ñðåäíåé ñêî-

ðîñòè íà îñðåäíåííîå äâèæåíèå îêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì âëèÿíèþ òóðáó-

ëåíòíîé âÿçêîñòè, ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â (5.16) ìîãóò áûòü îáúåäèíå-

íû â îäíî, îïèñûâàþùåå êàê òðåíèå íà ñòåíêàõ òðóáû, òàê è îòêëîíåíèÿ

ñêîðîñòè îò ñðåäíåãî. Çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà òðå-

íèÿ êàëèáðóþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [322] è ó÷èòûâàþò îáà ýôôåêòà, õîòÿ

ÿâíî ýòî â èíæåíåðíîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî íå óêàçûâàåòñÿ.

Ïðè îñðåäíåíèè àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.11) ñëåäóåò ïðèâåñòè

åãî ê âèäó çàìûêàþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè äðåéôà (5.8).
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Èñïîëüçóÿ (5.11), ìîæíî ïîëó÷èòü

vgz =
⟨αg (αgvgz + αlvlz)⟩
⟨αg⟩ ⟨αgvgz + αlvlz⟩

⟨αgvgz + αlvlz⟩+
⟨αgαlvs⟩
⟨αg⟩

(5.17)

Ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé

vm = ⟨αgvgz + αlvlz⟩ , C0 =
⟨αg (αgvgz + αlvlz)⟩
⟨αg⟩ ⟨αgvgz + αlvlz⟩

, vd =
⟨αgαlvs⟩
⟨αg⟩

(5.18)

óðàâíåíèå (5.17) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

vgz = C0vm + vd, (5.19)

ãäå vm = ⟨αgvgz + αlvlz⟩ = ⟨αgvgz⟩+ ⟨αlvlz⟩ = ⟨αg⟩ vgz + ⟨αl⟩ vlz.

5.1.3 Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè â òåðìèíàõ ìîäåëè

äðåéôà

Öåëü ýòîãî ïîäðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ óðàâíåíèå (5.16) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè â ìîäåëè äðåéôà, êîòîðîå ôîðìóëèðó-

åòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå è â òåðìèíàõ ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòè.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå (5.16) ðàâíîñèëüíî (5.7) òîëüêî â ñëó÷àÿõ:

• ìàëîé îáúåìíîé äîëè äèñïåðñíîé ôàçû α ≪ 1;

• îòñóòñòâèÿ ìåæôàçíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ |C0 − 1| ≪ 1, ζSt/Fr2 ≪ 1;

• áåçûíåðöèîííûõ òå÷åíèé εRe ≪ 1.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò [13], ÷òî ìîäåëü äðåéôà [322, 323] â âè-

äå (5.6) - (5.8) äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè òå÷åíèÿ ñòðîãî ñëåäóåò èç çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ â îãðàíè÷åííîì íàáîðå òîëüêî ÷òî ïåðå÷èñëåííûõ ïðåäåëüíûõ

ñëó÷àåâ è ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ìîäåëüþ ýôôåêòèâíîé æèäêîñòè. Çàìû-

êàþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îïóáëèêîâàííûå â ëèòåðàòóðå, ïîëó÷åíû êàëèáðîâ-

êîé îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî íàáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [322, 323]

äëÿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç òðåõ
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óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé. Â òî æå âðåìÿ, èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäó-

åò, ÷òî ìîäåëü äðåéôà[324] â âèäå (5.6), (5.9), (5.10) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé,

òàê êàê îíà ñëåäóåò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëü-

íûõ ïðåäïîëîæåíèé, êðîìå òðåáîâàíèÿ áåçûíåðöèîííîãî ìåæôàçíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ εSt ≪ 1.

5.2 Îäíîìåðíàÿ ìíîãîæèäêîñòíàÿ ìîäåëü, íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò ðåæèìà òå÷åíèÿ

Òî÷íîå è âû÷èñëèòåëüíî íàäåæíîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ ãàçî-

æèäêîñòíûõ òå÷åíèé â ñêâàæèíàõ è äëèííûõ òðóáîïðîâîäàõ â íåôòåãàçî-

âîé èíäóñòðèè òðåáóåòñÿ äëÿ äèçàéíà, âûïîëíåíèÿ è êîíòðîëÿ íåñêîëüêèõ

òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå çàïóñêà, î÷èñòêè è âûâîäà íà ñòàöèîíàðíóþ äî-

áû÷ó ñêâàæèí ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ è

íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ìíîãîôàçíûõ òå÷å-

íèé â ñêâàæèíàõ â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè: óïðîùåííàÿ ìîäåëü äðåé-

ôà [312, 323, 331] è ïîëíàÿ ìíîãîæèäêîñòíàÿ ìîäåëü [335, 336, 339, 340].

Â ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè êàæäàÿ ôàçà � ýòî îòäåëüíûé êîíòèíóóì,

êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòäåëüíîãî óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà. Â [335, 336, 337], ìíîãîæèäêîñòíàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ

çàäà÷ îõëàæäåíèÿ. Â ðàáîòå [316] áûëî ðàññìîòðåíî ìîäåëèðîâàíèå ñìåñè

âîäû, íåôòè è ãàçà â ïðèëîæåíèè ê òðàíñïîðòó óãëåâîäîðîäîâ â äëèííûõ

òðóáîïðîâîäàõ. Òðåõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ íåñêîëüêèõ íåñìåøèâà-

þùèõñÿ æèäêîñòåé èëè òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå íåïðåðûâíûõ è äèñïåðñ-

íûõ ïîëåé. Â îêîëîãîðèçîíòàëüíûõ ñêâàæèíàõ è òðóáîïðîâîäàõ ñìåñü ìî-

æåò ðàññëàèâàòüñÿ â ñèëó äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè. Áûëî ðàíåå ïîêàçàíî, ÷òî

ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó íåôòüþ è âîäîé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è ìîæåò

âûçûâàòü ïåðåõîä èç ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ â ñíàðÿäíûé
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(òàê íàçûâàåìûé ïðîáêîâûé ðåæèì, èëè slug �ow) [341]. Àâòîðàìè òàêæå

áûëè ïðåäëîæåíû êðèòåðèè îïðåäåëåíèÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ íåôòè, ãàçà è âî-

äû è ñîîòâåòñòâóþùèå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òðåíèÿ. Â [316, 332]

áûëî ïðåäëîæåíî óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ äîïîëíèòåëü-

íîé äèñïåðñíîé ôàçû (êàïåëü). Â ðåçóëüòàòå, ñòàëî âîçìîæíûì êîððåêò-

íîå ïðåäñêàçàíèå ïåðåïàäà äàâëåíèÿ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ äèñïåðñíî-

êîëüöåâîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Â [340] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü íà îñíîâå

÷åòûðåõæèäêîñòíîãî ïîäõîäà: ãàç, æèäêîñòü, êàïëè è ïóçûðüêè. Ìîäåëü

ñîäåðæèò íàèáîëåå ñîâðåìåííûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-

åíòîâ òðåíèÿ è ìåæôàçíîãî îáìåíà ìàññîé, ïîëó÷åííûå ïóòåì êàëèáðîâêè

â ýêñïåðèìåíòå.

Ìíîãîæèäêîñòíûå ìîäåëè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èñïîëüçîâàëè çàìûêàþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå íå áûëè óíèâåðñàëüíûìè, è èõ òðåáîâàëîñü

ïîäáèðàòü ïîä êîíêðåòíûé ðåæèì òå÷åíèÿ [335, 336, 337, 316]. Çàìûêà-

íèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ýêñïåðèìåíòàõ. Êàðòèíû ðåæèìîâ òå÷åíèÿ äëÿ òå÷å-

íèÿ óãëåâîäîðîäîâ è ñìåñåé âîäû è âîçäóõà áûëè èññëåäîâàíû, íàïðèìåð,

â [316, 338]. Â [333] àâòîðàìè áûëè ïðåäëîæåíû êðèòåðèè ïåðåõîäà ìåæäó

ðåæèìàìè òå÷åíèÿ. Êðèòåðèè áûëè îñíîâàíû íà óñëîâèÿõ ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè äâóõôàçíûõ òå÷åíèé, îíè ïðîøëè âàëèäàöèþ îòíîñèòåëüíî êàðò

ðåæèìîâ òå÷åíèÿ èç [338]. Íà÷èíàÿ ñ [341], âîçíèêëî ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå

ìíîãîæèäêîñòíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ðåæèìà òå÷åíèÿ. Äàëü-

íåéøåå ðàñøèðåíèå ýòîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîå â [340], âêëþ÷àåò ïîëåâîå

îïèñàíèå äëÿ äèñïåðñíûõ ôàç (ïóçûðüêè è êàïëè) äëÿ ó÷åòà ïåðåõîäîâ

ìåæäó ñíàðÿäíûì ðåæèìîì è äèñïåðñíûì èëè äèñïåðñíî-êîëüöåâûì ðå-

æèìîì. Ìîäåëü ïîêðûâàåò ïåðåõîäû ìåæäó âñåìè èçâåñòíûìè ðåæèìàìè

òå÷åíèÿ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìíîãîæèäêîñò-

íîé ìîäåëè ðåàëèçîâàíà äëÿ òðåõ æèäêîñòåé: ãàç, íåôòü, âîäà (â ðàìêàõ

òðåõ óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèé èìïóëüñà äëÿ êàæäîé æèäêîñòè) è ïðî-

èçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíîìó êîëè÷åñòâó
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ðàññ÷èòûâàåìûõ óðàâíåíèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èëè ïåðåíîñà äëÿ

êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò) â ñèìóëÿòîðå OLGA [316]. Â ïðèëîæåíèÿõ êî-

ëè÷åñòâî æèäêîñòåé ìîæåò ïðåâûøàòü òðè. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ æèäêîñòü

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íåïðåðûâíîé (ñëîé) è äèñïåðñíîé ôàçîé (êàïëè

èëè ïóçûðüêè). Ìîäåëü òðåáóåò çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîýôôèöè-

åíòîâ òðåíèÿ ñî ñòåíêàìè è ìåæäó ñëîÿìè è äëÿ ìåæôàçíîãî îáìåíà ìàñ-

ñîé. Àíàëèç ãèïåðáîëè÷íîñòè ðåçóëüòèðóþùèõ óðàâíåíèé î÷åíü âàæåí äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è óñòîé÷è-

âîñòè åå ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò ïðîèçâîëüíîå

÷èñëî ôàç è îñíîâàíà íà êîìáèíàöèè ìíîãîæèäêîñòíîãî ïîäõîäà è ìîäåëè

äðåéôà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ñëîæíîé ñòðóêòóðû ñìåñè â

âèäå ãðàôà. Ñõåìà SIMPLE èñïîëüçîâàíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé. ×èñëåííûé ìåòîä â êà÷åñòâå âõîäíîé èíôîðìàöèè èñïîëüçóåò ãðàô,

çàäàþùèé ñòðóêòóðó ñìåñè, ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíî ìîäåëü ìîæåò îïèñû-

âàòü ñìåñü ëþáîé ñëîæíîñòè, è îãðàíè÷åíèåì âûñòóïàåò íàëè÷èå íåîáõî-

äèìûõ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Â ìíîãîæèäêîñòíîì

ïîäõîäå ïîä æèäêîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü ñìåñü, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îò-

äåëüíûì óðàâíåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Æèäêîñòü � ýòî ñìåñü

êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ê ðàçëè÷íûì ôàçàì. Ïîä ôàçîé

áóäåì ïîíèìàòü ñîñòîÿíèå âåùåñòâà (ãàç, æèäêîñòü, òâåðäîå òåëî). Áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü íåñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷åñêîå ìíîãîôàçíîå òå÷åíèå

â ñêâàæèíå ïðîèçâîëüíîãî óãëà íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëè. Ñìåñü ñîäåðæèò

íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñæèìàåìûõ ôàç, òàêèõ êàê ãàçû è æèäêîñòè. Êàæ-

äàÿ ôàçà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê â íåïðåðûâíîé ôîðìå (ñëîé), òàê

è â äèñïåðñíîì âèäå (ïóçûðüêè èëè êàïëè).
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5.2.1 Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè íà îñíîâå ãðàôà

Îáîáùåííàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü äëÿ òå÷åíèÿ K æèäêîñòåé â ðàìêàõ ìíî-

ãîæèäêîñòíîãî ïîäõîäà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí, îñðåäíåííûõ

ïî ñå÷åíèþ ñêâàæèíû. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòåé çàïèñû-

âàþòñÿ â âèäå:
∂αkρkA

∂t
+
∂αkρkukA

∂x
= Jk. (5.20)

Óðàâíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà èìåþò âèä:

∂αkρkukA

∂t
+
∂αkρku

2
kA

∂x
= −αkA

∂p

∂x
+ FkA− Φk + Ik. (5.21)

Çäåñü A � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñêâàæèíû. Íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû � ýòî

äàâëåíèå p, îáúåìíûå äîëè αk è ñêîðîñòè uk. Äàâëåíèå p � îñðåäíåííîå ïî

ñå÷åíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, êîòîðîå îäèíàêîâî âî âñåõ ôàçàõ.

Ïëîòíîñòè ρk � ýòî çàäàííûå ôóíêöèè äàâëåíèÿ p. Îáìåí ìàññîé ìåæäó

ôàçàìè Jk òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ. Ik � ýòî îáìåí èìïóëüñîì çà ñ÷åò îáìåíà

ìàññîé ìåæäó ôàçàìè Jk. Fk � îáúåìíûå ñèëû, è Φk � ýòî ñèëû òðåíèÿ.

Ñâîéñòâà ñìåñè, òàêèå êàê îáúåìíàÿ äîëÿ è îñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü è

ñêîðîñòü, ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèé:

αM =
K∑
k=1

αk, (5.22)

αMρM =
K∑
k=1

αkρk, (5.23)

αMρMuM =
K∑
k=1

αkρkuk. (5.24)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.20)-(5.24) ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíè-

ìàíèå ñîîòíîøåíèå íà ñóììó îáúåìíûõ äîëåé:

αM = 1 (5.25)

è çàäàòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ:

ρk = ρk(p). (5.26)
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Ðèñ. 5.2: Ñòðóêòóðà ðàçëè÷íûõ ìíîãîæèäêîñòíûõ ìîäåëåé â âèäå äåðåâà (ãðàôà). Òåð-

ìèíàëüíûå óçëû ïîêàçàíû ñåðûì öâåòîì.

Ìíîãîæèäêîñòíàÿ ìîäåëü äëÿ K æèäêîñòåé (5.20)-(5.26) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîñòîãî äåðåâà ñ åäèíñòâåííûì íà÷àëüíûì óçëîì

(êîðíåì) è K âåðøèíàìè (Ðèñ. 5.2, a). Óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàñ-

ñû (5.20), èìïóëüñà (5.21) è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (5.26) çàïèñûâàþòñÿ äëÿ

êàæäîãî êîíå÷íîãî óçëà ýòîãî ãðàôà. Ðåáðà ãðàôà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåìíûìè äîëÿìè, ïëîòíîñòÿìè è ñêîðîñòÿìè ñìåñè

è åå êîìïîíåíò, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5.22)-(5.24). Ìî-

äåëü (5.20)-(5.26) ñîäåðæèò 3S + 1 íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí è óðàâíåíèé, ãäå

S = K + 1 � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà.

Ôîðìàëüíî, ìíîãîæèäêîñòíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà æèäêîñòåé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé â ñèìóëÿòîðàõ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé â ñêâàæèíàõ

íå ïðåâîñõîäèò òðåõ (ñì., íàïðèìåð, [316]), ÷òî îáóñëîâëåíî îãðàíè÷åííûìè

äàííûìè ïî çàìûêàþùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ Φk

â (5.21). Ýòè ñëàãàåìûå äîëæíû ó÷èòûâàòü âêëàä êàæäîé èç æèäêîñòåé,

÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà æèäêîñòåé òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàëèáðîâêè çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Â òî æå âðåìÿ, ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó èìååòñÿ íàáîð êîððåëÿöèé äëÿ

ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè æèäêîñòÿìè (ãàç-íåôòü, âîäà-

íåôòü), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ïîëíîé ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè ê ìîäå-

ëè äðåéôà äëÿ îïèñàíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äàííûõ ôàç. Ýòî ìîæåò
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áûòü ñäåëàíî ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ìíîãîæèäêîñòíîãî ïîäõîäà íà âåðõ-

íèõ óðîâíÿõ ãðàôà è èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè äðåéôà íà íèæíèõ óðîâíÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü � ýòî ñìåñü íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ñæèìàåìûìè è ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ìàññîé è èìïóëüñîì. Îòíî-

ñèòåëüíîå äâèæåíèå êîìïîíåíò ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ìîäåëè

äðåéôà:

uc1 − uc2 = vc1c2(p, αc1, αc2, um) (5.27)

Çäåñü èíäåêñû c1 è c2 íóìåðóþò êîìïîíåíòû â æèäêîñòè m. Ýòî óñëîâèå

ïîäêðåïëåíî óðàâíåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (5.20), êîòîðîå ôîðìó-

ëèðóåòñÿ äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî óçëà ãðàôà. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5.22)-

(5.24), ìîæíî íàéòè ñêîðîñòè âñåõ êîìïîíåíò.

Ýòî ðàñøèðåíèå ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè ìîæåò òàêæå áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå ãðàôà. Åñëè æèäêîñòü ñîñòîèò äîïîëíèòåëüíî èç íåñêîëüêèõ

êîìïîíåíò, òî ó ãðàôà áóäåò äîïîëíèòåëüíûé óðîâåíü, îïèñûâàþùèé ýòè

êîìïîíåíòû. Ïðèìåð òðåõæèäêîñòíîé ìîäåëè, ãäå îäíà èç æèäêîñòåé ñî-

ñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò, ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 5.2.b. Ðåáðà ãðàôà ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåìíûìè äîëÿìè, ïëîòíîñòÿìè è ñêîðîñòÿ-

ìè (5.22)-(5.24). Âåðøèíû ãðàôà íà òðåòüåì óðîâíå, ñîîòâåòñòâóþùèå êîì-

ïîíåíòàì, àññîöèèðóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (5.20),

óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (5.26) è âûðàæåíèÿìè äëÿ ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâà-

íèÿ ôàç (5.27). Ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé êîìïîçèöèîííîãî

ñîñòàâà êîìïîíåíò (óðàâíåíèÿ (5.22)-(5.24)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåòñÿ ðàñøèðåíèå ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè (5.20)-

(5.27) äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ôàç è êîìïîíåíò. Äî

ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ãðàô, ñõåìàòè÷íî îòîáðàæàþùèé ñòðóê-

òóðó ñìåñè. Îïðåäåëèì S êàê îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà,K êàê ÷èñëî

óçëîâ âòîðîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó æèäêîñòåé â ñìåñè, N êàê

÷èñëî êðàéíèõ (òåðìèíàëüíûõ) âåðøèí ãðàôà, êîòîðîå ðàâíî ÷èñëó ôàç, è

L êàê ÷èñëî íåòåðìèíàëüíûõ âåðøèí. Ìîäåëü âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå óðàâ-
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íåíèÿ: ñîîòíîøåíèå íà îáúåìíûå äîëè æèäêîñòåé (5.25) è L óðàâíåíèé

äëÿ îáúåìíûõ äîëåé êîìïîíåíò (5.22), N óðàâíåíèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

ìàññû (5.20), L îñðåäíåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïëîòíîñòè (5.23), N óðàâ-

íåíèé ñîñòîÿíèÿ (5.26), K óðàâíåíèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.21),

L ñîîòíîøåíèé äëÿ ñêîðîñòåé (5.24) è S −L−K âûðàæåíèé äëÿ ñêîðîñòè

ïðîñêàëüçûâàíèÿ (5.27). Îáùåå ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî 3S + 1, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóåò ÷èñëó íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.

5.2.2 Çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå

Äëÿ çàìûêàíèÿ ìîäåëè (5.20)-(5.27) èñïîëüçóåòñÿ íàáîð ñîîòíîøåíèé äëÿ

ìåæôàçíîãî îáìåíà ìàññîé Jk, èìïóëüñîì Ik, äëÿ ðàçíîñòè ñêîðîñòåé ôàç vij,

êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ Φk è îáúåìíûõ ñèë Fk. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâ-

ëåíû òèïè÷íûå ïðèìåðû çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ è îáúåìíûå ñèëû. Äëÿ êàæäîé æèäêîñòè îáúåì-

íûå ñèëû âêëþ÷àþò ñèëó òÿæåñòè, ãðàäèåíò óðîâíÿ æèäêîñòè è ñëàãàåìîå

ñ äàâëåíèåì íà èíòåðôåéñå:

Fk = −αkρkg

(
sin θ + cos θ

∂hL
∂x

)
− PI

∂αk

∂x
. (5.28)

Çäåñü θ � óãîë íàêëîíà òðóáû (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò ãîðèçîíòàëè),

g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, hL � âûñîòà óðîâíÿ æèäêîñòè â ñòðàòèôè-

öèðîâàííîì òå÷åíèè, PI � äàâëåíèå íà èíòåðôåéñå. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðà-

òèôèöèðîâàííîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëàãàåìîå ñ ãðàäèåíòîì

óðîâíÿ æèäêîñòè çà ñ÷åò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ïîïåðåê

îêîëîãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû. Ýòî ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ãèäðîñòàòè÷å-

ñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîððåêòíîå ðàñïðåäåëåíèå

äàâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Âêëþ÷åíèå ýòîãî ñëàãàå-

ìîãî äîñòàâëÿåò óñëîâíóþ ãèïåðáîëè÷íîñòü ìîäåëè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñ-

ïå÷èòü áåçóñëîâíóþ ãèïåðáîëè÷íîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóõæèäêîñòíîé

ìîäåëè, â ìîäåëü äîáàâëÿåòñÿ ñèíòåòè÷åñêîå ñëàãàåìîå ñ äàâëåíèåì íà èí-
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òåðôåéñå PI . Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå âîïðîñà ãèïåðáîëè÷íîñòè ìíî-

ãîæèäêîñòíîé ìîäåëè áóäåò äàíî â ðàçäåëå 5.3 (ñì. òàêæå [336]).

Äëÿ äâóõôàçíûõ ãàçîæèäêîñòíûõ òå÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ ñî ñòåíêàìè è ìåæôàçíîãî òðåíèÿ:

ΦG =
ρGuG|uG|

2
fGSG +

ρG(uG − uL)|uG − uL|
2

fISI , (5.29)

ΦL =
ρLuL|uL|

2
fLSL − ρG(uG − uL)|uG − uL|

2
fISI . (5.30)

Çäåñü fI , fG, fL � êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ è SI , SG, SL � äëèíû êîíòàêòà ôàç

ñ ïîâåðõíîñòüþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèÿõ (5.29) è (5.30) � ýòî òðå-

íèå íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêîñòÿìè. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óðàâíå-

íèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.21) ñ êîýôôèöèåíòàìè òðåíèÿ (5.29)

è (5.30) ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â ñëó÷àå, åñëè â êàêîé ëèáî îáëàñòè ïðèñóò-

ñòâóåò òîëüêî îäíà æèäêîñòü èç äâóõ è îáúåìíàÿ äîëÿ âòîðîé æèäêîñòè

â òî÷íîñòè ðàâíà íóëþ. Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò

ïðè ïðèìåíåíèè ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ñíàðÿäíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ (ñì [336, 342, 334, 343, 344]).

Ìîäåëü äðåéôà. Ìîäåëü äðåéôà âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàìûêàþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ (5.27). Ëåãêèå è òÿæåëûå êîìïîíåíòû â

ñìåñè ðàçëè÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ L and H ñîîòâåòñòâåííî. Çàìûêà-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè äðåéôà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå [353, 345]:

uL = C0vm + VD, (5.31)

Çäåñü C0 � ïàðàìåòð ïðîôèëÿ, vm � ñðåäíåîáúåìíàÿ ñêîðîñòü ñìåñè m è

VD � ñêîðîñòü äðåéôà. Â öåëîì, ïàðàìåòðû C0 è VD ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

àíàëèòè÷åñêè èëè èç ýêñïåðèìåíòà. Ôîðìà ýòèõ âûðàæåíèé ìîæåò âàðüè-

ðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà òå÷åíèÿ, âèäà êîìïîíåíò â ñìåñè, óãëà

íàêëîíà òðóáû è ò.ä. Ïàðàìåòð ïðîôèëÿ ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî äèñïåðñ-

íàÿ ôàçà (ïóçûðüêè ãàçà) ðàñïðåäåëåíà ïî ñå÷åíèþ òðóáû íåðàâíîìåðíî.

Êàê ïðàâèëî, C0 âàðüèðóåòñÿ â äèàïàçîíå îò 1.0 äî 1.2. Ñêîðîñòü äðåéôà
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ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè Ñòîêñà ñ ïîïðàâî÷íûì êîýôôèöèåíòîì, êîòî-

ðûé ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî 2. Êîððåëÿöèè äëÿ ñêîðîñòè äðåéôà â

ñìåñè âîäû è íåôòè, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áûëè ïðåäëîæå-

íû â [353] íà îñíîâå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî òå÷åíèÿì â

âåðòèêàëüíûõ è íàêëîííûõ òðóáàõ.

Çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå (5.31) ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ ñðåäíå-

îáúåìíîé ñêîðîñòè, òîãäà êàê íàñòîÿùàÿ ìîäåëü ñôîðìóëèðîâàíà â òåð-

ìèíàõ ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè

αmvm = αLuL + αHuH è ñ ó÷åòîì óñëîâèé (5.22), (5.23) è (5.24) ìîæíî

ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ (5.27) â âèäå:

uL − uH =
α2
mρm (um(C0 − 1) + VD)

αH (αmρH − C0αL (ρH − ρL))
. (5.32)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòè äëÿ ëåãêèõ è òÿæåëûõ êîìïîíåíò ìîãóò áûòü

âûðàæåíû â òåðìèíàõ ñðåäíåìàññîâîé ñêîðîñòè:

uL = CLum +
bD
αLρL

VD, (5.33)

uH = CHum − bD
αHρH

VD, (5.34)

ãäå:

CL =
C0αmρm

C
, (5.35)

CH =
(αm − C0αL)αmρm

αHC
, (5.36)

bD =
αLαmρLρH

C
, (5.37)

C = αmρH − C0αL(ρH − ρL). (5.38)

Óðàâíåíèÿ (5.33)-(5.34) äàþò ÿâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè

÷åðåç ñêîðîñòü ñìåñè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ çàòåì â ðàñ÷åòàõ. Â ïðåäåëü-

íîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè (òî åñòü ïðè

C0 = 1 è VD = 0 â (5.31)), óðàâíåíèÿ (5.33)-(5.34) ñâîäÿòñÿ ê âèäó uL = um

è uH = um ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå, êîãäà â ñìåñè áîëåå äâóõ êîìïîíåíò,
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êîìïîíåíòû ìîæíî ðåêóðñèâíî ðàçáèâàòü íà ïàðû, êàê ýòî áûëî ïðåäëî-

æåíî â [345].

Ìîäåëü äåãàçàöèè. Êàê ïðàâèëî, íåôòü ñîäåðæèò ðàñòâîðåííûé ãàç, êî-

òîðûé âûäåëÿåòñÿ â âèäå ïóçûðüêîâ ïðè ïîíèæåíèè äàâëåíèÿ íèæå íåêîòî-

ðîãî óðîâíÿ (òàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà îáðàçîâàíèÿ ïóçûðüêîâ, bubble point).

Äëÿ îïèñàíèÿ äåãàçàöèè óäîáíî ââîäèòü âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè îò äàâëå-

íèÿ. Ñðåäè âåëè÷èí îòìåòèì êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ îáúåìà äëÿ íåôòè è

ãàçà, BO(p) è BG(p) è ñîäåðæàíèå ãàçà â íåôòè (gas-oil ratio), RS(p). Êîýô-

ôèöèåíò èçìåíåíèÿ îáúåìà õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå îáúåìà ôàçû ê îáú-

åìó ïðè ñòàíäàðòíîì äàâëåíèè. Ñîäåðæàíèå ãàçà â íåôòè (gas-oil ratio) �

ýòî îòíîøåíèå îáúåìà ãàçà, êîòîðûé âûäåëÿåòñÿ èç íåôòè, ê îáúåìó íåô-

òè ïðè ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ. Ñîîòíîøåíèÿ íà ýòè âåëè÷èíû íàçûâàþò

ìîäåëüþ ÷åðíîé íåôòè (Black Oil model) (ñì. íàïðèìåð [361]):

ρN =
ρstdG

BG
, (5.39)

ρO =
ρstdO

BO
+
ρstdG RS

BO
. (5.40)

Çäåñü ρstdO è ρstdG � ïëîòíîñòè íåôòè è ãàçà ïðè ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ.

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå:

ρi = ρi1 + ρi2, (5.41)

ãäå ρi1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ñëàãàåìîìó â (5.39) è (5.40), òîãäà êàê ρi2

ñîîòâåòñòâóåò ðàñòâîðåííîìó ãàçó â (5.40). Âòîðîå ñëàãàåìîå, ρi2, áóäåò îò-

ëè÷íî îò íóëÿ â ôàçàõ ñ ðàñòâîðåííûì ãàçîì (òî åñòü ãàçîíàñûùåííàÿ

íåôòü è âñå ìàòåðèíñêèå óçëû ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà). Âî âñåõ îñòàëü-

íûõ ñëó÷àÿõ ρi2 = 0. Â äàííîé ðàáîòå RS âûáðàíà êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíê-

öèåé, õàðàêòåðèçóåìîé òî÷êîé îáðàçîâàíèÿ ïóçûðüêîâ PS è ìàêñèìàëüíûì

ñîäåðæàíèåì ãàçà RS0:

RS(p) =

RS0 p/PS, p < PS;

RS0, p ≥ PS.
(5.42)
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Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåô-

òè â öåëîì è äëÿ æèâîé íåôòè ñ ðàñòâîðåííûì ãàçîì:

∂αOρO1A

∂t
+
∂αOρO1uOA

∂x
= JO, (5.43)

∂ (αOρO + αNρN)A

∂t
+
∂ (αOρOuO + αNρNuN)A

∂x
= JO + JN . (5.44)

Â ïðèñóòñòâèå îáìåíà ìàññîé âñëåäñòâèå äåãàçàöèè ïëîòíîñòè â óðàâíå-

íèÿõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (5.20) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ρk1, â òî

âðåìÿ êàê óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.21) ñëåäóåò ôîðìóëè-

ðîâàòü â òåðìèíàõ ïîëíûõ ïëîòíîñòåé æèäêîñòåé ρk. Ñîîòíîøåíèÿ (5.23)

óäîâëåòâîðÿþòñÿ äëÿ îáåèõ ñóìì ïëîòíîñòåé. Óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ ìàññû (5.44) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ôîðìå (5.20) äëÿ ãàçà ïóòåì

ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèÿ (5.43), ñ ïðèòîêîì çà ñ÷åò îáìåíà ìàññîé:

JGR = −∂αOρO2A

∂t
− ∂αOρO2uOA

∂x
. (5.45)

Äàííàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ñ ïðèòîêîì ìàññû (5.45)

ñîõðàíÿåò íåèçìåííîé îáùóþ ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëèðîâêó óðàâíåíèé çàêî-

íà ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ âíåäðåíèÿ óíèôè-

öèðîâàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû íà îñíîâå ãðàôà. Òàêîé ïåðåòîê

ìàññû ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñîïðÿæåíèþ ìåæäó óðàâíåíèÿìè çà-

êîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Ìîäåëü ÷åðíîé íåôòè çàäàåò ðàâíîâåñíóþ äåãàçàöèþ (ñì. Ðèñ. 5.2.b) è

ðàñòâîðåíèÿ ãàçà â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé JGR. Ðàñòâîðåíèå ìî-

æåò ïðèâîäèòü ê ïîëíîìó èñ÷åçíîâåíèþ ãàçà, è òîãäà ìîäåëü ÷åðíîé íåôòè

ïåðåñòàåò áûòü ïðèìåíèìîé. Áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè è íåðàâíîâåñíûé îá-

ìåí ìàññîé (äåãàçàöèÿ) ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ÷òîáû ó÷åñòü îòêëîíåíèå îò

ìîäåëè ÷åðíîé íåôòè (ñì. òàêæå [346, 347]).

Îñðåäíåííîå ñëàãàåìîå çà ñ÷åò îáìåíà ìàññîé â óðàâíåíèè çàêîíà ñîõðà-

íåíèÿ èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñëàãàåìîãî çà ñ÷åò îáìåíà ìàññîé

è ñêîðîñòè íà èíòåðôåéñå. Òàê êàê äåãàçàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ïîâåðõíîñòè

ïóçûðüêà, ñêîðîñòü íà èíòåðôåéñå ðàâíà ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ðàñòâîðåíèå
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ãàçà ïðîèñõîäèò òàêæå íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç; â ñèëó ñëîæíîñòè ïðî-

öåññà ïðèìåì, ÷òî ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè ñìåñè. Òîãäà ñëàãàåìîå çà ñ÷åò

îáìåíà èìïóëüñîì ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäå:

IGR = max(0, JGR)uO +min(0, JGR)
αOρOuO + αNρNuN
αOρO + αNρN

. (5.46)

Îòíîøåíèå ñëàãàåìîãî çà ñ÷åò îáìåíà ìàññîé ê ñêîðîñòè ñìåñè ìîæíî

îöåíèòü êàê

JGR

∂αρA
∂x

≈ ρstdG

ρstdO

RS0, (5.47)

Îòíîøåíèå ñëàãàåìîãî çà ñ÷åò îáìåíà èìïóëüñîì ê ãðàäèåíòó ñêîðîñòè

ñìåñè âûðàæàåòñÿ êàê

IGR

A∂p
∂x

≈ 2ρstdG

ρstdO

RS0

Eu
, (5.48)

Eu =
2δP

ρstdO U 2
. (5.49)

Çäåñü Eu � ÷èñëî Ýéëåðà, ïîñ÷èòàííîå ïî õàðàêòåðíîìó ïåðåïàäó äàâëå-

íèÿ δP è õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè U . Òàê êàê Eu≫ 1 è ρstdG RS ≈ ρstdO , îáìåíîì

èìïóëüñîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òîãäà êàê îáìåí ìàññîé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ÷åðíîé íåôòè.

Ñôîðìóëèðîâàííûå ìîäåëè äåãàçàöèè è ðàñòâîðåíèÿ ãàçà ïðåäñòàâëÿþò

ïðèìåð ìîäåëè îáìåíà ìàññîé ìåæäó êîìïîíåíòàìè â ìíîãîôàçíîì òå÷å-

íèè â òðóáîïðîâîäå èëè ñêâàæèíå. Îäíàêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

òå÷åíèé ñ îáìåíîì ìàññîé ìåæäó äèñïåðñíîé è íåïðåðûâíîé ôàçàìè (êàïëè

èëè ïóçûðüêè) ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíûå çàìûêàþùèå ñîîòíî-

øåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ãðàôà ÿâëÿåòñÿ áà-

çîâîé èíôðàñòðóêòóðîé äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðåäóöèðîâàííûå

ìîäåëè òàêîãî òèïà ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â [316] äëÿ òðåõæèäêîñòíîãî

òå÷åíèÿ.
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5.2.3 ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè

Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå ðàçíîîáðàçèå ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ ìíîãîôàçíûõ

òå÷åíèé â òðóáîïðîâîäàõ, âàðüèðóþùèõñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ. Âûäåëÿþòñÿ òðè îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ: ÿâíûå

ñõåìû Ãîäóíîâà, ïîëóíåÿâíûå ìåòîäû äëÿ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ÷åðåç äàâ-

ëåíèå (Semi-Implicit Methods for Pressure-Linked Equations, SIMPLE) è ïîë-

íîñòüþ íåÿâíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Íàñòîÿùàÿ ðà-

áîòà ñôîêóñèðîâàíà íà âíåäðåíèè îáîáùåííîé âåðñèè ìåòîäà SIMPLE äëÿ

ðàáîòû ñ ìîäåëüþ íà îñíîâå ãðàôà.

Ìåòîä SIMPLE áûë èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåí äëÿ îäíîôàçíûõ òå÷åíèé [348].

Ìåòîä ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå ñõåì, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ íàõîäèò-

ñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (ñòàäèÿ ïðåäèêòîð). Òàê êàê îïðåäåëÿ-

þùèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è ñîïðÿæåííûìè, èòåðàöèîííàÿ

ïðîöåäóðà íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äëÿ óäîâëå-

òâîðåíèÿ âñåõ óðàâíåíèé (ñòàäèÿ êîððåêòîð). Íàáîð ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íî-

ãî êîëè÷åñòâà ñòàäèé ïðåäèêòîð è êîððåêòîð èçâåñòåí â ëèòåðàòóðå. Îáçîð

íàèáîëåå óäîáíûõ ìîäèôèêàöèé ìåòîäîâ äëÿ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â [349].

Äâà òèïà ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü â çàâèñèìîñòè îò ïðèíöèïà ïîñòðî-

åíèÿ ñõåìû êîððåêòîð. Ïåðâàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ, òàê íàçûâàåìûå ñõåìû ñ

ñîõðàíåíèåì ìàññû (Mass Conservation-Based Algorithms, MCBA), ïðåäïî-

ëàãàåò ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâîê ê ñêîðîñòè è äàâëåíèþ ôîðìóëèðóåòñÿ

íà îñíîâå îáùåãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ñìåñè [348]. Îáúåìíûå äîëè íå

âõîäÿò â óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâîê è ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà ñòàäèè êîððåêòîð.

Âòîðîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ, òàê íàçûâàåìûå ñõåìû ñ ñîõðàíåíèåì îáúåìà

(Geometry Conservation-Based Algorithms, GCBA) [350], ïðåäïîëàãàþò ïî-

ñòðîåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâîê ê ñêîðîñòè è äàâëåíèþ íà îñíîâå óðàâíå-

íèÿ íà îáúåìíûå äîëè ôàç (ñóììà îáúåìíûõ äîëåé ðàâíà åäèíèöå). Óðàâ-

íåíèå äëÿ ïîïðàâêè äàâëåíèÿ â ïîäõîäå GCBA âûâîäèòñÿ êàê ðàç èç ýòîãî
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îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåìíûå äîëè ôàç. Îáçîðû ìåòîäîâ íà îñíîâå MCBA è

GCBA ìîæíî íàéòè â [351] è [352], ñîîòâåòñòâåííî.

Îáà ïîäõîäà ìîæíî àäàïòèðîâàòü äëÿ ÷èñëåííîãî âíåäðåíèÿ ìîäåëè íà

îñíîâå ãðàôà. Îñíîâíîå âíèìàíèå äàëåå áóäåò óäåëåíî âíåäðåíèþ ñõåìû

GCBA, òàê êàê îíà îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ òå÷åíèé ñ äåãàçà-

öèåé.

Ñõåìà ñ ñîõðàíåíèåì îáúåìà, GCBA. Â ðàìêàõ ïîäõîäà GCBA ðåøåíèå

íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè íà÷èíàåòñÿ ñ íàõîæäåíèÿ ïðåäâàðèòåëü-

íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè u∗k ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èì-

ïóëüñà (5.21) äëÿ êàæäîé æèäêîñòè â âåðøèíàõ ãðàôà. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ

ñêîðîñòåé æèäêîñòåé ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñêî-

ðîñòè ñìåñè è êîìïîíåíò. Ñêîðîñòü ñìåñè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (5.24).

Ñêîðîñòè êîìïîíåíò ìîæíî íàéòè, èäÿ âíèç ïî ãðàôó è èñïîëüçóÿ çàìû-

êàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè äðåéôà (5.33) è (5.34).

Ðàñ÷åò ïðåäâàðèòåëüíûõ çíà÷åíèé îáúåìíûõ äîëåé α∗
i íà÷èíàåòñÿ ñ ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (5.20) äëÿ êîíå÷íûõ (òåðìè-

íàëüíûõ) âåðøèí ãðàôà. Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ íà îáúåì-

íûå äîëè (5.22), ìîæíî âîññòàíîâèòü îáúåìíûå äîëè â íåêðàéíèõ âåðøèíàõ

ãðàôà. Åñëè ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè α∗
M áëèçêî ê åäèíè-

öå (5.25), òî ïîëó÷åííûå ñêîðîñòè è îáúåìíûå äîëè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó

ñîõðàíåíèÿ ìàññû è íå òðåáóþò êîððåêöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òðåáóåòñÿ

ñòàäèÿ êîððåêòîð.

Ïðîöåäóðà êîððåêöèè îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ïðèíöèïå. Âñå ïåðåìåí-

íûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

pn+1 = p∗ + p′, ρn+1
i = ρ∗i + ρ′i, α

n+1
i = α∗

i + α′
i, u

n+1
i = u∗i + u′i. (5.50)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (5.21), ìîæíî ïîëó÷èòü ïîïðàâêè ê ñêîðî-

ñòÿì â âèäå:

u′k = u′k (p
′) . (5.51)
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Äîïîëíèòåëüíî ïîïðàâêè ê ñêîðîñòÿì äëÿ âñåõ êîìïîíåíò íàõîäÿòñÿ èç

ñîîòíîøåíèé ìîäåëè äðåéôà (5.33)-(5.34):

u′L = CLu
′
m, (5.52)

u′H = CHu
′
m. (5.53)

Óðàâíåíèå íà ïîïðàâêó ê äàâëåíèþ â ïîäõîäå GCBA ñòðîèòñÿ èç óñëî-

âèÿ αn+1
M = α∗

M + α′
M = 1. Òîãäà, α′

M ñëåäóåò âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ

ïîïðàâêè äàâëåíèÿ. Íà îñíîâå âûðàæåíèé (5.22) ïîïðàâêà ê îáúåìíîé äîëè

ñìåñè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïîïðàâîê ê îáúåìíûì äîëÿì êîìïîíåíò:

α′
M =

N∑
i=1

α′
i = 1− α∗

M . (5.54)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîöåäóðû ïîïðàâêà ê îáúåìíîé äîëè ñìåñè äîëæíà

áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïîïðàâêó ê äàâëåíèþ íà îñíîâå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

ìàññû:

α′
i = α′

i (ρ
′
i (p

′) , u′i (p
′)) . (5.55)

Â èòîãå ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (5.26):

ρ′i = Cρ
i p

′, (5.56)

ãäå Cρ
i (p) = ∂ρi/∂p � êîýôôèöèåíò ñæèìàåìîñòè.

Ïîïðàâêè ê ñêîðîñòè íà÷èíàþòñÿ ñ æèäêîñòåé è çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíè-

åì (5.52)-(5.53), ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà âñå êîìïîíåíòû â ãðàôå.

Ïîïðàâêè ê îáúåìíîé äîëå íà÷èíàþòñÿ ñ òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ãðàôà è çà-

òåì ðàññ÷èòûâàþòñÿ äëÿ óçëîâ ââåðõ ïî ãðàôó. Ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè ôàç

íà÷èíàþò ðàññ÷èòûâàòüñÿ äëÿ òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ãðàôà íà îñíîâå óðàâ-

íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (5.26) è íîâîãî ïîäïðàâëåííîãî ïîëÿ äàâëåíèé. Îò òåð-

ìèíàëüíûõ óçëîâ èíôîðìàöèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ââåðõ ïî ãðàôó ñ ó÷åòîì

íîâûõ çíà÷åíèé îáúåìíûõ äîëåé êîìïîíåíò.

Â çàêëþ÷åíèå, ñõåìà ñ ñîõðàíåíèåì îáúåìà GCBA äëÿ ìîäåëè íà îñíîâå

ãðàôà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó íàáîð øàãîâ:
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1. Íàõîæäåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè u∗k äëÿ æèäêîñòåé; ðàñ-

÷åò ñêîðîñòåé êîìïîíåíò ïî ìîäåëè äðåéôà.

2. Ðàñ÷åò óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ òåðìèíàëüíûõ âåð-

øèí ãðàôà ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ çíà÷åíèé îáúåìíûõ

äîëåé; âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé äëÿ âñåõ ôàç.

3. Ïðîâåðêà äèñáàëàíñîâ âñåõ óðàâíåíèé; åñëè îíè ìåíüøå çàäàííûõ çíà-

÷åíèé òî ïåðåõîä íà øàã 7, èíà÷å ïåðåõîä íà øàã 4.

4. Ðàñ÷åò óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâêè äàâëåíèÿ, íàõîæäåíèå ïîïðàâêè äàâ-

ëåíèÿ p′.

5. Ïîïðàâêè ê ñêîðîñòÿì îáúåìíûì äîëÿì è äàâëåíèþ.

6. Ïîïðàâêà â ïîëÿì ïëîòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

äàâëåíèÿ.

7. Ïðîâåðêà êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè; ïðîäîëæåíèå èòåðàöèé ïî íåëèíåé-

íîñòè ñ øàãà 1, åñëè ñõîäèìîñòü íå íàñòóïèëà.

Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòè è

ãàçà ïðè ñíàðÿäíîì ðåæèìå òå÷åíèÿ ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìåòîäà

Volume-of-Fluid (VOF) [1].

5.2.4 Âåðèôèêàöèÿ è âàëèäàöèÿ

Äàííûé ðàçäåë ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè ìîäåëè íà ïðèìåðå ðàñ-

÷åòîâ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â îêîëîãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå.

Ìîäåëü îïèñûâàåò õîðîøî èçâåñòíûé ôåíîìåí âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç ïðè ðàññëîåííîì ãàçîæèäêîñò-

íîì òå÷åíèè â îêîëîãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âîçäóõà è âîäû.

Èñïîëüçóåòñÿ äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü, óãîë íàêëîíà ñêâàæèíû θ = −5◦,

äèàìåòð D = 0.051m è äëèíà L = 30m. Çàäàííûå îáúåìíûå äîëè âî

245



Òàáëèöà 5.1: Ïàðàìåòðû PVT òàáëèö äëÿ ôàç ïðè ðåôåðåíñíîì çíà÷åíèè P std = 105 Pa.

Æèäêîñòü Âîçäóõ / Ãàç Íåôòü Âîäà

Âÿçêîñòü, µ ×103, Pa · s 0.017 0.74 1

Ðåôåðåíñíàÿ ïëîòíîñòü,

ρstd, kg/m3

1.22 800 1000

Ñîäåðæàíèå ãàçà â íåôòè,

RS0

0 800 0

Äàâëåíèå îáðàçîâàíèÿ ïó-

çûðüêîâ, PS ×10−5, Pa

� 100 �

Êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ

îáúåìà, B

P std

p
1

1+Cρ(p−P std)
1

1+Cρ(p−P std)

Ñæèìàåìîñòü, Cρ

×105, Pa−1

� 10−4 10−4

âõîäíîì ñå÷åíèè èìåþò âîëíîâîå âîçìóùåíèå (òðèããåð ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè � ýòî ïðèâíåñåííîå íåñòàöèîíàðíîå âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòè â äàííîì ñëó÷àå) αk = αk0±0.005 sin (2πt/T ), T = 2 s, αW0 = 0.5311,

αG0 = 0.4689. Ñêîðîñòè íà âõîäå ïîñòîÿííû è ðàâíû uk = qk0/αk0 ñ ðàñ-

õîäàìè qG0 = qW0 = 1m/s. Äàâëåíèå íà âûõîäíîì ñå÷åíèè òðóáû çàäàíî

ïîñòîÿííûì 105 Pa. Ïëîòíîñòè è âÿçêîñòè æèäêîñòåé ïîêàçàíû â Òàá. 5.1.

Óêàçàííûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíîìó îäíîðîäíîìó ðåøå-

íèþ, êîòîðîå âîçìóùàåòñÿ íà âõîäíîé ãðàíèöå ïóòåì çàäàíèÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðîôèëè ðàñòóùèõ

âîëí äåìîíñòðèðóþò ñõîäèìîñòü ïî ñåòêå è õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ àíàëè-

òè÷åñêèì ðåøåíèåì â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòà íàðàñòàíèÿ äëÿ çàäàííîé

äëèíû âîëíû, êàê ïîêàçàíî â Òàá. 5.2. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà íà èíòåðôåéñå âîçìîæíî ïðè ðàçðåøåíèè

ñåòêè h ∼ D/5. Ïðîôèëè ðàñòóùèõ âîëí íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ ïîêàçàíû

íà Ðèñ. 5.3. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ñõîäèìîñòü ïî ñåòêå. Äëÿ ýêñòðàïîëè-

ðîâàííîé äëèíû âîëíû L = 4.9 m àíàëèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

íàðàñòàíèÿ ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ñâîéñòâà
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âîëí â íåóñòîé÷èâîì ñòðàòèôèöèðîâàííîì òå÷åíèè îöåíèâàëèñü íà îñíîâå

äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [333]). Õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñ-

ëåííûìè è òåîðåòè÷åñêèìè äàííûìè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ìîäåëü

ïðîøëà âåðèôèêàöèþ äëÿ äàííîãî êëàññà òå÷åíèé.

Ðèñ. 5.3: Ïðîôèëü îáúåìíîé äîëè æèäêîñòè âäîëü ñêâàæèíû ïðè t = 30 s.

×èñëåííûå ñõåìû MCBA è GCBA ìîæíî ñðàâíèòü, íàïðèìåð, â òåðìè-

íàõ îáùåãî ÷èñëà íåëèíåéíûõ èòåðàöèé, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ ïðîâåäå-

íèÿ ðàñ÷åòà â ðàìêàõ çàäàííîãî èíòåðâàëà ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè ïðîöåññà.

Äëÿ ñåòêè èç N = 1000 ÿ÷ååê è ïîñòîÿííîãî øàãà ïî âðåìåíè τ = 10−2 s

(÷òî äàåò ëîêàëüíîå ÷èñëî Êóðàíòà C ∼ 1), ðàññ÷èòûâàëñÿ èíòåðâàë ïî

âðåìåíè 30 ñåêóíä. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè íåëèíåéíûõ èòåðà-

247



Òàáëèöà 5.2: Ñõîäèìîñòü ïî ñåòêå äëÿ çàäà÷è î ïîâåðõíîñòíûõ âîëíàõ â ðàññëîåííîì

äâóõôàçíîì òå÷åíèè.

Ðàçìåð ñåòêè 2000 4000 8000 16000 Òåîðèÿ

Äëèíà âîëíû, m 4.888 4.894 4.897 4.899 4.9

Êîýôôèöèåíò íàðàñ-

òàíèÿ, m−1

0.054 0.062 0.067 0.068 0.067

öèé ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñáàëàíñû óðàâíåíèé. Ìàêñèìàëüíûé äèñáàëàíñ

10−4 çàäàåòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà è 10−6 �

äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íà îáúåìíûå äîëè. Äàííûå çíà÷åíèÿ äèñáàëàíñîâ ãàðàí-

òèðóþò ñîâïàäåíèå ðåøåíèé äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñõåì.

×èñëî íåëèíåéíûõ èòåðàöèé êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà (÷èñëî øàãîâ

ïî âðåìåíè) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 5.4. Áûëà òàêæå ðàññìîòðåíà âîçìîæ-

íîñòü îòáðîñèòü îäíî èç óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû â MCBA. Îáà

âàðèàíòà � îïóñòèòü óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ãàçà èëè äëÿ

æèäêîñòè � áûëè ðàññìîòðåíû. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ

ñõåìà MCBA äåìîíñòðèðóåò ïî÷òè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà èòåðà-

öèé, òî åñòü ïîñòîÿííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà øàãå ïî âðåìåíè. Ñõåìà

MCBA ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äåìîíñòðèðóåò ïî-

ðÿäêà 1% áîëüøåå ÷èñëî èòåðàöèé, ÷åì òà æå ñõåìà ñ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòè. È íàêîíåö, ñõåìà GCBA äàåò

÷èñëî èòåðàöèé íà 30% ìåíüøåå, ÷åì îáå ñõåìû MCBA. Â òî âðåìÿ êàê

èçíà÷àëüíî GCBA òðåáóåò áîëüøå èòåðàöèé íà øàãå ïî âðåìåíè, ïîñëå

íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ øàãîâ ïî âðåìåíè ÷èñëî èòåðàöèé íà÷èíàåò óìåíü-

øàòüñÿ, è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ ñõåìû MCBA.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ñõåìàìè çàâè-

ñèò îò êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ è ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü óêàçàííûå

çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé ñëó÷àé: ãîðèçîíòàëüíàÿ òðó-

áà ñ äèàìåòðîì D = 0.1m, ñêîðîñòü íà âõîäå uG = 20m/s, uW = 0.7m/s

è îáúåìíàÿ äîëÿ âîäû íà âõîäå αW = 0.3 + 0.001 sin (2πt). Â ýòîì ñëó÷àå
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äëÿ ñåòêè N = 250 ÿ÷ååê è ôèêñèðîâàííîãî øàãà ïî âðåìåíè τ = 5 · 10−4 s

îáùåå ÷èñëî èòåðàöèé îòëè÷àåòñÿ â äâà ðàçà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ çàêî-

íà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòè è â òðè ðàçà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ãàçà.

Ðèñ. 5.4: ×èñëî íåëèíåéíûõ èòåðàöèé îò âðåìåíè äëÿ ñõåì GCBA è MCBA íà ïðèìåðå

ðàññëîåííîãî òå÷åíèÿ ãàçà è æèäêîñòè.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ñõåìû MCBA, ïðåäñòàâëåííûå âûøå, ïîëó÷åíû äëÿ àë-

ãîðèòìà áåç íîðìàëèçàöèè îáúåìíûõ äîëåé (ò.å. áåç íîðìèðîâêè îáúåìíûõ

äîëåé, êîãäà îäíî èç óðàâíåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû èãíîðèðóåòñÿ è

çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì íà îáúåìíûå äîëè ôàç). Ñõåìà ñ íîðìèðîâêîé îáúåì-

íûõ äîëåé, äëÿ êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè â òåðìèíàõ äèñáàëàíñîâ óðàâíåíèé,

ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé. Îòíîñèòåëüíàÿ íîðìà íåâÿçîê äåìîíñòðèðóåò

ñõîäèìîñòü íà ìàñøòàáå 10−12, ÷òî ñðàâíèìî ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ, íî

ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íå óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèÿì äèñáàëàíñîâ

óðàâíåíèé. Â òî âðåì êàê ñõåìà MCBA, â êîòîðîé îïóùåíî îäíî èç óðàâ-

íåíèé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû, äàåò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ

äèñáàëàíñîâ óðàâíåíèé, ñõåìà ñ íîðìàëèçàöèåé îáúåìíûõ äîëåé äàåò ëè-

íåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè òîëüêî äî êàêîãî òî óðîâíÿ, à çàòåì äèñáàëàí-
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ñû íà÷èíàþò ñòàãíèðîâàòü. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äàæå

åñëè íà íà÷àëüíûõ øàãàõ ïî âðåìåíè óðîâåíü ñòàãíàöèè äèñáàëàíñîâ íè-

æå ïðèåìëåìîãî óðîâíÿ, äèñáàëàíñû èìåþò òåíäåíöèþ ê íàðàñòàíèþ ñî

âðåìåíåì.

5.3 Âîïðîñû ãèïåðáîëè÷íîñòè ìíîãîæèäêîñòíîé ìî-

äåëè

Íåñìîòðÿ íà äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàíèé, ïðîáëåìà ïîòåðè ãèïåðáîëè÷íîñòè

ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè îñòàåòñÿ íåðåøåííîé [355]. ×àñòûì ïðåäïîëîæå-

íèåì äëÿ å¼ çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

óñëîâèå ðàâåíñòâà äàâëåíèé â ôàçàõ. Îäíàêî òàêîå óïðîùåíèå ñóùåñòâåí-

íî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè ìîäåëè [356, 195, 354]. Èçâåñòíû

ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîé

äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ñ îäíèì äàâëåíèåì, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîé äëÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêîãî äèàïàçîíà

îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (ñì., íàïðèìåð, [357, 358, 355, 359] è öèòèðóå-

ìóþ â íèõ ëèòåðàòóðó). Òåì íå ìåíåå, äî ñèõ ïîð îòñóòñòâóåò îáùåïðèíÿ-

òàÿ ôîðìóëèðîâêà ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõæèäêîñòíîé

ìîäåëè.

Ñâîéñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëè äðåéôà èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâ-

òîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [360, 362, 363, 364]). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû èìååò òðåòèé ïîðÿäîê, ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî è ôîðìàëüíî

ðàçðåøåíî. Îäíàêî ðåçóëüòèðóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé íåïðèãîäíû

äëÿ èíòåðïðåòàöèè, è ïðîñòîé äîñòàòî÷íî îáùèé êðèòåðèé ãèïåðáîëè÷íî-

ñòè íåèçâåñòåí. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáû÷íî ïðèâëåêàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå

ïðåäïîëîæåíèÿ, è àíàëèçèðóåòñÿ ñèñòåìà â óïðîùåííîì âèäå.

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçâèòèþ ìîäåëåé ãàçîæèäêîñòíûõ òå÷å-

íèé â òðóáîïðîâîäàõ è ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè

ýòèõ ìîäåëåé. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè ñè-
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ñòåì îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â øèðîêîì äèàïàçîíå îïðåäåëÿþùèõ ïàðà-

ìåòðîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãàçîæèäêîñòíûõ òå÷åíèé.

Â ïåðâîé ÷àñòè îïèñûâàåòñÿ êëàññ ìîäåëèðóåìûõ òå÷åíèé è ïðèâîäèò-

ñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Âî âòîðîé ÷àñòè â ðàìêàõ äâóõ-

êîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîé

äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå ðàñøèðèòü åå îáëàñòü ãèïåðáîëè÷-

íîñòè: ó÷åò ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîé ôàçû è ó÷åò ìåæôàçíûõ ñèë äàâëå-

íèÿ. Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå

îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ ãðàíèöû îáëàñòåé, ãäå ìîäåëè

ñîõðàíÿþò ãèïåðáîëè÷íîñòü. Òðåòüÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ìó àíàëèçó ñèñòåì óðàâíåíèé ìîäåëè äðåéôà â äâóõ ôîðìóëèðîâêàõ, îòëè-

÷àþùèõñÿ ôîðìîé óðàâíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè. Äåëàþòñÿ

âûâîäû î çíàêîîïðåäåëåííîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîçâîëÿþùèå îïðå-

äåëèòü êîëè÷åñòâî ïðèõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ õàðàêòåðèñòèê íà ãðàíèöàõ

âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè è îïðåäåëèòü êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è [365].

Ðèñ. 5.5: Ñõåìà äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ â òðóáîïðîâîäå (a); ñõåìà äâóõôàçíîãî ðàññëîåí-

íîãî òå÷åíèÿ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè (á).

251



5.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè ãèïåðáîëè÷íîñòè ìíî-

ãîæèäêîñòíîé ìîäåëè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå ãàçîæèäêîñòíîå òå÷åíèå â òðóáå ïðîèç-

âîëüíîãî íàêëîíà ñ äèàìåòðîì ìíîãî ìåíüøèì ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà: d <<

L (Ðèñ. 5.5, à). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàêîãî ðîäà òå÷åíèé âìåñòî ïîëíûõ

óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé ôàçû è îòñëåæèâàíèÿ ìåæôàçíîé ãðàíèöû îáû÷-

íî èñïîëüçóþòñÿ îäíîìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíå-

íèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûõ îñðåäíåíèåì ïî

ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ òðóáû. Óðàâíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

A
∂U

∂t
+B

∂U

∂x
= C, (5.57)

ãäå U(x, t) = (u1(x, t), ..., un(x, t))
T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è,A(U(x, t), x, t),B(U(x, t), x, t)� ìàòðèöû ðàçìåðà n×n,C(U(x, t), x, t)

� âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Êîìïîíåíòàìè âåêòîðà U

îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è îáúåìíûå äîëè ôàç, à òàêæå äàâëå-

íèå. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå äàâëåíèé â ôàçàõ, ÷òî

ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Òàêîãî ðîäà ñèñòåìà, â ÷àñòíîñòè,

ëåæèò â îñíîâå äâóõ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé ãàçîæèäêîñòíûõ

òðóáíûõ òå÷åíèé: ìîäåëè äðåéôà è ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè, êîòîðûå èñ-

ñëåäóþòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ñèñòåìà

(5.57) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âèäó:

∂U

∂t
+ B̃

∂U

∂x
= C̃. (5.58)

Ñîãëàñíî [246] ñèñòåìà (5.58) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñóùå-

ñòâóåò íåñèíãóëÿðíàÿ ìàòðèöà Ω, äèàãîíàëèçèðóþùàÿ B̃, òàê ÷òî

Ω−1B̃Ω = Λ = diag[λ1, ..., λn],

è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ìàòðèöû B̃ äåéñòâèòåëüíû. Åñëè âñå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé.
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Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (5.57) òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ñôîðìóëèðî-

âàòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ òèïó

óðàâíåíèé. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàííàÿ äëÿ ãèïåðáîëè-

÷åñêîé ñèñòåìû, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíîé, åñëè óðàâíåíèÿ ìåíÿþò

òèï. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ïðè ðàçâèòèè ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ òå÷å-

íèé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ

óðàâíåíèé ñîõðàíÿåò ãèïåðáîëè÷íîñòü.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâåðêè ãèïåðáîëè÷íîñòè òðåáóåòñÿ íàéòè êîðíè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíè âåùåñòâåííûå.

Åñëè êîðíè ðàçëè÷àþòñÿ, òî ñèñòåìà ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, è òèï óðàâ-

íåíèé óñòàíîâëåí. Â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé íóæíî èñêàòü ñîáñòâåííûå

âåêòîðû è, â çàâèñèìîñòè îò èõ ñâîéñòâ, îïðåäåëÿòü òèï íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è[365]. Â òî æå âðåìÿ, íå âñåãäà âîçìîæíî âûïèñàòü êîðíè â ÿâíîì

âèäå, ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîìèìî àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû óñòàíîâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè ñè-

ñòåìû â øèðîêîì äèàïàçîíå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Â ðàìêàõ ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà îñðåäíåííûå ïî ñå÷åíèþ òðóáû

îäíîìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà äëÿ

êàæäîé èç ôàç, äîïîëíåííûå ñîîòíîøåíèåì íà îáúåìíûå äîëè è óðàâíåíè-

ÿìè ñîñòîÿíèÿ ôàç, èìåþò âèä [354]:

∂(αiρi)

∂t
+

∂(αiρiui)

∂x
= 0, i = l, g (5.59)

∂(αiρiui)

∂t
+
∂(αiρiu

2
i )

∂x
= −αi

∂p

∂x
+ αiρig sin θ + F p

i + F τ
i , (5.60)

αl + αg = 1, (5.61)

ρi = ρi(p). (5.62)

Çäåñü x � êîîðäèíàòà âäîëü òðóáû; t � âðåìÿ; èíäåêñû l, g îòíîñÿòñÿ ê

æèäêîé è ãàçîâîé ôàçàì ñîîòâåòñòâåííî; αi, ρi, ui � îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ

îáú¼ìíûõ äîëåé, ïëîòíîñòåé è ñêîðîñòåé ôàç; p � îñðåäíåííîå äàâëåíèå,

êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ îäèíàêîâûì â îáåèõ ôàçàõ; g � óñêîðåíèå ñèëû
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òÿæåñòè; θ � óãîë íàêëîíà òðóáû ê ãîðèçîíòàëè, F p
i � ñèëû ìåæôàçíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ çà ñ÷¼ò äàâëåíèÿ (äàëåå, ìåæôàçíûå ñèëû äàâëåíèÿ) äëÿ

i-é ôàçû, F τ
i � ñèëû òðåíèÿ, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ñèëû ìåæôàçíîãî òðå-

íèÿ è òðåíèÿ î ñòåíêó. Âî ìíîãèõ èíæåíåðíûõ ìîäåëÿõ äëÿ çàìûêàíèÿ

ñèñòåìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F p
i = 0, à F τ

i � ýòî àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè

ïàðàìåòðîâ αi, ρi, ui, àïïðîêñèìèðóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ

òðåíèÿ (ñì. íàïðèìåð, [354, 340, 366] è äð.). Â ðàìêàõ ñôîðìóëèðîâàííûõ

ïðåäïîëîæåíèé ñèñòåìà âèäà (5.59)-(5.62) îêàçûâàåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé

[356, 365, 195].

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ êëàññ áåçóñëîâíî ãèïåðáîëè-

÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ â ïðåäïîëîæåíèè î ðàçëè÷íûõ äàâëåíèÿõ â

ôàçàõ [367, 368, 369]. Îäíàêî, ýòè ìîäåëè ñîäåðæàò áîëüøåå ÷èñëî óðàâíå-

íèé è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîýòîìó ïîêà

íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîìûøëåííûõ ñèìóëÿòîðîâ ãàçîæèäêîñò-

íûõ òðóáíûõ òå÷åíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäèôèêàöèè èñõîäíîé ñè-

ñòåìû (5.59)-(5.62), ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü óñëîâíî

ãèïåðáîëè÷åñêîé: ó÷åò ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîé ôàçû [366] è ó÷åò ìåæ-

ôàçíûõ ñèë äàâëåíèÿ [357].

5.3.2 Ìîäåëü ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîñòè

Â îêîëîãîðèçîíòàëüíûõ òå÷åíèÿõ, êîãäà ëåãêàÿ ãàçîâàÿ ôàçà äâèæåòñÿ

ñëîåì ïîâåðõ òÿæåëîé æèäêîé ôàçû (ñì. Ðèñ. 5.5, á), íåîáõîäèìî ó÷èòû-

âàòü äîïîëíèòåëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ íàëè÷èåì ãðàäèåíòà

óðîâíÿ æèäêîñòè hl. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì òåîðèè òîíêîãî ñëîÿ [370] ïîïå-

ðå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â æèäêîì ñëîå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíî-

øåíèåì:
∂pl
∂y

= −ρlg sin θ.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íà èíòåðôåéñå pl|y=hl
= p,
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ïîëó÷èì: pl = p + (hl − y)ρlg sin β. Â ðåçóëüòàòå, åñëè ñ÷èòàòü æèäêîñòü

íåñæèìàåìîé èëè ñëàáîñæèìàåìîé, â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà èìïóëüñ

äëÿ æèäêîé ôàçû (5.60) ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå [366]:

−αlρlg sin θ
∂hl
∂x

.

Â ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòè îáåèõ ôàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå áóäåò èìåòü âèä:

(αlρg+αgρl)λ
2−2(αlρgug+αgρlul)λ+αlρgu

2
g+αgρlu

2
l −αlαgρlg sin θ

dhl
dαl

= 0.

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà ïîëó÷àåì óñëîâèå ãèïåð-

áîëè÷íîñòè ñèñòåìû:

us ≤ ϕ

√(
αl +

αg

ζ

)
dh̃l
dαl

sin θ, (5.63)

us =
|ul − ug|

cg
, ϕ =

1

Fr
=

√
gd

cg
, ζ =

ρg
ρl
.

Çäåñü dh̃l

dαl
= dh̃l

dγ
dγ
dαl

� ïðîèçâîäíàÿ áåçðàçìåðíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè h̃l =

hl/d (ñì. Ðèñ. 5.5, á), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî çíà÷åíèþ îáúåì-

íîé äîëè αl èç ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé:

hl = R−Rcos
γ

2
,

αl =
γ − sinγ

2π
.

Èç óðàâíåíèÿ (5.63) âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì óãëà íàêëîíà òðóáû îá-

ëàñòü ãèïåðáîëè÷íîñòè ñóæàåòñÿ. Íà Ðèñ. 5.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàíèöû îáëà-

ñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè, îïðåäåëÿåìûå íåðàâåíñòâîì (5.63) äëÿ òå÷åíèÿ òèïà

íåôòü-ãàç (òàá. 5.3.2). Äëÿ òå÷åíèÿ òèïà âîäà-âîçäóõ êà÷åñòâåííî îáëàñòè

ãèïåðáîëè÷íîñòè áóäóò àíàëîãè÷íû. Îòìåòèì, ÷òî lim
αl→0

dh̃l

dαl
= lim

αl→1

dh̃l

dαl
= ∞,

à äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé αl ïðîèçâîäíàÿ
dh̃l

dαl
êîíå÷íà. Âèäíî, ÷òî ñè-

ñòåìà îñòàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé âî âñ¼ì äèàïàçîíå çíà÷åíèé îáúåìíîé äîëè

αg òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñêîðîñòåé ïðîñêàëüçûâàíèÿ us. Íàèáîëü-

øóþ èç íèõ äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü umax
s .
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Ðèñ. 5.6: Îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè ñèñòåìû (5.57) ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîñòè

äëÿ òå÷åíèÿ òèïà íåôòü-ãàç (òàá. 1) äëÿ ϕ = 614.3 (d = 0.1 ì) è θ = 0◦ (îáëàñòü 1),

θ = 60◦ (îáëàñòü 2). Ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè.

5.3.3 Ìîäåëü ñ ó÷åòîì ñèë äàâëåíèÿ íà èíòåðôåéñå

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ìîäåëè (5.59)-(5.62), ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå

[357] è ó÷èòûâàþùóþ ìåæôàçíóþ ñèëó äàâëåíèÿ â âèäå: F p
i = −(p−p∗)∂αi

∂x ,

ãäå p∗ � äàâëåíèå íà èíòåðôåéñå, îòëè÷àþùååñÿ îò äàâëåíèÿ p. Åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî p∗ = const, òî äëÿ íåñæèìàåìûõ ñðåä â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå

[357] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ïðèìåò âèä:

pI = p− p∗ ≥ αlαgρlρg
αlρg + αgρl

(ul − ug)
2.

Ñëó÷àé ñæèìàåìûõ ñðåä áûë èññëåäîâàí íàìíîãî ïîçæå â ðàáîòå [358], ãäå

áûëè óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
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Òèï òå÷åíèÿ ρl, êã/ì3 ρg, êã/ì3 cl, ì/c cg, ì/c ζ K χopt ums ax

Âîäà-âîçäóõ 1000 1.23 1500 331 0.00123 0.22 2.08 0.72

Íåôòü-ãàç 900 0.7 1470 430 0.00078 0.29 2.07 0.72

Òàáëèöà 5.3: Õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ äâóõ òèïîâ ãàçîæèäêîñòíûõ òå÷å-

íèé.

âèäîâ çàìûêàíèÿ äëÿ pI .

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ñæèìàåìûõ ñðåä è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

pI = χ
αlαgρlρg
αlρg + αgρl

(ul − ug)
2, (5.64)

ãäå χ � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ áóäåò ïîäáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ñèñòåìà îïðå-

äåëÿþùèõ óðàâíåíèé áûëà ãèïåðáîëè÷åñêîé â íàèáîëüøåì âîçìîæíîì äèà-

ïàçîíå ïàðàìåòðîâ.

Ñ ó÷åòîì (5.64) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû (5.59)-(5.62)

â áåçðàçìåðíîé ôîðìå áóäåò èìåòü âèä:

(
αg + ζ(1− αg)K

2
)
(ul − λ)2(ug − λ)2−

−

(
α2
gχζ(1− αg)u

2
s

(1− αg)ζ + αg
+ ζ(1− αg)

)
(ug − λ)2−

−
(
K2(1− αg)

2χζαgu
2
s

(1− αg)ζ + αg
+ αg

)
(ul − λ)2 +

αgχζ(1− αg)u
2
s

(1− αg)ζ + αg
= 0. (5.65)

Çäåñü K = cg/cl, à λ, ul, ug îòíåñåíû ê ñêîðîñòè cg.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ãàçîâîé ôàçû

ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ æèäêîé ôàçû

ζ → 0. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùà-

åòñÿ è ìîæíî ÿâíî íàéòè åãî êîðíè:

λ1,2 = ul, λ3,4 = ug ± 1.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 4-îé ñòåïåíè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿëàñü ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Äæåíêèíñà-

Òðàóáà (Jenkins-Traub) [371]. Â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 5.7: Âèä îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ ζ = 0.6, K = 0.6, χ = 1.6 (à) è ïàðàìåòðîâ

òå÷åíèÿ òèïà íåôòü-ãàç èç òàá. 5.3.2 (á). Ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû îáëàñòè ãèïåðáîëè÷-

íîñòè.

çàäà÷è (îáúåìíûõ äîëåé, ñêîðîñòåé, ïëîòíîñòåé), õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ òå÷åíèé (â òîì ÷èñëå äëÿ ñìåñåé òèïà íåôòü-ãàç è âîäà-âîçäóõ, òàá.

1), áûëî èññëåäîâàíî ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ. Âîçìîæíûå âàðèàíòû îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè ïðåäñòàâëåíû

íà Ðèñ. 5.7. Â ðåçóëüòàòå âàðüèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùèõ áåçðàçìåðíûõ ïà-

ðàìåòðîâ ζ è K áûëè íàéäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ χopt, äëÿ êîòîðûõ

ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé âî âñåì äèàïàçîíå çíà÷åíèé

îáúåìíûõ äîëåé αg ∈ (0, 1) è â ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì äèàïàçîíå ñêîðî-

ñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ us < umax
s = maxχ |ul−ug|/cg (ñì. Ðèñ. 5.7). Â ñëó÷àå,

êîãäà îäíà èç îáúåìíûõ äîëåé ðàâíà íóëþ, ìàòðèöà A ñòàíîâèòñÿ âûðîæ-

äåííîé, è îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ ñèñòåìû (5.57) íå ïðèìåíèìî.

Íà Ðèñ. 5.8 è â òàá. (5.3.2) ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ χopt è

umax
s â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ζ è K. Âèäíî, ÷òî äëÿ

ìàëûõ ζ âëèÿíèå ïàðàìåòðà K íà χopt è u
max
s ìàëî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,

÷òî â óðàâíåíèå (5.65) ïàðàìåòð K âõîäèò òîëüêî êàê ïðîèçâåäåíèå ζK2.

Òàêæå ïîëó÷åíî, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ζ ïðè óâåëè÷åíèè K (K → 0 ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëó÷àþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè) ïàðàìåòðû χopt è u
max
s ðàñòóò äî

íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì âûõîäÿò íà âåëè÷èíó áëèçêóþ ê ïîñòîÿííîé.
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Ðèñ. 5.8: Çàâèñèìîñòè χopt(K) (à) è ums ax(K) (á) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ζ.

5.4 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 5

1. Ïðåäñòàâëåí âûâîä àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîäåëè äðåéôà äëÿ òå-

÷åíèÿ ðàçðåæåííîé ãàçîæèäêîñòíîé äèñïåðñíîé ñìåñè â êðóãëîé òðóáå â

ïðèáëèæåíèè äëèííîãî êàíàëà êàê ïðåäåë ïîëíûõ óðàâíåíèé çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ, çàïèñàííûõ äëÿ êàæäîé ôàçû â ìíîãîêîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæå-

íèè. Îïðåäåëåíû êëþ÷åâûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîäåëü äðåéôà,

ñîäåðæàùàÿ àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòåé ôàç è îäíî óðàâ-

íåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè â òåðìèíàõ ñðåäíåîáúåìíîé ñêîðîñòè,

ñòðîãî ñëåäóåò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ äðåéôà

äëÿ ñêîðîñòåé ôàç, êîãäà îäíà èç ôàç ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñíîé, à äðóãàÿ íåïðå-

ðûâíîé, ñëåäóåò ëèøü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàñøòàá çàäà÷è ìíîãî áîëüøå

ìàñøòàáà ðåëàêñàöèè ñêîðîñòåé ôàç. Äëÿ âûâîäà åäèíñòâåííîãî óðàâíå-

íèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

îáúåìíàÿ äîëÿ äèñïåðñíîé ôàçû ìàëà, ëèáî ïðîñêàëüçûâàíèåì ôàç ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü, ëèáî ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå î áåçûíåðöèîííîì ðåæèìå

òå÷åíèÿ, êîãäà óñêîðåíèåì ñìåñè â öåëîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â òî æå âðåìÿ ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíàÿ ìîäåëü äðåéôà, â êîòîðîé åäèí-

ñòâåííîå óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñìåñè çàïèñàíî â âèäå ñóì-

ìû óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ôàç, ñëåäóåò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
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ëèøü ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿ, ÷òî ìàñøòàá çàäà÷è ìíîãî áîëüøå ìàñøòà-

áà ðåëàêñàöèè ñêîðîñòåé ôàç, è òàêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé.

2. Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ìîäåëü ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå, îñíî-

âàííàÿ íà êîìáèíàöèè ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà è ìîäåëè äðåéôà.

Ãèáêàÿ ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü òå÷åíèÿ ñ ïðîèç-

âîëüíûì êîëè÷åñòâîì ôàç è êîìïîíåíò ñ ó÷åòîì îáìåíà ìàññîé è èìïóëü-

ñîì ìåæäó ôàçàìè. Îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî íåîá-

õîäèìûõ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé, îòêàëèáðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ëàáî-

ðàòîðíûõ äàííûõ. Ñòðóêòóðà ìîäåëè ôîðìàëèçîâàíà â âèäå ãðàôà. Ðàç-

ëè÷íûå óðîâíè ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò íåñìåøèâàþùèìñÿ ôàçàì â êàæäîé

æèäêîñòè. Âåðõíèé óðîâåíü ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü. Æèäêîñòè

(ôëþèäû) ðàñïîëîæåííûå íà âòîðîì óðîâíå ãðàôà, îïèñûâàþòñÿ îòäåëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, â òî âðåìÿ êàê êîìïî-

íåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà íèæíèõ óðîâíÿõ ãðàôà, îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ

äðåéôà, îñíîâàííîé íà ïðåäïîëîæåíèè î áåçûíåðöèîííîì ïðîñêàëüçûâà-

íèè ôàç. Ðåáðà ãðàôà ïðåäñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñìåñüþ, æèäêî-

ñòÿìè, êîìïîíåíòàìè. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ ìíîãîæèä-

êîñòíûõ ìîäåëåé è ìîäåëåé äðåéôà, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàþòñÿ

÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè.

3. Ïðîâåäåí àíàëèç ãèïåðáîëè÷íîñòè ìíîãîæèäêîñòíîé ìîäåëè è ïðåä-

ëîæåíî çàìûêàíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ãèïåðáîëè÷íîñòü â äèàïàçîíå ïàðà-

ìåòðîâ, õàðàêòåðíîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèëîæåíèé. Ðàññìîòðåíû äâå

ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé íåñòà-

öèîíàðíîå äâóõôàçíîå òå÷åíèå â äëèííîì òðóáîïðîâîäå: ìîäåëü ñ ó÷¼òîì

ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîé ôàçû è ìîäåëü ñ ó÷¼òîì ìåæôàçíûõ ñèë äàâëå-

íèÿ. Â ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà óðîâíÿ æèäêîé ôàçû â ñëó÷àå íåñæèìà-

åìûõ ñðåä àíàëèòè÷åñêè íàéäåíî áåçðàçìåðíîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå

èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷íîñòü. Äëÿ òå÷åíèÿ òèïà íåôòü-

ãàç äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ íàêëîíà ïîñòðîåíû ãðàôèêè ñ îáëàñòÿìè ãèïåð-

áîëè÷íîñòè ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ.
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Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ëèøü â óçêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé îïðåäåëÿþ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåäåí áåçðàçìåðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé àíàëèç ìî-

äåëè ñ ó÷¼òîì ìåæôàçíûõ ñèë äàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå ñæèìàåìûõ ñðåä ïðåäëî-

æåíî çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ äàâëåíèÿ íà èíòåðôåéñå. Äëÿ ïîèñêà

÷èñëà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíåíà

÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Äæåíêèíñà-Òðàóáà. Â øèðîêîì äèàïà-

çîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ òå÷åíèé (â

òîì ÷èñëå íåôòåãàçîâûõ), ïîñòðîåíû îáëàñòè âåùåñòâåííûõ êîðíåé õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíà òàáëèöà, ãäå äëÿ çàäàííîãî òèïà òå-

÷åíèÿ ïðèâåäåíû îïòèìàëüíîå çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå è ìàêñèìàëüíàÿ

ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ, âïëîòü äî êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-

íèå èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè è ñèñòåìà îñòàåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [13, 1, 17, 18], [6]�[11], [10]�[14], [17].
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé îáùèé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé (à äàëåå

ïðèâåäåí ñïèñîê ÷àñòíûõ îáîçíà÷åíèé ïî ãëàâàì):

Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

a ðàäèóñ ÷àñòèö

α ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ïîïðàâêå ê ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ

β ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â âûðàæåíèè äëÿ âÿçêîñòè ñóñïåíçèé

b êîýôôèöèåíò áðèäæèíãà

Bn ÷èñëî Áèíãàìà

Bu ÷èñëî ïëàâó÷åñòè

γ̇ ñêîðîñòü ñäâèãà

Ca êàïèëëÿðíîå ÷èñëî

CD êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñôåðû

CL êîýôôèöèåíò óòå÷åê ÷åðåç ñòåíêè òðåùèíû

Cmax ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïëîòíîé óïàêîâêè ÷àñòèö

Cp îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö

δ õàðàêòåðíûé ðàçìåð øåðîõîâàòîñòè íà ñòåíêàõ òðåùèíû

d õàðàêòåðíàÿ øèðèíà òðåùèíû

D äèàìåòð ñêâàæèíû

De ÷èñëî Äåáîðû

e òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé

ε ìàëûé ïàðàìåòð, îòíîøåíèå øèðèíû ê äëèíå òðåùèíû

εp êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÷àñòèö

fse êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñóñïåíçèè

ϕ ïîðèñòîñòü

I áåçðàçìåðíîå ÷èñëî âÿçêîñòè â òåîðèè ãðàíóëèðîâàííûõ ñðåä

K, Kf êîýôôèöèåíò êîíñèñòåíöèè ñóñïåíçèè/æèäêîñòè

Kp ïðîíèöàåìîñòü óïàêîâêè ïðîïïàíòà

Kc, Kµ êîýôôèöèåíòû ìîäåëè äèôôóçèîííîãî ïîòîêà

Òàáëèöà 5.4: Îáùèé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé.
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Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

λm ìîëåêóëÿðíàÿ äèôôóçèÿ

µ äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü

ν êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü

M îòíîøåíèå âÿçêîñòåé

N1, N2 íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

n èíäåêñ òå÷åíèÿ (ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ñòåïåííîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè)

p, pij äàâëåíèå, òåíçîð íàïðÿæåíèé

R îòíîøåíèå âûñîòû ê äëèíå òðåùèíû

Re,Rec ÷èñëî Ðåéíîëüäñà êàíàëà

Rep ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ÷àñòèöû

σn ñäàâëèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ

St ÷èñëî Ñòîêñà

τ ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå

τm âòîðîé èíâàðèàíò òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé

τy ïðåäåë òåêó÷åñòè

tr âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñðåäû

ts âðåìÿ ðåëàêñàöèè ÷àñòèö

θ óãîë íàêëîíà ñêâàæèíû ê ãîðèçîíòàëè

ψ ôóíêöèÿ òîêà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

vL ñêîðîñòü óòå÷åê

U ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü (õàðàêòåðíûé ìàñøòàá)

v âåêòîð ñêîðîñòè

w øèðèíà òðåùèíû

We ÷èñëî Âåéññåíáåðãà

ζp îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ìàòåðèàëîâ ÷àñòèö è æèäêîñòè

Òàáëèöà 5.5: Îáùèé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé (ïðîäîëæåíèå).

Èíäåêñ Îïðåäåëåíèå

L, l îòíîñÿùèéñÿ ê óòå÷êàì (leak-o�)

p îòíîñÿùèéñÿ ê ÷àñòèöàì (particles)

s îòíîñÿùèéñÿ ê îñàæäåíèþ (sedimendation)

St îïèñûâàåìûé çàêîíîì Ñòîêñà

Òàáëèöà 5.6: Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé èíäåêñîâ.
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Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

α êîýôôèöèåíò ðåëàêñàöèè â ÷èñëåííîé ñõåìå

ε0 àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ â ðàñ÷åòàõ íåóñòîé÷èâîñòè

Mf ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëüöåâ ïðè ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà

Df ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå äëèíû ïàëüöåâ

Lf äëèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïàëüöåâ

s íîìåð èòåðàöèè ñõåìû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

ω ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà

Òàáëèöà 5.7: Äîïîëíèòåëüíûé ÷àñòíûé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé â Ãëàâàõ 1 è 2.

Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

αm ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö

β ïàðàìåòð èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö

χ ïàðàìåòð ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÷àñòèö

γ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ñäâèãà â öåíòðå ÷àñòèöû

ε â ðàçä. 3.1: ìàëûé ïàðàìåòð (êîðåíü èç ÷èñëà Re ÷àñòèöû)

G õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ñêîðîñòè ñäâèãà

φ ôóíêöèÿ Áëàçèóñà

J ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò ýéëåðîâûõ ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì

K ïðîâîäèìîñòü îòêðûòîé òðåùèíû ñ ïîïðàâêîé íà ìèãðàöèþ ÷àñòèö

κ êîýôôèöèåíò ïðè áîêîâîé ñèëå Ñýôìàíà

Lc ìàñøòàá äëèíû (âíåøí. îá.), îñíîâàííûé íà êðèâèçíå ïðîôèëÿ ñêîðîñòè

LOs îçååíîâñêèé ìàñøòàá äëèíû âî âíóòðåííåé îáëàñòè

LSa ñýôìàíîâñêèé ìàñøòàá äëèíû âî âíåøíåé îáëàñòè

n,m çàâèñèìûå îò χ êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèè äëÿ áîêîâîé ñèëû

η ðàñòÿíóòàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

τs îáúåì îäèíî÷íîé ÷àñòèöû

ξ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ (ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà)

Ω óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ÷àñòèöû

ws ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö

z0 øèðèíà ÿäðà òå÷åíèÿ, çàíÿòîãî ÷àñòèöàìè

Òàáëèöà 5.8: Äîïîëíèòåëüíûé ÷àñòíûé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé â Ãëàâå 3.
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Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

αmob êîýôôèöèåíò ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö

βcolm âòîðîé ñâîáîäíûé ïàðàìåòð â äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè êîëüìàòàöèè

k, ks ïðîíèöàåìîñòü êðóïíûõ è ìåëêèõ ïîðîâûõ êàíàëîâ

λ, Λ ðàçìåðíûé è áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò êîëüìàòàöèè

Rv ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ ÷àñòèöû

ϕ0 íà÷àëüíàÿ ïîðèñòîñòü ñðåäû

ϕt ïîëíàÿ ïîðèñòîñòü (êðóïíûå è ìåëêèå êàíàëû)

ϕc ïîðèñòîñòü ñ ó÷åòîì òîëüêî êðóïíûõ ïîðîâûõ êàíàëîâ

σ îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ îñàæäåííûõ ÷àñòèö

Òàáëèöà 5.9: Äîïîëíèòåëüíûé ÷àñòíûé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé â Ãëàâå 4.

Ñèìâîë Îïðåäåëåíèå

A ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñêâàæèíû

αg,αl îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà è æèäêîñòè

BO, BG êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ îáúåìà íåôòè è ãàçà

C0 ïàðàìåòð ïðîôèëÿ â ìîäåëè äðåéôà

cg, cl ñêîðîñòè çâóêà â ãàçå è æèäêîñòè

Eu ÷èñëî Ýéëåðà

γ ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå

Ik è Jk îáìåí èìïóëüñîì è ìàññîé ìåæäó ôàçàìè

λ îáúåìíàÿ âÿçêîñòü ýìóëüñèè

λi ñîáñòâåííûå ÷èñëà

rw ðàäèóñ òðóáû (ñêâàæèíû)

Rs ñîäåðæàíèå ãàçà â íåôòè

vd ñêîðîñòü äðåéôà

Òàáëèöà 5.10: Äîïîëíèòåëüíûé ÷àñòíûé ñïèñîê îáîçíà÷åíèé â Ãëàâå 5.
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Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå âûïîëíåííûõ àâòîðîì èññëåäîâàíèé â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû

è îáîñíîâàíû íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ìîæíî êâàëèôè-

öèðîâàòü êàê íîâîå êðóïíîå íàó÷íîå äîñòèæåíèå â ìåõàíèêå ìíîãîôàçíûõ

ñðåä, ñâÿçàííîå ñ ðàçâèòèåì ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé ïðèìåíèòåëü-

íî ê îïèñàíèþ ðàçëè÷íûõ ñòàäèé òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà, èñïîëüçóåìîé

äëÿ èíòåíñèôèêàöèè äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû ðàáîòû: ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ìíîãîêîí-

òèíóàëüíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé íà âñåõ ñòàäèÿõ

òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, âêëþ÷àÿ òå÷åíèå ñóñïåíçèè ïî òðåùèíå,

ïîïåðå÷íóþ ìèãðàöèþ è îñàæäåíèå ÷àñòèö â òðåùèíå, ôèëüòðàöèþ óãëåâî-

äîðîäîâ â çàêðûòîé òðåùèíå ïî íàïðàâëåíèþ ê ñêâàæèíå è ãàçîæèäêîñò-

íûå òå÷åíèÿ â ñêâàæèíå ïðè ñòàðòå äîáû÷è. Â òîì ÷èñëå:

1. Ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàçèäâóìåðíàÿ äâóõêîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ

ñóñïåíçèè â òðåùèíå ñ ó÷åòîì äâóõñêîðîñòíûõ ýôôåêòîâ. Ïðîâåäåíî

îáîáùåíèå ìîäåëè íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè ñ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè.

Ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñëåäóþùèå ïðîöåññû: òå÷åíèå ñóñïåíçèè

ñ ãðàâèòàöèîííûì îñàæäåíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòèö, ðîñò îñàäêà ÷àñòèö

íà äíå òðåùèíû, ãðàâèòàöèîííóþ êîíâåêöèþ ñóñïåíçèè â öåëîì, ðàç-

âèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ñýôìàíà-Òåéëîðà íà èíòåðôåéñå ìåæäó æèäêî-

ñòÿìè èëè ñóñïåíçèÿìè ðàçëè÷íîé ðåîëîãèè. Ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ îò-

íîñèòåëüíî ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â

ÿ÷åéêàõ Õåëå-Øîó: (i) ãðàâèòàöèîííîå îïëûâàíèå, (ii) íåóñòîé÷èâîñòü

ôðîíòà ïðè âûòåñíåíèè ðàñòâîðà ãëèöåðèíà âîäîé, (iii) âûòåñíåíèå
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âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè âîäîé è ãåëÿìè è (iv) îñàæäåíèå ÷àñòèö

ñ ðîñòîì îñàäêà íà äíå òðåùèíû.

2. Ïîñòðîåíà ìíîãîìàñøòàáíàÿ ìîäåëü ìèãðàöèè ÷àñòèö ïðè òå÷åíèè

ðàçðåæåííîé ñóñïåíçèè â òðåùèíå ãèäðîðàçðûâà, âêëþ÷àþùàÿ âûâîä

ôîðìóëû äëÿ áîêîâîé ñèëû íà îäèíî÷íóþ ÷àñòèöó, ìèãðàöèþ ÷àñòèö â

íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëîñêîãî êàíàëà íà ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôè-

ëÿ Ïóàçåéëÿ, è ìèãðàöèþ îñàæäàþùèõñÿ ÷àñòèö â ðàçâèòîì òå÷åíèè

Ïóàçåéëÿ â ïëîñêîì êàíàëå. Ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ëàãðàíæåâà ìåòîäà

âïåðâûå ïîëó÷åíî ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâóõôàçíîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ó÷åòîì áîêîâîé ñèëû Ñýôìàíà íà ÷àñòèöó ñ ïî-

ïðàâêîé íà âëèÿíèå ñòåíêè. Ðåøåíèÿ äëÿ ïðîôèëÿ ÷èñëîâîé ïëîòíîñòè

ñîäåðæàò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ýô-

ôåêòà Ñåãðå-Çèëüáåðáåðãà íà ñëó÷àé èíåðöèîííûõ ÷àñòèö. Âûâåäåíû

îñðåäíåííûå 2D óðàâíåíèÿ ìîäåëè òðàíñïîðòà ñóñïåíçèè â òðåùèíå

ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö,

ôîðìèðóþùåãîñÿ çà ñ÷åò ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðîâåäåíî îáîáùåíèå äâóõêîíòèíóàëüíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ ñóñïåí-

çèè â òðåùèíå ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ïîïåðå÷íîé ìèãðàöèè ÷àñòèö.

3. Â ïðèëîæåíèè ê òå÷åíèÿì óãëåâîäîðîäîâ â óïàêîâêå ãðàíóëèðîâàí-

íîãî ìàòåðèàëà â çàêðûòîé òðåùèíå ïðè äîáû÷å ïîñòðîåíà òðåõêîí-

òèíóàëüíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè â ïîðèñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì

îñàæäåíèÿ (çàõâàòà) è ìîáèëèçàöèè ÷àñòèö â ïîðàõ, ÷òî ïðèâîäèò ê

ïîâðåæäåíèþ è âîññòàíîâëåíèþ ïðîíèöàåìîñòè è ïîðèñòîñòè.

4. Äëÿ çàìûêàíèÿ ìîäåëè ôèëüòðàöèè ñóñïåíçèè âïåðâûå â øèðîêîì

äèàïàçîíå ïîðèñòîñòè ïîëó÷åíà ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé

ïðîíèöàåìîñòè îò ïîðèñòîñòè íà îñíîâå ñåðèè ðàñ÷åòîâ 3D òå÷åíèÿ

âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â óïàêîâêå íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ìå-

òîäîì ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ïðî-

øëà âåðèôèêàöèþ îòíîñèòåëüíî ðàñ÷åòîâ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â
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èíåðöèîííîì ðåæèìå ôèëüòðàöèè ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ÷èñëåííîãî ìå-

òîäàì è âàëèäàöèþ íà çíà÷èòåëüíîì íàáîðå ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ.

5. Ïîñòðîåíà êîìáèíèðîâàííàÿ ìîäåëü äëÿ ìíîãîôàçíûõ ãàçîæèäêîñò-

íûõ òå÷åíèé â äëèííûõ ñêâàæèíàõ è òðóáîïðîâîäàõ, îñíîâàííàÿ íà

ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè ïîëíîãî ìíîãîêîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà è óïðî-

ùåííîé ìîäåëè äðåéôà. Ïðîâåäåí àíàëèç ãèïåðáîëè÷íîñòè äâóõæèä-

êîñòíîé ìîäåëè è ïðåäëîæåíî çàìûêàíèå, ãàðàíòèðóþùåå ãèïåðáîëè÷-

íîñòü ìîäåëè â äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ, ñóùåñòâåííîì äëÿ ïðèëîæåíèé.
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