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Введение

Актуальность темы диссертации. Как известно, развитие теории диф-

ференциальных уравнений в частных производных неразрывно связано с

успехами в моделировании физических задач. Современные математические

методы вариационного исчисления, функционального анализа позволяют изу-

чать обобщенные постановки краевых задач. В частности, многие задачи

механики допускают постановку в виде минимизации функционала энергии

над множеством допустимых функций. В последние десятилетия в работах

А.М. Хлуднева, В.А. Ковтуненко, С.Е. Пастуховой, Е.М. Рудого, Т.С. Попо-

вой, Е.В. Вторушина, Н.В. Неустроевой, Т.А. Ротановой, В.В. Щербакова,

D. Knees, D. Hoemberg, H. Itou, K. Ohtsuka, A. Tani, M. Negri, G. Leugering,

M. Bach, A.-M. Saendig, J. Sokolowski, A. Mielke, M. Specovius-Neugebauer,

K.-H. Hoffmann, N.D. Botkin и др. с помощью вариационного подхода изучен

широкий круг нелинейных краевых задач теории трещин с граничными усло-

виями в виде неравенств. Эти условия задаются на кривой или поверхности,

соответствующей трещине, и описывают взаимное непроникание противопо-

ложных берегов трещины. Отметим, что классический подход к задачам тео-

рии трещин предполагает использование линейных условий в виде равенств.

Этот подход в ряде задач о деформировании тел с трещинами допускает

противоречивое с физической точки зрения проникновение противополож-

ных берегов разреза друг в друга. Поэтому, применение условий непрони-

кания в виде неравенств при постановке соответствующей краевой задачи

гарантирует более точное описание механического взаимодействия берегов

трещины. Вместе с тем точность описания процессов вблизи трещин, как
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следствие, влечет усложнение математической модели, обусловленное нели-

нейностью краевых условий. Трудности в изучении задач о равновесии тел,

содержащих трещины, вызваны также нерегулярностью границы области, в

которой ищется решение. По сравнению с решениями задач, определенных в

гладких областях, решения задач теории трещин содержат так называемые

сингулярные составляющие. Теория и методы решения линейных краевых

задач в областях с негладкими границами (с линейными краевыми условия-

ми на границах) разрабатывались в работах С.А. Назарова, В.А. Кондратье-

ва, В.Г. Мазьи, В.А. Козлова, И.И. Аргатова, Р.В. Гольдштейна, А.Н. Гузя,

Р. Дудучавы, В.М. Ентова, Ю.Г. Матвиенко, А.Б. Мовчана, Е.М. Морозова,

Н.Ф. Морозова, В.В. Панасюка, В.З. Партона, Б.А. Пламеневского, Ю.Н. Ра-

ботнова, М.П. Саврука, Л.И. Слепяна, А.С. Слуцкого, Е.И. Шифрина, Г.П.

Черепанова, H.D. Bui, M. Costabel, G. DalMaso, L.B. Freund, G.A. Francfort,

P.Grisvard, D. Knees, J.-J.Marigo, M. Negri, M. Dauge, K. Ohtsuka, J.R. Rice и

др. Математическое моделирование и исследование задач о деформировании

неоднородных тел, содержащих трещины вдоль включений, предполагает за-

дание условий сопряжения на границе стыка разных материалов, кроме то-

го, в случае жестких включений, задается определенная структура вектора

перемещений. Описанные трудности в изучении краевых задач математиче-

ской теории трещин с краевыми условиями типа неравенств обуславливают

необходимость применения современного математического аппарата и раз-

работки новых подходов и методов исследования. Уместно отметить, что

имеется целый ряд нерешенных математических задач, связанных с при-

кладными задачами теории трещин.

К настоящему времени, начиная с 1995г., получен целый ряд важных ре-

зультатов для задач о равновесии пластин модели Кирхгофа–Лява с услови-

ями в виде неравенств. Как известно, в отличие от модели Кирхгофа–Лява,

модель пластины Тимошенко позволяет учитывать поперечные сдвиги. При

этом в модели Тимошенко деформирование описывается с помощью пяти

скалярных функций — перемещений точек срединной плоскости и углов
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поворота нормальных волокон (в модели Кирхгофа–Лява деформирование

описывается тремя скалярными функциями — перемещениями). Примене-

ние моделей, учитывающих поперечный сдвиг, во многих случаях позволяет

наиболее точно описать реальные процессы в задачах о деформировании

пластин. В связи с этим, научный интерес представляет исследование задач

о равновесии пластин модели Тимошенко с неизвестной областью контак-

та. В диссертационной работе изучен новый класс задач для пластин моде-

ли Тимошенко с граничными условиями типа неравенств, разработан метод

обоснования предельного перехода в семействе вариационных неравенств,

соответствующих задачам о равновесии упругих тел с жесткими включени-

ями.

Методы исследования. В диссертационной работе применяются мето-

ды теории дифференциальных уравнений с частными производными, ме-

тоды функционального анализа, вариационного исчисления, оптимального

управления, теории пространств Соболева, а также методы, разработанные

автором.

Теоретическая и практическая ценность. Методы и результаты дис-

сертации представляют интерес для специалистов, работающих в области

дифференциальных уравнений, вариационного исчисления, оптимального

управления, численного решения задач оптимизации форм.

Полученные результаты могут составить содержание специальных курсов

для студентов и аспирантов, обучающихся по специальности математика.

Обоснованность и достоверность результатов. Обоснованность по-

лученных результатов обеспечивается корректной постановкой задач, при-

менением строгих математических методов, полными математическими до-

казательствами, сравнением с другими результатами, известными автору в

литературе по математическим и прикладным наукам.

Целью диссертационной работы является строгое математическое

обоснование и анализ неклассических краевых задач для уравнений с част-
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ными производными, описывающих равновесие однородных и неоднородных

пластин Тимошенко с трещинами и использующих нелинейные граничные

условия типа Синьорини.

На защиту выносятся:

• Доказательство однозначной разрешимости для нелинейных краевых

задач с условиями типа неравенств на внутренней границе, описыва-

ющих равновесие однородных и неоднородных пластин с трещиной, в

том числе, пластин с трещиной вдоль жесткого или упругого включе-

ния. Для задач, сформулированных в области с негладкой границей,

установлены свойства дополнительной регулярности решения;

• Доказательство существования и вывод формул производных для функ-

ционалов энергии по параметру возмущения формы негладкой области

в нелинейных краевых задачах о равновесии однородной пластины с

трещиной и упругой пластины с трещиной вдоль жесткого объемного

включения;

• Вывод достаточных условий, при которых производная функционала

энергии по параметру возмущения области может быть представлена в

виде инвариантного интеграла;

• Доказательство разрешимости задач оптимального управления, в ко-

торых функции управления задаются формой трещины или размером

жесткого включения;

• Метод обоснования предельного перехода в семействе вариационных за-

дач о равновесии упругих тел с жесткими включениями по параметру,

характеризующему размер включения.

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации получе-

ны автором самостоятельно. Результаты параграфа 3.1 главы 3 получены
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совместно с Е.М. Рудым, результаты параграфа 4.2 главы 4 получены сов-

местно с Поповой Т.С., Семеновой Г.М.

Научная новизна. В диссертационной работе исследован новый класс

нелинейных краевых задач, описывающих деформирование однородных пла-

стин с трещинами, а также неоднородных пластин с трещинами вдоль жест-

ких или упругих включений. Новизна обусловлена наличием граничных усло-

вий в виде неравенств. Условия задаются на кривой, соответствующей тре-

щине, и описывают взаимное непроникание берегов трещины. Нелинейные

задачи, описывающие равновесие упругих пластин с трещинами, с условия-

ми непроникания ранее были изучены в рамках моделей двумерной теории

упругости и Кирхгофа–Лява. В настоящей работе рассматриваются пласти-

ны модели Тимошенко, учитывающие, в отличие от модели Кирхгофа–Лява,

поперечные сдвиги. Для указанной модели доказана однозначная разреши-

мость широкого класса нелинейных краевых задач в областях с негладкими

границами. Проведен анализ зависимости решений и функционалов энергии

пластин от изменения формы трещины и формы области (shape sensitivity

analysis). На основе современных подходов разработан метод доказательства

непрерывной зависимости решений задач о равновесии упругих тел от вари-

ации размера отслоившихся жестких включений.

Апробация работы.

Результаты по теме диссертации получены в ходе выполнения исследова-

тельских проектов: Министерства образования и науки РФ №8222 «Задачи

управления формой и структурой для композитных материалов при наличии

трещин отслоения» (рук. проф. А.М. Хлуднев), №4402 «Фундаментальные

теоретические основы математических моделей экологических процессов в

условиях Крайнего Севера» (рук. проф. И.Е. Егоров), а также — грантов

РФФИ №12-01-31076 «Математические модели упругих пластин и оболочек

с односторонними ограничениями», №12-01-90808 «Задачи о равновесии пла-

стин Тимошенко с краевыми условиями вида неравенств. Научный проект
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Лазарева Нюргуна Петровича из ФГАОУ ВПО СВФУ имени М.К.Аммосова,

г. Якутск в ИГиЛ СО РАН, г. Новосибирск» (рук. Н.П. Лазарев.), №10-01-

00054 «Задачи равновесия упругих тел с жесткими включениями и возмож-

ным отслоением», №13-01-00017 «Иерархия тонких включений в упругих те-

лах при наличии отслоений» (рук. проф. А.М. Хлуднев).

Результаты диссертации докладывались на всероссийских и международ-

ных научных конференциях, среди которых:

— 2nd International Conference on Recent Advances in Pure and Applied

Mathematics (Istanbul, Turkey, 2015);

— VIII Международная конференция «Лаврентьевские чтения по математи-

ке, механике и физике» , посвященная 115-летию академика М.А. Лаврен-

тьева (Новосибирск, 2015);

— III Всероссийская конференция «Деформирование и разрушение стру-

ктурно-неоднородных сред и конструкций» , посвященная 100-летию со дня

рождения академика Ю.Н. Работнова (Новосибирск, 2014);

— Международная конференция «Успехи механики сплошных сред»

(УМСС’2014), приуроченная к 75-летию академика В.А. Левина (Владиво-

сток, 2014);

— VII Международная конференция по математическому моделированию

(Якутск, 2014);

— Международная конференция, посвященная 105-летию со дня рождения

С.Л. Соболева «Дифференциальные уравнения. Функциональные простран-

ства. Теория приближений.» (Новосибирск, 2013);

— The International Conference «Advanced Problems in Mechanics» (Актуаль-

ные проблемы механики) (Санкт-Петербург, 2013);

— Суперкомпьютерные технологии математического моделирования (Якутск,

2013);

— IX Всероссийская конференция молодых ученых «Проблемы механики:

теория, эксперимент и новые технологии» (Новосибирск, 2012);

— II Всероссийская конференция «Деформирование и разрушение структурно-
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неоднородных сред и конструкций» , посвященная 85-летию со дня рождения

профессора О.В. Соснина (Новосибирск, 2011);

— VI Международная конференция по математическому моделированию

(Якутск, 2011).

Результаты работы были представлены на научных семинарах под руко-

водством чл.-корр. РАН П.И. Плотникова (ИГиЛ СО РАН); чл.-корр. РАН

В.В.Пухначева (ИГиЛ СО РАН); д.ф.-м.н. В.К. Андреева (ИВМ СО РАН);

д.ф.-м.н. А.М.Хлуднева (ИГиЛ СО РАН), д.ф.-м.н. И.Е. Егорова (СВФУ).

Публикации. Содержание и результаты диссертации отражены в 21 ста-

тье. Все статьи опубликованы в рекомендованных ВАКом для защиты док-

торских диссертаций рецензируемых научных журналах. Результаты работ

в соавторстве получены авторами совместно, при равном вкладе и являются

неделимыми.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, за-

ключения и списка литературы, содержащего 184 наименования работ отече-

ственных и зарубежных авторов. Работа изложена на 295 страницах текста.

Исторический обзор. В настоящее время интенсивно развивается под-

ход, в котором краевые задачи, описывающие деформирование твердых тел

решаются и исследуются с помощью применения методов функционально-

го анализа, вариационного исчисления, выпуклого анализа. Уместно отме-

тить здесь, что впервые краевая задача о контакте упругого тела с жестким

препятствием (задача Синьорини), в которой ставится естественное усло-

вие непроникания, была решена Г. Фикерой (1964) с помощью математиче-

ских методов, впоследствии приведших к развитию теории вариационных

неравенств [14]. Отличительной особенностью этой задачи являлась мате-

матическая постановка, в которой механическое взаимодействие упругого

тела с жестким препятствием описывалось с помощью условий вида нера-

венств. В настоящее время вариационный подход успешно используется и
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развивается во многих областях математики, в том числе и в приложени-

ях к проблемам теории упругости и вязкоупругости, в частности — при

решении контактных задач [7, 63, 109, 110, 116]. При этом, использование

вариационных методов при решении прикладных задач часто обусловле-

но нелинейностью проблемы. Нелинейность, в свою очередь, может быть

связана с краевыми условиями (например, в задаче Синьорини) и видом

целевого функционала. Общность вариационного подхода часто позволя-

ет успешно применять методы, развитые при решении нелинейных задач,

и в линейном случае. В отличие от линейной теории эллиптических за-

дач, где гладкость решения зависит от гладкости заданных функций зада-

чи, для вариационных неравенств регулярность решения зависит также и

от характера выпуклых ограничений. Изучению качественных свойств ре-

шения, и, в частности, дополнительной регулярности, по сравнению с га-

рантированной исходной постановкой задачи, посвящено множество работ,

см. [88, 107, 109, 110, 150, 173]. Вопросам численных методов решения ва-

риационных неравенств посвящены работы Р. Гловински, Ж.-Л. Лионса,

Р.Тремольера, Н.В. Баничука, Ф.Л. Черноусько, П.Н. Вабищевича, В.А. Ко-

втуненко, А.С. Кравчука и др. [5, 9, 15, 28, 125, 164]. Более детальный обзор

успешного применения вариационного метода в контактных задачах можно

найти в [33]. Обзорная статья [116] посвящена результатам в области мате-

матической теории трещин с неизвестными границами. C другими подхода-

ми в изучении контактных задач для упругих, вязкоупругих, термоупругих,

жесткопластических и упругопластических тел можно ознакомиться в моно-

графиях [91, 17].

Что касается математического моделирования и анализа проблем теории

трещин, широкий круг краевых задач с нелинейными граничными условия-

ми вида неравенств на кривой (поверхности) трещины изучен в работах А.М.

Хлуднева и его учеников В.А. Ковтуненко, Е.М. Рудого и др. Физический

смысл этих условий, заключается в том, что на функции перемещений на-

кладываются ограничения, не допускающие взаимное проникновение точек
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тела, лежащих на противоположных берегах трещины. Эти задачи являют-

ся нелинейными. Более того, они формулируются в негладкой области —

это обстоятельство отличает их от задач о контакте двух тел, и приводит

к тому, что решения обладают особенностями в окрестности угловых точек

границы. Приведем к примеру, хорошо известное условие непроникания для

трехмерного тела [85, 121, 150, 153]:

[u]ν ≥ 0 на Γc. (0.0.1)

Здесь u = (u1, u2, u3) –— перемещения точек тела, скобки [·] означают скачок

функции на берегах трещины, ν –— нормаль к поверхности Γc, определяю-

щей форму трещины.

А.М. Хлудневым было предложено следующее неравенство, описывающее

условие непроникания для противоположных берегов вертикальной трещи-

ны в пластинах и оболочках

[U ]ν ≥ h
∣∣[∂u
∂ν

]
∣∣ на Γc, (0.0.2)

где U, u — горизонтальные и вертикальные перемещения точек срединной

поверхности пластины, 2h — толщина пластины (оболочки), кривая Γc за-

дает пересечение поверхности трещины со срединной плоскостью, ν — нор-

маль к Γc. Вывод и обоснование этого условия проводится в рамках гипотез

Кирхгофа–Лява [153]. Задачи о пластинах Кирхгофа–Лява с наклонными

трещинами (в отличие от вертикальных трещин, вектор нормали к поверх-

ности наклонной трещины может быть не параллельным срединной плоско-

сти), в которых используются более сложные условия непроникания изучены

в [29, 35, 49, 113].

Для пластины модели Тимошенко условие непроникания берегов сквоз-

ной вертикальной трещины имеет вид

[U ]ν ≥ h
∣∣[ϕν]∣∣ на Γc, (0.0.3)

где U — горизонтальные перемещения точек срединной поверхности пла-

стины, ϕ — углы поворота нормальных волокон, 2h — толщина пластины

14



(оболочки), кривая Γc задает пересечение поверхности трещины со средин-

ной плоскостью, ν — нормаль к Γc.

Контактные задачи с нелинейными условиями непроникания и краевые

задачи математической теории трещин с граничными условиями вида (0.0.1)–

(0.0.3) относятся к классу задач с неизвестной границей. В рамках задач

этого класса область (границу) механического взаимодействия контактиру-

ющих поверхностей возможно найти лишь после решения задачи, описыва-

ющей деформацию твердого тела [109].

К настоящему времени изучен широкий круг задач для математических

моделей, в которых используются нелинейные краевые условия непроника-

ния. Одним из значимых результатов является обоснование метода фиктив-

ных областей [3, 146]. Согласно этому подходу задача о равновесии упругого

тела, контактирующего с жестким штампом (задача Синьорини) является

предельной для семейства задач, описывающих равновесие упругих тел с

трещиной. Важно отметить, что здесь условия на трещине имеют вид (0.0.1)

(для двумерного случая). Для трехмерного случая также можно доказать

аналогичный результат [116]. С математической точки зрения интересен так-

же метод гладких областей [121]. Применение этого метода позволяет фор-

мулировать исходную задачу в гладкой области, несмотря на то, что изна-

чально она сформулирована в области с разрезами [36, 115].

В [121, 153] изучены вопросы, связанные с прогнозированием развития

трещин, а именно, приводится математическое обоснование возможности

применения критерия разрушения Гриффитса. Согласно этому критерию,

развитие трещины начинается в том случае, когда производная функцио-

нала энергии по отношению к параметру, задающему длину трещины, до-

стигает критического значения [82, 123]. В работе [96] найдена формула для

производной функционала энергии для модели пластины Кирхгофа–Лява с

условием вида (0.0.2) на трещине. При этом производная находится по от-

ношению к параметру общего возмущения области, занимаемой пластиной

в срединной плоскости. Случаи трехмерного упругого тела с трещиной рас-
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смотрены в [25, 95, 121]. Заметим, что результаты, в которых приводится

вывод формулы для производной, можно отнести к исследованиям анализа

чувствительности формы области (shape sensitivity analysis) см., например,

[144, 182]. Как оказалось, при определенном выборе геометрии кривой, зада-

ющей трещину и функций внешних нагрузок, формула производной функ-

ционала энергии может быть представлена в виде инвариантного интеграла

[3, 25, 121]. В [25] для задачи о равновесии N -мерного (N = 2, 3) упругого те-

ла с условиями типа неравенств на трещине выведены достаточные условия

существования инвариантных интегралов. В [3, 98] найдены инвариантные

интегралы для двумерного тела с трещиной, лежащей на линии раздела двух

сред. Для пластин модели Кирхгофа–Лява инвариантные интегралы, выра-

жающие производную функционала энергии, найдены в рамках линейных

краевых условий [94].

Как уже было отмечено ранее, неоднородность тела является существен-

ным фактором, влияющим на его прочность. Сравнительно недавно, в 2009

г., благодаря общности вариационного подхода, удалось обосновать коррект-

ность нелинейных задач о равновесии тел с трещинами, расположенными

вдоль жестких включений [117, 120, 122]. Наличие объемного жесткого вклю-

чения в трехмерном теле или пластине предполагает заданную структуру ис-

комых функций в соответствующей подобласти [76, 77, 121, 166, 172]. В рабо-

те [169] доказано, что решения задач о равновесии двумерного упругого тела

с трещиной вдоль объемного жесткого включения сходятся к решению зада-

чи о равновесии двумерного упругого тела с тонким жестким включением.

Качественная связь между задачей о равновесии пластины Кирхгофа–Лява

с отслоившимися жестким объемным и задачей с отслоившимися жестким

тонким включением установлена в [170].

В [155, 156] изучена задача о двумерном теле, содержащей трещину, рас-

положенную вдоль тонкого упругого включения. При этом, механическое

взаимодействие берегов трещины моделируются с помощью условий непро-

никания вида (0.0.1). В работе [155] изучена зависимость задачи от парамет-
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ра жесткости включения. Установлено, что при стремлении параметра жест-

кости к нулю, в пределе получается известная задача о равновесии упругого

тела с трещиной.

С точки зрения приложений представляют также интерес задачи опти-

мального управления. В рамках изучения математических моделей с одно-

сторонними ограничениями, описывающих деформирование тел, подобные

задачи исследованы в [111, 114, 129, 145, 157]. Речь идет о задачах, в кото-

рых в качестве управляющих функций выступают внешние нагрузки, форма

трещины, геометрия области, форма штампа и т.д. Целевые функционалы

выбирались с точки зрения возможных приложений, например, они могут ха-

рактеризовать поле перемещений, напряженно-деформированное состояние,

раскрытие трещины и т.п. При этом доказательство возможности существо-

вания решения задач оптимального управления обусловлено, в частности,

подходящим выбором класса функций, задающего управляющие функции.

Добавим, что в рамках классического подхода в исследовании задач ма-

тематической теории трещин используются линейные краевые условия сле-

дующего вида

σijνj = fi на S

или

ui = gi на S,

где σij – компоненты тензора напряжений, νj – компоненты вектора внешней

нормали к поверхности S, описывающей форму трещины, ui – компоненты

вектора перемещений, fi, gi — заданные функции. В настоящее время имеет-

ся обширная литература, посвященная исследованию задач теории трещин

с краевыми условиями такого типа, см. монографии [6, 75, 52, 62, 68, 69,

82, 84, 90, 101, 103, 123, 137, 142]. Отметим основные методы исследования

указанных задач. В соответствии с методом Колосова–Мусхелишвили задача

теории трещин сводится к решению краевой задач теории функций одного

комплексного переменного [69]. Метод интегральных уравнений также отно-
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сится к одним из наиболее используемых в задачах теории упругости. Сведе-

ние задач к интегральным уравнениям и последующее их изучение описаны

в [16, 83]. Винер и Хопф предложили метод для решения некоторых инте-

гральных уравнений, основанный на идее факторизации. С техникой этого

метода можно ознакомиться в [141]. Теория потенциалов, изложенная в мо-

нографии В. Д. Купрадзе [34], также нашла применение к задачам теории

трещин [8, 22]. Особенностью линейных и нелинейных задач теории трещин

является постановка в негладкой области с разрезом (трещиной). Это об-

стоятельство обуславливает наличие сингулярных решений — в отличие от

краевых задач в областях с гладкими границами. Исследованию асимпто-

тики решений краевых задач в негладких областях, в том числе и в обла-

стях с разрезами посвящены работы [31, 57, 59, 60, 67, 73, 74, 139, 174]. В

случае краевых условий вида неравенств на разрезе, асимптотика решения

уравнения Пуассона исследована в [24]. Для задач о равновесии двумерных

и трехмерных тел с условиями непроникания вида Синьорини на трещине

гладкость вблизи кривой или поверхности трещины исследована в [161]. Сле-

дует отметить, что классический подход к задачам теории трещин часто

приводит к решениям, которые противоречат физической природе твердых

тел. А именно, в ряде случаев получается так, что функции перемещений

принимают такие значения, которые с физической точки зрения означают

взаимное проникновение противоположных берегов трещины [66, 68]. В свя-

зи с этим возникает необходимость обосновывания и исследования матема-

тических моделей, в которых возможность проникновения исключается с

помощью условий непроникания.

В настоящей диссертационной работе обоснована корректность матема-

тических моделей пластин Тимошенко с условиями непроникания берегов

трещины вида (0.0.3), а также исследованы качественные свойства решения

задач равновесия, изучены задачи оптимального управления, установлена

зависимость параметров задачи от возмущения области и т.д. Как уже было

отмечено, нелинейные задачи для пластин с условиями непроникания ви-

18



да неравенств были изучены только для модели Кирхгофа–Лява. Модель

пластины Тимошенко, в отличие от модели Кирхгофа–Лява, позволяет учи-

тывать поперечные сдвиги. Сравнение моделей пластин и оболочек типа Ти-

мошенко – Рейсснера c моделями Кирхгофа–Лява, а также с трехмерной

теорией упругости можно найти в работах [63, 19, 106, 135]. В [106] на ос-

нове тестовых примеров установлен асимптотический характер одномерных

(для балок) и двумерных моделей (для пластин и оболочек) и найдена об-

ласть их применимости. В ряде случаев учет деформации поперечного сдви-

га позволяет успешно исследовать напряженно-деформированное состояние

пластины [64, 106].

Краткий обзор содержания диссертации.

Работа состоит из введения, четырех глав, заключения и списка цитиру-

емой литературы. Главы разбиты на параграфы, параграфы — на разделы.

Используется тройная нумерация формул вида (n.m.k).

В настоящей диссертации исследуются краевые задачи, моделирующие

равновесие пластин с трещинами. Деформирование упругих пластин описы-

вается с помощью модели Тимошенко. Задачи формулируются в негладких

двумерных областях с разрезом. Все результаты объединяет способ задания

краевых условий на кривой, соответствующей трещине. А именно, задается

условие непроникания в виде неравенства, которое предотвращает взаимное

проникание берегов трещины друг в друга. В ряде изученных задач рас-

сматриваются модели неоднородных пластин с жестким включением. При

этом включение описывается либо трехмерной областью — для объемного

включения, либо двумерной цилиндрической поверхностью — для тонкого

включения. В работе также исследуются модели пологой оболочки с трещи-

ной.

Изучаются вариационные постановки задач, в которых минимизируется
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функционал энергии пластины, а решение ищется в классах соболевских

пространств. При этом множества допустимых функций, удовлетворяющие

свойствам замкнутости и выпуклости, выбираются в соответствии с физиче-

ским смыслом задачи.

Глава 1 является вводной. В ней содержатся некоторые используемые в

работе сведения из вариационного исчисления, уравнений математической

физики, теории пространств Соболева, функционального анализа. Большин-

ство определений и утверждений являются хорошо известными фактами и

приводятся для удобства, как правило, без доказательств со ссылками на

источники, где они могут быть найдены.

Также в главе 1 приводится описание математических моделей упругих

пластин Кирхгофа–Лява и Тимошенко, формулы Грина, вывод условия непро-

никания для трещины в пластине модели Тимошенко.

Вторая глава диссертации посвящена обоснованию корректности матема-

тических моделей пластин и оболочек Тимошенко с краевыми условиями

вида неравенств и исследованию качественных свойств соответствующих за-

дач: гладкости решений, возможности формулировки в дифференциальной

форме.

В параграфе 2.1 сформулирована и доказана однозначная разрешимость

задачи о равновесии трансверсально-изотропной пластины Тимошенко, со-

держащей сквозную вертикальную трещину. При условии дополнительной

гладкости решения, найдена дифференциальная формулировка, эквивалент-

ная исходной вариационной постановке. Установлена локальная дополни-

тельная гладкость решения на трещине вне окрестности ее трещины; при

локальных условиях бесконечной дифференцируемости функций внешних

нагрузок и "нулевого" раскрытия трещины доказана локальная бесконеч-

ная дифференцируемость решения.

В параграфе 2.2 доказана однозначная разрешимость задачи о равнове-

сии композитной пластины, состоящей из связующей и упругого включения.

При этом для описания деформирования связующей пластины используется
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модель Тимошенко, а для включения — модель пластины Кирхгофа–Лява.

Кроме того, предполагается, что вдоль границы упругого включения пласти-

на имеет сквозную трещину. Из вариационной постановки задачи получена

система краевых условий на замкнутой кривой, описывающей границу упру-

гого включения.

В параграфах 2.3 и 2.4 второй главы исследуется вариационные задачи о

равновесии пластины с жесткими объемными и тонкими включениями. Для

каждой из рассмотренных задач доказана однозначная разрешимость, най-

дены дифференциальные постановки задач, эквивалентные исходным. Ис-

следован предельный переход при стремлении параметра жесткости к беско-

нечности в некоторой фиксированной части упругой пластины. С помощью

обоснования этого предельного перехода доказано, что предельной для се-

мейства задач о равновесии упругих пластин является задача о пластине с

жестким включением. Установлено, что предельный переход по параметру

размера включения в задачах о равновесии пластины с объемным включени-

ем (без отслоения), приводит к корректной формулировке задачи о пластине

с тонким жестким включением без отслоения. В задаче о пластине с отсло-

ившимся тонким включением на трещине задаются условия непроникания

вида неравенств.

Параграф 2.5 посвящен математическому обоснованию корректности и

изучению модели пластины Тимошенко с наклонной трещиной. Осуществ-

лен вывод условия взаимного непроникания берегов трещины в рамках пред-

положения о том, что нормаль к поверхности трещины образует малый угол

со срединной плоскостью. Доказана однозначная разрешимость вариацион-

ной задачи о равновесии пластины с условиями непроникания на кривой,

соответствующей трещине. Найдена дифференциальная формулировка, эк-

вивалентная исходной при достаточной гладкости решения. Для одномерно-

го случая (балка с разрезом) приведено аналитическое решение и изучены

частные случаи продольного растяжения и сжатия.

Метод фиктивных областей для контактной задачи с краевыми условия-
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ми непроникания (типа Синьорини) для пластины Тимошенко предложен

в параграфе 2.6. Доказано, что исходную задачу о контакте пластины с

жестким препятствием можно получить с помощью предельного перехода

в семействе вспомогательных задач, формулируемых в более широкой обла-

сти. Каждая задача семейства моделирует равновесие пластины, содержа-

щей трещину. При этом на внутренней границе, соответствующей трещине,

налагаются условия непроникания противоположных берегов трещины в ви-

де неравенств. Для вариационных формулировок рассматриваемых задач

найдены эквивалентные дифференциальные постановки.

В параграфе 2.7 второй главы сформулирована модель, описывающая

равновесие пологой оболочки с трещиной. Особенностью данной нелиней-

ной модели, по сравнению с ранее изученными моделями пологих оболочек

является то, что в исходном состоянии берега трещины могут выступать

друг над другом. Для нелинейной вариационной задачи установлена един-

ственность решения в классе соболевских функций; найдена дифференци-

альная постановка, эквивалентная исходной при дополнительной гладкости

решения. При дополнительных условиях "нулевого" раскрытия трещины и

бесконечной гладкости функций, описывающих кривизны оболочки и воз-

действие внешних нагрузок доказана локальная бесконечная дифференци-

руемость функции решения.

Основными результатами главы являются математическое обоснования

корректности задач теории упругих пластин, вывод соответствующих диф-

ференциальных постановок, анализ качественных свойств моделей: гладко-

сти решения, обоснование предельных переходов. Результаты содержатся в

работах [37, 41, 45, 46, 47, 48, 166].

Глава 3 состоит из трех параграфов, в которых исследуется зависимость

функционала энергии и решения от вариации геометрии задачи. В парагра-

фах 3.1, 3.2 рассматривается задача о равновесии упругой трансверсально-

изотропной пластины Тимошенко, содержащей сквозную трещину. В 3.1 с по-

мощью достаточно гладкого возмущения класса C1([0, ε0);W
2,∞
loc (R2)), опре-
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деленного в срединной плоскости пластины, задается возмущение геомет-

рии пластины в срединной плоскости. Доказана сильная сходимость реше-

ний возмущенных задач к решению невозмущенной задачи. Доказано су-

ществование производной функционала энергии и найдена выражающая ее

формула.

В параграфе 3.2 предполагается, что выбор преобразования и геометри-

ческие свойства области с разрезом обеспечивают взаимную однозначность

допустимых множеств, соответствующих невозмущенной и возмущенной об-

ласти. При указанных предположениях доказано существование функциона-

ла энергии и найдена выражающая ее формула. Показано, что в этой задаче

существуют инвариантные интегралы, не зависящие от пути интегрирования

и численно равные производной функционала энергии пластины по парамет-

ру возмущения.

Последний параграф 3.3 главы посвящен анализу задачи о равновесии

пластины Тимошенко, содержащей трещину вдоль жесткого включения. С

помощью достаточно гладкого отображения задается возмущение геометрии

пластины в срединной плоскости. Выведена формула производной функци-

онала энергии пластины по отношению к параметру возмущения, доказана

непрерывная зависимость решений семейства задач о равновесии пластин в

зависимости от параметра возмущения.

Основными результатами главы являются вывод формулы для производ-

ной функционала энергии в задаче о равновесии однородной пластины с

трещиной и неоднородной пластины с отслоившимся жестким включением, а

также вывод достаточных условий существования инвариантных интегралов

и их построение. Результаты главы 3 опубликованы в работах [43, 167, 168]

Четвертая глава посвящена изучению разрешимости задач оптимального

управления. В первом параграфе 4.1 изучены задачи о равновесии пластин

с трещиной вдоль жесткого включения. При этом рассматриваются случаи

объемного жесткого включения и тонкого жесткого включения. Деформи-

рование упругой части пластины описывается с помощью модели Тимошен-
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ко. Проводится анализ зависимости решений и производной функционала

энергии пластины от вариации размера жесткого включения. С помощью

метода вспомогательных задач доказана непрерывная зависимость решений

от параметра, характеризующего размер жесткого включения. Установле-

на разрешимость задачи оптимального управления, в которой функционал

качества задается производной функционала энергии пластины, а управля-

ющий параметр описывает размер включения.

В параграфе 4.2 исследуется задача о контакте пластины, содержащей

жесткое включение. Предполагаем, что пластина может вступать в механи-

ческий контакт по внешней жесткой части пластины. На внешней границы

области пластины задаются условия непроникания типа Синьорини и од-

нородные условия жесткого защемления. В формулировках задач объемное

включение задается трехмерной областью, а тонкое включение – двумерной

поверхностью. Проводится анализ зависимости решения от размера жестко-

го включения. Доказана разрешимость задачи оптимального управления, в

которой функционал качества характеризует отклонение вектора обобщен-

ных перемещений от заданных функций, а управляющий параметр модели-

рует размер жесткого включения.

В следующем параграфе 4.3 исследуется зависимость решений указанной

задачи от изменения формы кривой, задающей трещину. Установлена сла-

бая сходимость решений в пространстве Соболева при стремлению к нулю

параметра, описывающего возмущение прямолинейной трещины. Доказано

существование экстремальной кривой, доставляющей экстремум для функ-

ционала качества, описывающего отклонение от заданных обобщенных пе-

ремещений.

Основными результатами главы являются результаты о непрерывной за-

висимости решений задач при вариации геометрии задачи: в параграфах 4.1

изучается возмущение размера объемного включения, а в параграфе 4.3 —

форма трещины. На основе этих результатов доказаны теоремы о разреши-

мости задач оптимального управления. В рамках исследования нелинейных
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задач о равновесии пластин с жесткими включениями предложен новый ме-

тод обоснования предельного перехода в семействе вариационных задач с

заданной структурой решения. Этот метод основан на применении семей-

ства вспомогательных задач. Отметим, что метод анализа семейства вариа-

ционных неравенств для тел с жесткими включения был предложен автором

диссертационной работы и может быть применен и для других модельных

задач теории упругости (см. [169, 170]). Результаты главы 4 опубликованы в

работах [39, 172].

25



Глава 1

Обозначения и предварительные

сведения

1.1 Функциональные пространства

Пусть Ω открытое множество в RN . Через W k
p (Ω), k ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ p ≤ ∞,

обозначается пространство Соболева, состоящее из всех функций измери-

мых по Лебегу функций, обобщенные производные которых принадлежат

пространству Lp(Ω) вплоть до порядка k. В случае k = 0, как обычно, пола-

гаем W 0
p (Ω) = Lp(Ω).

Пространство W k
p (Ω) является банаховым [130] относительно нормы

∥u∥W k
p (Ω)

=
∑
|α|≤k

∥Dαu∥Lp(Ω).

Для p = 2 мы будем использовать обозначение Hk(Ω) вместо W k
p (Ω). В этом

случае Hk(Ω) будет гильбертовым пространством со скалярным произведе-

нием

(u, v)Hk(Ω) =
∑
|α|≤k

(Dαu,Dαv)

и нормой

∥u∥2Hk(Ω) = (u, u)Hk(Ω).

Для дальнейшего изложения необходимо понятие гладкости границы ∂Ω

области Ω. Следуя [7], дадим определение гладкости границы.
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Определение 1.1.1. Граница ∂Ω принадлежит классу Ck,1, k ≥ 1, если

существуют два вещественных числа b > 0, h > 0; m систем координат

(yj, yjN), yj = (yj1, ..., y
j
N−1), j = 1, ...,m, (1.1.1)

и m функций θj, j = 1, ...,m таких, что в кубах

△j = {yj ∈ RN−1 | |yji | < b, i = 1, ..., N − 1}

функции θj принадлежат Ck,1(△j
), и для множеств

Σj = {(yj, yjN) ∈ RN | yj ∈ △j, yjN = θj(yj)},

Ωj
+ = {(yj, yjN) ∈ RN | yj ∈ △j, θj(yj) < yjN < θj(yj) + h},

Ωj
− = {(yj, yjN) ∈ RN | yj ∈ △j, θj(yj)− h < yjN < θj(yj)},

выполнены следующие условия:

∂Ω =
m∪
j=1

Σj, Ωj
+ ⊂ Ω, Ωj

− ⊂ RN \ Ω, j = 1, ...,m.

Здесь Ck,1(△j
) обозначает пространство функций, которые имеют k Лип-

шиц-непрерывных производных в △j.

Это определение утверждает, что граница ∂Ω множества Ω может быть

локально представлена как график функции класса Ck,1, и множество Ω

локально является надграфиком этой функции.

В диссертационной работе используется известная теорема вложения Со-

болева [56].

Теорема 1.1.1. Пусть ограниченная область Ω ⊂ RN является липшице-

вой. Тогда

1) Если N > lp и 1
q = 1

p −
l
N или если N = lp и q ≥ 1 – любое конечное,

то

W l
p(Ω) ⊂ Lq(Ω),

причем оператор вложения непрерывен;
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2) если N
p + k < l ≤ N

p + k + 1, где k – неотрицательное целое, то

W l
p(Ω) ⊂ Ck(Ω̄),

причем оператор вложения непрерывен;

3) если N > lp и q удовлетворяет неравенствам 1 ≤ q < Np
N−lp или если

N ≤ lp и q ≥ 1 – любое конечное, то вложение W l
p(Ω) в Lq(Ω) компактно.

Для анализа чувствительности функционалов энергии к изменению фор-

мы областей мы будем использовать преобразования координат, зависящее

от малого параметра. Справедлива следующая теорема [175].

Пусть Ω и G — открытые множества в RN и пусть F = (F1, . . . , FN) —

взаимно однозначное би-Липшицево отображение Ω на G, то есть все коорди-

натные функции Fi, i = 1, . . . , N , равномерно Липшицевы на Ω и все коорди-

натные функции F−1
i , i = 1, . . . , N , в свою очередь, равномерно Липшицевы

на G. Заметим, что в этом случае отображение F почти всюду дифференци-

руемо [131] и элементы матрицы Якоби F ′ принадлежат L∞(Ω). Кроме того,

справедлива обобщенная формула замены переменных в интегралах∫
G

f(y)dy =

∫
Ω

(f ◦ F )(x)|detF ′(x)| dx

для всех функций f из L1(G) (см. [108]).

Теорема 1.1.2. Пусть F : Ω → G — би-Липшицево отображение и пусть

элементы матрицы Якоби F ′ принадлежат пространству W k−1
∞ (Ω), k ≥ 1.

Если u ∈ W k
p (G), то функция u ◦ F принадлежит пространству W k

p (Ω).

Кроме того, все ее производные Dα(u ◦F ), |α| ≤ k выражаются по класси-

ческой формуле дифференцирования сложных функций.

Доказательство теоремы 1.1.2 можно найти в [175] (стр. 46).

Определим пространства Соболева на многообразиях. Пусть Ω ⊂ R2 — от-

крытое множество, граница которого принадлежит классу Ck,1. На границе

∂Ω определим функциональные пространства посредством локальных коор-

динат (1.1.1) следующим образом [54]. Для заданной функции s(x), x ∈ ∂Ω,
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функции

sj(yj) = s(yj, θj(yj)), yj ∈ △j
2 = {yj ∈ R | |yj| < b}, j = 1, ...,m,

могут быть рассмотрены в кубах (интервалах) △j
2. Тогда мы определим про-

странство

Hk(∂Ω) = {s ∈ L2(∂Ω) | sj ∈ Hk(△j
2), j = 1, ...,m},

снабженной нормой

∥s∥2k,∂Ω =
m∑
j=1

∥sj∥2
k,△j

2
.

Введем так же пространство Hk−1/2(∂Ω), k ≥ 1, снабженное нормой

∥s∥2k−1/2,∂Ω = ∥s∥2k−1,∂Ω+

+
k−1∑
|α|=0

m∑
j=1

∫
△j

2

∫
△j

2

|Dαsj(yj)−Dαsj(θj)|2

|yj − θj|2
dyjdθj.

Пусть n = (n1, n2) — внешняя единичная нормаль к ∂Ω. Обозначим через

∂i/∂ ni производную по нормали порядка i на ∂Ω. Сформулируем стандарт-

ный результат о следах функций на границе для пространств Hk(Ω).

Теорема 1.1.3. Пусть граница ∂Ω принадлежит классу Ck−1,1, k ≥ 1 –

целое, а функция u принадлежит пространству Hk(Ω). Тогда существует

линейный непрерывный оператор

π : Hk(Ω) →
k−1∏
i=0

Hk−i−1/2(∂Ω),

однозначно определяющий следы πu = (π0u, ..., πk−1u) функции u на ∂Ω:

πiu ∈ Hk−i−1/2(∂Ω), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Для гладких функций u, определенных в Ω̄, имеют место формулы

πiu =
∂iu

∂ni
, 0 ≤ i ≤ k − 1, на ∂Ω.
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Обратно, существует линейный непрерывный оператор

k−1∏
i=0

Hk−i−1/2(∂Ω) → Hk(Ω),

такой что для любых заданных gi ∈ Hk−i−1/2(∂Ω), 0 ≤ i ≤ k − 1, можно

найти функцию u ∈ Hk(Ω), обладающую свойствами

πiu = gi, 0 ≤ i ≤ k − 1, на ∂Ω.

1.2 Область с разрезом

В этом параграфе определим область с разрезом. Пусть Ω — ограниченная,

связная область в R2 с гладкой границей ∂Ω, а n = (n1, n2) — внешняя

единичная нормаль к ∂Ω. Пусть внутри Ω содержится кривая γ. Считаем,

что γ — не имеет самопересечений. В дальнейшем с помощью кривой γ мы

будем моделировать пересечение трещины и срединной плоскости пластины.

Обозначим через ∂γ концевые точки кривой γ. В дальнейшем будем считать,

что γ = γ \ ∂γ и γ = γ ∪ ∂γ.

Выберем и зафиксируем направление единичной нормали ν = (ν1, ν2) к

γ, которое определит положительный берег γ+ разреза γ (с внешней нор-

малью (−ν)) и отрицательный берег γ− (с внешней нормалью ν). Опре-

делим область с трещиной Ωγ как Ωγ = Ω\γ, граница которой ∂Ωγ есть

∂Ω ∪ γ− ∪ γ+ ∪ ∂γ. Очевидно, что граница области с трещиной не является

Липшиц-непрерывной в смысле определения 1.1.1.

Предположим, что существует замкнутое продолжение Σ кривой γ, деля-

щее Ω на две подобласти Ω1,Ω2 с границами ∂Ω1, ∂Ω2, такими что γ ⊂ Σ.

Предполагается, что ∂Ω1 = Σ, ∂Ω2 = Σ ∪ ∂Ω. Будем говорить, что граница

∂Ωγ принадлежит классу Ck,1, если ∂Ω1, ∂Ω2 принадлежат Ck,1.

Пусть граница ∂Ωγ принадлежит Ck−1,1, и пусть задана функция u ∈

Hk(Ωγ), k ≥ 1. Тогда однозначно определены нормальные производные на
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границе ∂Ωγ, причем

∂iu

∂ni
∈ Hk−i−1/2(∂Ω),

∂iu±

∂νi
∈ Hk−i−1/2(γ), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Введем обозначение для скачка функции u на γ:

[u] = u|γ+ − u|γ−.

Для функции u ∈ Hk(Ωγ) имеем[
∂iu

∂νi

]
=
∂iu+

∂νi
− ∂iu−

∂νi
∈ Hk−i−1/2(γ), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Аналогичные обозначения используются и для замкнутого расширения Σ,

γ ⊂ Σ, именно[
∂iu

∂νi

]
=
∂iu+

∂νi
− ∂iu−

∂νi
∈ Hk−i−1/2(Σ), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Заметим, что в силу включения u ∈ Hk(Ωγ) и единственности определения

следа имеем
∂iu+

∂νi
=
∂iu−

∂νi
на Σ \ γ, 0 ≤ i ≤ k − 1,

или [
∂iu

∂νi

]
= 0 на Σ \ γ, 0 ≤ i ≤ k − 1.

Пусть γ класса Ck,1, k ≥ 0. Определим пространство Соболева с весом [54]

H
1/2
00 (γ) = {u ∈ H1/2(γ) | d−1/2u ∈ L2(γ)},

снабженной нормой

∥u∥2
H

1/2
00 (γ)

= ∥u∥2H1/2(γ) + ∥d−1/2u∥2L2(γ)
,

где d(x) — расстояние от точки x ∈ γ до ∂γ.

Сформулируем ряд утверждений, характеризующих функции из прос-

транств Hk(Ωγ) и Hk−1/2
00 (γ). Первое утверждение устанавливает связь меж-

ду функциями из Hk−1/2
00 (γ) и функциями из Hk−1/2(Σ), допускающими про-

должение нулем на Σ ⊃ γ (см. [121, 143]).
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Лемма 1.2.1. Пусть k ≥ 1, а γ принадлежит классу Ck−1,1. Пусть су-

ществует замкнутое продолжение Σ ∈ Ck−1,1 кривой γ. Тогда функция

u ∈ H
k−1/2
00 (γ) тогда и только тогда, когда

ū =

 u на γ

0 на Σ \ γ
∈ Hk−1/2(Σ).

В силу теоремы1.1.3 и леммы1.2.1 справедлива следующая теорема [121,

153].

Теорема 1.2.1. Пусть граница ∂Ωγ принадлежит классу Ck−1,1, а функция

u принадлежит Hk(Ωγ). Тогда существует линейный непрерывный опера-

тор, который однозначно определяет на ∂Ωγ величины

∂iu

∂ni
∈ Hk−i−1/2(∂Ω),

∂iu±

∂νi
∈ Hk−i−1/2(γ),

[
∂iu

∂νi

]
∈ H

k−i−1/2
00 (γ)

для 0 ≤ i ≤ k−1. Наоборот, существует линейный непрерывный оператор,

такой что для любых заданных

g±i ∈ Hk−i−1/2(γ), [gi] ∈ H
k−i−1/2
00 (γ), 0 ≤ i ≤ k − 1,

можно найти функцию v ∈ Hk(Ωγ), такую что

∂iv±

∂νi
= g±i , 0 ≤ i ≤ k − 1, на γ.

Доказательство. Предположим, что Σ – гладкое замкнутое продолже-

ние γ класса Ck−1,1, делящее область Ω на две подобласти Ω1,Ω2 так же,

как и ранее. Границы ∂Ω1, ∂Ω2 состоят из Σ−, ∂Ω ∪ Σ+ соответственно. По

теореме 1.1.3 для u ∈ Hk(Ωγ) имеем

∂iu±

∂νi
∈ Hk−i−1/2(Σ), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Ввиду единственности определения следов получаем[
∂iu

∂νi

]
= 0 наΣ \ γ,

[
∂iu

∂νi

]
∈ Hk−i−1/2(Σ), 0 ≤ i ≤ k − 1.
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С учетом леммы 1.2.1 это означает, что[
∂iu

∂νi

]
∈ H

k−i−1/2
00 (γ), 0 ≤ i ≤ k − 1,

что и доказывает первое утверждение теоремы 1.2.1.

Докажем обратное утверждение. Пусть g±i ∈ Hk−i−1/2(γ) заданы, [gi] ∈

H
k−i−1/2
00 (γ), 0 ≤ i ≤ k− 1. Построим произвольное гладкое продолжение g−i

на Σ− такое, что

g̃−i =

 g−i на γ−

si на Σ− \ γ−
∈ Hk−i−1/2(Σ), 0 ≤ i ≤ k − 1.

Определим функцию на Σ+

g̃+i =

 g+i на γ+

si на Σ+ \ γ+
, 0 ≤ i ≤ k − 1.

Поскольку [gi] ∈ H
k−i−1/2
00 (∂Ω) и [g̃i] = 0 на Σ\γ, то в силу леммы1.2.1 полу-

чаем [g̃i] ∈ Hk−i−1/2(Σ). В частности, это влечет g̃+i = [g̃i]+ g̃
−
i ∈ Hk−i−1/2(Σ).

Таким образом, по теореме 1.1.3 существуют функции uj ∈ Hk(Ωj), j = 1, 2,

такие что ∂iuj/∂νi совпадают с g̃±i на Σ±. Определим функцию в Ωγ:

u =

 u1 в Ω1

u2 в Ω2.

В силу свойства

0 = [g̃i] =

[
∂iu

∂νi

]
на Σ \ γ, 0 ≤ i ≤ k − 1,

получаем u ∈ Hk(Ωγ). Теорема доказана.

Рассмотрим векторный случай. Пусть u = (u1, u2) ∈ H1(Ωγ)
2. Имеет ме-

сто разложение вектора u на нормальную и касательные составляющие

ui = unni + uτi, un = ujnj на ∂Ω, i = 1, 2,

ui = uννi + uτi, uν = ujνj на γ, i = 1, 2.

Если граница ∂Ωγ класса C1,1, то из результатов работы [140] следует, что

векторы n и ν есть равномерно Липшиц-непрерывные функции. Справедлив

следующий результат о следах в области с трещиной [30].
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Теорема 1.2.2. Пусть ∂Ωγ принадлежит классу C1,1. Существует линей-

ный непрерывный оператор

H1(Ωγ)
2 → H1/2(∂Ω)×H1/2(γ)2 ×H

1/2
00 (γ)2,

который однозначно определяет следующие следы u ∈ H1(Ωγ)
2 на ∂Ωγ:

un, uτi ∈ H1/2(∂Ω), i = 1, 2,

uν, uτi ∈ H1/2(γ), i = 1, 2,

[uν], [uτi] ∈ H
1/2
00 (γ), i = 1, 2.

Наоборот, существует линейный непрерывный оператор

H1/2(∂Ω)×H1/2(γ)2 ×H
1/2
00 (γ)2 → H1(Ωγ)

2,

который для любых заданных sn, sτi и gν, gτi, i = 1, 2, таких, что

sn, sτi ∈ H1/2(∂Ω), i = 1, 2,

g±ν , g
±
τi ∈ H1/2(γ), i = 1, 2,

[gν], [gτi] ∈ H
1/2
00 (γ), i = 1, 2,

можно построить функцию u ∈ H1(Ωγ)
2 с условиями

(un, uτi) = (sn, sτi), на ∂Ω, i = 1, 2,

(uν, uτi) = (g±ν , g
±
τi) на γ, i = 1, 2.

Уместно отметить, что в работах [58, 175], исследованы пространства Со-

болева, определенные на негладких областях.

1.3 Неравенства Корна и Пуанкаре-Фридрихса

Для получения оценок в пространствах Соболева понадобятся неравенства

Корна и Пуанкаре-Фридрихса.
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Теорема 1.3.1. (Первое неравенство Корна). Пусть Ω ⊂ RN — ограни-

ченная область. Тогда существует постоянная c, зависящая лишь от Ω

такая, что ∫
Ω

εij(u)εij(u) dx ≥ c∥u∥2H1(Ω)2 ∀u ∈ H1
0(Ω)

2, (1.3.1)

где

εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i).

Теорема 1.3.2. (Второе неравенство Корна). Пусть Ω ⊂ RN – ограничен-

ная область класса C0,1. Тогда существует постоянная c > 0, зависящая

лишь от Ω такая, что∫
Ω

εij(u)εij(u) dx+

∫
Ω

u2 dx ≥ c∥u∥2H1(Ω)2 ∀u ∈ H1(Ω)2.

Замечание 1.3.1. Если граница области Ω липшицева, то первое неравен-

ство Корна имеет место и для функций, которые обращаются в нуль не

на всей границе ∂Ω, а лишь на ее части, мера Хаусдорфа которой положи-

тельна.

Доказательство первого и второго неравенства Корна можно найти в [18,

78].

Теорема 1.3.3. (Неравенство Пуанкаре—Фридрихса). Пусть Ω ⊂ RN –

ограниченная c липшицевой границей ∂Ω, которая может быть представ-

лена в виде ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∪ Γ1 = ∅, meas(Γ0) > 0. Тогда существует

постоянная c > 0, зависящая лишь от Ω такая, что∫
Ω

|∇v|2 dx ≥
∫
Ω

v2 dx ∀v ∈ H1
Γ0
(Ω),

где

H1
Γ0
(Ω) = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 на Γ0}.
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Доказательство неравенства Пуанкаре—Фридрихса содержится в [56].

При изучении краевых задач, описывающих равновесие пластин Кирхгофа-

Лява, нам понадобится следующая теорема.

Теорема 1.3.4. Пусть Ω ограниченная область с гладкой границей. Пусть

граница ∂Ω разбита на две части Γ0 и Γ1, причем meas(Γ0) > 0. Определим

пространство

H2
Γ0
(Ω) = {u ∈ H2(Ω) | u = 0 на Γ0}

и билинейную форму

b(u, v) = ux1x1
vx1x1

+ ux2x2
vx2x2

+ æux1x1
vx2x2

+ æux2x2
vx1x1

+

+ 2(1− æ)ux1x2
vx1x2

,

где æ = const, 0 < æ < 1/2. Тогда существует константа c, зависящая

только от Ω и æ такая, что∫
Ω

b(u, u) dx1dx2 ≥ c∥u∥2H2(Ω)

для всех u ∈ H2
Γ0
(Ω).

Доказательство можно найти в [109] (стр. 69-72).

1.4 Минимизация выпуклых функционалов

В диссертационной работе краевые задачи о равновесии упругих пластин

будут исследованы с помощью вариационных формулировок — в виде мини-

мизации функционалов на множеством допустимых функций. Поэтому нам

понадобится ряд общих определений и теорем вариационного исчисления

[14, 32, 80, 100, 121, 132, 164].

Пусть V — нормированное пространство, V ∗ — его сопряженное (двой-

ственное). Пусть Π : V → R — произвольный функционал, а элемент u

принадлежит пространству V .
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Определение 1.4.1. Множество K ⊂ V называется выпуклым, если для

всех u1, u2 ∈ K, λ ∈ (0, 1) справедливо включение

λu1 + (1− λ)u2 ∈ K.

Определение 1.4.2. Множество K ⊂ V называется замкнутым (слабо

замкнутым), если для любой последовательности {un} ⊂ K сходящейся

сильно (слабо) к u ∈ V в пространстве V при n→ ∞ выполнено u ∈ K.

Очевидно, что слабозамкнутое множество является замкнутым. Обрат-

ное, вообще говоря, неверно. Тем не менее для выпуклых множеств верна

следующая лемма.

Лемма 1.4.1. Выпуклое замкнутое множество слабо замкнуто.

Доказательство. Пусть последовательность {un} ⊂ K сходится слабо

к u в пространстве V . Покажем, что u ∈ K. От противного. Пусть u не

принадлежит K. Так как K — замкнутое множество, то dist (u,K) > 0. По

лемме об отделимости точки и замкнутого выпуклого множества [89, 132]

существует функционал u∗ ∈ V ∗ такой, что

u∗(u) < inf
v∈K

u∗(v).

С другой стороны

inf
v∈K

u∗(v) ≤ inf
n
u∗(un) ≤ lim

n→∞
u∗(un) = u∗(u).

Получили, что u∗(u) < u∗(u). Указанное противоречие доказывает теорему.

Определение 1.4.3. Функционал Π : V → R называется выпуклым, если

для всех u, v ∈ V , λ ∈ (0, 1), справедливо неравенство

Π(λu+ (1− λ)v) ≤ λΠ(u) + (1− λ)Π(v). (1.4.1)

Функционал Π называется строго выпуклым, если равенство в (1.4.1) до-

стигается только при u = v.

Определение 1.4.4. Функционал Π : V → R называется коэрцитивным,

если

Π(u) → +∞ при ∥u∥ → ∞.
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Определение 1.4.5. Функционал Π : V → R называется слабо полунепре-

рывным снизу в точке u, если из условия un → u слабо в V при n → ∞

следует

lim inf
n→∞

Π(un) ≥ Π(u).

Определение 1.4.6. Точка u ∈ K называется точкой минимума функци-

онала Π на множестве K, если

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ K.

Теперь приведем основную теорему существования точки минимума [7].

Теорема 1.4.1. Пусть V – рефлексивное банахово пространство, а подмно-

жество K ⊂ V – выпукло и замкнуто. Если Π : V → R – коэрцитивный

и слабо полунепрерывный снизу функционал, то задача

inf
v∈K

Π(v) (1.4.2)

имеет решение.

Если кроме того, на функционал Π наложить требование выпуклости и

дифференцируемости, то задача (1.4.2) будет эквивалентна некоторому ва-

риационному неравенству [121].

Определение 1.4.7. Говорят, что функционал Π дифференцируем по Гато

в точке u ∈ V , если существует линейный непрерывный функционал Π′ ∈

V ∗ такой, что для каждого v ∈ V

Π′
u(v) = lim

λ→0

Π(u+ λv)− Π(u)

λ
.

Лемма 1.4.2. Пусть K – выпуклое множество, функционал Π – выпуклый

и дифференцируемый по Гато. Тогда задача (1.4.2) эквивалентна вариаци-

онному неравенству

u ∈ K, Π′
u(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K. (1.4.3)
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Лемма 1.4.3. Если в дополнение к лемме 1.4.2 потребовать, что функцио-

нал Π является строго выпуклым, то решение задачи минимизации (1.4.2)

единственно.

Замечание 1.4.1. Если рассматривать задачу минимизации на всем про-

странстве V , то в условиях леммы1.4.2 вариационное неравенство (1.4.3)

примет вид вариационного равенства — уравнения Эйлера:

Π′
u(v) = 0 ∀v ∈ V. (1.4.4)

Вариационные равенства вида (1.4.4) будут возникать, когда мы будем рас-

сматривать задачи равновесия упругих тел, в которых не накладываются

односторонние ограничения на решения.

1.5 Математическая модель упругой пластины с тре-

щиной

В настоящем параграфе приведем необходимые сведения, которые позволя-

ют сформулировать математическую модель пластины Тимошенко, содер-

жащей сквозную вертикальную трещину.

Пластиной называется тело, ограниченное двумя параллельными плоско-

стями, расстояние между которыми, называемое толщиной пластины, мало

по сравнению с его другими размерами. Тело называется трансверсально-

изотропным, если через каждую точку тела можно провести плоскость пер-

пендикулярно одной и той же линии так, что механические свойства в этой

плоскости не зависят от направлений. Для трансверсально-изотропной пла-

стины, будем считать, что плоскость изотропии параллельна срединной плос-

кости пластины [86].

В соответствии с моделью Тимошенко, нормальное до деформации волок-

но после деформации остается прямолинейным, но не перпендикулярным к

срединной поверхности. При этом считается, что длина волокна остается
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постоянной [12]. Последнее означает, что нормальными напряжениями в на-

правлении нормали к срединной плоскости можно пренебречь по сравнению

с основными напряжениями (нормальными и касательными напряжения в

срединной поверхности).

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1, кривая γ

содержится в области Ω. Полагаем, что γ не содержит своих концевых точек

∂γ. Будем считать, что относительно Ω, ∂Ω и γ выполнены предположения

параграфа 1.2.

Предположим, что трансверсально-изотропная однородная пластина име-

ет постоянную толщину 2h. В диссертационной работе будем рассматри-

вать пластины постоянной толщины. Трехмерное декартово пространство

{x1, x2, z} соотнесем так, чтобы область Ωγ ⊂ R2 задавала проекцию пласти-

ны со сквозной трещиной на срединную плоскость z = 0. При этом кривая

γ соответствует трещине в пластине. Это означает, что сквозная вертикаль-

ная трещина моделируется цилиндрической поверхностью: x = (x1, x2) ∈

γ,−h ≤ z ≤ h, где |z| — расстояние до срединной плоскости. Слово "верти-

кальная" означает то, что поверхность, описывающая трещину перпендику-

лярна к срединной горизонтальной плоскости пластины.

В работе используется подход Лагранжа, при котором каждая частица

сплошной среды в естественном состоянии имеет заданные координаты, и

задача состоит в том, чтобы найти перемещения, деформации и напряжения

как функции координат.

Обозначим через χ = χ(x) = (W,w) вектор перемещений точек сре-

динной плоскости, x = (x1, x2), где W = (w1, w2) — горизонтальные (вдоль

плоскости (x1, x2)), а w — вертикальные перемещения. Углы поворота нор-

мальных сечений обозначим через ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2). Обобщенный вектор

перемещений η = (W,w, ψ). Будем считать, в соответствии положениями

классической теории упругости, что величины χ, ψ являются бесконечно ма-

лыми. Для удобства будем также использовать обозначения ηi, i = 1, 2..., 5

для компонент вектора η, при этом (η1, η2) = W , η3 = w, (η4, η5) = ψ.

40



Пусть (x, z) — координаты некоторой точки пластины, где x = (x1, x2),

z ∈ [−h, h]. Перемещения этой точки вдоль срединной плоскости (по–гори-

зонтали) W z = (w1
z, w2

z) и прогибы wz зависят от ψ(x) = (ψ1, ψ2), W (x) =

(w1, w2), w(x) следующим образом:

w1
z = w1 + zψ1, w2

z = w2 + zψ2, wz = w. (1.5.1)

Приведем известные тензорные соотношения теории упругости, справед-

ливые для модели Тимошенко [86]. Тензоры, описывающие деформацию пла-

стины, определяются по формулам:

εij(ψ) =
1

2

(∂ψi

∂xj
+
∂ψj

∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов и усилий вычисляются по формулам

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2cijklεkl(W ), (1.5.2)

(по повторяющимся индексам проводится суммирование) где ненулевые по-

стоянные коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями:

ciiii = D, ciijj = Dæ, cijij = cijji = D(1− æ)/2, i, j = 1, 2, i ̸= j,

D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона. Для

вектора поперечных сил q = (q1, q2) выполняются следующие равенства [86]:

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (v,i=
∂v

∂xi
) (1.5.3)

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.

Удельная энергия деформации пластины (стр. 32, [87]) или плотность

энергии деформации, отнесенная к единице площади, выражается форму-

лой
1

2
b(η, η),

где

b(η, η̄) = σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + qi(w,ψ)(w̄,i+ψ̄i),
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Полная энергия деформации пластины получается интегрированием по об-

ласти, занимаемой пластиной:

1

2

∫
Ωγ

b(η, η) (1.5.4)

Функционал энергии имеет вид [86]

Π(η) =
1

2

∫
Ωγ

b(η, η)−
∫
Ωγ

Fη, (1.5.5)

где F = (f1, f2, ...f5), Fη = fiηi.

Другой моделью упругой пластины, является модель пластины Кирх-

гофа–Лява. Вывод соотношений для этой модели основан на следующих

гипотезах: любое нормальное к срединной поверхности волокно до дефор-

мации остается нормальным к срединной поверхности и после деформации,

нормальными напряжениями в направлении нормали к срединной поверх-

ности можно пренебречь по сравнению с основными продольными напряже-

ниями [12].

Для этой модели горизонтальные перемещения W = (w1, w2) и прогибы w

срединной плоскости пластины определяют перемещения всех точек пласти-

ны. При этом перемещения W z и прогибы wz произвольной точки пластины

зависят от срединных по следующему правилу

wz = w, W z = W − z∇w, z ∈ [−h, h] .

Уравнения состояния имеют вид:

σij(W ) = cijklεkl(W ), mij = dijklw,kl, i, j = 1, 2, (1.5.6)

где тензоры {cijkl} и {dijkl} удовлетворяют условиям симметричности и по-

ложительной определенности. Тензор m = {mijkl} называется тензором мо-

ментов.

В дальнейшем мы будем считать, что пластина является однородной. В
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этом случае имеем

m11 = −D(w,11 + æw,22)

m22 = −D(w,22 + æw,11)

m12 = m21 = −D(1− æ)w,12,

(1.5.7)

где D обозначает цилиндрическую жесткость пластины, æ – коэффициент

Пуассона, æ ∈
(
0, 12
)
.

1.5.1 Обобщенные формулы Грина

При анализе краевых задач теории упругости мы будем неоднократно поль-

зоваться формулами Грина, доказательство которых можно найти в [7, 30,

54, 105].

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с границей ∂Ω и введем в

рассмотрение гильбертово пространство

Y (Ω) = {u = (u1, u2) ∈ L2(Ω)2 | div u ∈ L2(Ω)}

со скалярным произведением

(u, v) =

∫
Ω

(uv + div u · div v) dx.

Обозначим через H−s(∂Ω) пространство, сопряженное к Hs(∂Ω). Двойствен-

ность между этими пространствами обозначаем через ⟨ · , · ⟩s,∂Ω, s > 0.

Теорема 1.5.1. Пусть граница ∂Ω принадлежит классу C0,1, n – единич-

ная внешняя нормаль к ∂Ω, а u ∈ Y (Ω). Существует линейный непрерыв-

ный оператор Λ : Y (Ω) → H−1/2(∂Ω), однозначно определяющий на ∂Ω

значения Λu ∈ H−1/2(∂Ω), и при этом справедлива обобщенная формула

Грина:∫
Ω

u · ∇v dx = −
∫
Ω

div u · v dx+ ⟨Λu, v⟩1/2,∂Ω ∀v ∈ H1(Ω). (1.5.8)

Для гладких функций u, определенных в Ω̄, имеем

Λu = u · n на ∂Ω.

43



Обратно, существует линейный непрерывный оператор H−1/2(∂Ω) → Y (Ω)

такой, что для заданного Λ0 ∈ H−1/2(∂Ω) можно построить функцию

u ∈ Y (Ω), обладающую свойствами Λu = Λ0 на ∂Ω.

Заметим, что если функция u ∈ Y (Ω) имеет представление

u = ∇w, w ∈ H1(Ω),

то (1.5.8) принимает вид∫
Ω

∇w · ∇v dx = −
∫
Ω

v∆u dx+ ⟨∂w
∂n

, v⟩1/2,∂Ω ∀v ∈ H1(Ω),

где ∂w/∂n обозначает элемент из H−1/2(∂Ω), совпадающий с обычной про-

изводной по нормали от гладкой функции w, определенной на Ω̄.

Приведем формулу Грина для оператора линейной теории упругости,

определенных в областях с гладкими границами.

Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная область с гладкой границей ∂Ω, а n =

(n1, n2) – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω. Введем тензоры напря-

жений и деформаций

σij(u) = aijklεkl(u), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2,

где u = (u1, u2) – вектор перемещений в Ω.

В силу симметрии σij(u) = σji(u) мы можем проинтегрировать по частям:∫
Ω

σij(u)εij(v) dx = −
∫
Ω

σij,j(u)vi dx+

∫
∂Ω

σij(u)njvi ds.

Разложим векторы (σ1j(u)nj, σ2j(u)nj), v = (v1, v2) на нормальную и каса-

тельные составляющие на границе:

σij(u)nj = σn(u)ni + στi(u), i = 1, 2, σn(u) = σij(u)njni; (1.5.9)

vi = vnni + vτi, i = 1, 2, vn = vini. (1.5.10)

Поскольку στi(u)ni = σij(u)njni − σn(u) = 0, vτini = vini − vn = 0, получаем

σij(u)njvi = (σn(u)ni + στi(u))(vnni + vτi) = σn(u)vn + στi(u)vτi.
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Таким образом, для гладких функций u, v будем иметь формулу Грина∫
Ω

σij(u)εij(v) dx = −
∫
Ω

σij,j(u)vi dx+

∫
∂Ω

(σn(u)vn + στi(u)vτi) ds.

Введем далее пространство

Hdiv(Ω) = {u = (u1, u2) ∈ H1(Ω)2 | σij,j(u) ∈ L2(Ω), i = 1, 2}

с нормой

∥u∥2Hdiv(Ω)
=

2∑
i=1

(
∥ui∥2H1(Ω) + ∥σij,j(u)∥2L2(Ω)

)
.

Справедливо следующее утверждение (см. [104, 121]).

Теорема 1.5.2. Пусть граница ∂Ω имеет гладкость C1,1, а функция u

принадлежит пространству Hdiv(Ω). Тогда существует линейный непре-

рывный оператор Hdiv(Ω) → H−1/2(∂Ω)2, который однозначно определяет

на границе ∂Ω значения

σn(u), στi(u) ∈ H−1/2(∂Ω), i = 1, 2, στi(u)ni = 0,

и для всех v ∈ H1(Ω)2 справедлива обобщенная формула Грина:∫
Ω

σij(u)εij(v) dx = −
∫
Ω

σij,j(u)vi dx+

+ ⟨σn(u), vn⟩1/2,∂Ω + ⟨στi(u), vτi⟩1/2,∂Ω. (1.5.11)

Наоборот, существует линейный непрерывный оператор

H−1/2(∂Ω)2 → Hdiv(Ω), такой что для любых заданных λn, λτi ∈ H−1/2(∂Ω),

i = 1, 2, λτini = 0, можно построить функцию u ∈ Hdiv(Ω), обладающую

свойствами

σn(u) = λn, στi(u) = λτi, i = 1, 2, на ∂Ω.

Рассмотрим теперь область Ωγ ⊂ R2 с трещиной γ. Определим векторное

пространство

H(Ωγ) = {u ∈ H1(Ωγ)
2 | u = 0 на ∂Ω}
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с нормой

∥u∥2H(Ωγ)
=

2∑
i=1

∥ui∥2L2(Ωγ)
+

2∑
i,j=1

∥ui,j∥2L2(Ωγ)
,

и пространство

Hdiv(Ωγ) = {u ∈ H(Ωγ)
2 | σij,j(u) ∈ L2(Ωγ), i = 1, 2}

с нормой

∥u∥2Hdiv(Ωγ)
= ∥ui∥2H(Ωγ)

+
2∑

i=1

∥σij,j(u)∥2L2(Ωγ)
.

Пусть существует C0,1-гладкое продолжение трещины γ до замкнутого

многообразия Σ в области Ω, с выбранным вектором единичной нормали

ν. Тогда в силу теоремы 1.5.2 определены σ+ij(u)νj и σ−ij(u)νj, i = 1, 2, как

элементы пространства H−1/2(Σ) на берегах Σ+ и Σ−. Определим множество

H̃div(Ωγ) = {u ∈ Hdiv(Ωγ) | [σij(u)νj] = 0 на Σ}.

Теперь сформулируем обобщенную формулу Грина для оператора линейной

теории упругости в области с трещиной [30].

Теорема 1.5.3. Пусть граница ∂Ωγ класса C1,1. Пусть функция u ∈ H̃div(Ωγ).

Существует линейный непрерывный оператор

H̃div(Ωγ) → [H
1/2
00 (γ)∗]3,

который определяет на трещине γ единственным образом значения

σν(u), στi ∈ H
1/2
00 (γ)∗, i = 1, 2

и справедлива обобщенная формула Грина∫
Ωγ

σij(u)εij(v) dx = −
∫
Ωγ

σij,j(u)vi dx−

− ⟨σν(u), [vν]⟩00,1/2,γ − ⟨στi(u), [vτi]⟩00,1/2,γ

для произвольной v ∈ H(Ωγ); скобки ⟨·, ·⟩00,1/2,γ обозначают двойствен-

ность между H
1/2
00 (γ) и H

1/2
00 (γ)∗. Если u гладкая в Ωγ функция, то вы-

полнены следующие равенства

στi(u) = σij(u)νj − σν(u)νi, i = 1, 2,
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σν(u) = σij(u)νjνi на γ.

Обратно, существует линейный непрерывный оператор

[H
1/2
00 (γ)∗]3 → H̃div(Ωγ),

который для любых заданных λν, λτi ∈ H
1/2
00 (γ)∗, i = 1, 2, определяет функ-

цию u ∈ H̃div(Ωγ), обладающую свойствами

σν(u) = λν, στi(u) = λτi, i = 1, 2, на γ.

В заключение раздела приведем формулу Грина для краевых задач тео-

рии пластин. Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная область с гладкой границей ∂Ω.

Определим билинейную форму B следующим образом

B(u, v) =

∫
Ω

(u,11v,11 + u,22v,22 +æ(u,11v,22 + u,22v,11) + 2(1− æ)u,12v,12) dx,

где æ – постоянная, 0 < æ < 1/2. Обозначим через n = (n1, n2) – единичный

вектор внешней нормали к ∂Ω. Определим на границе ∂Ω величины

m(u) = æ∆u+ (1− æ)
∂2u

∂n2
, t(u) =

∂

∂n

(
∆u+ (1− æ)

∂2u

∂τ 2

)
. (1.5.12)

Здесь τ = (−n2, n1) – касательный вектор на ∂Ω. Для достаточно гладких

функций, интегрируя по частям, можно получить следующую формулу Гри-

на [121]:

B(u, v) =

∫
Ω

v∆2u dx+

∫
∂Ω

m(u)
∂v

∂n
ds−

∫
∂Ω

t(u)v ds. (1.5.13)

1.5.2 О краевых условиях для пластины с трещиной

В этом разделе выведем соотношения, описывающие взаимное непроника-

ния противоположных берегов трещины пластины. Выпишем формулы для

компонент вектора перемещений χz = (wz
1, w

z
2, w

z), в зависимости от z, для

модели Тимошенко

w1
z = w1 + zψ1, w2

z = w2 + zψ2, wz = w.

47



Условие непроникания берегов трещины, заключается в том, что разность

перемещений χz+ на положительном берегу трещины (относительно γ) и χz−

— на отрицательном берегу в проекции на нормаль ν ′ = (ν1, ν2, 0) должна

быть неотрицательной:

(χz+ − χz−)ν ′ = ([w1(z)], [w2(z)], [w]) · (ν1, ν2, 0) =

= [W (z)] · ν = [Wν] + z[ψν] ≥ 0 на γ, (1.5.14)

где ν = (ν1, ν2) — единичная нормаль к кривой γ, через Wν, ψν обозначены

скалярные произведения Wν = Wν = wiνi, ψν = ψν = ψiνi, соответственно

(см. рис. 1.1) . Подставив в данном неравенстве z = h и z = −h, получим

Рис. 1.1: Сечение пластины с трещиной.

условие взаимного непроникания противоположных берегов трещины

[Wν] ≥ h|[ψν]| на γ. (1.5.15)

Условие (1.5.15) инвариантно относительно выбора направления нормали ν,

так как при изменении направления на −ν значение скачка на берегах тре-

щины также меняет знак.

Заметим, что хорошо известное условие непроникания для пластины

Кирхгофа–Лява было получено аналогичными рассуждениями, и имеет вид

[96, 114, 121]

[Wν] ≥ h|[∂w
∂ν

]| на γ. (1.5.16)

При выполнении гипотезы "прямых нормалей" Кирхгофа—Лява (см. [86])

вблизи трещины γ, т.е. при w,i+ψi = 0 в окрестности трещины, неравенство

(1.5.15) в точности принимает вид (1.5.16).
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Определение 1.5.1. Будем считать, что упругое тело жестко закрепле-

но на части границы ∂Ω, если вектор перемещений удовлетворяет условию

η = 0 или w1 = w2 = ψ1 = ψ2 = w = 0 на ∂Ω.

Как правило мы будем рассматривать краевые задачи с условием жесткого

защемления на всей внешней границе. Однородные условия в работе исполь-

зуются с целью последующего применения неравенств Корна и Фридрихса-

Пуанкаре. Заметим, что вместо выполнения однородных условий Дирихле

на всей кривой ∂Ω можно требовать их выполнение лишь на части Γ1 ⊂ ∂Ω,

такой что meas(Γ1) > 0.
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Глава 2

Краевые задачи теории трещин с

граничными условиями типа

неравенств

2.1 Задача о равновесии пластины Тимошенко, содер-

жащей сквозную трещину

В этом параграфе исследуется задача о равновесии упругой трансверсально-

изотропной пластины (модели Тимошенко), содержащей сквозную верти-

кальную трещину. При этом на кривой задающей трещину, ставится краевое

условие в виде неравенства, описывающее непроникание противоположных

берегов трещины. Доказана однозначная разрешимость вариационной поста-

новки задачи. Из вариационной постановки выведена полная система кра-

евых условий, с помощью которой получена эквивалентная исходной диф-

ференциальная постановка. Установлена дополнительная гладкость решения

по сравнению с заданной в вариационной формулировке. Доказана бесконеч-

ная дифференцируемость решения при дополнительных предположениях на

функцию, задающую внешние нагрузки, и на значения функций перемеще-

ний вблизи кривой, описывающей трещину.
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2.1.1 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей Γ, а кривая Γc

задается в виде графика достаточно гладкой функции g:

Γc = {(x, y) ∈ R2 | y = g(x), 0 < x < l}.

При этом Γc содержится строго внутри Ω т.е. Γc ⊂ Ω. Считаем, что об-

ласть Ωc = Ω\Γc можно разбить продолжением кривой Γc на две подобла-

сти Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами ∂Ω1, ∂Ω2 соответственно так, чтобы

Ω = Ω1 ∪ Ω2, Γc ⊂ ∂Ω1 ∩ ∂Ω2, meas(∂Ωi ∩ Γ) > 0, i = 1, 2. Это предположе-

ние достаточно для выполнения неравенств Корна и Пуанкаре в негладкой

области Ωc.

Нормаль к кривой Γc обозначим через ν = (ν1, ν2). Считаем, что проекция

пластины на срединную плоскость соответствует области Ωc. Предположим,

что пластина содержит сквозную вертикальную трещину, которая описыва-

ется в срединной плоскости кривой Γc. Это означает, что поверхность тре-

щины можно задать в виде множества

{(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ Γc,−h ≤ z ≤ h},

где |z| — расстояние до срединной поверхности пластины, а 2h — толщина

пластины. Обозначим через χ = (W,w) вектор перемещений точек средин-

ной поверхности, где W = (w1, w2) и w горизонтальные и вертикальные

перемещения соответственно. Углы поворота нормальных сечений обозна-

чим через ψ = (ψ1, ψ2). Cчитаем один из берегов разреза положительным, а

другой отрицательным — в соответствии с направлением нормали ν. В слу-

чае, когда след функции v берется на положительном берегу Γ+
c , применим

обозначение v+ = v|Γ+
c
, аналогично для отрицательного берега v− = v|Γ−

c
.

Скачок функции на Γc обозначим через [v] = v+ − v−. Введем обозначения

для тензоров описывающих деформацию пластины

εij(ψ) =
1

2
(ψi,j + ψj,i), εij(W ) =

1

2
(wi,j + wj,i), i, j = 1, 2,
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(v,i=
∂v

∂xi
), x1 = x, x2 = y.

Тензор моментов введем по формулам mij, i, j = 1, 2:

m11(ψ) = D(ε11(ψ) + æε22(ψ)),

m22(ψ) = D(ε22(ψ) + æε11(ψ)),

m12(ψ) = m21(ψ) = D(1− æ)ε12(ψ),

где D,æ — постоянные, D > 0, 0 < æ < 1
2 ; D — цилиндрическая жест-

кость пластины, æ — коэффициент Пуассона. Аналогично определим тензор

усилий σij, i, j = 1, 2

σ11(W ) =
3D

h2
(ε11(W ) + æε22(W )),

σ22(W ) =
3D

h2
(ε22(W ) + æε11(W )),

σ12(W ) = σ21(W ) =
3D

h2
(1− æ)ε12(W ).

Поперечные силы в данной модели записываются следующим образом

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2,

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины [86]. На внешней границе

зададим краевые условия, которые описывают жесткое защемление

ψ = W = (0, 0), w = 0 на Γ. (2.1.1)

Пусть подпространство H1,0(Ωc) пространства Соболева H1(Ωc) состоит

из функций, обращающихся в нуль на Γ. Введем обозначение

H(Ωc) = H1,0(Ωc)
5.

Через H(Ω) обозначим следующее пространство

H(Ω) = H1
0(Ω)

5.
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Определим билинейную форму

B(η, η̄) =

∫
Ωc

b(η, η̄)dx,

где

b(η, η̄) =
{
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + qi(w,ψ)(w̄,i+ψ̄i)

}
.

С учетом записанных выше формул, функционал потенциальной энергии

пластины имеет вид [12, 86]

Π(η) =
1

2
B(η, η)−

∫
Ωc

Fηdx,

функция F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ L2(Ωc)
5 описывает воздействие внешних

нагрузок. Всюду используем правило суммирования по повторяющимся ин-

дексам.

На внутренней границе Γc потребуем выполнение условия взаимного непро-

никания противоположных берегов трещины (см. раздел 1.5.2)

[Wν] ≥ h|[ψν]| на Γc, (2.1.2)

где Wν = Wν = wiνi, ψν = ψν = ψiνi. Рассмотрим следующее множество

допустимых функций

K = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ωc)| η удовлетворяет (2.1.2)}.

Задачу о равновесии пластины можно сформулировать в виде задачи ми-

нимизации функционала энергии Π(η) на множестве допустимых функций

K, т.е. требуется найти функцию ξ ∈ K, такую что

Π(ξ) = min
η∈K

Π(η). (2.1.3)

2.1.2 Существование и единственность решения

Докажем сначала коэрцитивность функционала энергии. Применяя неслож-

ные алгебраические выкладки, можно показать, что имеют место неравен-

53



ства ∫
Ωc

mij(ψ)εij(ψ)dx ≥ D(1− æ)
∫
Ωc

εij(ψ)εij(ψ)dx,∫
Ωc

σij(W )εij(W )dx ≥ 3D
h2 (1− æ)

∫
Ωc

εij(W )εij(W )dx.

Далее, используя неравенство Корна (1.3.1), находим∫
Ωc

mij(ψ)εij(ψ)dx ≥ C1∥ψ∥2H1(Ω)2,

∫
Ωc

σij(W )εij(W )dx ≥ C2∥W∥2H1(Ω)2.

Следовательно, имеет место неравенство∫
Ωc

(
mij(ψ)εij(ψ) + σij(W )εij(W ) + Λ(w,i+ψi)(w,i+ψi)

)
dx ≥

≥ C1∥ψ∥2H1(Ω)2 + C2∥W∥2H1(Ω)2 + Λ
(
(1− ϵ)∥ψ∥2L2(Ω)2 +

(
1− 1

ϵ

)
∥∇w∥2L2(Ω)2

)
.

Возьмем в последнем выражении в качестве ϵ = 1 +
C1

2Λ
и применим обоб-

щенное неравенство Пуанкаре. В результате получим следующую оценку

B(η, η) ≥ C3∥η∥2H(Ωc)
, (2.1.4)

где C3 = min
{C1

2
, C2, C1 · C4 · (2Λ + C1)

−1
}

— положительная постоянная,

C4 > 0 — постоянная в обобщенном неравенстве Пуанкаре:

∥∇w∥L2(Ω)2 ≥ C4∥w∥H1(Ω).

Остается выписать последнее неравенство, обеспечивающее коэрцитивность

функционала энергии

Π(η) ≥ C3

2
∥η∥2H(Ωc)

− ∥F∥L2(Ωc)5∥η∥H(Ωc) ∀η ∈ H(Ωc).

Функционал энергии дифференцируем, т.е. для него определена производ-

ная Π′
η для всех η ∈ H(Ωc). Слабая полунепрерывность и строгая выпуклость

функционала следуют из справедливости неравенства

(Π′
η1
− Π′

η0
)(η1 − η0) ≥ C3∥η1 − η0∥2 ∀ η1, η0 ∈ H(Ωc).

Выпуклость и замкнутость множества K вместе с указанными свойствами

функционала энергии гарантируют существование и единственность реше-

ния задачи (2.1.3). Обозначим решение задачи (2.1.3) через ξ = (U, u, ϕ).
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Поскольку множествоK, определяемое неравенством (2.1.2), является вы-

пуклым, задача (2.1.3) эквивалентна вариационному неравенству

B(ξ, η − ξ) ≥
∫
Ωc

F (η − ξ)dx ∀η ∈ K. (2.1.5)

Подставляя в последнее вариационное неравенство сначала η = (ξ + η̄), а

затем η = (ξ − η̄) с функцией η̄ ∈ C∞
0 (Ωc)

5, получим равенство∫
Ωc

(
mij(ϕ)εij(ψ̄) + σij(U)εij(W̄ ) + qi(u, ϕ)(w̄,i+ψ̄i)

)
dx =

∫
Ωc

F η̄dx. (2.1.6)

Из (2.1.6), учитывая независимость между финитными бесконечно диффе-

ренцируемыми функциями w̄1, w̄2, w̄, ψ̄1, ψ̄2, выведем соотношения∫
Ωc

(
mij(ϕ)εij(ψ̄) + qi(u, ϕ)ψ̄i

)
dx =

∫
Ωc

f3+iψ̄idx ∀ψ̄ ∈ C∞
0 (Ωc)

2, i = 1, 2,

∫
Ωc

σij(U)εij(W̄ )dx =

∫
Ωc

fiw̄idx ∀W̄ ∈ C∞
0 (Ωc)

2, i = 1, 2,

∫
Ωc

qi(u, ϕ)w̄,i dx =

∫
Ωc

f3w̄dx ∀w̄ ∈ C∞
0 (Ωc).

Заметив, что имеют место представления∫
Ωc

mij(ϕ)εij(ψ̄)dx =

∫
Ωc

mij(ϕ)ψ̄i,jdx,

∫
Ωc

σij(U)εij(W̄ )dx =

∫
Ωc

σij(U)w̄i,jdx,

из предыдущих трех интегральных равенств заключаем, что в области Ωc в

смысле распределений выполнены уравнения равновесия

mij,j(ϕ)− qi(u, ϕ) = −f3+i, i = 1, 2, (2.1.7)

σij,j(U) = −fi, i = 1, 2, (2.1.8)

qi,i (u, ϕ) = −f3. (2.1.9)
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2.1.3 Краевые условия на кривой Γc

В этом разделе мы получим эквивалентную дифференциальную постанов-

ку задачи (2.1.3). А именно, исходя из вариационного неравенства (2.1.5),

с помощью подходящего выбора пробных функций, выведем полный набор

краевых условий на кривой Γc. Чтобы извлечь из неравенства (2.1.5) соотно-

шения на внутренней границе Γc, будем использовать формулы Грина. При

этом предполагаем, что кривая Γc может быть продолжена до замкнутой до-

статочно гладкой кривой Σ, делящей область Ω на две подобласти Ω1 и Ω2,

Ω = Ω1∪Ω2, с гладкими границами ∂Ω1 = Σ, ∂Ω2 = Σ∪Γ (см. рис. 2.1). Кри-

вую Σ можно считать, не нарушая общности, такой что ее внешняя нормаль

по отношению к области Ω1 совпадает c нормалью ν на Γc. Обозначим через

ν и τ нормальный и касательный векторы к Σ соответственно. Отметим, что

кривая Σ может быть выбрана произвольно с точностью до наложенных на

нее требований. Далее будем использовать формулы Грина по отношению к

областям Ω1 и Ω2. Рассматриваемые нами функции принадлежат простран-

Рис. 2.1: Продолжение кривой Γc до Σ.

ству H1(Ωc), следовательно их следы v+ = v|Σ+ (след относительно области

Ω2), v− = v|Σ− (след относительно области Ω1) на кривой Σ будут принад-

лежать пространству H
1
2 (Σ). Отметим также, что производные функций из

пространстваH1(Ωc) в общем случае не имеют следы, поэтому в этом разделе

мы предполагаем дополнительную гладкость функции решения ξ (достаточ-

но потребовать, чтобы функция ξ принадлежала пространству H2(Ωc)).

Для любой подобласти S ⊂ Ωc с достаточно гладкой границей ∂S спра-
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ведлива следующая формула Грина (см. теорему 1.5.2)∫
S

σij(U)εij(W )dx = −
∫
S

σij,j(U)widx+

+

∫
∂S

(
σn(U)Wn + σµi(U)Wµi

)
ds ∀W ∈ H1(S)2, (2.1.10)

где n = (n1, n2) — нормаль к ∂S, µ = (−n2, n1) — единичный касательный

вектор к ∂S, σn(U)n и σµ(U) — нормальная и касательная составляющие

вектора {σij(U)nj} соответственно, при этом

σij(U)nj = σn(U)ni + σµi(U), i = 1, 2, σn(U) = σij(U)njni,

wi = Wnni +Wµi, i = 1, 2, Wn = wini,

σµ(U) = (σµ1(U), σµ2(U)), Wµ = (Wµ1,Wµ2).

В соответствии с обозначениями, для области Ω1, из формулы (2.1.10)

следует справедливость равенства∫
Ω1

σij(U)εij(W )dx = −
∫
Ω1

σij,j(U)widx+

+

∫
Σ

(
σν(U)Wν + στi(U)Wτi

)
ds ∀W ∈ H1,0(Ωc)

2. (2.1.11)

Возьмем теперь в формуле (2.1.10) вместо S область Ω2. С учетом того,

что для функции W принадлежащей H1,0(Ωc)
2 выполняется равенство W =

(0, 0) на внешней границе Γ, а внешняя нормаль к Σ по отношению к Ω2

равна (−ν), имеем∫
Ω2

σij(U)εij(W )dx = −
∫
Ω2

σij,j(U)widx−

−
∫
Σ

(
σν(U)Wν + στi(U)Wτi

)
ds ∀ W ∈ H1,0(Ωc)

2. (2.1.12)

Уместно заметить, что в формуле (2.1.11) значения следов функций σν(U),

στi(U), i = 1, 2, а также значения следов Wν , Wτi, i = 1, 2 берутся по отно-

шению к Σ−, а в формуле (2.1.12) к Σ+. Обозначим через σν(U)±, στi(U)±,

i = 1, 2 следы функций σν(U), στi(U), i = 1, 2 на Σ±, соответственно.
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Сложив равенства (2.1.11) и (2.1.12) c учетом того, что σν(U)+ = σν(U)
−,

στi(U)
+ = στi(U)

−, i = 1, 2 на Σ \ Γc получим∫
Ωc

σij(U)εij(W )dx = −
∫
Ωc

σij,j(U)widx−

−
[ ∫
Γc

(
σν(U)Wν + στi(U)Wτi

)]
ds ∀ W ∈ H1,0(Ωc)

2. (2.1.13)

Аналогично для произвольной функции ψ ∈ H1,0(Ωc)
2 справедлива формула∫

Ωc

mij(ϕ)εij(ψ)dx = −
∫
Ωc

mij,j(ϕ)ψidx−

−
[ ∫
Γc

(
mν(ϕ)ψν +mτi(ϕ)ψτi

)]
ds, (2.1.14)

где величины mν(ϕ), mτi(ϕ), i = 1, 2 определяются аналогично предыдущим

формулам, записанным для σν(U), στi(U), i = 1, 2, (см. формулу (2.1.10)).

Такими же рассуждениями, применяя другую формулу Грина (см. теоре-

му 1.5.1), для произвольной функции w ∈ H1,0(Ωc)
2 получим следующие

равенства ∫
Ωc

∇u∇wdx = −
[ ∫
Γc

∂u

∂ν
· wds

]
−
∫
Ωc

w△udx, (2.1.15)

∫
Ωc

ϕ∇wdx = −
[ ∫
Γc

ϕν · wds
]
−
∫
Ωc

wϕi,idx. (2.1.16)

Используя приведенные формулы (2.1.13)—(2.1.16), выведем краевые усло-

вия на кривой Γc. Подставив в вариационное неравенство (2.1.5) функции

вида η = (ξ± η̄) с произвольными пробными функциями η̄ ∈ H(Ω), получим

два неравенства. Сравнив их друг с другом, выведем∫
Ωc

(
mij(ϕ)εij(ψ̄) + σij(U)εij(W̄ )+

+ qi(u, ϕ)(w̄,i+ψ̄i)
)
dx =

∫
Ωc

F η̄dx ∀ η̄ ∈ H(Ω). (2.1.17)
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Возьмем теперь в равенстве (2.1.17) функцию η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄) такую, что W̄ =

(0, 0), ψ̄ = (0, 0). Это дает равенство∫
Ωc

qi(u, ϕ)w̄,i dx =

∫
Ωc

f3w̄dx ∀w̄ ∈ H1
0(Ω). (2.1.18)

Применяя формулы Грина (2.1.15), (2.1.16), с учетом уравнения (2.1.9), из

последнего равенства заключаем, что имеет место следующее выражение[ ∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)
w̄ds

]
=

∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)+
w̄+ds−

−
∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)−
w̄−ds = 0 ∀w̄ ∈ H1

0(Ω). (2.1.19)

Поскольку для w̄ ∈ H1
0(Ω) выполняется w̄+ = w̄−, из равенства (2.1.19)

следует, что[∂u
∂ν

+ ϕν

]
=
(∂u
∂ν

+ ϕν

)+
−
(∂u
∂ν

+ ϕν

)−
= 0 на Γc.

Аналогично, используя независимость значений W̄ν, W̄τ , ψ̄ν, ψ̄τ , w̄, с помо-

щью формул Грина, из равенства (2.1.17) можно вывести следующие соот-

ношения

[στ(U)] = [mτ(ϕ)] = (0, 0) на Γc,

[σν(U)] = [mν(ϕ)] =
[∂u
∂ν

+ ϕν

]
= 0 на Γc.

(2.1.20)

Далее выведем равенства

(στ1(U), στ2(U)) = (mτ1(ϕ),mτ2(ϕ)) = (0, 0) на Γc,

∂w

∂ν
+ ϕν = 0 на Γc.

(2.1.21)

В самом деле, выберем пробную функцию η = (ξ ± η̄), так чтобы η̄ =

(W̄ , 0, 0, 0), W̄ν = 0. Для таких тестовых функций из неравенства (2.1.5)

с помощью равенств (2.1.8), (2.1.13) и (2.1.20) можно получить следующее

соотношение [ ∫
Γc

στi(U)W̄τids
]
=

∫
Γc

στi(U)[W̄τi]ds = 0.
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Далее, принимая во внимание произвольность значений W̄τi, i = 1, 2, сле-

дует первая часть равенств (2.1.21). Аналогично, взяв пробную функцию η̄,

такую что η = (0, 0, 0, ψ̄), ψ̄ν = 0, устанавливаем вторую часть равенств

(2.1.21). Взяв теперь пробную функцию вида η̄ = (0, 0, w̄, 0, 0) с произволь-

ной функцией w̄ ∈ H1,0(Ωc), нетрудно убедиться в справедливости оставше-

гося последнего равенства в (2.1.21).

Благодаря выведенным равенствам (2.1.20), (2.1.21), вариационное нера-

венство (2.1.5) с помощью формул Грина (2.1.13)—(2.1.16) преобразовывает-

ся к виду∫
Γc

(
σν(U)[W̄ν − Uν] +mν(ϕ)[ψ̄ν − ϕν]

)
ds ≤ 0 ∀η̄ ∈ K. (2.1.22)

Из последнего неравенства извлечем систему соотношений

σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν] = 0, −hσν(U) ≥ |mν(ϕ)| на Γc. (2.1.23)

Взяв вместо η̄ в (2.1.22) функции η̄ = 0, η̄ = 2ξ, получим интегральное

тождество ∫
Γc

(
σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν]

)
ds = 0. (2.1.24)

Из (2.1.22) и (2.1.24) следует, что∫
Γc

(
σν(U)[W̄ν] +mν(ϕ)[ψ̄ν]

)
ds ≤ 0 ∀η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄) ∈ K. (2.1.25)

Подставив в (2.1.25) пробные функции двух видов: η̄ = (W̄ , w̄, W̄h ), η̄ =

(W̄ , w̄,−W̄
h ), такие что W̄ ∈ H1,0(Ω)2, [W̄ν] ≥ 0, можно получить два разных

неравенства. Сравнивая их, выведем∫
Γc

(
hσν(U) + |mν(ϕ)|

)
[W̄ν]ds ≤ 0 ∀W̄ ∈ H1,0(Ω)2 : [W̄ν] ≥ 0.

Отсюда имеем

−σν(U) ≥
|mν(ϕ)|

h
на Γc.

60



C учетом последнего неравенства и соотношения [Uν] ≥ h|[ϕν]|, справедли-

вого на Γc, из (2.1.24) получим

σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν] = 0 на Γc.

Таким образом, из вариационного неравенства следует дифференциаль-

ная постановка, состоящая из уравнений равновесия (2.1.7)—(2.1.9), краевых

условий (2.1.1) на внешней границе Γ и (2.1.2), (2.1.20), (2.1.21), (2.1.23) на

внутренней границе Γc.

Пусть теперь ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωc) — решение дифференциальной поста-

новки задачи. Предположим, что имеют место соотношения (2.1.7)—(2.1.9),

краевые условия (2.1.1) на внешней границе Γ и (2.1.2), (2.1.20), (2.1.21),

(2.1.23) на внутренней границе Γc. Покажем, что тогда ξ является решением

вариационного неравенства (2.1.5), а значит решением задачи (2.1.3).

Умножим равенства (2.1.8) на (wi − ui) для каждого i = 1, 2, соответ-

ственно, а затем просуммируем по i и проинтегрируем по Ωc. Для каждой

подобласти Ωi, i = 1, 2, применяя формулы Грина, получим∫
Ωc

σij(U)εij(W − U)dx =

∫
Ωc

fi(wi − ui)dx−
[ ∫
Γc

σν(U)(Wν − Uν)+

+ στi(U)(Wτi − Uτi)ds
]

∀W ∈ H1,0(Ωc)
2. (2.1.26)

Заметим, что в последнем равенстве, слагаемые в правой части, содержащие

множители στi(U), i = 1, 2, согласно (2.1.21) равны нулю. Умножим далее

(2.1.7) на (ψi − ϕi) равенства, соответствующие i = 1, 2, просуммируем по i,

а затем проинтегрируем по области Ωc. Применяя формулу Грина (2.1.14), с

учетом того, что mτi(ϕ) = 0 при i = 1, 2, получим∫
Ωc

mij(ϕ)εij(ψ − ϕ)dx+
[ ∫
Γc

mν(ϕ)(ψν − ϕν)
]
ds+

+

∫
Ωc

qi(u, ϕ)(ψi − ϕi)dx =

∫
Ωc

f3+i(ψi − ϕi)dx ∀ψ ∈ H1,0(Ωc)
2. (2.1.27)
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Повторяя аналогичные рассуждения для равенства (2.1.9), использовав

(2.1.15), (2.1.16) и (2.1.21), имеем∫
Ωc

qi(u, ϕ)(w,i−u,i )dx+ Λ
[ ∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)
(w − u)ds

]
=

=

∫
Ωc

f3(w − u)dx ∀w ∈ H1,0(Ωc). (2.1.28)

Просуммировав (2.1.26)—(2.1.28) с учетом соотношений (2.1.20), (2.1.21), вы-

ведем

B(ξ, η − ξ)−
∫
Ωc

F (η − ξ)dx =

= −
∫
Γc

(
σν(U)[Wν − Uν] +mν(ϕ)[ψν − ϕν]

)
ds. (2.1.29)

Далее покажем, что для функции η = (W,w, ψ), принадлежащей множеству

K, правая часть равенства (2.1.29) неотрицательна. Действительно, в силу

(2.1.23), имеем ∫
Γc

(
σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν]

)
ds = 0.

Остается показать, что∫
Γc

(
σν(U)[Wν] +mν(ϕ)[ψν]

)
ds ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K.

Из (2.1.23) следует, что для произвольного η = (W,w, ψ) ∈ K выполняется∫
Γc

(
σν(U)[Wν] +mν(ϕ)[ψν]

)
ds ≤

∫
Γc

(
σν(U)[Wν]− hσν(U)|[ψν]|

)
ds =

=

∫
Γc

σν(U)([Wν]− h|[ψν]|)ds ≤ 0. (2.1.30)

В последней цепочке соотношений замыкающее выражение меньше нуля в

силу (2.1.2) и второго соотношения из (2.1.23).

В итоге, для η = (W,w, ψ) ∈ K правая, а следовательно, и левая части

равенства (2.1.29) неотрицательны. Это означает справедливость вариаци-
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онного неравенства (2.1.5). Таким образом, справедливо следующее утвер-

ждение.

Теорема 2.1.1. Гладкая функция ξ = (U, u, ϕ) является решением вариа-

ционной задачи (2.1.3) тогда и только тогда, когда она является решением

краевой задачи состоящей из уравнений равновесия (2.1.7)—(2.1.9) и крае-

вых условий

U = ϕ = (0, 0), u = 0

на внешней границе Γ,

[Uν] ≥ h|[ϕν]|, [σν(U)] = [mν(ϕ)] = 0, στ(U) = mτ(ϕ) = (0, 0),

∂u

∂ν
+ ϕν = 0, σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν] = 0, −σν(U) ≥

|mν(ϕ)|
h

на внутренней границе Γc.

2.1.4 Гладкость решения в случае нулевого раскрытия трещины

В этом разделе рассматривается вопрос о регулярности решений. До сих пор

предполагалось, что берега трещины могут расходиться. Пусть теперь рас-

крытие трещины в некоторой окрестности точки x̄0 = (x0, y0) ∈ Γc является

нулевым. Это условие можно записать в виде

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x̄0) ∩ Γc.

Докажем, что в этом случае, при дополнительном условии бесконечной

дифференцируемости функции F в этой же окрестности O(x̄0), решение ξ

также является гладким в O(x̄0). Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.1.2. Пусть F ∈ C∞(O(x̄0))5 и [ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x̄0) ∩ Γc.

Тогда ξ ∈ C∞(O(x̄0))5.

Доказательство. По условию теоремы имеют место соотношения

[U ] = [ϕ] = (0, 0), [u] = 0 на O(x̄0) ∩ Γc. Следовательно (см. [65]),

U, ϕ ∈ H1(O(x̄0))2, u ∈ H1(O(x̄0)).
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Для начала рассмотрим уравнение (2.1.8), установим, что оно выполняется

также в области O(x̄0). Для этого подставим в вариационное неравенство

(2.1.5) пробные функции η = ξ ± (θ, 0, 0, 0) с функцией θ, принадлежащей

пространству C∞
0 (O(x̄0))2. В результате, имеем∫

Ωc

σij(U)εij(θ)dx =

∫
Ωc

fiθidx. (2.1.31)

Поскольку U ∈ H1(O(x̄0))2, F ∈ C∞(O(x̄0))5 и supp(θ) ⊂ O(x̄0), (2.1.31)

можно переписать в виде∫
O(x̄0)

σij(U)εij(θ)dx =

∫
O(x̄0)

σij(U)θi,jdx =

∫
O(x̄0)

fiθidx. (2.1.32)

Данные соотношения, в силу произвольности θi ∈ C∞(O(x̄0)), i = 1, 2,

определяют выполнение равенств (2.1.8) в смысле распределений в области

O(x̄0). Аналогично, получим∫
O(x̄0)

qi(u, ϕ)θ,i dx =

∫
O(x̄0)

f3θdx ∀θ ∈ C∞
0 (O(x̄0)), (2.1.33)

∫
O(x̄0)

mij(ϕ)θi,jdx+

∫
O(x̄0)

qi(u, ϕ)θidx =

=

∫
O(x̄0)

f3+iθidx ∀θ ∈ C∞
0 (O(x̄0))2, i = 1, 2. (2.1.34)

Соотношения (2.1.33) и (2.1.34) означают, что уравнения (2.1.7), (2.1.9) вы-

полняются в смысле распределений в области O(x̄0). Представим уравнения

(2.1.7)—(2.1.9), выполненные в O(x̄0), следующим образом

L(ϕ) = ∇u− (f4, f5), (2.1.35)

M(U) = −(f1, f2), (2.1.36)

N(u) = −f3 − Λϕi,i, (2.1.37)

соответственно. Здесь L, M, N — эллиптические операторы.
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Далее используем результаты о внутренней гладкости решений эллипти-

ческих уравнений (см. [54]). Из (2.1.36) следует, что U ∈ C∞(O(x̄0))2. Пока-

жем, что

ϕ ∈ H l
loc(O(x̄0))2, u ∈ H l

loc(O(x̄0)), (2.1.38)

для произвольного l = 1, 2, ... В самом деле, из (2.1.35) следует, что ϕ ∈

H2
loc(O(x̄0))2, тогда правая часть в (2.1.37) принадлежит H1

loc(O(x̄0)), отсю-

да, в свою очередь, вытекает, что u ∈ H3
loc(O(x̄0)). Аналогично, поскольку

правая часть в (2.1.35) принадлежит H2
loc(O(x̄0))2, имеем включение ϕ ∈

H4
loc(O(x̄0))2. Продолжая описанную схему, устанавливаем справедливость

(2.1.38). Согласно теоремам вложения (см.[65]) заключаем, что

ϕ ∈ Ck(O(x̄0))2, u ∈ Ck(O(x̄0)) ∀k = 1, 2, ...

Откуда и следует утверждение теоремы.

2.1.5 Дополнительная гладкость решения

В предыдущем разделе исследовалась регулярность решения при дополни-

тельных предположениях выполненных для ξ, F . В данном разделе исследу-

ется регулярность без дополнительных условий на решение ξ и функцию F ,

описывающую внешние нагрузки. Докажем, что решение, при дополнитель-

ном условии на геометрию кривой Γc, обладает дополнительной регулярно-

стью по сравнению с гарантируемой вариационной постановкой.

Пусть x̄0 = (x0, y0) ∈ Γc — фиксированная точка. Предположим, что

пересечение Γc ∩ O(x̄0) границы Γc с некоторой окрестностью точки x̄0 па-

раллельно оси Ox (см. рис. 2.2).

Рис. 2.2: Участок кривой Γc с точкой x̄0.
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Обозначим через Rδ(x̄
0) открытый круг радиуса δ с центром в точке x̄0,

а через R+
δ (x̄

0), R−
δ (x̄

0) — полукруги (открытые множества), лежащие по

разные стороны от кривой Γc. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1.3. Пусть выполнены указанные выше предположения. Тогда

имеют место следующие включения

ξ ∈ H2(R+
δ (x̄

0) ∩ Ωc)
5, ξ ∈ H2(R−

δ (x̄
0) ∩ Ωc)

5

для достаточно малых δ.

Доказательство. Выберем гладкую функцию β такую, что β ≡ 1 вRδ(x̄
0),

β ≡ 0 вне R3δ/2(x̄
0), 0 ≤ β ≤ 1 всюду. Включение R2δ(x̄

0) ⊂ O(x̄0) предпо-

лагается выполненным.

Введем обозначения

d±λp(x̄) = λ−1(p(x̄± λe)− p(x̄)), ∆λ = −d−λdλ,

где x̄ = (x, y), e — единичный вектор оси Ox, 0 < |λ| < δ/2. В этом случае

функции

uiλ = ui +
λ2

2
β2∆λui, ϕiλ = ϕi +

λ2

2
β2∆λϕi, i = 1, 2;

uλ = u+
λ2

2
β2∆λu

определены в области Ωc. В соответствии с вышеуказанными предположе-

ниями нормаль ν имеет координаты (0, 1) вблизи x̄0, значит условие непро-

никания (2.1.2) на Γc ∩ O(x̄0) имеет вид

[u2] ≥ h|[ϕ2]|. (2.1.39)

Далее заметим следующее: предположим, что функция p ≥ 0 на Γc ∩O(x̄0).

Легко проверить для введенной выше функции β неравенство

p+
λ2

2
β2∆λp ≥ 0 на Γc ∩ O(x̄0)

выполнено.
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Действительно, для x̄ ∈ Γc ∩ O(x̄0)

p(x̄) +
λ2

2
β2(x̄)∆λp(x̄) =

= (1− β2(x̄))p(x̄) +
β2(x̄)

2
[p(x̄− λe) + p(x̄+ λe)] ≥ 0.

Поскольку ξ удовлетворяет на Γc ∩ O(x̄0) неравенству (2.1.39), функция

ξλ = (u1λ, u2λ, uλ, ϕ1λ, ϕ2λ), в силу рассуждений для произвольной функции

p, также удовлетворяет неравенству

[u2λ] ≥ h|[ϕ2λ]| на Γc ∩ O(x̄0).

Отсюда следует, что

[(Uλ)ν] ≥ h|[(ϕλ)ν]| на Γc.

Предыдущие рассуждения позволяют заключить, что ξλ принадлежит

множеству K. Подставим ξλ в вариационное неравенство в качестве проб-

ной функции. В итоге получаем неравенство∫
Ωc

(
m(ϕ)ε(β2∆λϕ) + σij(U)εij(β

2∆λU)+

+ qi(u, ϕ)((β
2△λu),i+β

2△λϕi)
)
dx ≥ 2

λ2

∫
Ωc

F (ξλ − ξ)dx. (2.1.40)

Можно проверить, что разность между интегралами
∫
Ωc

σij(U)εij(β
2∆λU)dx

и −
∫
Ωc

σij(dλβU)εij(dλβU)dx, может быть оценена сверху правой частью сле-

дующего далее неравенства (2.1.41) (см. [150]). Аналогично, разность меж-

ду
∫
Ωc

mij(ϕ)εij(β
2∆λϕ)dx и −

∫
Ωc

mij(dλβϕ)εij(dλβϕ)dx, между выражением∫
Ωc

(u,i+ϕi)(β
2△λu),i+β

2△λϕi)dx и следующим интегралом

−
∫
Ωc

(dλ(βu),i+dλ(βϕi))(dλ(βu),i+dλ(βϕi))dx может быть также оценена свер-

ху той же величиной. Таким образом, соотношение (2.1.40) влечет следующее
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неравенство∫
Ωc

mij(dλ(βϕ))εij(dλ(βϕ)) + σij(dλ(βU))εij(dλ(βU))+

+ Λ(dλ(βu),i+dλ(βϕi))(dλ(βu),i+dλ(βϕi))dx ≤

≤
(
A+B · ∥dλ(βξ)∥H(Ωc)

)
, (2.1.41)

гдеA,B — положительные величины не зависящие от λ.Применяя для левой

части (2.1.41) неравенство (2.1.4), получим

C3∥dλ(βξ)∥2H1(Ωc)
≤
(
A+B · ∥dλ(βξ)∥H(Ωc)

)
,

где постоянная C3 > 0 не зависит от λ. Отсюда получаем равномерную

оценку

∥dλ(βξ)∥H(Ωc) ≤ c

для всех λ ∈ (0, λ0]. Последнее означает, что (см. [65])
∂

∂x
(βξ) ∈ H(Ωc).

Следовательно, функции (ui),11 , (ui),12 , (ϕi),11 , (ϕi),12 , i = 1, 2; u,11 , u,12

принадлежат пространству L2(Rδ(x̄
0)∩Ωc). Вместе с этим, равенство (2.1.8)

может быть представлено следующим образом

U,22= Φ в Rδ(x̄
0) ∩ Ωc,

где функция Φ зависит от f1, f2, (ui),11, (ui),12, i = 1, 2; линейно. При этом

ввиду установленных включений, справедливо включение Φ ∈ L2(Rδ(x̄
0) ∩

Ωc)
2. Таким образом, производные U до второго порядка включительно при-

надлежат L2(Rδ(x̄
0) ∩ Ωc). Рассмотрим теперь уравнение (2.1.7). В силу со-

отношений u, ϕi ∈ L2(Ωc) при i = 1, 2, это уравнение можно записать в

виде

ϕ,22= S в Rδ(x̄
0) ∩ Ωc.

Функция S является линейной комбинацией принадлежащих L2(Rδ(x̄
0)∩Ωc)

функций. Перепишем теперь уравнение (2.1.9) в виде

u,22= −(ϕi,i + u,11 )− Λ−1f3 в Rδ(x̄
0) ∩ Ωc.
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Очевидно, что правая часть последнего равенства принадлежит L2(Rδ(x̄
0)∩

Ωc). Теорема доказана.

2.2 Задача о равновесии пластины Тимошенко, содер-

жащей трещину на границе упругого включения с

бесконечной жесткостью поперечного сдвига

Исследуется задача о равновесии композитной пластины, состоящей из двух

частей: матрицы и упругого включения. Геометрия взаимного расположе-

ния частей определяется цилиндрической поверхностью, проходящей через

замкнутый контур в срединной плоскости пластины (образующие поверхно-

сти направлены перпендикулярно к срединной плоскости пластины). Будем

называть внутреннюю часть пластины (относительно замкнутой цилиндри-

ческой поверхности) упругим включением, а внешнюю часть — матрицей.

Предполагаем, что свойства матрицы пластины позволяют описать ее де-

формирование с помощи модели Тимошенко. Для включения, которое име-

ет бесконечную жесткость поперечного сдвига, деформирование описывает-

ся моделью Кирхгофа—Лява. Дополнительно предположим, что (незамкну-

тая) часть цилиндрической поверхности, ограничивающей включение, зада-

ет сквозную трещину в пластине. На внешней границе пластины налагаются

условия жесткого защемления, на кривой задающей трещину — условия вза-

имного непроникания берегов. Доказана однозначная разрешимость вариа-

ционной задачи о равновесии пластины, содержащей трещину. Из вариаци-

онной постановки задачи получена система краевых условий на замкнутой

кривой, описывающей границу упругого включения. Для исходной вариаци-

онной постановки найдена эквивалентная дифференциальная формулировка

задачи.
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2.2.1 Постановка задачи

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с гладкой границей ∂Ω. Пусть

подобласть ω лежит строго внутри Ω, т.е. ω∩∂Ω = ∅, а ее граница Γ являет-

ся достаточно гладкой (см. рис. 2.3). Будем считать, что Γ состоит из двух

частей γ и Γ\γ, причем meas(Γ\γ) > 0, γ — кривая, ∂γ /∈ γ. Предположим,

Рис. 2.3: Геометрия в срединной плоскости пластины.

что пластина имеет постоянную толщину 2h = 2. Трехмерное декартово

пространство {x1, x2, z} определим так, чтобы множество Ωγ × {0} ⊂ R3

соответствовало срединной плоскости пластины, где Ωγ = Ω\γ. При этом

кривая γ задает трещину (разрез) в пластине. Это означает, что цилин-

дрическую поверхность сквозной трещины можно задать соотношениями

x = (x1, x2) ∈ γ,−1 ≤ z ≤ 1, где |z| — расстояние до срединной плоскости. В

наших рассуждениях ω будет соответствовать части пластины, описываемой

моделью Кирхгофа—Лява, а Ω\ω — моделью Тимошенко для трансверсаль-

но -изотропного материала.

Обозначим через χ = χ(x) = (U, u) вектор перемещений точек срединной

поверхности (x ∈ Ωγ), U = (u1, u2) — перемещения в плоскости {x1, x2},

u — вдоль оси z. Углы поворота нормальных сечений введем с помощью

ϕ = ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2), x ∈ Ωγ. В соответствии с направлением внешней (по

отношению к ω) нормали ν = (ν1, ν2) к Γ, можно говорить о положительном

Γ+ и отрицательном Γ− берегах кривой Γ. В случае, когда след функции v

берется на положительном (со стороны области Ω\ω) берегу Γ+ будем писать

v+ = v|Γ+, так же для отрицательного берега v− = v|Γ−. Скачок функции
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v на Γ обозначим через [v] = v+ − v−. Аналогичные обозначения будем

использовать для γ+ и γ−.

Введем тензоры, описывающие деформацию пластины

εij(ϕ) =
1

2
(ϕi,j + ϕj,i), εij(U) =

1

2
(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ϕ) = bijklεkl(ϕ), σij(U) = aijklεkl(U), i, j, k, l = 1, 2, (2.2.1)

(по повторяющимся индексам проводится суммирование). Здесь A = {aijkl},

B = {bijkl} — тензоры модулей упругости, удовлетворяющие обычным усло-

виям симметричности и положительной определенности:

aijkl = ajikl = aklij, aijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2,

aijklζklζij ≥ c0ζijζij, ∀ζij = ζji, c0 > 0,

аналогичные соотношения справедливы и для тензора B = {bijkl}. В силу

предположений о трансверсальной изотропности материала матрицы пла-

стины, в области Ω\ω ненулевые коэффициенты тензоров A и B выражаются

соотношениями

biiii = D, biijj = Dæ, bijij = bijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

aijkl = 3bijkl, i, j, k, l = 1, 2.

где D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость, æ — коэффициент

Пуассона, 0 < æ < 1/2. Поперечные силы для части пластины, описываемой

моделью Тимошенко задаются выражениями

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, (2.2.2)

где Λ = 2κ′G, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.
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Пусть ξ = (U, u, ϕ), χ = (U, u), η = (W,w, ψ), β = (W,w) — достаточно глад-

кие функции, определим билинейные формы BM(· , ·) и bM(· , ·) равенствами

BM(ξ, η) =

∫
M

(
mij(ϕ)εij(ψ) + Λ(u,i+ϕi)(w,i+ψi) + σij(U)εij(W )

)
dx,

bM(χ, β) =

∫
M

(
aijklu,kl w,ij +σij(U)εij(W )

)
dx,

где M ⊂ Ωγ — область. Рассмотрим следующий функционал

Π(ξ) =
1

2
BΩγ

(ξ, ξ)−
∫
Ωγ

(fiui + f3u)dx−
∫

Ω\ω

µiϕidx , ξ = (U, u, ϕ), (2.2.3)

где f = (f1, f2, f3) ∈ L2(Ωγ)
3 и µ = (µ1, µ2) ∈ L2(Ω\ω)2 — вектора, задающие

внешние нагрузки.

Условие непроникания противоположных берегов сквозной трещины в мо-

дели пластины Тимошенко имеет вид

[Uν] ≥ |[ϕν]| на γ, где Uν = uiνi, ϕν = ϕiνi. (2.2.4)

Считая параметр жесткости поперечного сдвига равным бесконечности

в пределах упругого включения, тем самым полагаем отсутствие сдвигов в

нормальных к срединной поверхности пластины плоскостях. Это означает

выполнение гипотез "прямых нормалей" Кирхгофа—Лява (см. [86]). Таким

образом, в области, занимаемой упругим включением, выполнены равенства

u,i+ϕi = 0 в ω, i = 1, 2, (2.2.5)

Равенства (2.2.5) описывают гипотезу "прямых нормалей" — любое волокно,

нормальное к срединной поверхности до деформации, остается после дефор-

мации прямым и нормальным к срединной поверхности в ее новом очерта-

нии.

Используя (2.2.5), моменты mij, i, j = 1, 2, в области ω можно выразить

формулами

mij = −aijklu,kl . (2.2.6)
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Подставляя в (2.2.3), функции ξ = (U, u, ϕ), удовлетворяющие (2.2.5), полу-

чим

Π(ξ) = Π1(χ) + Π2(ξ), χ = (U, u),

где функционалы Π1(χ), Π2(ξ) определяются равенствами

Π1(χ) =
1

2
bω(χ, χ)−

∫
ω

(fiui + f3u)dx,

Π2(ξ) =
1

2
BΩ\ω(ξ, ξ)−

∫
Ω\ω

(fiui + f3u+ µiϕi)dx.

Заметим, что Π1(χ) выражает энергию деформации пластины Кирхгофа—

Лява, занимающей область ω (см. [12]). В свою очередь, Π2(ξ) представляет

энергию деформации пластины Тимошенко, занимающей область Ω\ω [86].

Введем пространства

H1,0(Ωγ) =
{
u ∈ H1(Ωγ)

∣∣∣ u = 0 на ∂Ω
}
, H = H1,0(Ωγ)

5, ∥ · ∥ = ∥ · ∥H .

Задачу о равновесии пластины, можно сформулировать в следующем виде

min
ξ∈K

Π(ξ), (2.2.7)

где множество допустимых функций выражается соотношением

K = { ξ = (U, u, ϕ) ∈ H | u,i+ϕi = 0 в ω, i = 1, 2; [Uν] ≥ |[ϕν]| на γ }

Заметим, что поскольку решение ξ принадлежит пространствуH, тем самым

на границе разных сред без отслоения Γ\γ, предполагаются выполненными

следующие условия склейки:

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на Γ\γ.

Строгая выпуклость, слабая полунепрерывность, коэрцитивность функ-

ционала Π(ξ) в пространстве H могут быть установлены так же как в пара-

графе 2.1. Свойства Π(ξ), выпуклость и замкнутость множества K гаранти-

руют существование и единственность решения задачи (2.2.7). Далее через
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ξ = (U, u, ϕ) будем обозначать решение задачи (2.2.7). Кроме того, задача

(2.2.7), эквивалентна вариационному неравенству

ξ = (U, u, ϕ) ∈ K, BΩγ
(ξ, η − ξ) ≥

∫
Ωγ

(fi(wi − ui) + f3(w − u))dx+

+

∫
Ω\ω

µi(ψi − ϕi)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.2.8)

С учетом соотношений (2.2.5) вариационное неравенство (2.2.8) можно пред-

ставить в виде

ξ = (U, u, ϕ) ∈ K, BΩ\ω(ξ, η − ξ) + bω(χ, β − χ) ≥
∫
Ωγ

(
fi(wi − ui)+

+ f3(w − u)
)
dx+

∫
Ω\ω

µi(ψi − ϕi)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.2.9)

Сравним два неравенства, полученные подстановкой в (2.2.9) пробных функ-

ций η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ω\ω)5. В результате

получим равенство, которое запишем в виде∫
Ω\ω

(
mijεij(ψ̃) + σijεij(W̃ ) + qi(w̃,i+ψ̃i)

)
dx =

∫
Ω\ω

(fiw̃i + f3w̃ + µiψ̃i)dx.

Здесь и далее mij = mij(ϕ), σij = σij(U), qi = qi(u, ϕ), i, j = 1, 2. Отсюда,

учитывая независимость w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, имеем∫
Ω\ω

σijεij(W̃ )dx =

∫
Ω\ω

fiw̃idx ∀W̃ ∈ C∞
0 (Ω\ω)2,

∫
Ω\ω

qi(w̃,i )dx =

∫
Ω\ω

f3w̃dx ∀w̃ ∈ C∞
0 (Ω\ω),

∫
Ω\ω

(mijεij(ψ̃) + qiψ̃i)dx =

∫
Ω\ω

µiψ̃idx ∀ψ̃ ∈ C∞
0 (Ω\ω)2.

Заметив, что имеют место представления
∫

Ω\ω
mijεij(ψ̃)dx =

∫
Ω\ω

mijψ̃i,jdx ,∫
Ω\ω

σijεij(W̃ )dx =
∫

Ω\ω
σijw̃i,jdx, из предыдущих трех равенств заключаем, что
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в смысле распределений выполнены уравнения равновесия

σij,j = −fi в Ω\ω, i = 1, 2, (2.2.10)

qi,i= −f3 в Ω\ω, (2.2.11)

mij,j − qi = −µi в Ω\ω, i = 1, 2. (2.2.12)

Аналогично, подставляя в (2.2.9) произвольную функцию η = ξ + η̃, такую

что η̃ ∈ C∞
0 (ω)5, ψ̃i = −w̃,i в ω, i = 1, 2, можно получить следующие равен-

ства в смысле обобщенных функций:

−mij,ij = f3 в ω, (2.2.13)

σij,j = −fi в ω, i = 1, 2. (2.2.14)

Заметим, что из (2.2.10) — (2.2.14) следуют включения

△u ∈ L2(Ω\ω), σij,j ∈ L2(Ω\ω), mij,j ∈ L2(Ω\ω), i = 1, 2, (2.2.15)

σij,j ∈ L2(ω), mij,ij ∈ L2(ω), i, j = 1, 2. (2.2.16)

2.2.2 Эквивалентная дифференциальная постановка

В этом разделе мы получим эквивалентную дифференциальную постанов-

ку задачи (2.2.7). А именно, исходя из вариационного неравенства (2.2.9),

с помощью подходящего выбора пробных функций, выведем полный на-

бор краевых условий на кривой Γ. При выводе условий будем использовать

формулы Грина, возможность применения которых следует из включений

(2.2.15), (2.2.16) и гладкости кривой Γ. Поскольку производные функций из

пространства H1(Ωγ) в общем случае не имеют следы, в этом разделе мы

предполагаем достаточную гладкость ξ.

Для произвольной функции W = (w1, w2) ∈ H1,0(Ωγ)
2 справедливы фор-

мулы Грина (см. теорему 1.5.2)∫
ω

σij εij(W )dx = −
∫
ω

σij,jwidx+

∫
Γ−

(σνWν + στWτ)ds, (2.2.17)
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∫
Ω\ω

σij εij(W )dx = −
∫

Ω\ω

σij,jwidx−
∫
Γ+

(σνWν + στWτ)ds, (2.2.18)

где σν = σijνjνi, στ = σijνjτi, τ = (−ν2, ν1), Wτ = wiτi, Wν = wiνi. В фор-

муле (2.2.17) верхний индекс в символе Γ− означает, что значения (следов)

подынтегральных функций на Γ берутся на отрицательном берегу. Обозна-

чение Γ+ в формуле (2.2.18) имеет аналогичный смысл. Для произвольных

ψ ∈ H1,0(Ωγ)
2 имеет место формула∫

Ω\ω

mijεij(ψ)dx = −
∫

Ω\ω

mij,jψidx−
∫
Γ+

(mνψν +mτψτ)ds, (2.2.19)

здесь mν = mijνjνi, mτ = mijνjτi, ψτ = ψiτi, ψν = ψiνi. Справедливы следу-

ющие соотношения (в силу формул Грина, см. теорему 1.5.1):∫
Ω\ω

∇u∇wdx = −
∫

Ω\ω

w△udx−
∫
Γ+

∂u

∂ν
wds ∀w ∈ H1,0(Ωγ), (2.2.20)

∫
Ω\ω

ϕ∇wdx = −
∫

Ω\ω

w divϕdx−
∫
Γ+

wϕνds ∀w ∈ H1,0(Ωγ). (2.2.21)

Далее понадобится еще одна формула Грина (см. формулу (1.5.13) первой

главы), справедливая для w ∈ H2(ω)

−
∫
ω

mij w,ij dx = −
∫
ω

wmij,ijdx+

∫
Γ−

(
t−ν w −m−

ν

∂w

∂ν

)
ds, (2.2.22)

где mij, i, j = 1, 2, задаются формулами (2.2.6),

m−
ν = mijνiνj, t−ν = mij,kτkτjνi +mij,jνi.

Неравенство (2.2.9), для пробной функции η = 2ξ ∈ K примет вид

BΩ\ω(ξ, ξ) + bω(χ, χ) ≥
∫
Ωγ

(fiui + f3u)dx+

∫
Ω\ω

µiϕidx. (2.2.23)

Подставляя затем η = (0, 0, 0, 0, 0) в (2.2.9), выведем, что неравенство (2.2.23)

выполняется так же в обратную сторону. Таким образом, из (2.2.9) получим

BΩ\ω(ξ, ξ) + bω(χ, χ) =

∫
Ωγ

(fiui + f3u)dx+

∫
ω

µiϕidx, (2.2.24)
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BΩ\ω(ξ, η) + bω(χ, β) ≥
∫
Ωγ

(fiwi + f3w)dx+

∫
Ω\ω

µiψidx ∀η ∈ K. (2.2.25)

Применяя формулы Грина (2.2.17) —(2.2.22) для интегралов в левой части

(2.2.25), входящих в билинейные формы, c учетом уравнений равновесия

(2.2.10)—(2.2.14), находим∫
Γ−

(t−ν w −m−
ν

∂w

∂ν
)ds +

∫
Γ−

(σνWν + στWτ)ds− Λ

∫
Γ+

(∂u
∂ν

+ ϕν
)
wds−

−
∫
Γ+

(σνWν + στWτ)ds −
∫
Γ+

(
mνψν +mτψτ

)
ds ≥ 0. (2.2.26)

Подставляя в (2.2.26) η = (W, 0, 0, 0), W ∈ H1
0(Ω)

2 (заметим, что η ∈ K),

имеем ∫
Γ

([σν]Wν + [στ ]Wτ)ds ≤ 0. (2.2.27)

Из (2.2.27), ввиду произвольности W ∈ H1
0(Ω)

2, выведем

[σν] = 0, [στ ] = 0 на Γ. (2.2.28)

Пусть H1
0(Ω) — произвольная функция, такая что w|ω ∈ H2(ω). Определим

функцию ψ ∈ H1
0(Ω), удовлетворяющую равенству ψi = −w,i в ω, i = 1, 2 (в

силу свойств оператора поднятия, такая функция существует). Тогда [ψν] =

0 на γ, η = (0, 0, 0, w, ψ) ∈ K. При этом, согласно (2.2.5) ψ+
ν = ψ−

ν = −∂w−

∂ν ,

ψ+
τ = ψ−

τ = −∂w−

∂τ . Подставляя η = (0, 0, w, ψ) в (2.2.26), получим∫
Γ

(t−ν w −m−
ν

∂w−

∂ν
)ds− Λ

∫
Γ

(∂u+
∂ν

+ ϕ+ν
)
wds+

+

∫
Γ

(
m+

ν

∂w−

∂ν
+m+

τ

∂w−

∂τ

)
ds ≥ 0. (2.2.29)

Поскольку функция m+
τ , по предположению гладкая, имеем wm+

τ ∈ H2(ω).

С помощью известной формулы Грина можно легко получить соотношение∫
Γ

∇(m+
τ w)τds =

∫
Γ

∂(m+
τ w)

∂τ
ds =

∫
ω

∂2(m+
τ w)

∂x1∂x2
− ∂2(m+

τ w)

∂x2∂x1
dx = 0.
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Отсюда вытекает, что ∫
Γ

m+
τ

∂w

∂τ
ds = −

∫
Γ

∂m+
τ

∂τ
wds. (2.2.30)

Применяя (2.2.30) в (2.2.29), выведем∫
Γ

(
t−ν − t+ν

)
wds+

∫
Γ

(
m+

ν −m−
ν

)∂w−

∂ν
ds ≤ 0,

где через t+ν обозначено следующее выражение t+ν = Λ
(
∂u+

∂ν + ϕ+ν
)
+ ∂m+

τ

∂τ .

Отсюда, в силу произвольности и независимости значений w и ∂w−

∂ν имеем

t−ν = t+ν , m+
ν = m−

ν на Γ. (2.2.31)

Преобразуем (2.2.26) с учетом соотношений (2.2.28), (2.2.30), (2.2.31)∫
Γ

(
tν[w] +mν(

∂w−

∂ν
+ ψ+

ν )
)
ds +

∫
Γ

(σν[Wν] + στ [Wτ ])ds+

+

∫
Γ

m+
τ (ψ

+
τ +

∂w+

∂τ

)
ds ≤ 0 ∀η ∈ K. (2.2.32)

Легко видеть, что для функции W ∈ H1,0(Ωγ)
2, такой что Wν = 0 на берегах

Γ+ и Γ− (т.е. на Γ), справедливо включение ξ = (W, 0, 0, 0) ∈ K. Подставляя

η в (2.2.32), находим ∫
Γ

στ [Wτ ]ds =

∫
γ

στ [Wτ ]ds ≤ 0,

для всех W ∈ H1,0(Ωγ)
2, удовлетворяющих Wν = 0 на Γ. В силу произволь-

ности значений Wτ на границе Γ, из последнего неравенства выводим

στ = 0 на γ. (2.2.33)

Рассмотрим функцию η = (0, 0, 0, ψ), такую что ψ ∈ H1,0(Ωγ)
2, ψ = (0, 0)

на ω, ψν = 0 на Γ+. По построению η ∈ K. После подстановки ее в (2.2.32)

получим ∫
γ

m+
τ ψ

+
τ ds ≤ 0. (2.2.34)
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Поскольку значения ψτ произвольны на γ, то (2.2.34) влечет

m+
τ = 0 на γ. (2.2.35)

Пусть η = (0, 0, w, 0, 0), где функция w ∈ H1,0(Ωγ), такая что w = 0 в ω.

Очевидно, что η ∈ K. Вследствие равенств ∂w
∂ν = 0, w = 0 на Γ−, неравенство

(2.2.32) для построенной функции η примет вид
∫
Γ

tν[w]ds =

∫
γ

tνw
+ds ≤ 0.

Поскольку w|γ+ произвольно, отсюда следует

tν = 0 на γ. (2.2.36)

С помощью полученных равенств (2.2.33), (2.2.35), (2.2.36), соотношение

(2.2.32) можно упростить следующим образом:∫
Γ

(
mν(

∂w−

∂ν
+ ψ+

ν ) + σν[Wν]
)
ds ≤ 0 ∀η ∈ K. (2.2.37)

Пусть W ∈ H1,0(Ωγ)
2, W = (0, 0) в ω, W+

ν ≥ 0 на γ. Тогда имеют место

включения η1 = (W, 0,W ) ∈ K, η2 = (W, 0,−W ) ∈ K (т.е. ψ1 = W для η1

и ψ2 = −W для η2). Сравнив два неравенства, получающиеся из (2.2.37) по

отношению к η1, η2, имеем∫
γ

(
σνW

+
ν + |mν|W+

ν

)
ds ≤ 0.

Поскольку функция W в последнем неравенстве может быть выбрана про-

извольно (с точностью до указанных свойств), находим

|mν| ≤ −σν на γ. (2.2.38)

Принимая во внимание (2.2.28), (2.2.31), (2.2.33), (2.2.35), (2.2.36), преобра-

зуем (2.2.24) с помощью формул Грина к виду∫
γ

(
mν(

∂u−

∂ν
+ ϕ+ν ) + σν[Uν]

)
ds = 0. (2.2.39)

С учетом (2.2.4), (2.2.38), из (2.2.39) выведем

mν(
∂u−

∂ν
+ ϕ+ν ) + σν[Uν] = 0 на γ.

Таким образом, справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.2.1. Гладкое решение задачи (2.2.7) является решением краевой

задачи, состоящей из соотношений теории упругости (2.2.1), (2.2.2), урав-

нений равновесия (2.2.10)—(2.2.14), соотношений (2.2.5) и краевых условий

[tν] = [mν] = [στ ] = [σν] = 0 на Γ, (2.2.40)

tν = στ = m+
τ = 0, |mν| ≤ −σν на γ, (2.2.41)

[Uν] ≥ |[ϕν]|, mν(
∂u−

∂ν
+ ϕ+ν ) + σν[Uν] = 0 на γ. (2.2.42)

Можно показать и обратное — решение ξ дифференциальной постановки

задачи, состоящей из (2.2.10)—(2.2.14), (2.2.5), (2.2.40) — (2.2.42) является

так же решением задачи минимизации (2.2.7).

Пусть η = (W,w, ψ) ∈ K, покажем, что выполняется вариационное нера-

венство (2.2.8). Умножим равенство (2.2.10) на (W−U), а затем проинтегри-

руем по области Ω\ω. В итоге, применяя формулу Грина (2.2.18), получим∫
Ω\ω

σij εij(W − U)dx+

∫
Γ+

(σν(Wν − Uν) + στ(Wτ − Uτ))ds−

−
∫

Ω\ω

fi(wi − ui)dx = 0. (2.2.43)

Проведя аналогичные действия относительно уравнения (2.2.13), имеем∫
ω

σij εij(W − U)dx−
∫
Γ−

(σν(Wν − Uν) + στ(Wτ − Uτ))ds−

−
∫
ω

fi(wi − ui)dx = 0. (2.2.44)

Умножим уравнения (2.2.11), (2.2.14) на (w − u), а равенство (2.2.12) на

(ψ−ϕ). Проинтегрировав полученные соотношения по соответствующим об-

ластям, получим∫
Ω\ω

qi(w − u),i dx+ Λ

∫
Γ+

(
∂u

∂ν
+ ϕν)(w − u)ds−

∫
Ω\ω

f3(w − u)dx = 0, (2.2.45)
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−
∫
ω

mij (w − u),ij dx−
∫
Γ−

(
t−ν (w − u)−m−

ν

∂(w − u)

∂ν

)
ds−

−
∫
ω

f3(w − u)dx = 0, (2.2.46)

∫
Ω\ω

(mij εij(ψ − ϕ) + qi(ψi − ϕi))dx+

+

∫
Γ+

(mν(ψν − ϕν) +mτ(ψτ − ϕτ))ds−
∫

Ω\ω

µi(ψi − ϕi)dx = 0. (2.2.47)

Суммируя (2.2.43)—(2.2.47), с учетом (2.2.5), (2.2.40) находим

BΩγ
(ξ, η − ξ)−

∫
Ωγ

(fi(wi − ui) + f3(w − u))dx−
∫

Ω\ω

µi(ψi − ϕi)dx =

= −
∫
Γ

(
σν[Wν −Uν] + στ [Wτ −Uτ ] + Λ(

∂u

∂ν
+ ϕν)

+(w− u)+ +m+
ν (ψν − ϕν)

++

+m+
τ (ψτ − ϕτ)

+ − t−ν (w − u)− +m−
ν

∂(w − u)−

∂ν

)
ds. (2.2.48)

Покажем, что при η ∈ K правая часть (2.2.48) является неотрицательной

величиной. Заметим, что для функции v ∈ H1,0(Ωγ), [v] = 0 на Γ\γ. В

силу (2.2.41) правая часть соотношения (2.2.48) преобразуется следующим

образом:

−
∫
Γ

(
σν[Wν − Uν] + Λ(

∂u

∂ν
+ ϕν)

+(w − u)+ +m+
τ (ψτ − ϕτ)

+

+mν

(
(ψν − ϕν)

+ +
∂(w − u)−

∂ν

)
− t−ν (w − u)−

)
ds. (2.2.49)

Вспоминая равенства t+ν = Λ
(
∂u+

∂ν + ϕ+ν
)
+ ∂m+

τ

∂τ и (2.2.30), из (2.2.49) получим

−
∫
Γ

(
σν[Wν − Uν] +mν

(
(ψν − ϕν)

+ +
∂(w − u)−

∂ν

)
+

+ tν[w − u] +m+
τ

(
(ψτ − ϕτ)

+ +
∂(w − u)+

∂τ

))
ds. (2.2.50)
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Последние два слагаемых в (2.2.50), вследствие (2.2.5), (2.2.41) равны нулю.

Включение (W −U) ∈ H1,0(Ωγ)
2 влечет [Wν −Uν] = 0 на Γ\γ. На Γ\γ спра-

ведливы также равенства (ψν−ϕν)+ = (ψν−ϕν)− = −∂(w−u)
−

∂ν , следовательно(
(ψν−ϕν)++ ∂(w−u)−

∂ν

)
= 0 на Γ\γ. Таким образом, (2.2.50) можно упростить

к виду

−
∫
γ

(
σν[Wν − Uν] +mν

(
(ψν − ϕν)

+ +
∂(w − u)−

∂ν

))
ds. (2.2.51)

Отсюда, с учетом соотношений (2.2.42), выражение (2.2.51) равно

−
∫
γ

(
σν[Wν] +mν(ψν

+ +
∂w−

∂ν
)
)
ds. (2.2.52)

Неотрицательность выражения (2.2.52) можно установить, используя нера-

венство |mν| ≤ −σν, выполненное на γ (см. (2.2.41)), а также неравенство

[Wν] ≥ |[ψν]| на γ, следующее из условия η ∈ K. Здесь уместно вспомнить,

что на кривой γ справедливо равенство: [ψν] = (ψ+
ν − ψ−

ν ) = (ψ+
ν + ∂w−

∂ν ).

Итак, правая часть (2.2.48) для произвольного η ∈ K имеет неотрицатель-

ное значение, следовательно справедливо вариационное неравенство (2.2.8).

Это означает, в силу свойств функционала Π и множества K, что ξ является

решением вариационного неравенства (2.2.8) и задачи минимизации (2.2.7).

2.3 Задача о равновесии пластины Тимошенко, содер-

жащей трещину на границе жесткого включения

При исследовании деформирования пластин и оболочек успешно использу-

ются модели Кирхгофа—Лява и Тимошенко [10, 11, 12, 13, 86]. Изучению

моделей пластин Кирхгофа—Лява, содержащих жесткие включения, посвя-

щено множество работ [76, 92, 97, 117, 121, 170]. При этом в [76, 92, 97, 121]

предполагается, что жесткое включение в пластине объемное. В работе [117]

с помощью плоской двумерной кривой моделируется тонкое жесткое вклю-

чение.
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В настоящем параграфе исследуется задача о равновесии упругой трансвер-

сально-изотропной пластины Тимошенко, содержащей сквозную трещину на

границе объемного жесткого включения. Доказана однозначная разреши-

мость вариационной задачи о равновесии пластины, содержащей трещину.

Из вариационной постановки задачи получена система краевых условий,

определяющая эквивалентную краевую задачу. Для задачи о равновесии

упругой пластины Тимошенко с трещиной установлено, что при стремле-

нии параметра жесткости к бесконечности в некоторой фиксированной части

пластины, получается задача о равновесии пластины с жестким включением.

2.3.1 Постановка задачи

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с гладкой границей Γ. Пусть

подобласть ω лежит строго внутри Ω, т.е. ω ∩ Γ = ∅, а ее граница Ξ явля-

ется достаточно гладкой. Будем считать, что Ξ состоит из двух частей γ и

Ξ\γ, причем ∂γ /∈ γ (см. рис. 2.4). Предположим, что пластина имеет посто-

Рис. 2.4: Геометрия в срединной плоскости пластины.

янную толщину 2h. Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z} выберем

так, чтобы множество {Ωγ} × {0} ⊂ R3 соответствовало срединной плоско-

сти пластины, где Ωγ = Ω\γ. При этом кривая γ задает трещину (разрез) в

пластине. Это означает, что цилиндрическую поверхность сквозной трещины

можно задать соотношениями x = (x1, x2) ∈ γ,−h ≤ z ≤ h, где |z| — рас-

стояние до срединной плоскости. В наших рассуждениях жесткое включение

будет задаваться множеством ω× [−h, h]. При этом граница жесткого вклю-

чения задается цилиндрической поверхностью Ξ × [−h, h]. Упругая часть
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пластины соответствует области Ω\ω.

Обозначим через χ = χ(x) = (U, u) вектор перемещений точек средин-

ной поверхности (x ∈ Ωγ), U = (u1, u2) — перемещения в плоскости {x1, x2},

u — вдоль оси z. Углы поворота нормальных сечений введем с помощью

ϕ = ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2), x ∈ Ωγ. Будем считать, в соответствии положения-

ми классической теории упругости, что величины χ, ϕ являются бесконечно

малыми. В соответствии с направлением внешней (по отношению к ω) нор-

мали n = (n1, n2) к Ξ, можно говорить о положительном Ξ+ и отрицательном

Ξ− берегах кривой Ξ. В случае, когда след функции v берется на положи-

тельном (со стороны области Ω\ω) берегу Ξ+ будем писать v+ = v|Ξ+, так

же для отрицательного берега v− = v|Ξ−. Скачок [v] функции v на кривой

Ξ находится по формуле: [v] = v|Ξ+ − v|Ξ−. Аналогичные обозначения будем

использовать для γ+ и γ−.

Введем тензоры, описывающие деформацию пластины

εij(ϕ) =
1

2
(ϕi,j + ϕj,i), εij(U) =

1

2
(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ϕ) = aijklεkl(ϕ), σij(U) = 3h−2aijklεkl(U), i, j, k, l = 1, 2.

Ненулевые компоненты тензора упругости A = {aijkl} выражаются соотно-

шениями

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

где D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость пластины, æ —

коэффициент Пуассона, 0 < æ < 1/2. Поперечные силы в модели Тимошенко

задаются выражениями

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2,

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.
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Пусть BM(· , ·) — билинейная форма, определенная равенством

BM(ξ, η) =

∫
M

(
mij(ϕ)εij(ψ) + Λ(u,i+ϕi)(v,i+ψi) + σij(U)εij(V )

)
dx,

где M ⊂ Ω — подобласть, ξ = (U, u, ϕ), η = (V, v, ψ). Функционал потенци-

альной энергии деформированной пластины, занимающей область Ωγ, имеет

вид

Π(ξ) =
1

2
BΩγ

(ξ, ξ)−
∫
Ωγ

Fξdx , ξ = (U, u, ϕ),

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ωγ)
5 — вектор, задающий внешние нагрузки

[86].

Введем пространства Соболева

H1,0(Ωγ) =
{
u ∈ H1(Ωγ)

∣∣∣ u = 0 п.в. наΓ
}
, H = H1,0(Ωγ)

5.

Для удобства будем обозначать стандартную норму в H следующим образом

∥ · ∥ = ∥ · ∥H .

Пусть ξ ∈ H. Выпишем соотношения для ξ, обусловленные наличием в

пластине жесткого включения и трещины. Как известно, для жесткого тела

деформации равны нулю. Относительно рассматриваемого жесткого вклю-

чения в пластине модели Тимошенко, это означает, что в области ω танген-

циальные εij(U), i, j = 1, 2, изгибные εij(ϕ), i, j = 1, 2, трансверсальные

u,i+ϕi, i = 1, 2 деформации равны нулю. Следовательно, сужение функции

ξ на область ω имеет заданную структуру (см., например, [109]):

U = ρ, ϕ = d, ϕ+∇u = 0 на ω, ρ, d ∈ R(ω), (2.3.1)

где пространство R(ω) определяется следующим образом

R(ω) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = Bx+ C, x ∈ ω},

B =

 0 b

−b 0

 , C = (c1, c2); b, c1, c2 = const.
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В покомпонентной записи два последних равенства из (2.3.1) принимают вид
u,i+ϕi = 0, i = 1, 2, на ω,

ϕ1 = d1 = bx2 + c1 на ω,

ϕ2 = d2 = −bx1 + c2 на ω.

Отсюда следует, что u,12= b и u,21= −b. Это означает, что b = 0 и сужение

компонент функции ξ удовлетворяет соотношениям

U = ρ, u = l, ϕ+∇u = 0 на ω, ρ ∈ R(ω), l ∈ L(ω), (2.3.2)

где

L(ω) = {l | l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, ai ∈ R, i = 0, 1, 2, x = (x1, x2) ∈ ω}.

В свою очередь, можно установить, что из (2.3.2) следуют равенства (2.3.1).

На кривой γ зададим условие взаимного непроникания противоположных

берегов трещины

[U ] · n ≥ h|[ϕ] · n| на γ.

Заметим, что в данном неравенстве отсутствуют вертикальные перемеще-

ния u — это обусловлено тем, что образующие цилиндрической поверхности,

ограничивающей жесткое включение перпендикулярны срединной плоскости

пластины. Далее, учитывая то, что на γ− следы функций U , ϕ определяются

в соответствии с (2.3.2), из последнего неравенства выведем

(U − ρ) · n ≥ h
∣∣∣ (ϕ+∇l) · n

∣∣∣ на γ+, (2.3.3)

где U = ρ, u = l на ω, ρ ∈ R(ω), l ∈ L(ω).

Задачу о равновесии пластины с трещиной на границе жесткого включе-

ния можно сформулировать в виде задачи минимизации

inf
ξ∈Kω

Π(ξ), (2.3.4)

где

Kω =
{
ξ = (U, u, ϕ) ∈ H

∣∣∣ ξ удовлетворяет (2.3.2) , (2.3.3)
}
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есть множество допустимых функций. Заметим, что включение ξ ∈ H пред-

полагает выполнение однородных краевых условий

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ. (2.3.5)

В силу эквивалентности (2.3.1) и (2.3.2), для функций ξ ∈ Kω выполняются

равенства: εij(U) = 0, εij(ϕ) = 0, ϕi + u,i= 0 п.в. в области ω, i, j = 1, 2.

Следовательно, функционал энергии Π(ξ) может быть представлен в виде

Π(ξ) =
1

2
BΩ\ω(ξ, ξ)−

∫
Ωγ

Fξdx, ξ = (U, u, ϕ) ∈ Kω.

Легко показать, что множество Kω является выпуклым и замкнутым в гиль-

бертовом пространстве H. В силу оценки

BΩγ
(ξ, η) ≤ C1∥ξ∥∥η∥,

с постоянной C1 > 0, не зависящей от ξ ∈ H и η ∈ H, симметричная би-

линейная форма BΩγ
(ξ, η) является непрерывной над H. Коэрцитивность

функционала Π(ξ) следует из неравенства

BΩγ
(ξ, ξ) ≥ C2∥ξ∥2, ξ ∈ H, (2.3.6)

с постоянной C2 > 0, не зависящей от ξ (см. оценку (2.1.4) параграфа 2.1).

Кроме того, известно, что функционал Π(ξ) является коэрцитивным, диффе-

ренцируемым, строго выпуклым, слабо полунепрерывным снизу. Указанные

свойства функционала энергии Π(ξ) и множества Kω позволяют утверждать

об однозначной разрешимости задачи (2.3.4) (см. теорему 1.4.1 и леммы 1.4.2,

1.4.3 параграфа 1.4).

Далее через ξ = (U, u, ϕ) будем обозначать решение задачи (2.3.4). Пусть

функции ρ0 ∈ R(ω) и l0 ∈ L(ω) определяются равенствами ρ0 = U , l0 = u на

ω, где U и u компоненты решения ξ.

Симметричность, непрерывность билинейной формы BΩγ
(·, ·) и свойства

множестваKω обеспечивают (см. лемму 1.4.2) эквивалентность задачи (2.3.4)
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следующему вариационному неравенству:

ξ ∈ Kω, BΩ\ω(ξ, η − ξ) ≥
∫
Ωγ

F (η − ξ)dx ∀η = (V, v, ψ) ∈ Kω. (2.3.7)

Сравним два неравенства, полученные подстановкой в (2.3.7) пробных функ-

ций η = ξ+η̃ и η = ξ−η̃, где η̃ = (Ṽ , ṽ, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ω\ω)5. В результате получим

равенство, которое запишем в виде∫
Ω\ω

(
mijεij(ψ̃) + σijεij(Ṽ ) + (ṽ,i+ψ̃i)qi

)
dx =

∫
Ω\ω

F η̃dx, (2.3.8)

где mij = mij(ϕ), σij = σij(U), qi = qi(u, ϕ), i, j = 1, 2; U , u, ϕ — компоненты

решения ξ. Из (2.3.8), учитывая независимость ṽ1, ṽ2, ṽ, ψ̃1, ψ̃2, имеем∫
Ω\ω

σijεij(Ṽ )dx =

∫
Ω\ω

fiṽidx ∀Ṽ ∈ C∞
0 (Ω\ω)2,

∫
Ω\ω

qiṽ,i dx =

∫
Ω\ω

f3ṽdx ∀ṽ ∈ C∞
0 (Ω\ω),

∫
Ω\ω

(
mijεij(ψ̃) + qiψ̃i

)
dx =

∫
Ω\ω

µiψ̃idx ∀ψ̃ ∈ C∞
0 (Ω\ω)2.

Из предыдущих трех равенств заключаем, что в смысле распределений вы-

полнены уравнения равновесия

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ω\ω, (2.3.9)

qi,i= −f3 в Ω\ω, (2.3.10)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ω\ω. (2.3.11)

2.3.2 Дифференциальная постановка задачи

В этом разделе мы получим эквивалентную дифференциальную постанов-

ку задачи (2.3.4). А именно, исходя из вариационного неравенства (2.3.7),

с помощью подходящего выбора пробных функций, выведем полный набор
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краевых условий на кривой γ. Чтобы извлечь из неравенства (2.3.7) соотно-

шения на внутренней границе γ, будем использовать формулы Грина. По-

скольку производные функций из пространства H1(Ωγ) в общем случае не

имеют следы, в этом разделе мы предполагаем достаточную гладкость ξ.

Для области Ω\ω справедлива формула Грина (см. теорему 1.5.2)∫
Ω\ω

σij εij(V )dx = −
∫

Ω\ω

σij,jvidx−
∫
Ξ

σijnjvids,

∀V = (v1, v2) ∈ H1,0(Ωγ)
2, (2.3.12)

где n = (n1, n2) — нормаль к Ξ. Аналогично для произвольных

ψ ∈ H1,0(Ωγ)
2, v ∈ H1,0(Ωγ) имеют место следующие формулы Грина:∫

Ω\ω

mijεij(ψ)dx = −
∫

Ω\ω

mij,jψidx−
∫
Ξ

mijnjψids, (2.3.13)

∫
Ω\ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω\ω

v△udx−
∫
Ξ

∂u

∂n
vds, (2.3.14)

∫
Ω\ω

ϕ∇vdx = −
∫

Ω\ω

(ϕi,i)vdx−
∫
Ξ

(ϕ · n)vds. (2.3.15)

Пусть функция η̃ = (Ṽ , ṽ, ψ̃) ∈ Kω такая, что η̃ ∈ H1
0(Ω)

5. Подставляя в

вариационное неравенство (2.3.7) пробные функции вида η = ξ± η̃, получим

следующее интегральное тождество, справедливое для всех η̃ ∈ H1
0(Ω)

5∫
Ωγ

(
mijεij(ψ̃) + σijεij(Ṽ ) + (ṽ,i+ψ̃i)qi

)
dx =

∫
Ωγ

F η̃dx. (2.3.16)

Далее, применяя формулы интегрирования по частям, с учетом (2.3.2) из

(2.3.16) выводим

−
∫
Ξ

σijnjρids+

∫
Ξ

mijnjl,i ds− Λ

∫
Ξ

(ϕ · n+
∂u

∂n
)lds =

=

∫
ω

(fiρi + f3l − µil,i )dx. (2.3.17)
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Учитывая независимость ρ и l в (2.3.17), имеем

−
∫
Ξ

σijnjρids =

∫
ω

fiρidx ∀ρ = (ρ1, ρ2) ∈ R(ω), (2.3.18)

∫
Ξ

mijnjl,i ds− Λ

∫
Ξ

(
ϕ · n+

∂u

∂n

)
lds =

=

∫
ω

(f3l − µil,i )dx ∀l ∈ L(ω). (2.3.19)

Сравнив два неравенства, извлекаемые из (2.3.7) путем подстановок пробных

функций η = 0 и η = 2ξ, выведем тождество

−
∫
Ξ+

σijnjuids−
∫
Ξ+

mijnjϕids− Λ

∫
Ξ+

(ϕ · n+
∂u

∂n
)uds =

=

∫
ω

(fiρ0i + f3l0 − µil0,i)dx. (2.3.20)

Здесь Ξ+ означает, что значения функций на Ξ берутся на положительном бе-

регу. Рассмотрим функцию η = ξ± η̃, где η̃ = (Ṽ , ṽ, ψ̃) такая, что Ṽ ≡ (0, 0),

ψ̃ ≡ (0, 0) в Ωγ, функция ṽ ∈ H1,0(Ωγ): ṽ = 0 в ω. По построению очевидно,

что выполнено включение η ∈ Kω. Заметим, что значения функции ṽ равны

нулю на кривой Ξ\γ и произвольны на γ+. Подставим функцию η в (2.3.7)

и преобразуем полученное соотношение с помощью формул (2.3.14), (2.3.15).

В итоге получим ∫
γ+

(ϕ · n+
∂u

∂n
)ṽds ≥ 0.

Отсюда, принимая во внимание произвольность значений ṽ на границе γ+,

находим

ϕ · n+
∂u

∂n
= 0 на γ+. (2.3.21)

Интеграл по границе в формуле (2.3.12) можно представить следующим об-

разом (см. [118]): ∫
Ξ

σijnjvids =

∫
Ξ

(
σn(V · n) + στiVτi

)
ds, (2.3.22)
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где σnn и στ = (στ1, στ2) — нормальная и касательная составляющие вектора

σn = {σijnj}, при этом справедливы соотношения

σijnj = σnni + στi, σn = σijnjni, τ = (−n2, n1),

V = (v1, v2), vi = (V · n)ni + Vτi, i = 1, 2, Vτ = (Vτ1, Vτ2).

Представление вида (2.3.22) справедливо и для интеграла по границе в фор-

муле (2.3.13). Подставим в вариационное неравенство (2.3.7) пробные функ-

ции вида η = ξ ± η̃, где η̃ = (Ṽ , ṽ, ψ̃) ∈ H такие, что ṽ ≡ 0, ψ̃ ≡ (0, 0) в

Ωγ, Ṽ ≡ (0, 0) в ω и Ṽ · n = 0 на γ+. Преобразовав полученные интегралы с

помощью формул Грина, выведем∫
Ξ+

σijnj ṽids =

∫
Ξ+

(
σn(Ṽ · n) + στiṼτi

)
ds =

∫
Ξ+

στiṼτids = 0.

Отсюда, в силу произвольности значений Ṽ на γ+, заключаем, что στ = (0, 0)

на γ+. Аналогичными выкладками, подобрав пробную функцию специаль-

ного вида (рассматривая ψ, удовлетворяющие ψ · n = 0), можно получить,

что mτ = (0, 0) на γ+. Пусть теперь η = ξ + η̃, где η̃ = (Ṽ , ṽ, ψ̃) ∈ H такая,

что ṽ ≡ 0 в Ωγ, ψ̃ ≡ (0, 0), Ṽ ≡ (0, 0) в ω, Ṽ · n = h|ψ̃ · n|, Ṽ · n ≥ 0 на

γ+. Легко видеть, что η ∈ Kω. Подставим ее в (2.3.7). Используя формулы

Грина, находим ∫
Ξ+

(
− σn(Ṽ · n)± hmn(ψ̃ · n)

)
ds ≥ 0.

Выбор функций Ṽ , ψ̃ позволяет из последнего неравенства извлечь соотно-

шение

−hσn ≥ |mn| на γ+. (2.3.23)

Из тождеств (2.3.17) и (2.3.20) имеем

−
∫
Ξ+

σijnj(ui − ρ0i)ds−
∫
Ξ+

mijnj
(
ϕi + l0,i

)
ds−

− Λ

∫
Ξ+

(
ϕ · n+

∂u

∂n

)
(u− l0)ds = 0. (2.3.24)
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Из (2.3.24), принимая во внимание равенства στ = mτ = (0, 0) на γ+, (2.3.2),

(2.3.21) и (2.3.23), получим

σn(U − ρ0) · n+mn

(
ϕ+∇l0

)
· n = 0 на γ+.

В итоге, из вариационного неравенства (2.3.7) выведены уравнения равнове-

сия (2.3.9)—(2.3.11), тождества (2.3.18), (2.3.19) и следующие краевые усло-

вия на γ+:
ϕ · n+

∂u

∂n
= 0, στ = mτ = (0, 0), −hσn ≥ |mn|,

σn(U − ρ0) · n+mn

(
ϕ+∇l0

)
· n = 0.

(2.3.25)

Можно установить и обратное — решение краевой задачи (2.3.9)—(2.3.11),

(2.3.18), (2.3.19) с условиями (2.3.5), (2.3.25) является также и решением

вариационной задачи (2.3.7).

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.3.1. Гладкая функция ξ = (U, u, ϕ) является решением вариа-

ционной задачи (2.3.4) тогда и только тогда, когда она является решением

краевой задачи, состоящей из уравнений равновесия (2.3.9)—(2.3.11), соот-

ношений (2.3.1), (2.3.18), (2.3.19) и условий (2.3.5), (2.3.25).

2.3.3 Предельный переход по параметру жесткости

Как оказалось, задачу (2.3.4) можно рассматривать как предельную для се-

мейства задач, описывающих равновесие упругих пластин, каждая из кото-

рых занимает область Ωγ. Каждая задача, описывающая равновесие упругой

пластины зависит от параметра λ > 0, с помощью которого варьируется ко-

эффициенты жесткости в фиксированной области ω.

Пусть тензор модулей упругости Aλ = {aλijkl} и коэффициент Λλ зависят

от λ следующим образом:

aλijkl =

 aijkl в Ω\ω,

λ−1aijkl в ω
; Λλ =

 Λ в Ω\ω,

λ−1Λ в ω.
(2.3.26)
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Определим при i, j = 1, 2 функции

mλ
ij(ϕ) = aλijklεkl(ϕ), σλ

ij(U) = 3aλijklh
−2εkl(U), qλi (u, ϕ) = Λλ(u,i+ϕi).

Пусть билинейная форма Bλ
Ωγ

определяется по формуле

Bλ
Ωγ
(ξ, η) =

∫
Ωγ

(
mλ

ij(ϕ)εij(ψ) + Λλ(u,i+ϕi)(v,i+ψi) + σλij(U)εij(V )
)
dx.

Сформулируем задачу о равновесии упругой пластины содержащей тре-

щину в вариационном виде

inf
ξ∈K

Πλ(ξ), (2.3.27)

где Πλ(ξ) =
1

2
Bλ

Ωγ
(ξ, ξ)−

∫
Ωγ

Fξdx и

K = {ξ ∈ H | [U ] · n ≥ h|[ϕ] · n| п.в. на γ }.

Здесь [g] = g+ − g− — скачок функции g на γ. Задача (2.3.27) имеет един-

ственное решение ξλ для каждого λ ∈ (0, λ0), которое удовлетворяет вариа-

ционному неравенству (см. параграф 2.1)

ξλ ∈ K, Bλ
Ωγ
(ξλ, η − ξλ) ≥

∫
Ωγ

F (η − ξλ)dx ∀η ∈ K. (2.3.28)

При этом, если решение ξλ достаточно гладкое, то можно показать, что оно

является также и решением следующей краевой задачи (см. параграф 2.1)

σλij,j = −fi, i = 1, 2, п.в. в Ωγ,

qλi,i = −f3 п.в. в Ωγ,

mλ
ij,j − qλi = −µi, i = 1, 2, п.в. в Ωγ,

Uλ = ϕλ = (0, 0), uλ = 0 на Γ,

[Uλ] · n ≥ h|[ϕλ] · n|, [σλn] = [mλ
n] = 0, σλ

τ = mλ
τ = (0, 0) на γ,

∂uλ

∂n
+ ϕλ · n = 0, σλ

n[U
λ] · n+mλ

n[ϕ
λ] · n = 0, −hσλn ≥ |mλ

n| на γ.
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Здесь σλij = σλij(U
λ), mλ

ij = mλ
ij(ϕ

λ), qλi = qλi (u
λ, ϕλ), величины σλτ , σλnn и

mλ
τ , mλ

nn являются составляющими векторов {σλijnj}, {mλ
ijnj} соответствен-

но (для них справедливы формулы, аналогичные примененным в (2.3.22)).

Далее обоснуем предельный переход при λ→ 0 в (2.3.28). Оказывается, что

предельная задача будет в точности совпадать с (2.3.7). Сравнив два нера-

венства, полученные подстановкой в (2.3.28) η = 2ξλ, η = 0, имеем∫
Ωγ

(
mλ

ijεij(ϕ
λ) + σλijεij(U

λ) + (uλ,i+ϕ
λ
i )q

λ
i

)
dx =

∫
Ωγ

Fξλdx.

Отсюда, применяя (2.3.6), получаем две равномерные по λ оценки

∥ξλ∥ ≤ C3,

1

λ
Bω(ξ

λ, ξλ) ≤ C4. (2.3.29)

Выбирая при необходимости подпоследовательности, можно считать, что

при λ→ 0

ξλ → ξ⋆ слабо в H. (2.3.30)

Тогда, в силу (2.3.29), имеем

εij(U⋆) = 0, ϕ⋆ +∇u⋆ = 0, εij(ϕ⋆) = 0 в ω, i, j = 1, 2.

В соответствии с рассуждениями при выводе (2.3.1) и (2.3.2), из последних

равенств следует существование функций ρ⋆, l⋆, таких, что

U⋆ = ρ⋆, u⋆ = l⋆, ϕ⋆ +∇u⋆ = 0 на ω, ρ⋆ ∈ R(ω), l⋆ ∈ L(ω).

Слабая сходимость ξλ → ξ⋆ в H влечет, то что существует подпоследователь-

ность (обозначаемая прежним образом) для которой ξλ → ξ⋆ в L2(γ)
5. Выби-

рая при необходимости подпоследовательности, можно считать что ξλ → ξ⋆

п.в. на γ при λ→ 0. Переходя к пределу в соотношении

[Uλ] · n ≥ h|[ϕλ] · n| п.в. на γ+,

при λ→ 0, находим

(U⋆ − ρ⋆) · n ≥ h|(ϕ⋆ +∇l⋆) · n| п.в. на γ+.
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Это означает, что предельная функция ξ⋆ принадлежит множеству Kω. За-

фиксируем произвольную функцию η ∈ Kω. Очевидно, что ее можно под-

ставить в качестве тестовой в (2.3.28). Получим

Bλ
Ωγ
(ξλ, η − ξλ) ≥

∫
Ωγ

F (η − ξλ)dx. (2.3.31)

С учетом слабой сходимости (2.3.30), соотношений (2.3.26) можно осуще-

ствить переход к нижнему пределу в (2.3.31) при λ→ 0, что дает

ξ⋆ ∈ Kω, BΩ\ω(ξ⋆, η − ξ⋆) ≥
∫
Ωγ

F (η − ξ⋆)dx ∀η = (V, v, ψ) ∈ Kω.

В силу единственности решения задачи (2.3.4) отсюда получаем, что ξ⋆ = ξ.

Таким образом, для семейства задач (2.3.27), описывающих равновесие упру-

гих пластин, при λ→ 0 в качестве предельной получаем задачу о равновесии

пластины с жестким включением (2.3.4).

2.4 Задача о равновесии пластины Тимошенко, содер-

жащей трещину вдоль тонкого жесткого включения

Интерес к изучению математических моделей тел, содержащих жесткие вклю-

чения, обусловлен широким применением композитных материалов, см., на-

пример, [20, 61, 138, 176]. Как известно, различные задачи относительно тел

содержащих жесткие включения можно успешно формулировать и изучать с

помощью методов вариационного исчисления [55, 92, 152, 169]. В частности,

теория двумерных задач теории упругости с тонкими жесткими включени-

ями и возможным отслоением предложена в [55]. Трехмерный случай рас-

смотрен в [152]. Качественная связь между задачей о равновесии двумерного

тела с объемным жестким включением и задачей о равновесии двумерного

тела с тонким жестким включением при наличии трещины вдоль включения

установлена в [169]. Аналогичный результат для пластин модели Кирхгофа-

Лява установлен в [170].
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В этом параграфе исследуются задачи о равновесии упругих трансвер-

сально-изотропных пластин Тимошенко, содержащие жесткие включения.

С помощью предельного перехода по геометрическому параметру (описы-

вающему продольный размер включения) в задачах о пластине с жестким

объемным включением, в качестве предельной задачи найдена корректная

формулировка задачи о пластине с тонким жестким включением. Для вариа-

ционной формулировки задачи о равновесии пластины с тонким включением

найдена эквивалентная, при достаточной гладкости решения, постановка в

дифференциальной форме.

2.4.1 Объемное жесткое включение без отслоения

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с гладкой границей Γ. Пусть

подобласть ω лежит строго внутри Ω, т. е. ω∩Γ = ∅, а ее граница Ξ является

достаточно гладкой (см. рис. 2.5).

Рис. 2.5: Геометрия в срединной плоскости пластины с жестким объемным включением

без отслоения.

Предположим, что пластина имеет постоянную толщину 2h. Выберем де-

картову систему координат {x1, x2, z} так, чтобы плоскость z = 0 соответ-

ствовала срединной плоскости, а пластина в недеформированном состоянии

задавалась множеством Ω × [−h, h] ⊂ R3. В наших рассуждениях жесткое

включение будет задаваться множеством ω × [−h, h], т. е. граница жестко-

го включения задается цилиндрической поверхностью Ξ × [−h, h]. Упругая

часть пластины соответствует области Ω\ω.

Обозначим через ξ = ξ(x) = (W,w, ψ) вектор обобщенных перемещений
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точек срединной поверхности (x = (x1, x2) ∈ Ω), W = (w1, w2) — переме-

щения в плоскости {x1, x2}, w — вдоль оси z, ψ = (ψ1, ψ2) – углы поворота

нормальных сечений. Для удобства будем также использовать обозначения

ξi, i = 1, 2..., 5, относительно компонент вектора ξ, при этом (ξ1, ξ2) = W ,

ξ3 = w, (ξ4, ξ5) = ψ.

В соответствии с направлением внешней (по отношению к ω) нормали

ν = (ν1, ν2) к Ξ, можно говорить о положительном Ξ+ и отрицательном Ξ−

берегах кривой Ξ. В случае, когда след функции v берется на положительном

берегу Ξ+ будем писать v+ = v|Ξ+, так же для отрицательного берега v− =

v|Ξ−. Аналогичные обозначения будем использовать относительно γ+ и γ−.

Введем тензоры, описывающие деформацию пластины,

εij(ψ) =
1

2
(ψi,j + ψj,i), εij(W ) =

1

2
(wi,j + wj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ψ) = aijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2aijklεkl(W ), i, j, k, l = 1, 2, (2.4.1)

где ненулевые компоненты тензора упругости A = {aijkl} выражаются соот-

ношениями

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэф-

фициент Пуассона, 0 < æ < 1/2. Поперечные силы в модели Тимошенко

задаются выражениями

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (2.4.2)

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.

Пусть BM(· , ·) — билинейная форма, определенная равенством

BM(η, η̄) =

∫
M

{
mij(ψ)εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i) + σij(W )εij(W̄ )

}
dx,
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где M — подобласть, содержащаяся в Ω, η = (W,w, ψ), η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄).

Функционал потенциальной энергии деформированной пластины, занима-

ющей область Ω, имеет вид

Π(η) =
1

2
BΩ(η, η)−

∫
Ω

Fηdx , η = (W,w, ψ),

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ω)5 — вектор, задающий внешние нагрузки

[86].

Пусть H = H1
0(Ω)

5. Введем далее следующие пространства, которые бу-

дут использоваться при описании жестких свойств объемных или тонких

включений в пластине

R(D) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2), x ∈ D},

L(D) = {l | l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x ∈ D},

Q(D) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2,

a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2), x ∈ D},

где b, c1, c2, a0, a1, a2 — некоторые вещественные числа, D — подмножество

области Ω.

Задачу о равновесии пластины с жестким включением сформулируем в

виде задачи минимизации

inf
η∈Kω

Π(η), (2.4.3)

где

Kω =
{
η = (W,w, ψ) ∈ H

∣∣∣ η|ω = ζ, ζ ∈ Q(ω)
}

есть множество допустимых функций. Заметим, что включение η ∈ H пред-

полагает выполнение однородных краевых условий

w = 0, ψ = W = (0, 0) на Γ. (2.4.4)

Для функций η ∈ Kω, ввиду определенной их структуры в области ω, вы-

полняются равенства: εij(W ) = 0, εij(ψ) = 0, ψi + w,i= 0 п.в. в области ω,

i, j = 1, 2. Следовательно, функционал энергии Π(η) может быть представ-
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лен в виде

Π(η) =
1

2
BΩ\ω(η, η)−

∫
Ω

Fηdx ∀ η = (W,w, ψ) ∈ Kω.

Легко показать, что множество Kω является выпуклым и замкнутым в гиль-

бертовом пространстве H. В силу оценки

BΩ(η1, η2) ≤ C1∥η∥∥η∥ ∀ η, η ∈ H,

с постоянной C1 > 0, не зависящей от η ∈ H и η ∈ H, симметричная били-

нейная форма BΩ(·, ·) является непрерывной над H. Коэрцитивность функ-

ционала Π(η) следует из неравенства

BΩ(η, η) ≥ C2∥η∥2 ∀ η ∈ H, (2.4.5)

с постоянной C2 > 0, не зависящей от η (доказательство неравенства мож-

но найти в параграфе 2.1, см. оценку (2.1.4)). Функционал энергии Π(η)

является также дифференцируемым, строго выпуклым и слабо полунепре-

рывным снизу (см. параграф 2.1). Указанные свойства функционала Π(η),

а также выпуклость и замкнутость множества Kω позволяют утверждать о

существовании единственного решения ξω задачи (2.4.3) (см. теорему 1.4.1 и

лемму 1.4.3).

Симметричность, непрерывность билинейной формы BΩ(·, ·) и свойства

множестваKω обеспечивают (см. лемму 1.4.2) эквивалентность задачи (2.4.3)

следующему вариационному равенству:

ξω = (Uω, uω, ϕω) ∈ Kω, BΩ(ξω, η) =

∫
Ω

Fηdx

∀ η = (W,w, ψ) ∈ Kω. (2.4.6)

2.4.2 Тонкое жесткое включение без отслоения.

Целью данного раздела является обоснование и вывод корректной поста-

новки задачи о равновесии пластины с тонким жестким включением. Вывод
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будет основываться с помощью предельного перехода в задаче (2.4.6) по про-

дольному размеру объемного включения. Выберем подходящую геометрию

задачи, где в качестве области жесткого включения ω выступает криволи-

нейный прямоугольник ωt ширины t ∈ (0, t0], определенный соотношением

ωt = {(x1, x2) |x1 ∈ (−a, 0), g(x1)− t < x2 < g(x1)}, a > 0, ωt ⊂ Ω,

где g ∈ C0,1(−a, 0). При этом кривая γ задается соотношениями

γ = {(x1, x2) | − a < x1 ≤ 0, x2 = g(x1)}

и не зависит от параметра t (см. рис. 2.6).

Рис. 2.6: Криволинейный прямоугольник ωt ширины t в срединной плоскости.

Далее рассмотрим семейство вариационных задач вида (2.4.6) (см. преды-

дущий раздел) о равновесии пластин с жесткими включениями ωt × [−h, h],

зависящих от положительного параметра t. Обозначим через ξt решение за-

дачи

ξt ∈ Vt, BΩ(ξ
t, ηt) =

∫
Ωγ

Fηtdx ∀ ηt ∈ Vt. (2.4.7)

Здесь Vt — подмножество H, состоящее из всех функций η = (W,w, ψ) для

которых сужение компонент на ωt удовлетворяет соотношениям

η|ωt
= ζ, ζ ∈ Q(ωt).

Заметим, что множества Vt обладают следующим свойством Vt1 ⊂ Vt2 при

t1 ≥ t2 > 0.

Пусть множество V0 ⊂ H состоит из всех η, сужение которых на кривой

γ удовлетворяет соотношениям

η|γ = ζ, ζ ∈ Q(γ). (2.4.8)
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В дальнейших рассуждениях понадобится следующее утверждение, устанав-

ливающее связь между множествами Vt (t > 0) и V0.

Лемма 2.4.1. Для любой фиксированной функции η∗ ∈ V0 существует по-

следовательность ηt ∈ Vt сильно сходящаяся к η∗ в пространстве H.

Доказательство. Пусть η∗ ∈ V0. Доопределим функцию ζ∗, связанную

с η∗ равенством η∗|γ = ζ∗, ζ∗ ∈ Q(γ), на всю область Ω так, чтобы ζ∗ ∈

Q(Ω). Выберем вспомогательную гладкую функцию Φ : Ω → R, такую что

Φ = 0 на Γ и Φ = 1 в окрестности кривой γ. Положим η̄ = η − Φ · ζ∗. По

построению справедливо включение η̄ ∈ H1
0(Ωγ)

5. Следовательно существует

последовательность η̄t, такая что

η̄t → η̄ сильно в H(Ωγ), η̄t = 0 в ωt.

Остается взять в качестве ηt последовательность, элементы которой опреде-

лены равенствами

ηt = η̄t + Φ · ζ∗.

Тогда, очевидно, имеет место сильная сходимость ηt → η при t → 0 в про-

странстве H. Кроме того, ηt ∈ Vt. Лемма доказана.

Проведем выкладки, позволяющие перейти к пределу при t→ 0 в задаче

(2.4.7). Подставляя в (2.4.7) функцию η = ξt, с помощью неравенства (2.4.5)

получим равномерную по t оценку

∥ξt∥ ≤ C. (2.4.9)

На основании (2.4.9) в силу рефлексивности пространства H из {ξt} можно

выделить подпоследовательность, обозначенную прежним образом, такую

что

ξt → ξ0 слабо в H, ξt → ξ0 сильно в L2(γ). (2.4.10)

Далее, выделяя при необходимости подпоследовательность, можно считать,

что ξt → ξ0 п.в. на γ. Структура значений на γ− каждой функции ξt и

сходимость последовательности {ξt} п.в. на γ позволяют сделать вывод о
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том, что числовые последовательности {bt}, {ati}, {ctj}, i = 0, 1, 2, j = 1, 2,

определяющие структуру решения ξt в области ωt, равномерно ограничены

по абсолютной величине. Значит, при t→ 0 можно выделить подпоследова-

тельность (с прежним обозначением), такую что

bt → b, ati → ai, ctj → cj, i = 0, 1, 2, j = 1, 2.

Для соответствующей подпоследовательности {ξt} указанные числовые схо-

димости обуславливают справедливость соотношения

ξt|γ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) сильно в L2(γ).

Последнее выражение вместе с (2.4.10) означают, что

ξ0|γ = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) на γ.

Таким образом, ξ0 принадлежит выпуклому и замкнутому множеству V0.

Переходя к пределу при фиксированном ηt ∈ Vt в равенствах (2.4.7), нахо-

дим

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, ηt) =

∫
Ω

Fηtdx ∀ ηt ∈ Vt.

Пусть η — произвольная пробная функция из множества V . Согласно

доказанной выше леммы существует последовательность η̃t ∈ Vt такая, что

η̃t → η сильно в H. Тогда, осуществляя предельный переход при t → 0 в

следующих равенствах

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, η̃t) =

∫
Ω

F η̃tdx ∀ t,

получим

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, η) =

∫
Ω

Fηdx ∀ η ∈ V0. (2.4.11)

Таким образом, при стремлении к нулю параметра t, описывающего ширину

жесткого включения, предельной задачей для семейства задач (2.4.7) явля-

ется задача (2.4.11).
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Свойства билинейной формы BΩ(·, ·) и множества V0 гарантируют един-

ственность решения ξ0 задачи (2.4.11). Кроме того, ее можно сформулиро-

вать в виде задачи о минимизации функционала энергии

inf
η∈V0

Π(η). (2.4.12)

На основании предыдущих рассуждений, заключаем, что задача (2.4.12) с

физической точки зрения описывает равновесие пластины с тонким жестким

включением без отслоения.

2.4.3 Тонкое жесткое включение с отслоением

Рассмотрим пластину, содержащую тонкое жесткое включение с отслоени-

ем на одном из берегов, другими словами, считаем, что пластина имеет

сквозную вертикальную трещину, расположенную вдоль жесткого включе-

ния. Структуру решения будем задавать на кривой, соответствующей тонко-

му жесткому включению. На трещине будем ставить условия непроникания

противоположных берегов.

Пусть γ — гладкая кривая без самопересечений, ∂γ /∈ γ. Предположим,

что кривую γ можно продолжить до замкнутой гладкой кривой Ξ, ограничи-

вающей область ω, ω̄ ⊂ Ω (см. рис. 2.7). Кроме того, γ также допускает про-

должение до липшицевой кривой Σ, разбивающей область Ω на две подобла-

сти Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами ∂Ω1 и ∂Ω2 так, чтобы Σ̄ = ¯∂Ω1∩ ¯∂Ω2,

Ω̄1 ∪ Ω̄2 = Ω̄ и meas(Γ ∩ ∂Ωi) > 0, i = 1, 2. Тонкое жесткое включение бу-

Рис. 2.7: Возможность продолжения γ до замкнутой кривой Σ.

дем моделировать с помощью цилиндрической поверхности γ× [−h, h] ⊂ R3.
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Пусть, в соответствии с внешней нормалью ν к Ξ, γ− и γ+ — отрицательный

и положительный берега кривой γ. Предположим, не нарушая общности, что

на γ−× [−h, h] пластина сцеплена с жестким включением, а отслоение имеет

место на γ+ × [−h, h]. В соответствии с результатами предыдущего раздела,

на отрицательном берегу γ зададим следующую структуру искомой функции

η:

η|γ = ζ, ζ ∈ Q(γ) на γ−. (2.4.13)

На γ выпишем условия непроникания берегов трещины

[Wν] ≥ h|[ψν]| на γ, (2.4.14)

где Wν = wiνi, ψν = ψiνi, квадратные скобки [·] означают скачок функции:

[v] = v|γ+−v|γ−. Вывод и обоснование условия (4.1.5) можно найти в разделе

1.5.2.

Пусть подпространство H1,0(Ωγ) (Ωγ = Ω\γ̄) пространства Соболева

H1(Ωγ) состоит из функций, обращающихся в нуль на Γ. Введем простран-

ство H(Ωγ) = H1,0(Ωγ)
5, снабженное стандартной нормой ∥ · ∥H(Ωγ). Функ-

ционал энергии пластины, соответствующей области Ωγ, имеет следующий

вид

Π(Ωγ; η) =
1

2
BΩγ

(η, η)−
∫
Ωγ

Fηdx , η = (W,w, ψ).

Введем множество допустимых функций

K = {η ∈ H(Ωγ) | η удовлетворяет (2.4.13), (2.4.14) }.

Задача о равновесии пластины Тимошенко с отслоившимся тонким включе-

нием сводится к задаче о минимизации функционала энергии

inf
η∈K

Π(Ωγ; η). (2.4.15)

Приведем рассуждения, доказывающие однозначную разрешимость задачи

(2.4.15). Благодаря приведенному выше предположению о возможности раз-

биения области Ω с помощью кривой Σ, оценка вида (2.4.5) справедлива и в
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данном случае

BΩγ
(η, η) ≥ C∥η∥2 ∀ η ∈ H(Ωγ), (2.4.16)

где постоянная C > 0 не зависит от η. Очевидно, что коэрцитивность функ-

ционала Π(Ωγ; η) следует из (2.4.16). Слабая полунепрерывность снизу и

строгая выпуклость функционала Π(Ωγ; η) могут быть установлены анало-

гично тому, как это сделано в параграфе 2.1.

Выпуклость множества K можно легко проверить. Докажем, что K явля-

ется замкнутым множеством. В самом деле, пусть ηn ∈ K и ηn → η сильно в

H(Ωγ). Выделяя при необходимости подпоследовательность, можно считать,

что ηn → η в L2(γ) на границе γ. Следовательно, можно выделить подпо-

следовательность (с прежним обозначением) такую, что ηn → η п.в. на γ.

Переходя к пределу при n→ ∞ в неравенствах

[W n
ν ] ≥ h|[ψn

ν ]| п.в. на γ,

получим, что для предельной функции η = (W,w, ψ) справедливо неравен-

ство [Wν] ≥ h|[ψν]| п.в. на γ. Далее сходимость п.в. на γ последовательности

функций {ηn} со следующей структурой на γ−:

ηn|γ− = (bnx2 + cn1 ,−bnx1 + cn2 , a
n
0 + an1x1 + an2x2,−an1 ,−an2),

обуславливает то, что числовые последовательности bn, an0 , an1 , an2 , cn1 , cn2 ,

сходятся соответственно к некоторым числам b, a0, a1, a2, c1, c2. Следо-

вательно, последовательность (следов) {ηn} п.в. на γ сходится к функции

(bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2). Это означает, что η удовле-

творяет (2.4.13).

Свойства функционала энергии Π(Ωγ; η) и множества K гарантируют су-

ществование единственного решения ξ задачи (2.4.15) и ее эквивалентность

следующему вариационному неравенству

ξ ∈ K, BΩγ
(ξ, η − ξ) ≥

∫
Ωγ

F (η − ξ)dx ∀ η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.4.17)
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Целью дальнейших рассуждений является вывод эквивалентной диффе-

ренциальной постановки задачи (2.4.15). А именно, исходя из вариационного

неравенства (2.4.17), с помощью подходящего выбора пробных функций, вы-

ведем полный набор краевых условий на кривой γ. Чтобы извлечь из нера-

венства (2.4.17) соотношения на внутренней границе γ, будем использовать

формулы Грина. Поскольку производные функций из пространства H1(Ωγ)

в общем случае не имеют следы, далее предполагаем, что решение ξ является

достаточно гладким.

Сравним два неравенства, полученные подстановкой в (2.4.17) пробных

функций η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ωγ)

5. В результате

получим равенство, которое запишем в виде∫
Ωγ

{
mijεij(ψ̃) + σijεij(W̃ ) + (w̃,i+ψ̃i)qi

}
dx =

∫
Ωγ

F η̃dx, (2.4.18)

где mij = mij(ϕ), σij = σij(U), qi = qi(u, ϕ), i, j = 1, 2; U , u, ϕ — компоненты

решения ξ. Из (2.4.18), учитывая независимость w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, имеем∫
Ωγ

σijεij(W̃ )dx =

∫
Ωγ

fiw̃idx ∀ W̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2,

∫
Ωγ

w̃,i qidx =

∫
Ωγ

f3w̃dx ∀ w̃ ∈ C∞
0 (Ωγ),

∫
Ωγ

mijεij(ψ̃)dx+

∫
Ωγ

qiψ̃idx =

∫
Ωγ

µiψ̃idx ∀ ψ̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2.

Заметив, что имеют место представления
∫
Ωγ

mijεij(ψ̃)dx =
∫
Ωγ

mijψ̃i,jdx ,∫
Ωγ

σijεij(W̃ )dx =
∫
Ωγ

σijw̃i,jdx, из предыдущих трех равенств заключаем, что

в смысле распределений выполнены уравнения равновесия

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ωγ, (2.4.19)

qi,i= −f3 в Ωγ, (2.4.20)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ωγ. (2.4.21)
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ПустьW = (w1, w2) ∈ H1,0(Ωγ)
2. В рамках этого предположения выпишем

формулы Грина (см. раздел 1.5.1) для области Ω\ω и ω. Итак, в области Ω\ω

имеет место равенство∫
Ω\ω

σij εij(W )dx+

∫
Ω\ω

σij,jwidx = −
∫
Ξ+

σijνjwids− =

= −
∫
Ξ+

(
σνWν + στWτ

)
ds, (2.4.22)

где σνν и σττ — нормальная и касательная составляющие вектора σν =

{σijνj}, при этом справедливы соотношения σν = σijνjνi; στ = σijνjτi; τ =

(−ν2, ν1); Wτ = wiτi; Wν = wiνi. Относительно области ω выполняется соот-

ношение∫
ω

σij εij(W )dx+

∫
ω

σij,jwidx =

∫
Ξ−

σijνjwids =

=

∫
Ξ−

(
σνWν + στWτ

)
ds, (2.4.23)

где ν = (ν1, ν2) — нормаль к Ξ. Суммируя (2.4.22), (2.4.23), с учетом того,

что W+ = W−, σ+ijνj = σ−ijνj на Ξ\γ получим∫
Ωγ

σijεij(W )dx+

∫
Ωγ

σij,jwidx =

= −
[ ∫

γ

σijνjwids
]
= −

[ ∫
γ

(
σνWν + στWτ

)
ds
]
. (2.4.24)

Аналогично для произвольных ψ ∈ H1,0(Ωγ)
2, w ∈ H1,0(Ωγ) справедливы

формулы∫
Ωγ

mijεij(ψ)dx+

∫
Ωγ

mij,jψidx =

= −
[ ∫

γ

mijνjψids
]
= −

[ ∫
γ

(
mνψν +mτψτ

)
ds
]
, (2.4.25)

∫
Ωγ

∇u∇wdx+
∫
Ωγ

w△udx = −
[ ∫

γ

∂u

∂ν
wds

]
, (2.4.26)
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∫
Ωγ

ϕ∇wdx+
∫
Ωγ

wdivϕdx = −
[ ∫

γ

ϕνwds
]
, (2.4.27)

где величиныmν,mτ определяются так же, как σν, στ , (см. формулу (2.4.22)).

Преобразуем (2.4.17) с помощью формул (2.4.24)–(2.4.27) к следующему виду

−
[ ∫

γ

{
σν(Wν − Uν) + στ(Wτ − Uτ)

}
ds
]
−

−
[ ∫

γ

{
mν(ψν − ϕν) +mτ(ψτ − ϕτ)

}
ds
]
−

− Λ
[ ∫

γ

(
∂u

∂ν
+ ϕν)(w − u)ds

]
≥ 0 η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.4.28)

Пусть функция η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ K такая, что η̃ ∈ H1
0(Ω)

5. Подставим в вари-

ационное неравенство (2.4.17) пробные функции вида η = ξ± η̃. Сравнив по-

лученные соотношения, выведем следующее интегральное тождество, спра-

ведливое для всех тестовых функций η̃ из пространства Соболева H1
0(Ω)

5∫
Ωγ

{
mijεij(ψ̃) + σijεij(W̃ ) + (w̃,i+ψ̃i)qi

}
dx =

∫
Ωγ

F η̃dx. (2.4.29)

Далее, применяя формулы интегрирования по частям, с учетом уравнений

равновесия (2.4.19)–(2.4.21), равенств (2.4.13), из (2.4.29) выводим

−
∫
γ

[σijνj]ρids+

∫
γ

[mijνj]aids− Λ

∫
γ

[
ϕν +

∂u

∂ν

]
lds = 0, (2.4.30)

для всех ρ = (ρ1, ρ2) ∈ R(γ), l = a0 + a1x1 + a2x2 ∈ L(γ). Учитывая незави-

симость ρ и l в (2.4.30), имеем∫
Ξ

[σijνj]ρids = 0 ∀ ρ ∈ R(ω), (2.4.31)

∫
Ξ

[mijνj]aids− Λ

∫
Ξ

[
ϕν +

∂u

∂ν

]
lds = 0 ∀ l ∈ L(ω). (2.4.32)

Рассмотрим функцию η = ξ ± η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) такая, что W̃ ≡ (0, 0),

ψ̃ ≡ (0, 0) в Ωγ, функция w̃ ∈ H1,0(Ωγ): w̃ = 0 в ω. По построению очевидно,
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что η ∈ K. Заметим, что значения функции w̃ равны нулю на кривой Ξ\γ и

произвольны на γ+. Подставим функцию η в (2.4.17) и преобразуем получен-

ное соотношение с помощью формул (2.4.26), (2.4.27) и уравнения (2.4.20).

В итоге получим ∫
γ+

(ϕν +
∂u

∂ν
)w̃ds ≥ 0.

Отсюда, принимая во внимание произвольность значений w̃ на границе γ+,

находим

ϕν +
∂u

∂ν
= 0 на γ+. (2.4.33)

Подставим в вариационное неравенство (2.4.17) пробные функции вида

η = ξ ± η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ H(Ωγ) такая, что w̃ ≡ 0, ψ̃ ≡ (0, 0) в Ωγ,

W̃ ≡ (0, 0) в ω и W̃ν = 0 на γ+. Преобразовав полученные интегралы с

помощью формул Грина, выведем∫
Ξ+

σijνjw̃ids =

∫
Ξ+

(
σνW̃ν + στW̃τ

)
ds =

∫
Ξ+

στW̃τds = 0.

Отсюда, в силу произвольности значений W̃ на γ+ заключаем, что

στ = 0 на γ+. (2.4.34)

Аналогичными выкладками, подобрав пробную функцию специального ви-

да (рассматривая функции ψ, удовлетворяющие условию ψν = 0), можно

получить, что

mτ = 0 на γ+. (2.4.35)

С помощью полученных равенств (2.4.30), (2.4.33), (2.4.34), (2.4.35) и вспо-

могательного тождества

[vs] = v+(s+ − s−) + (v+ − v−)s− = v+[s] + [v]s−. (2.4.36)

Упростим соотношение (2.4.28) к следующему виду

−
∫
γ

(
σ+ν [Wν − Uν] +m+

ν [ψν − ϕν]
)
ds ≥ 0 ∀ η = (W,w, ψ) ∈ K.
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Отсюда, сравнивая неравенства получающиеся при подстановке пробных

функций η = (0, 0, 0, 0, 0) и η = 2ξ, имеем

−
∫
γ

(σ+ν [Wν] +m+
ν [ψν])ds ≥ 0 ∀ η = (W,w, ψ) ∈ K, (2.4.37)

∫
γ

(σ+ν [Uν] +m+
ν [ϕν])ds = 0. (2.4.38)

Пусть W̃ ∈ H1,0(Ωγ)
2, W̃ = (0, 0) в ω, W̃+

ν ≥ 0 на γ (в этом случае W̃+
ν =

[W̃+
ν ]). Тогда имеют место следующие включения η̃1 = (hW̃ , 0, W̃ ) ∈ K,

η̃2 = (hW̃ , 0,−W̃ ) ∈ K (т.е. ϕ̃1 = W̃ для η̃1 и ϕ̃2 = −W̃ для η̃2). Подставляя

η̃1 в (2.4.37), получим

−
∫
γ+

(hW̃ν)σνds−
∫
γ+

(W̃ν)mνds ≥ 0.

Произвольность W̃ позволяет вывести из последнего соотношения неравен-

ство

−hσν ≥ mν на γ+.

Такими же рассуждениями, подставив η̃2 в (2.4.37), находим

−hσν ≥ −mν на γ+.

Таким образом, из последних двух неравенств вытекает соотношение

−hσν ≥ |mν| на γ+. (2.4.39)

Подынтегральное выражение в (2.4.38) неположительно в силу включения

ξ ∈ K и неравенства (2.4.39), следовательно, верно равенство

σ+ν [Uν] +m+
ν [ϕν] = 0 на γ.

Таким образом, решение ξ = (U, u, ϕ) задачи минимизации (2.4.15), при до-

статочной гладкости, удовлетворяет следующим соотношениям

mij(ϕ) = aijklεkl(ϕ), i, j, k, l = 1, 2, в Ωγ, (2.4.40)
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σij(U) = 3h−2aijklεkl(U), i, j, k, l = 1, 2, в Ωγ, (2.4.41)

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, в Ωγ, (2.4.42)

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ωγ, (2.4.43)

qi,i= −f3 в Ωγ, (2.4.44)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ωγ, (2.4.45)∫
Ξ

[σijνj]ρids = 0 ∀ ρ ∈ R(ω), (2.4.46)

∫
Ξ

[mijνj]aids−Λ

∫
Ξ

[
ϕν +

∂u

∂ν

]
lds = 0 ∀ l = a0+ a1x1+ a2x2 ∈ L(ω), (2.4.47)

ξ|γ− = ζ, ζ ∈ R(γ), (2.4.48)

ϕν +
∂u

∂ν
= 0, στ = 0, mτ = 0, −hσν ≥ |mν| на γ+, (2.4.49)

[Uν] ≥ h|[ϕν]|, σ+
ν [Uν] +m+

ν [ϕν] = 0 на γ. (2.4.50)

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ. (2.4.51)

Пусть для для достаточно гладкой функции ξ справедливы уравнения со-

стояния (2.4.40)–(2.4.42), уравнения равновесия (2.4.43)–(2.4.45), тождества

(2.4.46), (2.4.47) и условия (2.4.48)– (2.4.51). Покажем, что тогда ξ является

также и решением вариационной задачи (2.4.6). Умножим равенства (2.4.43)

на (wi − ui) для каждого i = 1, 2, соответственно, затем просуммируем по i.

Обе части полученного равенства проинтегрируем по Ωγ и применим фор-

мулы Грина (2.4.24). В результате получим∫
Ωγ

σijεij(W − U)dx+
[ ∫

γ

σijνj(wi − ui)ds
]
=

∫
Ωγ

fi(wi − ui)dx. (2.4.52)

Уравнение (2.4.44) после умножения его на (w − u), интегрирования по Ωγ

и применения формул (2.4.26), (2.4.27) преобразуется к виду∫
Ωγ

(w,i−u,i )qidx+ Λ
[ ∫

γ

(∂u
∂ν

+ ϕν

)
(w − u)ds

]
=

∫
Ωγ

f3(w − u)dx. (2.4.53)

111



Проведя такие же действия с уравнениями в (2.4.45) (они умножаются на

(ψi − ϕi), i = 1, 2), выведем∫
Ωγ

mijεij(ψ − ϕ)dx+
[ ∫

γ

mijνj(ψi − ϕi)ds
]
=

=

∫
Ωγ

(µi − qi)(ψi − ϕi)dx. (2.4.54)

Суммируя последние уравнения (2.4.52)–(2.4.54), получим

BΩγ
(ξ, η − ξ)−

∫
Ωγ

F (η − ξ)dx = −
[ ∫

γ

σijνj(wi − ui)ds
]
−

−
[ ∫

γ

mijνj(ψi − ϕi)ds
]
− Λ

[ ∫
γ

(∂u
∂ν

+ ϕν

)
(w − u)ds

]
. (2.4.55)

Покажем, что для η ∈ K правая часть равенства (2.4.55) неотрицательна. С

учетом (2.4.36) слагаемые правой части (2.4.55), взятые с обратным знаком,

можно записать в виде∫
γ

(σijνj)
+[wi − ui]ds+

∫
γ

(mijνj)
+[ψi − ϕi]ds+

+ Λ

∫
γ

(∂u
∂ν

+ ϕν

)+
[w − u]ds+

∫
γ

[σijνj](wi − ui)
−ds+

+

∫
γ

[mijνj](ψi − ϕi)
−ds+ Λ

∫
γ

[∂u
∂ν

+ ϕν

]
(w − u)−ds. (2.4.56)

Включения η ∈ K, ξ ∈ K, означают, что η и ξ на γ− имеют заданную струк-

туру (2.4.13). Это обстоятельство вместе с равенствами (2.4.31), (2.4.32), в

свою очередь, влечет то, что сумма последних трех интегралов в (2.4.56)

равна нулю. Разбивая на нормальную и касательную составляющие вектора

σijνj, mijνj, (W − U) и (ψ − ϕ), запишем (2.4.56) в виде∫
γ

{
σ+ν [Wν − Uν] + σ+τ [Wτ − Uτ ] +m+

ν [ψν − ϕν]+

+m+
τ [ψτ − ϕτ ] + Λ(

∂u

∂ν
+ ϕν)

+[w − u]
}
ds. (2.4.57)
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Замечая, что согласно (2.4.49) на γ+ имеют место равенства m+
τ = 0, σ+τ = 0

и (∂u∂ν + ϕν)
+ = 0, выражение (2.4.57) упрощаем к следующему виду∫
γ

(σ+ν [Wν] +m+
ν [ψν])ds−

∫
γ

(σ+ν [Uν] +m+
ν [ϕν])ds. (2.4.58)

Согласно (2.4.50) второй интеграл в (2.4.58) равен нулю. Неположительность

подынтегральной функции для первого интеграла выражения (2.4.58) сле-

дует из неравенств [W ]ν ≥ h|[ψν]|, −hσ+ν ≥ |m+
ν |, выполненных на γ. В итоге

для η ∈ K выражение (2.4.58) неположительно. Это означает, что правая

часть (2.4.55) имеет неотрицательное значение и, следовательно, справедли-

во вариационное неравенство (2.4.17). Таким образом, доказано следующее

утверждение.

Теорема 2.4.1. Гладкая функция ξ = (U, u, ϕ) ∈ K является решением

вариационной задачи (2.4.3) тогда и только тогда, когда она является ре-

шением краевой задачи (2.4.40)–(2.4.51).

Замечание 2.4.1. Можно показать, что задача (2.4.12) о пластине с

жестким включением без отслоения эквивалентна дифференциальной по-

становке:

mij(ϕ) = aijklεkl(ϕ), σij(U) = 3h−2aijklεkl(U), i, j, k, l = 1, 2, в Ωγ,

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, в Ωγ,

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ωγ,

qi,i= −f3 в Ωγ,

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ωγ,∫
Ξ

[σijνj]ρids = 0 ∀ ρ ∈ R(ω),

∫
Ξ

[mijνj]aids− Λ

∫
Ξ

[
ϕν +

∂u

∂ν

]
lds = 0 ∀ l = a0 + a1x1 + a2x2 ∈ L(ω),

ξ|γ = ζ, ζ ∈ Q(γ),

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ.
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2.5 Задача о равновесии пластины Тимошенко с на-

клонной трещиной

Изучению пластин и оболочек содержащих трещины посвящено большое

число работ (см., например, [2, 29, 38, 41, 68, 79, 81, 98, 113, 121, 126]).

При этом, как правило, рассматриваются вертикальные трещины — они за-

даются поверхностями, нормали к которым (в каждой точке поверхности)

параллельны срединной плоскости пластины. В работах [29, 49, 113] иссле-

дованы нелинейные задачи о равновесии пластины модели Кирхгофа–Лява

с условиями непроникания для наклонной трещины. При этом в [113] усло-

вие непроникания приведено для трещин заданных гладкой поверхностью

z = F (x1, x2), где F (x1, x2) — функция, определенная в (срединной) плоско-

сти (x1, x2). В [29] приводится вывод условия непроникания для трещины,

которая мало отличается от вертикальной. Кроме того, в обеих работах ис-

пользуются дополнительные (относительно модели Кирхгофа–Лява) пред-

положения о том, что перемещения во всех точках берегов трещины мож-

но задать с помощью перемещений точек, лежащих в срединной плоскости

пластины. В настоящем параграфе, так же как и в [29], вывод условия вза-

имного непроникания берегов трещины приведен в рамках предположения

о том, что нормаль к поверхности трещины образует малый угол со сре-

динной плоскостью. Вариационная задача о равновесии пластины формули-

руется в виде задачи минимизации функционала энергии над множеством

допустимых функций, которые удовлетворяют условию непроникания. До-

казана однозначная разрешимость задачи. Получены соотношения, описы-

вающие контакт противоположных берегов трещины. При условии доста-

точной гладкости решения задачи минимизации для исходной вариационной

постановки получена эквивалентная дифференциальная формулировка. Для

одномерного случая (балка с разрезом) получено аналитическое решение и

исследованы его качественные свойства.
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2.5.1 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с гладкой границей ∂Ω,

Γc – гладкая кривая, без самопересечений такая, что Γc ⊂ Ω, ∂Γc /∈ Γc.

Обозначим через ν = ν(x) = (ν1, ν2), x = (x1, x2) ∈ Γc вектор нормали к Γc.

Как и в работе [29], определим поверхность

Ξ =
{
(x̄1, x̄2, z) | |z| ≤ h, (x̄1, x̄2) = x̄, x̄ = x− zν(x)tgα(x), x ∈ Γc

}
,

где α(x), |α(x)| < π/2, x ∈ Γc — функция двух переменных (см. рис. 2.8).

Предположим, что нормаль n(x̄, z) к поверхности Ξ при фиксированном

Рис. 2.8: Пластина с наклонной трещиной.

x ∈ Γc остается неизменной, т.е.

n(x̄, z)=n(x, 0)=(ν(x) cosα(x), sinα(x)),

∀x̄ = x− zν(x)tgα(x), |z| ≤ h.

Заметим, что этим свойством обладают, например, поверхности Ξ, образо-

ванные с помощью плоскости или конической поверхности.

Предположим, что в исходном недеформированном состоянии пластина,

содержащая наклонную трещину задается в трехмерном пространстве R3

множеством Ω× [−h, h] \Ξ. При этом поверхность Ξ соответствует трещине

(разрезу) нулевой ширины. В срединной плоскости z = 0 имеем негладкую

область Ωc = Ω\Γc. В соответствии с направлением нормали ν выберем поло-
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жительные Γ+
c , Ξ+ и отрицательные Γ−

c , Ξ− берега кривой Γc и поверхности

Ξ.

Обозначим через χ = χ(x) = (W,w), x ∈ Ωc вектор перемещений точек

срединной поверхности, где W = (w1, w2) и w горизонтальные (вдоль плос-

кости (x1, x2)) и вертикальные перемещения, соответственно. Углы поворота

нормальных сечений обозначим через ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2), x ∈ Ωc.

Приведем известные тензорные соотношения теории упругости, справед-

ливые для упругих трансверсально-изотропных пластин [86]. Тензоры, опи-

сывающие деформацию пластины, определяются по формулам:

εij(ψ) =
1

2

(∂ψi

∂xj
+
∂ψj

∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов и усилий вычисляются по формулам

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2cijklεkl(W ). (2.5.1)

Ненулевые постоянные коэффициенты тензора cijkl определяются соотноше-

ниями:

ciiii = D, ciijj = Dæ, cijij = cijji = D(1− æ)/2, i, j = 1, 2, i ̸= j,

D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона. Для

вектора поперечных сил q = (q1, q2) выполняются следующие равенства [86]:

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (v,i=
∂v

∂xi
), (2.5.2)

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.

Пусть H1(Ωc) — пространство Соболева, H1,0(Ωc) — его подпространство,

состоящее из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе

∂Ω. Введем следующие обозначения:

H = H1,0(Ωc)
5, ∥ · ∥ = ∥ · ∥H .

Пусть η=(W,w, ψ)∈H, η̄=(W̄ , w̄, ψ̄)∈H. Определим билинейную форму:

B(η, η̄) =

∫
Ωc

(
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i)

)
dx.
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Функционал потенциальной энергии деформированной пластины имеет

вид

Π(η) =
1

2
B(η, η)−

∫
Ωc

Fηdx, ∀η = (W,w, ψ) ∈ H,

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ωc)
5 – вектор заданных внешних нагрузок

[86].

На внешней границе ∂Ω зададим краевые условия жесткого защемления:

η = (0, 0, 0, 0, 0) на ∂Ω.

Как известно, в модели Тимошенко вектор перемещений χ(x, z) =

(W (x, z), w(x, z)) для точек оболочки, отстоящих от срединной поверхности

на расстояние |z| ≤ h, выражаются с помощью перемещений в срединной

поверхности χ(x, 0) = χ(x) = (W,w) и углов поворота нормальных сечений

ψ = ψ(x). При этом справедливы следующие формулы (см. параграф 1.5,

формулы (1.5.1)):

W (x, z) = W (x) + zψ(x), w(x, z) = w(x), |z| ≤ h, x ∈ Ωc.

Пусть угол α(x) достаточно мал при всех x ∈ Γc. Предположим, что

перемещения в точках (x̄, z) ∈ Ξ± (на берегах трещины) можно выразить

с помощью следов функций W (x), w(x), ψ(x) на кривой Γc следующими

равенствами:  w±(x̄, z) = w±(x),

W±(x̄, z) = W±(x) + zψ±(x),
(2.5.3)

где |z| ≤ h, x ∈ Γc, x̄ = x− zν(x)tgα(x).

Условие непроникания берегов трещины, заключается в том, что разность

перемещений χ(x̄, z)+ на положительном берегу Ξ+ и χ(x̄, z)− — на Ξ− в

проекции на нормаль n(x̄, z) должна быть неотрицательной:(
χ(x̄, z)+ − χ(x̄, z)−)

)
· (ν(x) cosα(x), sinα(x)) ≥ 0, (x̄, z) ∈ Ξ.

С учетом (2.5.3), подставляя экстремальные значения z = h, z = −h, нахо-

дим

[Wν] cosα− h|[ψν]| cosα + [w] sinα ≥ 0, x ∈ Γc,
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где ψν = ψiνi, Wν = wiνi, [v] = v|Γ+
c
− v|Γ−

c
. Разделив последнее соотношение

на cosα, выведем условие непроникания для наклонной трещины

[Wν] + [w]tgα ≥ h|[ψν]|, x ∈ Γc. (2.5.4)

Заметим, что при α ≡ 0 неравенство (2.5.4) обращается в использованное в

предыдущих параграфах условие непроникания для вертикальных трещин,

содержащихся в пластинах модели Тимошенко. Если же для углов поворота

вблизи трещины выполняются соотношения гипотезы "прямых нормалей"

Кирхгофа–Лява: ψi + w,i= 0, i = 1, 2, то (2.5.4) принимает вид условия

непроникания для наклонной трещины в пластине Кирхгофа–Лява [29].

Задачу о равновесии пластины содержащей наклонную трещину сформу-

лируем в виде минимизации функционала энергии

inf
η∈K

Π(η), (2.5.5)

где K = {η ∈ H | η = (W,w, ψ) удовлетворяет (2.5.4)} — множество до-

пустимых функций. Функционал Π(η) является коэрцитивным, выпуклым и

слабо полунепрерывным снизу в пространстве H (см. параграф 2.1). Кроме

того, функционал Π(η) дифференцируем. Можно показать, что множество

K является выпуклым и замкнутым и, следовательно, слабо замкнутым в ре-

флексивном пространстве H. Указанные свойства функционала Π(η) и мно-

жества K гарантируют существование единственного решения ξ = (U, u, ϕ),

удовлетворяющего вариационному неравенству (см. параграф 2.1)

ξ ∈ K, B(ξ, η − ξ) ≥
∫
Ωc

F (η − ξ)dx ∀η ∈ K. (2.5.6)

2.5.2 Формулировка в виде краевой задачи

В этом разделе мы получим формально эквивалентную дифференциальную

постановку задачи (2.5.5). Для этого исходя из вариационного неравенства

(2.5.6), с помощью подходящего выбора пробных функций, выведем полный

набор краевых условий на кривой Γc. Чтобы извлечь из неравенства (2.5.6)

118



соотношения на внутренней границе Γc, будем использовать формулы Грина.

Так же, как и в параграфе 1.2, предполагаем, что кривая Γc может быть

продолжена до замкнутой достаточно гладкой кривой Σ, делящей область

Ω на две области Ω1 и Ω2, Ω = Ω1 ∪ Ω2, с гладкими границами ∂Ω1 = Σ,

∂Ω2 = Σ ∪ ∂Ω. Отметим, что кривая Σ может быть выбрана произвольно с

точностью до наложенных на нее требований. Предположим, что решение ξ

задачи (2.5.5) является достаточно гладким.

Сравним два неравенства, полученные после подстановки в (2.5.6) проб-

ных функций η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ωγ)

5. В

результате получим равенство, которое запишем в виде∫
Ωγ

(
σijεij(W̃ ) +mijεij(ψ̃) + qi(w̃,i+ψ̃i)

)
dx =

=

∫
Ωγ

(fiw̃i + f3w̃ + µiψ̃i)dx ∀η̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

5.

Здесь и далее mij = mij(ϕ), σij = σij(U), qi = qi(u, ϕ), i, j = 1, 2. Отсюда,

учитывая независимость w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, выводим уравнения равновесия

σij,j = −fi, mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, qi,i= −f3 в Ωc. (2.5.7)

Ввиду предположений о возможности продолжения Γc до замкнутой кри-

вой Σ, справедлива следующая формула Грина (см. формулу (2.1.13))∫
Ωc

σij εij(W )dx = −
∫
Ωc

σij,jwidx−

−
[ ∫
Γc

(
σνWν + στiwτi

)
ds
]

∀W ∈ H1,0(Ωc)
2, (2.5.8)

где σνν и στ = (στ1, στ2) — нормальная и касательная составляющие вектора

(σ1jνj, σ2jνj); σijνj = σννi + στi, σν = σijνjνi, τ = (−ν2, ν1), wτi = wi −

Wννi, i = 1, 2. Справедливы также следующие формулы (см. формулы
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(2.1.14)–(2.1.16))∫
Ωc

mijεij(ψ)dx = −
∫
Ωc

mij,jψidx−

−
[ ∫
Γc

(
mνψν +mτiψτi

)
ds
]

∀ψ ∈ H1,0(Ωc)
2, (2.5.9)

∫
Ωc

∇u∇w dx = −
[ ∫
Γc

∂u

∂ν
w ds

]
−
∫
Ωc

w△u dx ∀w ∈ H1,0(Ωc), (2.5.10)

∫
Ωc

ϕ∇w dx = −
[ ∫
Γc

ϕνw ds
]
−
∫
Ωc

wdivϕ dx ∀w ∈ H1,0(Ωc), (2.5.11)

где величины mν , mτi, i = 1, 2 определяются аналогично предыдущим фор-

мулам, записанным для σν, στi, i = 1, 2, см. формулу (2.5.8).

Подставляя в (2.5.6) η = 0, η = 2ξ можно вывести два соотношения

B(ξ, ξ) =

∫
Ωc

Fξdx и B(ξ, η) ≥
∫
Ωc

Fηdx ∀η ∈ K. (2.5.12)

Применяя во втором соотношении (2.5.12) формулы интегрирования по ча-

стям (2.5.8)–(2.5.11), с учетом уравнений равновесия (2.5.7), выведем

−
∫
Γc

[(
σνWν + στiwτi

)
+
(
mνψν +mτiψτi

)
+

+ Λ(
∂u

∂ν
+ ϕν)w

]
ds ≥ 0 ∀η ∈ K. (2.5.13)

Выбирая в (2.5.13) пробные функции η = (W,w, ψ) ∈ H1
0(Ω)

5, для которых

[η] = 0 на Γc, используя независимость Wν, ψν, w, wτ1, wτ2, ψτ1, ψτ2 получим

[σν] = [mν] = [
∂u

∂ν
+ ϕν] = 0, [στi] = [mτi] = 0, i = 1, 2, на Γc.

Значит, неравенство (2.5.13) можно переписать в виде∫
Γc

((
σν[Wν] + στi[wτi]

)
+

+
(
mν[ψν] +mτi[ψτi]

)
+ qν[w]

)
ds ≤ 0 ∀η ∈ K, (2.5.14)
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где qν = Λ(∂u∂ν +ϕν). Пусть теперь тестовые функции такие, что Wν = 0, ψν =

0, w = 0 на Γc. Тогда варьируя в (2.5.14) произвольным образом значения

[wτi], [ψτi], i = 1, 2 выводим

στi = mτi = 0, i = 1, 2, на Γc. (2.5.15)

Введем обозначение для вспомогательной вектор-функции p = (p1, p2, p3),

состоящей из достаточно гладких функций pi, i = 1, 2, 3, определенных на

Γc таких, что supp pi ⊂ Γc, i = 1, 2, 3. Как известно, существует функция

η̃ ∈ H(Ωc) такая, что (см. теорему 1.2.1)

(p1ν1, p1ν2) = [W̃ ], p2 = [w̃], (p3ν1, p3ν2) = [ψ̃] на Γc. (2.5.16)

При этом на Γc, очевидно, выполнены равенства [W̃ν] = p1, [ψ̃ν] = p3 .

Таким образом, при условии выполнения соотношения p1 + p2tgα ≥ h|p3|

на Γc, подставляя в (2.5.14) функцию η̃ ∈ H(Ωc), удовлетворяющую (2.5.16),

с учетом (2.5.15) выведем∫
Γc

(
σνp1 +mνp3 + qνp2

)
ds ≤ 0. (2.5.17)

Рассмотрим следующее представление

σνp1 +mνp3 + qνp2 =
1

2

(
σν +

1

h
mν

)
(p1 + p2tgα + hp3)+

+
1

2

(
σν −

1

h
mν

)(
p1 + p2tgα− hp3

)
+
(
− σνtgα+ qν

)
p2. (2.5.18)

Выбирая функции p1, p2 p3, которые удовлетворяют равенствам p1 = −p2tgα,

p3 = 0 из (2.5.17) с учетом (2.5.18), находим

σνtgα = qν на Γc. (2.5.19)

С помощью (2.5.18), (2.5.19) преобразуем (2.5.17) к следующему виду∫
Γc

((
σν +

1

h
mν

)
(p1 + p2tgα + hp3)+

+
(
σν −

1

h
mν

)(
p1 + p2tgα− hp3

))
ds ≤ 0, (2.5.20)
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при условии что pi, i = 1, 2, 3 удовлетворяют p1 + p2tgα ≥ h|p3| на Γc. Из

(2.5.20) следует, что на Γc справедливы соотношения −hσν−mν ≥ 0, −hσν+

mν ≥ 0 или −hσν ≥ |mν| на Γc. Из первого соотношения (2.5.12), интегрируя

по частям и принимая во внимание (2.5.15), (2.5.19), находим∫
Γc

((
σν +

1

h
mν

)
([Uν] + [u]tgα+ h[ϕν])+

+
(
− σν +

1

h
mν

)
([Uν] + [u]tgα− h[ϕν])

)
ds = 0.

Следовательно, на Γc выполняются равенства(
hσν +mν

)
([Uν] + [u]tgα + h[ϕν]) =

(
mν − hσν

)
([Uν] + [u]tgα− h[ϕν]) = 0.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2.5.1. Пусть решение ξ = (U, u, ϕ) вариационной задачи (2.5.5)

является достаточно гладким. Тогда ξ = (U, u, ϕ) также доставляет ре-

шение для краевой задачи состоящей из (2.5.1), (2.5.2), (2.5.7) и краевых

условий:

U = ϕ = (0, 0), u = 0 на ∂Ω, (2.5.21)

[σν] = [mν] = 0, σνtgα = qν на Γc, (2.5.22)

στ = mτ = (0, 0), −hσν ≥ |mν| на Γc, (2.5.23)

[Uν] + [u]tgα ≥ h|[ϕν]| на Γc, (2.5.24)(
σν +

1

h
mν

)(
[Uν] + [u]tgα+ h[ϕν]]

)
= 0 на Γc, (2.5.25)(

σν −
1

h
mν

)(
[Uν] + [u]tgα− h[ϕν]

)
= 0 на Γc. (2.5.26)

Замечание 2.5.1. Справедливо также и обратное утверждение: гладкая

функция ξ ∈ K, удовлетворяющая уравнениям равновесия (2.5.7) и соотно-

шениям (2.5.1), (2.5.2), (2.5.22)–(2.5.26), является решением задачи (2.5.5).

Это утверждение можно доказать по аналогии с рассуждениями, исполь-

зованными в параграфе 2.1.
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2.5.3 Задачи о равновесии балки с наклонным разрезом

Рассмотрим тонкую однородную балку единичной длины и толщины 2h. Бу-

дем полагать, что сечение балки является прямоугольным. Пусть средин-

ная линия балки занимает отрезок (0, 1) на оси x. В точке y = 1/2 име-

ется наклонный разрез, проходящий под углом α к вертикали (рис. 2.9).

Предполагаем, что разрез не выходит на границу, т.е. 0 ≤ tgα < (2h)−1. Счи-

Рис. 2.9: Балка с наклонным разрезом.

таем, что функции внешних нагрузок g(x), f(x), µ(x) заданы и принадлежат

пространству L2(0, 1). Обозначим через η = (W,w, ψ) обобщенный вектор пе-

ремещений, где W (x) — горизонтальные, w(x) — вертикальные перемещения

точек срединной линии балки и ψ(x) — углы поворота нормальных волокон.

На внешней границе накладывается условие жесткого защемления [10]

W = w = ψ = 0 при x = 0, 1.

Условие непроникания (2.5.4) преобразуется к виду

[W ] + [w]tgα ≥ h|[ψ]|, (2.5.27)

где [s] – скачок функции s в точке y, т.е. [s] = s(y + 0)− s(y − 0).

В случае балки функционал потенциальной энергии примет вид [10]

Πb(η) =
1

2

1∫
0

(
ES(Wx)

2 + EI(ψx)
2 +GkS(wx + ψ)2

)
dx−

−
1∫

0

(gW + fw + µψ)dx,

где S – площадь сечения, I – момент инерции (для прямоугольного сечения

I = Sh2/3), E и G – модули упругости, k – коэффициент сдвига.
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Обозначим Ωy = (0, y) ∪ (y, 1). Введем гильбертово пространство

H(Ωy) =

{
(W,w, ψ) ∈ H1(Ωy)

3 | W = w = ψ = 0 при x = 0, 1

}
и замкнутое выпуклое множество

Kb = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ωy) | [W ] + [w]tgα ≥ h|[ψ]|}.

Задача о равновесии балки с наклонным разрезом формулируется в виде

минимизации функционала энергии

inf
η∈Kb

Πb(η). (2.5.28)

С помощью неравенства Фридрихса можно доказать, что функционал Πb(η)

является коэрцитивным в пространстве H(Ωy). Кроме того нетрудно уста-

новить, что функционал Πb(η) является дифференцируемым, выпуклым и

слабо полунепрерывным снизу в пространстве H(Ωy). Указанные свойства

функционала Πb(η) и множества Kb гарантируют существование единствен-

ного решения ξ = (U, u, ϕ) ∈ Kb, удовлетворяющего вариационному нера-

венству∫
Ωy

(
ESUx(Wx − Ux) + EIϕx(ψx − ϕx) +GkS(ux + ϕ)(wx + ψ − ux − ϕ)−

− g(W − U)− f(w − u)− µ(ψ − ϕ)

)
dx ≥ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ Kb. (2.5.29)

Свойства пространства H(Ωy) позволяют установить с помощью формул ин-

тегрирования по частям эквивалентность задачи (2.5.29) следующей краевой

задаче:

−ES Uxx = g в Ωy, (2.5.30)

EI ϕxx −GkS(ux + ϕ) = µ в Ωy, (2.5.31)

−GkS(uxx + ϕx) = f в Ωy, (2.5.32)

[Ux] = [ϕx] = [ux + ϕ] = 0, ES Ux(y)tgα = GkS (ux + ϕ)(y), (2.5.33)

[U ] + [u]tgα ≥ h|[ϕ]|, −Ux(y) ≥
h

3
|ϕx(y)| , (2.5.34)
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(
Ux(y) +

h

3
ϕx(y)

)(
[U ] + [u]tgα+ h[ϕ]

)
= 0, (2.5.35)(

Ux(y)−
h

3
ϕx(y)

)(
[U ] + [u]tgα− h[ϕ]

)
= 0, (2.5.36)

U(0) = u(0) = ϕ(0) = U(1) = u(1) = ϕ(1) = 0. (2.5.37)

Заметим, что для задачи о балке эквивалентность двух формулировок до-

казывается без дополнительных предположений относительно гладкости ре-

шения ξ.

Построим далее точное решение задачи о равновесии балки. Построим

решение задачи (2.5.30)–(2.5.37), в силу эквивалентности, оно будет также и

решением задачи (2.5.29). Решение будем искать в виде суммы ξ = ξ0 + ξ1,

где ξ0 = (U 0, u0, ϕ0) — решение неоднородной задачи с нулевыми краевыми

условиями

−U 0
xx = ĝ, lϕ0xx − (u0x + ϕ0) = µ̂, −(u0xx + ϕ0x) = f̂ в Ωy, (2.5.38)

U 0
x(y) = ϕ0x(y) = (u0x + ϕ0)(y) = 0, ξ0(0) = ξ0(1) = (0, 0, 0), (2.5.39)

где ĝ = g/ES, l = EI/GkS, µ̂ = µ/GkS, f̂ = f/GkS. Решение этой зада-

чи ξ0 ∈ H2(Ωy)
3 ∩H(Ωy) существует и единственно, поскольку фактически

решаем две независимые задачи на (0, y) и (y, 1):

−U 0
xx = ĝ в (0, y), −U0

xx = ĝ в (y, 1),

lϕ0xx − (u0x + ϕ0) = µ̂ в (0, y), lϕ0xx − (u0x + ϕ0) = µ̂ в (y, 1),

−(u0xx + ϕ0x) = f̂ в (0, y), −(u0xx + ϕ0x) = f̂ в (y, 1),

U 0(0) = u0(0) = ϕ0(0) = 0, U 0(1) = u0(1) = ϕ0(1) = 0,

U 0
x(y) = ϕ0x(y) = (u0x + ϕ0)(y) = 0, U 0

x(y) = ϕ0x(y) = (u0x + ϕ0)(y) = 0.

Заметим, что ξ0 есть решение задачи о балке с разрезом, на котором не

ставятся условия непроникания, а края предполагаются свободными.

Введем для удобства записи следующие константы: δ = 12h2, λ = 4h2+(
1 + 12l)tg2α. Решив задачу (2.5.38)–(2.5.39), можно вычислить следующие

значения

ρ± = [U 0] + [u0]tgα± h[ϕ0], r± = [U 0] + [u0]tgα± hλ

δ
[ϕ0].
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Рассмотрим следующие вспомогательные функции

θ(x) =

 x2, x ∈ (0, y),

(x− 1)2, x ∈ (y, 1),
θx(x) =

 2x, x ∈ (0, y),

2(x− 1), x ∈ (y, 1),

β(x) =

 2x3 − 3x2, x ∈ (0, y),

2x3 − 3x2 + 1, x ∈ (y, 1).

Заметим, что функции θ, θx β, βx принадлежат пространству C∞(Ωy) и име-

ют нулевые значения при x = 0 и x = 1. Кроме того, справедливы следующие

соотношения:

θxx(x) ≡ 2, θxxx(x) ≡ 0, [θ] = 0, [θx] = −2,

βx(x) = 6(x2 − x), [βx] = 0, βxx(x) = 6(2x− 1), βxxx(x) ≡ 12,

βxxxx(x) ≡ 0, [β] = 1, βxx(y) = 0.

Теорема 2.5.2. Функция ξ = (U, u, ϕ), определенная равенствами U(x) =

U 0(x) + 2h2Aθx(x), ϕ(x) = ϕ0(x) + 6hBθx(x) + tgαAβx(x), u(x) = u0(x) −

6hBθ(x)−tgαAβ(x)+6ltgαAθx(x), является решением вариационного нера-

венства (2.5.29), где

(A,B) =


(0, 0), если ρ+ ≥ 0, ρ− ≥ 0,

(δ + λ)−1(ρ+, ρ+), если ρ+ < 0, r− ≥ 0,

(δ + λ)−1(ρ−,−ρ−), если ρ− < 0, r+ ≥ 0,(
(2λ)−1(ρ+ + ρ−), (2δ)−1(ρ+ − ρ−)

)
, если r+ < 0, r− < 0.

(2.5.40)

Доказательство. Достаточно проверить выполнение соотношений (2.5.30)–

(2.5.37). Действительно, благодаря свойствам функций θ, β и ξ0, выполнено

равенство (2.5.30):

−Uxx = −U 0
xx − 2h2Aθxxx = ĝ в Ωy.

Поскольку имеют место равенства

ϕxx(x) = ϕ0xx(x) + 6hBθxxx(x) + Atgαβxxx(x) = ϕ0xx(x) + 12Atgα,
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(ux + ϕ) = (u0x + ϕ0) + 6lAtgα θxx(x) = (u0x + ϕ0) + 12lAtgα, (2.5.41)

то выполнено и уравнение (2.5.31). В силу равенства (2.5.41) имеем (uxx +

ϕx) = (u0xx + ϕ0x), откуда и следует (2.5.32). Вычислим следующие значения

для построенных функций

Ux(y) = U 0
x(y) + 2h2Aθxx(y) = 4h2A,

ϕx(y) = ϕ0x(y) + 6hBθxx(y) + Atgαβxx(y) = 12hB,

(ux + ϕ)(y) = (u0x + ϕ0)(y) + 6lAtgα θxx(y) = 12lAtgα.

(2.5.42)

Очевидно, что [Ux] = [ϕx] = [ux + ϕ] = 0. Из (2.5.42) следует, что

Ux(y)±
h

3
ϕx(y) = 4h2(A±B), ES Ux(y)tgα = GkS (ux + ϕ)(y).

По построению [U ] = [U 0] − 4h2A, [u] = [u0] −
(
1 + 12l

)
Atgα, [ϕ] =

[ϕ0]− 12hB. Следовательно

[U ] + [u]tgα± h[ϕ] = ρ± − λA∓ δB.

Таким образом, осталось проверить соотношения (2.5.34)–(2.5.36), которые

примут вид

ρ+ ≥ λA+ δB, ρ− ≥ λA− δB, −A ≥ |B|,

(A+B)(ρ+ − λA− δB) = 0, (A−B)(ρ− − λA+ δB) = 0.

Рассматривая следующие возможные четыре варианта

1) A+B = 0, A−B = 0, ρ+ − λA− δB ≥ 0, ρ− − λA+ δB ≥ 0

2) A+B < 0, A−B = 0, ρ+ − λA− δB = 0, ρ− − λA+ δB ≥ 0

3) A+B = 0, A−B < 0, ρ+ − λA− δB ≥ 0, ρ− − λA+ δB = 0,

4) A+B < 0, A−B < 0, ρ+ − λA− δB = 0, ρ− − λA+ δB = 0.

находим подходящие значения A и B. Заметим, что вектор-функция ξ0 =

(U0, u0, ϕ0) однозначно определяет величины ρ+, ρ−, r+, r− и значения пары

чисел (A,B). Теорема доказана.

Замечание 2.5.2. Легко видеть, что в силу отмеченной гладкости функ-

ций ξ0, θ, β, решение ξ принадлежит пространству H2(Ωy)
3 ∩H(Ωy).
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Замечание 2.5.3. Решив задачу (2.5.30)–(2.5.37) можно вычислить и ос-

тальные физические характеристики задачи. При этом следующие функ-

ции выражающие напряжения, моменты и поперечные силы

σ(x) = ES Ux(x) = ES(U 0
x(x) + 4h2A),

m(x) = EI ϕx(x) = EI(ϕ0x(x) + 12hB + 6A(2x− 1)tgα),

q(x) = GkS(ux + ϕ)(x) = GkS(u0x + ϕ0)(x) + 12EI Atgα

(2.5.43)

являются непрерывными в (0, 1).

Рассмотрим далее частные случаи в рамках теоремы 2.5.2. Пусть α = 0.

Тогда имеем вертикальный разрез. Применим прежнее обозначение для ре-

шения ξ0 = (U 0, u0, ϕ0) вспомогательной задачи (2.5.38)–(2.5.39) при α = 0.

Соответствующая краевая задача (2.5.30)–(2.5.37) вариационного неравен-

ства (2.5.29) примет вид

−ES Uxx = g в Ωy, (2.5.44)

EI ϕxx −GkS(ux + ϕ) = µ в Ωy, (2.5.45)

−GkS(uxx + ϕx) = f в Ωy, (2.5.46)

[Ux] = [ϕx] = 0, (ux + ϕ)(y) = 0, (2.5.47)

[U ] ≥ h|[ϕ]|, −Ux(y) ≥
h

3
|ϕx(y)| , (2.5.48)(

Ux(y) +
h

3
ϕx(y)

)(
[U ] + h[ϕ]

)
= 0, (2.5.49)(

Ux(y)−
h

3
ϕx(y)

)(
[U ]− h[ϕ]

)
= 0, (2.5.50)

U(0) = u(0) = ϕ(0) = U(1) = u(1) = ϕ(1) = 0. (2.5.51)

В частном случае для ρ± и r± имеем равенства ρ± = [U0] ± h[ϕ0], r± =

[U 0]± h[ϕ0]/3. Из теоремы 2.5.2 вытекает следующее следствие

Следствие 2.5.1. Функция ξ = (U, u, ϕ) c U(x) = U0(x) + (A/2)θx(x),

ϕ(x) = ϕ0(x)+(3/2h)Bθx(x), u(x) = u0(x)−(3/2h)Bθ(x) является решением
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задачи (2.5.44)–(2.5.51). Постоянные A и B находятся по соотношениям

(A,B) =


(0, 0), если ρ+ ≥ 0, ρ− ≥ 0,

1
4(ρ

+, ρ+), если ρ+ < 0, r− ≥ 0,

1
4(ρ

−,−ρ−), если ρ− < 0, r+ ≥ 0,(
1
2(ρ

+ + ρ−), 16(ρ
+ − ρ−)

)
, если r+ < 0, r− < 0.

Пусть вертикальные нагрузки и моменты отсутствуют, т.е. f(x) ≡ 0,

µ(x) ≡ 0. Тогда u0(x) ≡ ϕ0(x) ≡ 0. Следовательно, ρ+ = ρ− = r+ = r− =

[U 0], B = 0, и справедливо

Следствие 2.5.2. Пусть f ≡ µ ≡ 0. Тогда при [U 0] ≥ 0 решение ξ0 =

(U0, u0, ϕ0) задачи (2.5.38)–(2.5.39) будет также и решением (2.5.29), т.е. ξ=ξ0;

при [U0] ≤ 0 решение ξ = (U, u, ϕ) находится по формулам:

U(x) = U 0(x) + λ−12h2[U 0]θx(x),

ϕ(x) = λ−1tgα[U 0]βx(x),

u(x) = −λ−1
(
tgα[U 0]β(x)− 6ltgα[U 0]θx(x)

)
.

Исходя из следствия можно сделать вывод о том, что наличие только го-

ризонтальных нагрузок g, не влечет равенство нулю значений ϕ и u. При

α = 0, из f ≡ 0, µ ≡ 0 следует, что ϕ ≡ u ≡ 0.

Рассмотрим следующий пример. Пусть f(x) ≡ µ(x) ≡ 0, и

g(x) =

 c, x ∈ (0, 1/2),

−c, x ∈ (1/2, 1).

При этом c ≥ 0 соответствует сжатию. Можно явно посчитать функцию

U 0 = x(1−x)g(x)/2ES. Ее скачок [U 0] = −c/4ES ≤ 0 – неположителен. Со-

гласно следствию 2.5.2 находим решение вариационного неравенства (2.5.29)

в виде ξ = (U, u, ϕ), где

U(x) =
c

2ES

 −x2 +
(
1− δ

6λ

)
x, x ∈ (0, 1/2),

x2 −
(
1 + δ

6λ

)
x+ δ

6λ , x ∈ (1/2, 1),
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ϕ(x) = − ctgα
4ESλ

6(x2 − x) , x ∈ (0, 1),

u(x) =
ctgα
4ESλ

 2x3 − 3x2 − 12lx, x ∈ (0, 1/2),

2x3 − 3x2 + 1− 12l(x− 1), x ∈ (1/2, 1).

При этом [u] = c(12l + 1)tgα
/
(4Ehλ)−1. Для растяжения (c < 0) получим

[U 0] > 0, значит по следствию 2.5.2: U(x) = U 0(x) и u(x) ≡ ϕ(x) ≡ 0.

2.6 Метод фиктивных областей в задаче о равновесии

пластины Тимошенко, контактирующей с жестким

препятствием

Метод фиктивных областей для задач о равновесии n-мерных (n = 2, 3)

упругих тел с нелинейными краевыми условиями типа неравенств разрабо-

тан в [1, 3, 102]. В частности, в [102] доказано, что двумерную контактную

задачу с условиями типа Синьорини можно получить предельным перехо-

дом в семействе задач о равновесии двумерных тел, содержащих трещины.

Благодаря методу фиктивных областей доказана разрешимость задач, опи-

сывающих равновесие тел с трещинами выходящими на внешнюю границу

под нулевым углом [1, 171].

В настоящем параграфе с помощью фиктивных областей изучаются за-

дачи, моделирующие деформирование трансверсально-изотропных пластин

Тимошенко. Для исходной задачи полагаем, что в недеформированном со-

стоянии часть цилиндрической поверхности, задающей контур внешний кон-

тур пластины, граничит с жестким препятствием. На части γ границы Γ1 об-

ласти Ω1, задающей срединную плоскость пластины, ставятся условия типа

Синьорини — они описывают контакт пластины с препятствием. Вспомо-

гательные задачи формулируются в расширенной области Ωγ (Ω1 ⊂ Ωγ),

они моделируют равновесие неоднородных пластин, содержащих трещины.

При этом условие взаимного непроникания точек противоположных берегов

трещины задается в виде неравенства на внутренней границе. С помощью
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метода фиктивных областей установлено, что исходную задачу можно полу-

чить с помощью предельного перехода в семействе вспомогательных задач,

формулируемых в более широкой области Ωγ. Каждая задача семейства мо-

делирует равновесие пластины, содержащей трещину. При этом на внутрен-

ней границе, соответствующей трещине, налагаются условия непроникания

противоположных берегов трещины в виде неравенств. Для вариационных

формулировок, рассматриваемых задач найдены, эквивалентные дифферен-

циальные постановки.

2.6.1 Постановка задачи

Пусть Ω1 ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с гладкой границей

Γ1 = γ ∪ Γ0, γ ∩ Γ0 = ∅, meas(Γ0) > 0 (см. рис. 2.10). Считаем, что кривая

γ не содержит концевых точек. Обозначим через ν = (ν1, ν2) вектор внеш-

ней нормали к Γ1. Предположим, что пластина имеет постоянную толщину

2h = 2. Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z} определим так, чтобы

множество Ω1 × {0} ⊂ R3 соответствовало срединной плоскости пластины.

Обозначим через χ = χ(x) = (W,w) вектор перемещений точек срединной

Рис. 2.10: Геометрия в срединной плоскости пластины.

поверхности, x = (x1, x2), где W = (w1, w2) и w горизонтальные (вдоль плос-

кости (x1, x2)) и вертикальные перемещения, соответственно. Углы поворота

нормальных сечений обозначим через ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2).

Предполагаем, что пластина изготовлена из однородного упругого мате-

риала, который подчиняется закону Гука. Тензоры, описывающие деформа-

цию пластины ε(ψ) = {εij(ψ)}, ε(W ) = {εij(W )}, i, j = 1, 2, выражаются
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следующими формулами:

εij(ψ) =
1

2

(∂ψi

∂xj
+
∂ψj

∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Для трансверсально-изотропной пластины тензоры моментов m(ψ) =

{mij(ψ)} и усилий σ(W ) = {σij(W )}, i, j = 1, 2 выражаются по формулам:

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3cijklεkl(W ). (2.6.1)

Ненулевые коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями:

c1111 = c2222 = D, c1122 = c2211 = Dæ,

c1212 = c2112 = c1221 = c2121 =
D(1− æ)

2
, æ = const, 0 < æ <

1

2
,

D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона. По-

перечные силы задаются выражениями

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (v,i=
∂v

∂xi
), (2.6.2)

где Λ = 2κ′G, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные

[86].

Пусть подпространство H1
Γ0
(Ω1) пространства Соболева H1(Ω1) состоит

из функций, обращающихся в нуль на Γ0. Введем пространство HΓ0
(Ω1) =

H1
Γ0
(Ω1)

5. С учетом записанных выше выражений, определим следующую

билинейную форму:

B1(η, η̄) =

∫
Ω1

(
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i)

)
dx,

для произвольных функций η=(W,w, ψ)∈HΓ0
(Ω1), η̄=(W̄ , w̄, ψ̄)∈HΓ0

(Ω1).

Функционал потенциальной энергии пластины имеет вид

Πs(Ω1; η) =
1

2
B1(η, η)−

∫
Ω1

Fηdx , η = (W,w, ψ), (2.6.3)

где вектор F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2
loc(R2)5 описывает воздействие на пла-

стину заданных внешних нагрузок (Fη = wifi + wf3 + ψiµi) [86].
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Считаем, что на Γ0 выполнены следующие краевые условия жесткого за-

щемления:

w = 0, ψ = W = (0, 0) на Γ0. (2.6.4)

Равенства (2.6.4) можно записать в в виде

η = 0 на Γ0, где η = (W,w, ψ).

Будем считать, что жесткое препятствие задается цилиндрической по-

верхностью γ× [−1, 1] ⊂ R3. Ввиду формул (1.5.1), связывающих перемеще-

ния и углы поворота нормальных волокон, нетрудно вывести условия типа

Синьорини для внешней кромки пластины, контактирующей с жестким пре-

пятствием без учета сил трения

(w1(z), w2(z), w) · (ν1, ν2, 0) ≤ 0, z ∈ [−1, 1] на γ.

Отсюда, варьируя z ∈ [−1, 1], имеем

−Wν ≥ |ψν| на γ (ψν = ψiνi, Wν = wiνi). (2.6.5)

Задачу о равновесии пластины, контактирующей с жестким препятстви-

ем, сформулируем в виде минимизации функционала энергии

inf
η∈Ks

Πs(Ω1; η), (2.6.6)

где

Ks = {η ∈ HΓ0
(Ω1) | η = (W,w, ψ) удовлетворяет (2.6.5)}

— множество допустимых функций. Поскольку кривая Γ1 — гладкая (доста-

точно того, что Γ1 ∈ C0,1), в области Ω1 справедливы неравенства Корна и

Пуанкаре (см. параграф 1.3) и, как следствие, выполнено неравенство

B1(η, η) ≥ c1∥η∥2HΓ0
(Ω1)

∀η ∈ HΓ0
(Ω1), (2.6.7)

где c1 > 0 — постоянная, не зависящая от η (подробное доказательство ана-

логичного неравенства содержится в параграфе 2.1). Оценка (2.6.7) и линей-

ность интеграла
∫
Ω1

Fηdx, как оператора в HΓ0
(Ω1), позволяют утверждать,
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что функционал (2.6.3) является коэрцитивным и слабо полунепрерывным

снизу в HΓ0
(Ω1) (см. параграф 2.1). Можно показать, что множество Ks

является выпуклым и замкнутым и, следовательно, слабо замкнутым в ре-

флексивном пространстве HΓ0
(Ω1). Указанные свойства задачи позволяют

установить существование и единственность решения ξs = (Us, us, ϕs) задачи

(2.6.6). Кроме того, поскольку B1(η, η̄) — билинейный непрерывный функ-

ционал, такой что B1(η, η̄) = B1(η̄, η), решение ξs удовлетворяет вариацион-

ному неравенству

ξs ∈ Ks, B1(ξs, η − ξs) ≥
∫
Ω1

F (η − ξs)dx ∀η ∈ Ks. (2.6.8)

2.6.2 Вспомогательные задачи в области с разрезом

Как оказалось, задачу (2.6.8), которая эквивалентна (2.6.6), можно получить

в качестве предельной для семейства задач, определенных в более широкой

области по сравнению с Ω1. При этом каждая вспомогательная задача из

семейства моделирует состояние равновесия упругой неоднородной пластины

с трещиной.

Расширим область Ω1 до области Ωγ так, как это показано на рис. 2.11,

добавляя так называемую фиктивную область Ω2. Считаем, что граница Γ2

области Ω2 достаточно гладкая. Расширенную область с разрезом обозначим

через Ωγ = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Σ\γ, где Σ = int(Γ1 ∩ Γ2), а ее внешнюю границу

— через Γ = (Γ1 ∪ Γ2)\Σ. Предположим, что meas(Γ ∩ Γi) > 0, i = 1, 2.

В соответствии с направлением ν можно говорить о положительном Σ+ и

отрицательном берегах Σ− кривой Σ; при этом для функции v ∈ H1(Ωγ)

определены следы v+ = v|Σ+, v− = v|Σ−. Скачок функции v на Σ обозначим

через [v] = v+ − v−. Аналогичные обозначения будем применять для следов

и скачков относительно γ.

В области Ωγ сформулируем семейство вариационных задач, зависящих

от положительного параметра λ, который в дальнейшем будет стремиться

к нулю. Рассмотрим модель неоднородной пластины, срединная плоскость
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Рис. 2.11: Построение фиктивной области.

которой занимает область Ωγ. При этом считаем, что части пластины, зада-

ваемые (в исходном состоянии) в R3 множествами Ωi × [−1, 1], i = 1, 2, из-

готовлены из (вообще говоря) разных упругих трансверсально-изотропных

материалов. Предположим, что упругие постоянные в области Ω2 зависят от

λ, а в области Ω1 — фиксированные, а именно:

cλijkl =

 cijkl в Ω1,

λ−1cijkl в Ω2,
Λλ =

 Λ в Ω1,

Λλ−1 в Ω2.

Определим соответствующие математические объекты и соотношения для

постановки новой задачи. Пусть подпространство H1
Γ(Ωγ) пространства Со-

болева H1(Ωγ) состоит из функций, обращающихся в нуль на Γ; как и выше

HΓ(Ωγ) = H1
Γ(Ωγ)

5. Для η = (W,w, ψ) ∈ HΓ(Ωγ), η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄) ∈ HΓ(Ωγ)

определен билинейный непрерывный функционал

Bλ(η, η̄) =

∫
Ωγ

(
σλij(W ) εij(W̄ ) +mλ

ij(ψ) εij(ψ̄) + qλi (w,ψ)(w̄,i+ψ̄i)
)
dx,

где mλ
ij(ψ) = cλijklεkl(ψ), σ

λ
ij(W ) = 3cλijklεkl(W ), qλi (w,ψ) = Λλ(w,i+ψi), i =

1, 2. Заметим, что билинейную форму Bλ можно представить следующим

образом:

Bλ(η, η̄) = B1(η, η̄) + λ−1B2(η, η̄),

B2(η, η̄) =

∫
Ω2

(
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i)

)
dx,
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с прежними формулами (2.6.1) для σij(W ), mij(ψ), i, j = 1, 2. Функционал

Πλ(Ωγ; η) =
1

2
Bλ(η, η)−

∫
Ωγ

Fηdx , η = (W,w, ψ)

задает энергию неоднородной пластины, срединная плоскость которой соот-

ветствует области с разрезом Ωγ.

На трещине (разрезе) зададим условие, описывающее взаимное непрони-

кание противоположных берегов трещины:

[Wν] ≥ |[ψν]| на γ, (2.6.9)

где W , ψ — компоненты вектор-функции η = (W,w, ψ).

Задачу о равновесии пластины, содержащей трещину, сформулируем в

виде минимизации функционала энергии

inf
η∈K

Πλ(Ωγ; η), (2.6.10)

где K — множество допустимых функций:

K = {η ∈ HΓ(Ωγ) | η = (W,w, ψ) удовлетворяет (2.6.9)}.

Считая, что искомая функция принадлежит классуHΓ(Ωγ), тем самым пред-

полагаем следующее:

[η] = 0 на Σ\γ,

т.е. обобщенный вектор перемещений η = (W,w, ψ) удовлетворяет условиям

склейки на Σ\γ.

Гладкость кривой Γ2 (достаточно того, что Γ2 ∈ C0,1) позволяет записать

следующее неравенство, аналогичное (2.6.7)

B2(η, η) ≥ c2∥η∥2H1(Ω2)5
, ∀ η ∈ H1(Ω2)

5, η = 0 на Γ ∩ Γ2. (2.6.11)

с постоянной c2 > 0, не зависящей от η. На основе (2.6.7) и (2.6.11), для

каждого фиксированного λ, выводим

Bλ(η, η) ≥ cλ∥η∥2HΓ(Ωγ)
∀ η ∈ HΓ(Ωγ). (2.6.12)
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Множество K замкнуто и выпукло, функционал Πλ(Ωγ; η) коэрцитивный,

строго выпуклый, слабо полунепрерывный и дифференцируемый. Указан-

ные свойства задачи (2.6.10) позволяют утверждать о существовании един-

ственного решения ξλ = (Uλ, uλ, ϕλ) при каждом фиксированном λ > 0 (од-

нозначная разрешимость аналогичной задачи о равновесии однородной пла-

стины с трещиной установлена в параграфе 2.1). Кроме того, задача (2.6.10)

эквивалентна вариационному неравенству

ξλ ∈ K, Bλ(ξλ, η − ξλ) ≥
∫
Ωγ

F (η − ξλ)dx ∀η ∈ K. (2.6.13)

В следующем далее разделе 2.6.4 настоящего параграфа, выводится эк-

вивалентная дифференциальная постановка задачи (2.6.13), в которой со-

держатся соотношения, характеризующие свойства решения ξλ на γ и всей

кривой Σ.

2.6.3 Предельный переход

Установим связь между задачами (2.6.8) и (2.6.13). Оказывается, что в пре-

деле при λ → 0 решения ξλ сходятся к некоторой предельной функции ξ̃.

При этом сужение ξ̃ на область Ω1 будет в точности определять решение

задачи (2.6.8).

Сравнив два неравенства, полученные подстановкой в (2.6.13) пробных

функций η = 0 и η = 2ξ, получим

B1(ξ
λ, ξλ) +

1

λ
B2(ξ

λ, ξλ) =

∫
Ωγ

Fξλdx.

Отсюда c учетом (2.6.11), (2.6.12) при λ ∈ (0, λ0] имеем оценки

∥ξλ∥HΓ(Ωγ) ≤ c3, ∥ξλ∥H(Ω2) ≤ c4λ, (2.6.14)

где постоянные c3 > 0, c4 > 0 не зависят от λ. Вследствие ограниченности

множества всех решений {ξλ}, λ ∈ (0, λ0] по норме пространства HΓ(Ωγ),
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можно выделить подпоследовательность (c прежним обозначением) {ξλ} та-

кую, что

ξλ → ξ̃ слабо в HΓ(Ωγ). (2.6.15)

В силу (2.6.14)

ξλ → 0 сильно в H1(Ω2)
5. (2.6.16)

Покажем, что функция ξ̃|Ω1
, являющаяся сужением ξ̃ на область Ω1, будет

решением задачи (2.6.6). Установим сначала, что ξ̃|Ω1
принадлежит множе-

ству Ks. Выделяя если нужно подпоследовательность, из (2.6.15) получим,

что ξλ → ξ̃ сильно в L2(Γi)
5, i = 1, 2. В силу (2.6.16) имеем ξλ → 0 в L2(Γ2)

5.

Это означает, что ξ̃ = 0 в L2(Γ2)
5. Сильная сходимость ξλ → ξ̃ в L2(Γi)

5,

i = 1, 2 влечет (выбирая при необходимости подпоследовательности) сходи-

мость компонент вектора ξλ к соответствующим компонентам ξ̃ п.в. на Γi,

i = 1, 2. Это в свою очередь, позволяет осуществить предельный переход в

неравенстве

[Uλ
ν ] ≥ |[ϕλν ]| на γ,

и получить, в соответствии с равенством ξ̃ = 0 п.в. на Γ2, соотношение

−Ũν ≥ |ϕ̃ν| на γ−.

Аналогично можно установить, что ξ̃ = 0 на Γ0. Таким образом, выполнено

включение ξ̃|Ω1
∈ Ks.

Для пробной функции η ∈ K такой, что η=0 в Ω2, вариационное неравен-

ство (2.6.13) можно переписать в виде

B1(ξ
λ, η) ≥ B1(ξ

λ, ξλ) +
1

λ
B2(ξ

λ, ξλ)−
∫
Ω2

Fξλdx+

∫
Ω1

F (η − ξλ)dx. (2.6.17)

Переходя к нижнему пределу при λ → 0 в обеих частях (2.6.17), в силу

(2.6.15), (2.6.16), найдем

B1(ξ̃, η) ≥ B1(ξ̃, ξ̃) +

∫
Ω1

F (η − ξ̃)dx+ lim
λ→0

inf
1

λ
B2(ξ

λ, ξλ). (2.6.18)
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Последнее слагаемое в (2.6.18) неотрицательно в силу (2.6.11) и, значит, спра-

ведливо соотношение

B1(ξ̃, η̄) ≥ B1(ξ̃, ξ̃) +

∫
Ω1

F (η̄ − ξ̃)dx ∀η̄ ∈ Ks. (2.6.19)

При выводе (2.6.19) использовалось также то, что продолжая нулем в Ω2

произвольную функцию η̄ ∈ Ks, получаем функцию η ∈ K такую, что η =

0 в Ω2. Заметим, что выражение (2.6.19) с точностью до обозначений есть

(2.6.13). В силу единственности решения неравенства (2.6.13) заключаем,

что ξ̃|Ω1
= ξs. Можно доказать, что любая последовательность решений ξλ

сходится слабо к ξ̃. В самом деле, предположим противное. Пусть существует

ϵ > 0 и f ∗ ∈ HΓ(Ωγ)
∗, а также последовательность {λn}, такие что при

n→ ∞ λn → 0 и

|⟨ξλn, f ∗⟩ − ⟨ξ̃, f ∗⟩| ≥ ϵ. (2.6.20)

Легко видеть, что последовательность {ξλn} также ограничена, и из нее мож-

но выделить сходящуюся слабо к ξ̃ последовательность. Последнее противо-

речит неравенству (2.6.20). Таким образом, в рамках предыдущих предпо-

ложений имеет место следующая теорема.

Теорема 2.6.1. Функции ξλ, доставляющие решения задач (2.6.10), при

λ→ 0 слабо сходятся в пространстве HΓ(Ωγ) к функции ξ̃, сужение кото-

рой на область Ω1 является решением задачи (2.6.6).

2.6.4 Эквивалентная краевая задача

В данном разделе исследуется свойства решения (2.6.13), в частности, выво-

дятся краевые условия на Σ, индуцируемые вариационной постановкой. По-

скольку, в рамках содержания этого раздела λ считается фиксированным,

для удобства будем опускать индекс λ во всех обозначениях, т.е. ξ = ξλ,

mij = mλ
ij и т.д. Далее будем предполагать, что Γi ∈ C1,1, i = 1, 2.

Сравним два неравенства, полученные после подстановки в (2.6.13) проб-

ных функций η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ωγ)

5. В
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результате получим равенство, которое запишем в виде∫
Ωγ

(
σijεij(W̃ ) +mijεij(ψ̃) + qi(w̃,i+ψ̃i)

)
dx =

∫
Ωγ

(fiw̃i + f3w̃ + µiψ̃i)dx.

Здесь и далее mij = mij(ϕ), σij = σij(U), qi = qi(u, ϕ), i, j = 1, 2. Отсюда,

учитывая независимость w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, имеем∫
Ωγ

σijεij(W̃ )dx =

∫
Ωγ

fiw̃idx ∀ W̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2,

∫
Ωγ

(mijεij(ψ̃) + qiψ̃i)dx =

∫
Ωγ

µiψ̃idx ∀ ψ̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2,

∫
Ωγ

w̃,i qidx =

∫
Ωγ

f3w̃dx ∀ w̃ ∈ C∞
0 (Ωγ).

Замечая, что имеют место представления
∫
Ωγ

mijεij(ψ̃)dx =
∫
Ωγ

mijψ̃i,jdx ,∫
Ωγ

σijεij(W̃ )dx =
∫
Ωγ

σijw̃i,jdx, из предыдущих трех равенств заключаем, что в

смысле распределений выполнены уравнения равновесия

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ωγ, (2.6.21)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ωγ, (2.6.22)

qi,i= −f3 в Ωγ. (2.6.23)

Очевидно, что из (2.6.21)–(2.6.23) следуют включения

σij,j ∈ L2(Ωγ), mij,j ∈ L2(Ωγ), △u ∈ L2(Ωγ), i = 1, 2. (2.6.24)

В силу (2.6.24) и гладкости Γ1, однозначно определены следы σν ∈ H−1/2(Γ1),

στi ∈ H−1/2(Γ1), i = 1, 2 и для всех W = (w1, w2) ∈ H1(Ω1)
2 справедлива

формула Грина (см. теорему 1.5.2)∫
Ω1

σij εij(W )dx = −
∫
Ω1

σij,jwidx+ ⟨σν,Wν⟩Γ1
+ ⟨στi, wτi⟩Γ1

, (2.6.25)

где скобки ⟨·, ·⟩Γ1
означают двойственность между H−1/2(Γ1) и H1/2(Γ1), τ =

(−ν2, ν1) — касательный к Γ1 единичный вектор, wτi = wi −Wννi, i = 1, 2.
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Наряду с пространствами вида H1/2(Γi), i = 1, 2, рассмотрим пространства

H
1/2
00 (Σ) с нормой, определенной выражением (см. параграф 1.2)

∥v∥2
H

1/2
00 (Σ)

= ∥v∥2H1/2(Σ) +

∫
Σ

v2

ρ
ds, ρ = dist(x, ∂Σ).

Заметим следующую связь пространства H1/2(Γi) (с фиксированным i ∈

{1, 2}) иH1/2
00 (Σ): функция g ∈ H

1/2
00 (Σ), тогда и только тогда, когда функция

g определенная соотношениями

g =

 g, x ∈ Σ,

0, x ∈ Γi\Σ,

принадлежит H1/2(Γi) (см. лемму 1.2.1). В соответствии с последним заме-

чанием, для функции, удовлетворяющей соотношению W = (0, 0) на Γ1 ∩ Γ,

включения Wν ∈ H1/2(Γ1), wτi ∈ H1/2(Γ1), i = 1, 2, позволяют установить,

что Wν ∈ H
1/2
00 (Σ), wτi ∈ H

1/2
00 (Σ), i = 1, 2 (см. теорему 1.2.2).

Таким образом, обозначив через σ−ν , σ−τi, i = 1, 2 (значок минус вверху

означает, что следы относительно Σ−) сужения функционалов σν, στi, i = 1, 2

на функциях из H1/2
00 (Σ), перепишем равенство (2.6.25) в виде∫

Ω1

σij εij(W )dx = −
∫
Ω1

σij,jwidx+

+ ⟨σ−ν ,Wν⟩00Σ− + ⟨σ−τi, wτi⟩00Σ− ∀W ∈ H1
Γ(Ωγ)

2, (2.6.26)

где скобки ⟨·, ·⟩00Σ означают двойственность между H−1/2
00 (Σ) и H1/2

00 (Σ). При-

меняя аналогичные рассуждения, можно установить существование следов

m−
ν ∈ H

−1/2
00 (Σ), m−

τi ∈ H
−1/2
00 (Σ), i = 1, 2. Справедлива формула∫

Ω1

mijεij(ψ)dx = −
∫
Ω1

mij,jψidx+

+ ⟨m−
ν , ψν⟩00Σ− + ⟨m−

τi, ψτi⟩00Σ− ∀ψ ∈ H1
Γ(Ωγ)

2, (2.6.27)

где ψτi = ψi−ψννi, i = 1, 2. В пространствеH−1/2
00 (Σ), благодаря включениям

(2.6.24), так же определены операторы ∂u
∂ν

∗−, ϕ∗−ν , при этом для произвольных
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w ∈ H1
Γ(Ωγ), справедливы соотношения:∫

Ω1

∇u∇wdx = −
∫
Ω1

w△udx+ ⟨∂u
∂ν

∗−
, w⟩00Σ−, (2.6.28)

∫
Ω1

ϕ∇wdx = −
∫
Ω1

w divϕdx+ ⟨ϕ∗−ν , w⟩00Σ−. (2.6.29)

Приведем теперь формулы интегрирования по частям для Ω2. В силу

(2.6.24) в пространстве H−1/2
00 (Σ) определены операторы:

σ+ν , m+
ν ,

∂u

∂ν

∗+
, ϕ∗+ν ; σ+τi, m+

τi, i = 1, 2.

Поскольку для части Σ внешняя нормаль к Γ2 совпадает с −ν, имеют место

следующие формулы ∫
Ω2

σij εij(W )dx = −
∫
Ω2

σij,jwidx−

−⟨σ+ν ,Wν⟩00Σ+ − ⟨σ+τi, wτi⟩00Σ+ ∀W ∈ H1
Γ(Ωγ)

2, (2.6.30)∫
Ω2

mijεij(ψ)dx = −
∫
Ω2

mij,jψidx−

−⟨m+
ν , ψν⟩00Σ+ − ⟨m+

τi, ψτi⟩00Σ+ ∀ψ ∈ H1
Γ(Ωγ)

2, (2.6.31)∫
Ω2

∇u∇wdx = −
∫
Ω2

w△udx− ⟨∂u
∂ν

∗+
, w⟩00Σ+ ∀w ∈ H1

Γ(Ωγ), (2.6.32)

∫
Ω2

ϕ∇wdx = −
∫
Ω2

w divϕdx− ⟨ϕ∗+ν , w⟩00Σ+ ∀w ∈ H1
Γ(Ωγ). (2.6.33)

Выберем в неравенстве (2.6.13) пробные функции в виде η = (U+W̃ , u, ϕ),

W̃ ∈ H1
0(Ω)

2 (Ω = Ωγ ∪ γ). Далее преобразовав полученное неравенство с

учетом (2.6.21), (2.6.26), (2.6.30), придем к уравнениям

⟨σ−ν , W̃ν⟩00Σ− + ⟨σ−τi, w̃τi⟩00Σ− − ⟨σ+ν , W̃ν⟩00Σ+ − ⟨σ+τi, w̃τi⟩00Σ+ =

= ⟨σ−ν − σ+ν , W̃ν⟩00Σ + ⟨σ−τi − σ+τi, w̃τi⟩00Σ ≥ 0. (2.6.34)

Поскольку функция W̃ произвольная, W̃ν, w̃τi, i = 1, 2, независимы, то

(2.6.34) равносильно соотношениям

⟨σ−ν − σ+ν , g⟩00Σ = ⟨σ−τi − σ+τi, g⟩00Σ = 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (Σ), i = 1, 2. (2.6.35)
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Подставим теперь в (2.6.13) для пробную функцию η = (U, u, ϕ + ψ̃), ψ̃ ∈

H1
0(Ω)

2. Для полученного неравенства применим соотношения (2.6.22), (2.6.27),

(2.6.31), что позволяет вывести следующие соотношения

⟨m−
ν −m+

ν , g⟩00Σ = ⟨m−
τi −m+

τi, g⟩00Σ = 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (Σ), i = 1, 2. (2.6.36)

Можно так же вывести равенство

⟨q−ν , g⟩00Σ − ⟨q+ν , g⟩00Σ = 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (Σ), (2.6.37)

где q−ν = Λ−(∂u∂ν
∗−

+ϕ∗−ν ), q+ν = Λ+(∂u∂ν
∗+
+ϕ∗+ν ) со следующими обозначениями:

Λ− = Λ, Λ+ = λ−1Λ. Для этого нужно взять в (2.6.13) пробную функцию

η = (U, u+ w̃, ϕ), с w̃ ∈ H1
0(Ω) и преобразовать с помощью (2.6.23), (2.6.28),

(2.6.29), (2.6.32), (2.6.33).

В соответствии с (2.6.35)–(2.6.37) в пространстве H−1/2
00 (γ) определим опе-

раторы

σν, mν, qν, στi, mτi, i = 1, 2, (2.6.38)

по формулам

⟨σν, g⟩00γ = ⟨σ±ν , g⟩00Σ ,

⟨mν, g⟩00γ = ⟨m±
ν , g⟩00Σ ,

⟨qν, g⟩00γ = ⟨q±ν , g⟩00Σ ,

⟨στi, g⟩00γ = ⟨σ±τi, g⟩00Σ , i = 1, 2,

⟨mτi, g⟩00γ = ⟨m±
τi, g⟩00Σ , i = 1, 2,

для всех g ∈ H
1/2
00 (γ), g = g на γ, g = 0 на Σ\γ, g ∈ H

1/2
00 (Σ) (скобки ⟨·, ·⟩00γ

— означают двойственность H−1/2
00 (γ) и H1/2

00 (γ)).

Рассмотрим пробную функцию вида η = ξ + η̃ такую, что η̃ ∈ HΓ(Ωγ),

W̃ν = 0, ψ̃ν = 0, w̃ = 0. Подставим η в (2.6.13), используя по отношению к

областям Ω1 и Ω2 формулы (2.6.26), (2.6.27), (2.6.30), (2.6.31), получим

−
∫
Ωγ

σij,jw̃idx+ ⟨στi, w̃τi⟩00Σ− − ⟨στi, w̃τi⟩00Σ+ −
∫
Ωγ

mij,jψ̃idx+

+

∫
Ωγ

qiψ̃idx+ ⟨mτi, ψ̃τi⟩00Σ− − ⟨mτi, ψ̃τi⟩00Σ+ ≥
∫
Ωγ

(fiw̃i + µiψ̃i)dx.
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Отсюда применяя равенства (2.6.21), (2.6.22) обозначения для скачков, на-

ходим

−⟨στi, [w̃τi] ⟩00Σ − ⟨mτi, [ψ̃τi] ⟩00Σ ≥ 0. (2.6.39)

Обращая внимание на то, что [ψ] = (0, 0), [W ] = (0, 0) на Σ\γ, можно пре-

образовать соотношение (2.6.39) к следующему виду

−⟨στi, [w̃τi] ⟩00γ − ⟨mτi, [ψ̃τi] ⟩00γ ≥ 0.

Следовательно, в силу произвольности и независимости w̃τi, ψ̃τi, i = 1, 2,

получим

⟨στi, gi ⟩00γ = ⟨mτi, gi ⟩00γ = 0 ∀ g ∈ H
1/2
00 (γ)2, giνi = 0. (2.6.40)

Подставим в (2.6.13) пробную функцию вида η = ξ + η̃, такую что η̃ =

(W̃ , w̃, ψ̃) ∈ HΓ(Ωγ), W̃ = (0, 0), ψ̃ = (0, 0) в Ωγ, с произвольной w̃ ∈ H1
Γ(Ωγ).

С помощью формул (2.6.23), (2.6.28), (2.6.29), (2.6.32) и (2.6.33), можно вы-

вести

⟨qν, g⟩00γ = 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (γ). (2.6.41)

Преобразуем неравенство (2.6.13) с помощью формул Грина (2.6.26)–(2.6.33),

уравнений равновесия (2.6.21)–(2.6.23), равенств (2.6.35)– (2.6.37), (2.6.40),

(2.6.41) к следующему виду

⟨σν, [Wν − Uν] ⟩00γ + ⟨mν, [ψν − ϕν] ⟩00γ ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.6.42)

Поскольку нулевая вектор-функция η0 ≡ 0 удовлетворяет включению η0 ∈

K, а также в силу включения 2ξ ∈ K, из (2.6.42) нетрудно вывести два

соотношения

⟨σν, [Uν] ⟩00γ + ⟨mν, [ϕν] ⟩00γ = 0, (2.6.43)

⟨σν, [Wν] ⟩00γ + ⟨mν, [ψν] ⟩00γ ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.6.44)

Пусть W ∈ H1,0(Ωγ)
2, [Wν] ≥ 0 на γ. Тогда имеют место включения η̂ =

(W, 0,W ) ∈ K, η̌ = (W, 0,−W ) ∈ K (т.е. ψ̂ = W для η̂ и ψ̌ = −W для η̌).
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Сравнив два неравенства, получающиеся из (2.6.44) по отношению к η̂, η̌,

имеем

⟨σν ±mν, [Wν] ⟩00γ ≤ 0 ∀W ∈ H1,0(Ωγ)
2, [Wν] ≥ 0.

Отсюда в силу (условной) произвольности W , находим

⟨σν ±mν, g ⟩00γ ≤ 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (γ), g ≥ 0. (2.6.45)

Таким образом, из вариационной постановки (2.6.13) получены уравнения

равновесия (2.6.21)–(2.6.23), а также соотношения (2.6.35)–(2.6.37), (2.6.40),

(2.6.41), (2.6.43), (2.6.45) для операторов следа (2.6.38), однозначно опре-

деляемых с помощью решения ξ. Можно показать и обратное, что функ-

ция ξ̂ ∈ HΓ(Ωγ), удовлетворяющая (2.6.1), (2.6.2), (2.6.9), (2.6.21)–(2.6.23),

(2.6.35)–(2.6.37), (2.6.40), (2.6.41), (2.6.43), (2.6.45), будет также решением

вариационной задачи (2.6.13), т.е. ξ̂ = ξ. Для этого достаточно умножить

уравнения равновесия (2.6.21)–(2.6.23) на соответствующие компоненты век-

тора (η− ξ̂), η ∈ K, затем проинтегрировать по Ωγ и преобразовать с учетом

формул Грина, уравнений равновесия и соотношений для операторов следа

заданных в H−1/2
00 (Σ), H−1/2

00 (γ).

Заметим, что если решение ξ задачи (2.6.13) является гладким, то опера-

торы следа могут быть представлены в виде следов на γ следующих функ-

ций:

σ±ν = σ±ijνjνi, m±
ν = m±

ijνjνi, q±ν = Λ±(
∂u

∂ν

±
+ ϕ±ν ), (2.6.46)

σ±τi = σ±ijνj − σ±ν νi, m±
τi = m±

ijνj −m±
ν νi, i = 1, 2. (2.6.47)

Более того, в этом случае решение ξ является решением следующей краевой

задачи, состоящей из (2.6.1), (2.6.2), (2.6.21)–(2.6.23) и граничных условий

(см. теорему 2.1.1)

ξ = 0 на Γ,

[σν] = [mν] = 0 на γ,

∂u

∂ν
+ ϕν = στi = mτi = 0, i = 1, 2, на γ±,
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[Uν] ≥ |[ϕν]|, |mν| ≤ −σν, mν[ϕν] + σν[Uν] = 0 на γ.

Рассмотрим теперь задачу (2.6.6), эквивалентную (2.6.8). Для удобства в

обозначении решения задачи (2.6.6) опустим индекс, т.е. ξs = ξ. Аналогич-

ными рассуждениями, варьируя пробные функции в вариационном неравен-

стве (2.6.8), можно показать, что (2.6.8) эквивалентна следующей диффе-

ренциальной постановке, в которой требуется найти функцию ξ ∈ HΓ0
(Ω1),

удовлетворяющую соотношениям теории упругости (2.6.1), (2.6.2), условию

непроникания Синьорини (2.6.5), а также соотношениям

σij,j = −fi, i = 1, 2, в Ω1,

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, в Ω1,

qi,i= −f3 в Ω1,

⟨στi, gi ⟩00γ = ⟨mτi, gi ⟩00γ = 0 ∀ g ∈ H
1/2
00 (γ)2, giνi = 0, (2.6.48)

⟨qν, g⟩00γ = 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (γ), (2.6.49)

⟨σν, Uν ⟩00γ + ⟨mν, ϕν ⟩00γ = 0, (2.6.50)

⟨σν ±mν, g ⟩00γ ≤ 0 ∀g ∈ H
1/2
00 (γ), g ≥ 0, (2.6.51)

где операторы следа σν, mν , qν, στi, mτi, i = 1, 2, определяются аналогично

(2.6.38).

Отметим, что соотношения (2.6.48)–(2.6.51) записаны относительно берега

γ−.

В том случае, если решение ξ ∈ HΓ0
(Ω1) неравенства (2.6.8) является

гладким, можно показать, что условия (2.6.48)–(2.6.51) преобразуются к сле-

дующим граничным условиям

∂u

∂ν
+ ϕν = στi = mτi = 0, i = 1, 2, |mν| ≤ −σν на γ, (2.6.52)

−Uν ≥ |ϕν|, mνϕν + σνUν = 0 на γ, (2.6.53)

где σν , mν, στi, mτi, i = 1, 2, в (2.6.52), (2.6.53) понимаются в смысле (2.6.46),

(2.6.47).
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В заключение отметим, что метод фиктивных областей для задачи Си-

ньорини может принимать различные формы в зависимости от выбора фик-

тивной области Ω2. Наряду с выбором области Ω2, указанным на рис. 2.11,

аналогичные утверждения имеют место и для других случаев выбора Ω2 та-

ких, как указано на рис. 2.12 и рис. 2.13. В случае рис. 2.12 во вспомогатель-

Рис. 2.12: Способ построения фиктивной

области.

Рис. 2.13: Способ построения фиктивной

области.

ной задаче, рассматриваемой в Ωγ, внешняя граница области Ωγ совпадает с

внешней границей области Ω2, где задаются краевые условия Дирихле. Ясно,

что в случае рис. 2.13 вспомогательная задача с параметром λ, рассматри-

ваемая на множестве Ωγ = Ω1 ∪ Ω2, будет контактной задачей с краевыми

условиями вида (2.6.9) на γ = Σ = int(Γ1 ∩ Γ2).

2.7 Задача о равновесии пологой оболочки Тимошенко,

содержащей сквозную трещину

В настоящем параграфе исследуется задача о равновесии упругой трансвер-

сально—изотропной пологой оболочки Тимошенко. В соответствии с [11, 86]

оболочку будем называть пологой, если d ≤ l/5, где d — стрела подъема, l

— наименьший характерный размер оболочки. Предполагается, что оболоч-

ка содержит сквозную трещину, при этом в исходном недеформированном
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состоянии один из берегов трещины может выступать над другим. На кри-

вой, описывающей трещину задано нелинейное краевое условие. В парагра-

фе установлена однозначная разрешимость вариационной задачи о равно-

весии оболочки, содержащей трещину. Из вариационной постановки задачи

получена система краевых условий, определяющая соответствующую крае-

вую задачу. Показана локальная бесконечная дифференцируемость решения

при дополнительных условиях "нулевого" раскрытия трещины и бесконеч-

ной гладкости функций, описывающих кривизны оболочки и воздействие

внешних нагрузок.

2.7.1 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная область с гладкой границей ∂Ω, Γc ⊂ Ω,

Ωc = Ω \ Γc, Γc = {(x1, x2) |x2 = g(x1), 0 < x1 < a}, a > 0, g(x1) — доста-

точно гладкая функция, ∂Ω ∩ Γc = ∅, (x1, x2) — декартовы координаты в

R2. Нормаль в плоскости (x1, x2) к кривой Γc обозначим через ν = (ν1, ν2).

Будем считать, что геометрия срединной поверхности оболочки ничем не

отличается от обычной евклидовой геометрии на плоскости (т.е. применим

подход, использованный в [11] применительно к модели Кирхгофа-Лява).

Рассмотрим модель пологой оболочки постоянной толщины 2h, срединную

поверхность которой зададим с помощью области Ωc ×{0} ⊂ R3. Предполо-

жим, что оболочка содержит вертикальную трещину, которую можно задать

как часть цилиндрической поверхности, (локально) перпендикулярной сре-

динной поверхности и проходящей через кривую Γc. Cчитаем один из берегов

кривой Γc и трещины положительным, а другой отрицательным — в соот-

ветствии с направлением нормали ν = (ν1, ν2). Предположим, что в исход-

ном недеформированном состоянии оболочки, отрицательный берег трещи-

ны выступает над положительным на расстояние l = l(x), x=(x1, x2) ∈ Γc,

l(x)∈C1
0(Γc) — заданная функция, такая что 0 ≤ l(x)< 2h (см. рис. 2.14).

При этом важно, что функция l(x) обращается в нуль на концах кривой Γc.

Обозначим через χ = χ(x) = (W,w) вектор перемещений точек срединной
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Рис. 2.14: Сечение оболочки вертикальной плоскостью.

поверхности, где W = (w1, w2) и w горизонтальные и вертикальные переме-

щения, соответственно. Углы поворота нормальных сечений обозначим через

ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2). В случае, когда след некоторой функции v берется на

положительном (относительно нормали ν) берегу Γ+
c , применим обозначение

v+ = v|Γ+
c
, аналогично для отрицательного берега v− = v|Γ−

c
, скачок функции

v на Γc найдем по формуле [v] = v+ − v−.

Для пологой трансверсально—изотропной оболочки, справедливы следу-

ющие соотношения теории упругости [86]:

εij(W ) =
1

2
(wi,j + wj,i), εij(ψ) =

1

2
(ψi,j + ψj,i), v,i=

∂v

∂xi
,

eij(χ) = εij(W ) + kijw, i, j = 1, 2,

где kij ∈ C1(Ωc)∩ L∞(Ωc) – кривизны оболочки. Тензоры моментов m(ψ) =

{mij(ψ)}, и усилий σ(χ) = {σij(χ)}, i, j = 1, 2 выражаются по формулам:

mij = mij(ψ) = cijrlεrl(ψ), σij = σij(χ) = 3h−2cijrlerl(χ), i, j, r, l = 1, 2,

где ненулевые коэффициенты тензора cijrl определяются соотношениями:

ciiii = D, ciijj = Dæ, cijij = cijji = D(1− æ)/2, i, j = 1, 2, i ̸= j,

постоянная D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент

Пуассона, 0 < æ < 1/2 (всюду используем правило суммирования по повто-

ряющимся индексам). Поперечные силы определим следующим образом:

qi = qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2,
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где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной поверхности оболочки.

Пусть подпространство H1,0(Ωc) пространства Соболева H1(Ωc) состоит

из функций, обращающихся в нуль на ∂Ω. Введем пространство H(Ωc) =

H1,0(Ωc)
5, снабженное стандартной нормой ∥ · ∥ = ∥ · ∥H(Ωc). Через H(Ω)

обозначим следующее пространство H(Ω) = H1
0(Ω)

5.

Определим билинейные формы b(·, ·), B(·, ·) соотношениями:

b(η, η̄) =

∫
Ωc

mij(ψ)εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i)dx,

B(η, η̄) = b(η, η̄) +

∫
Ωc

σij(χ)eij(χ̄)dx ,

где η = (W,w, ψ), χ = (W,w); η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄), χ̄ = (W̄ , w̄). Рассмотрим

следующий функционал энергии деформированной оболочки, описываемой

перемещениями χ = (W,w) и углами поворота нормальных сечений ψ :

Π(η) =
1

2
B(η, η)−

∫
Ωc

Fηdx , η = (W,w, ψ),

где F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ L2(Ω)5 — заданный вектор внешних нагрузок

[86].

На внешней границе области Ωc зададим однородные краевые условия

w = 0, ψ = W = (0, 0) на ∂Ω. (2.7.1)

Выведем теперь условие типа Синьорини, описывающее взаимное непро-

никание берегов трещины, на внутренней границе Γc. При этом, будем ис-

пользовать выкладки, аналогичные примененным ранее при выводе условия

непроникания для оболочек Кирхгофа—Лява, содержащих трещины [149].

Как известно, в модели Тимошенко перемещения χz = (Wz, wz) для точек

оболочки, отстоящих от срединной поверхности на расстояние |z| ≤ h, выра-

жаются с помощью перемещений в срединной поверхности χ0(x) = χ(x) =

(W,w) и углов поворота нормальных сечений ψ = ψ(x). При этом справед-
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ливы следующие формулы [86]:

Wz(x, z) = W (x) + zψ(x), wz(x, z) = w(x), |z| ≤ h, x ∈ Ωc . (2.7.2)

Согласно предположениям относительно геометрии трещины и формулам

(2.7.2), составляющие вектора перемещений χ+
z = (W+

z , w
+
z ), для точек по-

ложительного берега трещины можно выразить по формулам

W+
z (x, z) =W+(x) + zψ+(x), w+

z (x, z) = w(x),

z ∈
[
− h, h

]
, x ∈ Γc . (2.7.3)

Заметим, что с помощью ограничений z ∈
[
− (h − l), h

]
в (2.7.3), задают-

ся перемещения тех точек положительного берега трещины, которые могут

контактировать с отрицательным берегом (см. рис. 2.14). Для вектора пере-

мещений χ−
t = (W−

t , w
−
t ) точек отрицательного берега справедливы следую-

щие формулы:

W−
t (x, t) = W−(x) + tψ−(x), w−

t (x, t) = w(x),

t ∈
[
− h, h

]
, x ∈ Γc . (2.7.4)

Аналогично, если в формуле (2.7.4) взять t ∈
[
− h, h− l

]
, то получим фор-

мулы для перемещений точек отрицательного берега, которые могут иметь

контакт с противоположным берегом. Для исходного недеформированного

состояния оболочки, зададим точки отрицательного и положительного бе-

регов трещины с помощью координат (x−, t), (x+, z), соответственно, где

t, z ∈ [−h, h], x−, x+ ∈ Γc. При этом, легко видеть (см. рис. 2.14), что в

соответствующих точках возможного контакта имеют место соотношения

x− = x+ = x, t = z − l.

Возьмем теперь в формуле (2.7.4) t = z − l и выпишем условие неот-

рицательности скачка вектора перемещений (χ+
z − χ−

(z−l)) вдоль нормали

νz = (ν1, ν2, 0) к поверхности трещины:

(χ+
z − χ−

(z−l)) · (ν1, ν2, 0) = [Wν] + z[ψν] + lψ−
ν ≥ 0, z ∈

[
− (h− l), h

]
на Γc ,
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через Wν , ψν обозначены скалярные произведения Wν = wiνi, ψν = ψiνi,

соответственно. Подставляя значения z = h и z = −(h− l(x)) получим сле-

дующее условие, описывающее недопустимость взаимного проникания точек

противоположных берегов трещины: [Wν] + h[ψν] + lψ−
ν ≥ 0 на Γc ,

[Wν]− (h− l)[ψν] + lψ−
ν ≥ 0 на Γc .

(2.7.5)

Заметим, что если в (2.7.5) дополнительно связать значения функций ψ и w

соотношениями модели Кирхгофа—Лява, а именно ψi = −w,i, i = 1, 2, то в

частном случае, при l ≡ 0, мы получим известное условие: [Wν] ≥ h|[∂w
∂ν

]|,

описывающее непроникание берегов трещины оболочки Кирхгофа—Лява см.

[96, 149, 153].

Рассмотрим множество допустимых функций

K = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ωc)| η удовлетворяет (2.7.5)}.

В силу линейности левой части обеих неравенств в (2.7.5), множество K

является выпуклым. Нетрудно убедиться также в замкнутости множества

K. Задача о равновесии оболочки формулируется следующим образом. Тре-

буется найти функцию, доставляющую минимум функционала энергии над

множеством K:

inf
η∈K

Π(η). (2.7.6)

2.7.2 Однозначная разрешимость задачи

Для того чтобы показать разрешимость задачи (2.7.6), установим свойства

функционала энергии Π(η) и множества K. Имеет место следующее утвер-

ждение.

Теорема 2.7.1. Функционал полной энергии оболочки Π(η) является коэр-

цитивным в H(Ωc).

Доказательство. C помощью неравенства Пуанкаре и неравенства Корна∫
Ωc

mij(ψ)εij(ψ)dx ≥ c1∥ψ ∥2H1(Ωc)2
(см. параграф 1.3), можно вывести неравен-
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ство∫
Ωc

mij(ψ)εij(ψ)dx+ Λ

∫
Ωc

(w,i+ψi)(w,i+ψi)dx ≥

≥ c2(∥ψ∥2H1(Ωc)2
+ ∥w∥2H1(Ωc)

), (2.7.7)

с некоторой постоянной c2 > 0, не зависящей от ψ и w. Далее, положительная

определенность тензора cijrl влечет очевидное неравенство∫
Ωc

σij(χ)eij(χ)dx ≥ 0. (2.7.8)

Предположим, что функционал энергии не является коэрцитивным, т.е. при

условии ∥η∥ → ∞ имеем, что Π(η) 9 ∞. Это означает, что для некоторой

постоянной c3 > 0 найдется последовательность ηn такая, что ∥ηn∥ → ∞ для

которой Π(ηn) ≤ c3. В силу (2.7.7) и неравенства (2.7.8) найдется постоянная

c4 > 0, доставляющая оценку ∥ψn∥+ ∥wn∥ ≤ c4.

Оценим далее значения Π(ηn). Для удобства далее будем опускать ин-

декс n. Принимая во внимание равенство eij(χ) = εij(W )+kijw, представим

второе слагаемое билинейной формы B( , ) следующим образом:∫
Ωc

σij(χ)eij(χ)dx =

∫
Ωc

(
cijrlεrl(W )εij(W ) + cijrlεrl(W )kijw

)
dx+

+

∫
Ωc

(
w2cijrlkrlkij + cijrlkrlwεij(W )

)
dx. (2.7.9)

Оценим теперь слагаемые функционала Π(η). В силу неравенства Корна

имеем
∫
Ωc

cijrlεrl(W )εij(W )dx ≥ c5∥W∥2H1(Ωc)2
, с некоторой положительной

постоянной c5. Сумму модулей остальных слагаемых функционала Π(η), со-

гласно предположению и равенству (2.7.9), можно оценить сверху величиной

A + B∥W∥H1(Ωc)2, где A,B — положительные постоянные, не зависящие от

W . В итоге, справедливо следующее неравенство:

Π(η) ≥ c5
2
∥W∥2H1(Ωc)2

− (A+B∥W∥H1(Ωc)2).
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Легко видеть, что Π(η) → ∞ при ∥W∥H1(Ωc)2 → ∞. Противоречие. Следова-

тельно, функционал Π(η) является коэрцитивным. Теорема доказана.

Как сумма билинейных и линейных форм, функционал Π(η) является

дифференцируемым. Слабая полунепрерывность и выпуклость функциона-

ла энергии следуют из справедливости неравенства

(Π′
η1
− Π′

η0
)(η1 − η0) ≥ 0 , η1, η0 ∈ H(Ωc).

Таким образом, функционал энергии Π(η) и множество K удовлетворяют

условиям теоремы о существовании решения задачи минимизации (2.7.6),

(см. теорему 1.4.1). Обозначим через ξ = (U, u, ϕ) решение задачи (2.7.6), для

удобства применим обозначение qi = Λ(u,i+ϕi), σij = σij(ζ), mij = mij(ϕ),

i, j = 1, 2, ζ = (U, u).

Функционал энергии Π(η) является выпуклым и дифференцируемым, а

множествоK выпукло и замкнуто, следовательно, задача (2.7.6) эквивалент-

на следующему вариационному неравенству:

B(ξ, η − ξ) ≥
∫
Ωc

F (η − ξ)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.7.10)

Докажем теперь, что решение единственно. Для этого предположим, что

существуют два решения ξ1 и ξ2. Подставляя их в вариационное неравенство

(2.7.10) и суммируя, нетрудно получить для разности ξ̃ = ξ1 − ξ2 = (Ũ , ũ, ϕ̃)

следующее соотношение

B(ξ̃, ξ̃) ≤ 0. (2.7.11)

Отсюда принимая во внимание оценку вида (2.7.7), находим

c2(∥ψ̃∥2H1(Ωc)2
+ ∥w̃∥2H1(Ωc)

) +

∫
Ωc

σij(χ̃)eij(χ̃)dx ≤ 0. (2.7.12)

В силу неотрицательности норм и последнего интеграла в (2.7.12), получаем,

что все три слагаемые в неравенстве (2.7.12) равны нулю. Значит, ψ̃ = (0, 0),

w̃ = 0 в области Ωc. Это, в свою очередь, влечет, что W̃ = 0 в области Ωc.

Противоречие. Таким образом, имеет место следующая теорема.
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Теорема 2.7.2. Задача (2.7.6) имеет единственное решение.

Выведем далее уравнения равновесия. Подставляя в последнее вариаци-

онное неравенство пробные функции вида η = ξ ± η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈

C∞
0 (Ωc)

5, получим равенство∫
Ωc

(
mijεij(ψ̃) + σijεij(W̃ ) + qi(w̃,i+ψ̃i)+

+ kijσijw̃
)
dx =

∫
Ωc

F η̃dx. (2.7.13)

Учитывая независимость между w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, из (2.7.13) получим∫
Ωc

σijεij(W̃ )dx =

∫
Ωc

fiw̃idx ∀W̃ ∈ C∞
0 (Ωc)

2,

∫
Ωc

(
w̃,i qi + kijσijw̃

)
dx =

∫
Ωc

f3w̃dx ∀w̃ ∈ C∞
0 (Ωc),

∫
Ωc

(
mijεij(ψ̃) + qiψ̃i

)
dx =

∫
Ωc

(f4ψ̃1 + f5ψ̃2)dx ∀ψ̃ ∈ C∞
0 (Ωc)

2.

Заметив, что имеют место представления
∫
Ωc

mijεij(ψ̃)dx =
∫
Ωc

mijψ̃i,jdx ,∫
Ωc

σijεij(W̃ )dx =
∫
Ωc

σijw̃i,jdx , из предыдущих трех равенств заключаем, что

в области Ωc в смысле распределений выполнены уравнения равновесия

σij,j = −fi, i = 1, 2, (2.7.14)

qi,i−kijσij = −f3, (2.7.15)

mij,j − qi = −f3+i, i = 1, 2. (2.7.16)

2.7.3 Краевые условия на кривой Γc

В этом разделе мы получим эквивалентную дифференциальную постанов-

ку задачи (2.7.6). Для этого исходя из вариационного неравенства (2.7.10),

с помощью подходящего выбора пробных функций, выведем полный набор

краевых условий на кривой Γc. Чтобы извлечь из неравенства (2.7.10) со-

отношения на внутренней границе Γc, будем использовать формулы Грина.
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Так же, как и в разделе 2.1.3, предполагаем, что кривая Γc может быть

продолжена до замкнутой достаточно гладкой кривой Σ, делящей область

Ω на две области Ω1 и Ω2, Ω = Ω1 ∪ Ω2, с гладкими границами ∂Ω1 = Σ,

∂Ω2 = Σ ∪ ∂Ω. Кривую Σ можно считать, не нарушая общности, такой, что

ее внешняя нормаль по отношению к области Ω1 совпадает c нормалью ν на

Γc. В соответствии с предположениями, обозначим через ν и τ нормальный

и касательный векторы к Σ, соответственно. Отметим, что кривая Σ может

быть выбрана произвольно с точностью до наложенных на нее требований.

Далее будем применять формулы Грина по отношению к областям Ω1 и Ω2.

Поскольку производные функций из пространства H1(Ωc) в общем случае

не имеют следы, мы в этом разделе предполагаем достаточную гладкость ξ.

Для любой подобласти S ⊂ Ωc с достаточно гладкой границей ∂S спра-

ведлива следующая формула Грина (см. теорему 1.5.2)∫
S

σij εij(W )dx = −
∫
S

σij,jwidx+

+

∫
∂S

(
σnWn + σµiWµi

)
ds ∀W ∈ H1(S)2, (2.7.17)

где n = (n1, n2) — нормаль к ∂S, σnn и σµ = (σµ1, σµ2) — нормальная и

касательная составляющие вектора (σ1jnj, σ2jnj):

σijnj = σnni + σµi, σn = σijnjni, µ = (−n2, n1),

W = (w1, w2), wi = Wnni +Wµi, i = 1, 2, Wµ = (Wµ1,Wµ2).

Для области Ω1, из формулы (2.7.17) получим∫
Ω1

σij εij(W )dx = −
∫
Ω1

σij,jwidx+

+

∫
Σ

(
σνWν + στiWτi

)
ds ∀W ∈ H1,0(Ωc)

2. (2.7.18)

Возьмем в формуле (2.7.17) вместо S область Ω2. С учетом того, что для

функции W принадлежащей H1,0(Ωc)
2 выполняется равенство W = (0, 0)
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на внешней границе ∂Ω, а внешняя нормаль к Σ по отношению к Ω2 равна

(−ν), имеем∫
Ω2

σijεij(W )dx = −
∫
Ω2

σij,jwidx−

−
∫
Σ

(
σνWν + στiWτi

)
ds ∀W ∈ H1,0(Ωc)

2. (2.7.19)

Уместно заметить, что в (2.7.18) значения следов подынтегральных функций

в интеграле по кривой Σ берутся по отношению к Σ−, а в формуле (2.7.19)

к Σ+. Обозначим через σ±ν , σ
±
τi, i = 1, 2 следы функций σν и στi, i = 1, 2 на

Σ±.

Сложим равенства (2.7.18) и (2.7.19), c учетом того, что σ+ν = σ−ν , σ+τi =

σ−τi, i = 1, 2 на Σ \ Γc и применяя обозначения для скачков, получим∫
Ωc

σij εij(W )dx = −
∫
Ωc

σij,jwidx−

−
[ ∫
Γc

(
σνWν + στiWτi

)
ds
]

∀W ∈ H1,0(Ωc)
2. (2.7.20)

Аналогично для произвольных ψ ∈ H1,0(Ωc)
2, w ∈ H1,0(Ωc) справедливы

формулы∫
Ωc

mijεij(ψ)dx = −
∫
Ωc

mij,jψidx−
[ ∫
Γc

(
mνψν +mτiψτi

)
ds
]
, (2.7.21)

∫
Ωc

∇u∇wdx = −
[ ∫
Γc

∂u

∂ν
wds

]
−
∫
Ωc

w△udx, (2.7.22)

∫
Ωc

ϕ∇wdx = −
[ ∫
Γc

ϕνwds
]
−
∫
Ωc

wϕi,idx. (2.7.23)

где величины mν , mτi, i = 1, 2 определяются аналогично предыдущим фор-

мулам, записанным для σν, στi, i = 1, 2, (см. формулу (2.7.17)).

Используя приведенные формулы (2.7.20)–(2.7.23), выведем краевые усло-

вия на кривой Γc. Из вариационного неравенства (2.7.10) можно получить
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следующее интегральное тождество, справедливое для всех η = (W,w, ψ) ∈

K, c функциями W , ψ, удовлетворяющими [Wν] = 0 на Γc, ψν = 0 на Γ±
c :∫

Ωc

(
mijεij(ψ) + σijεij(W ) + kijσijw + qi(w,i+ψi)

)
dx =

∫
Ωc

Fηdx. (2.7.24)

В самом деле, сравнив два неравенства, полученные из (2.7.10) подстановкой

тестовых функций двух видов η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈

K, [W̃ν] = 0 на Γc, ψ̃ν = 0 на Γ±
c , затем, приняв для удобства обозначе-

ние η̃ = η, выведем (2.7.24). Возьмем теперь в равенстве (2.7.24) функцию

η = (W,w, ψ) ∈ K такую, что W = (0, 0), ψ = (0, 0), в итоге придем к

соотношению∫
Ωc

(
qi(w,i ) + kijσijw

)
dx =

∫
Ωc

f3wdx ∀w ∈ H1
0(Ω). (2.7.25)

Применяя формулы Грина (2.7.22), (2.7.23), с учетом (2.7.15) и равенства

qi = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, из тождества (2.7.25) выводим следующее равенство:[ ∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)
wds

]
=

∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)+
w+ds−

−
∫
Γc

(∂u
∂ν

+ ϕν

)−
w−ds = 0 ∀w ∈ H1

0(Ω). (2.7.26)

Поскольку для w ∈ H1
0(Ω) выполняется w+ = w− на Γc, из равенства (2.7.26)

следует, что[∂u
∂ν

+ ϕν

]
=
(∂u
∂ν

+ ϕν

)+
−
(∂u
∂ν

+ ϕν

)−
= 0 на Γc.

Аналогично, используя независимость значений Wτ , Wν ψτ , w и применяя

формулы Грина в формуле (2.7.24), можно убедиться в справедливости сле-

дующих соотношений

[στ ] = [mτ ] = (0, 0), [σν] =
[∂u
∂ν

+ ϕν

]
= 0 на Γc . (2.7.27)

Выведем далее равенства

στi = 0, mτi = 0 при i = 1, 2;
∂u

∂ν
+ ϕν = 0 на Γc . (2.7.28)
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В самом деле, пусть в вариационном неравенстве (2.7.10) взята пробная

функция η такая, что η = ξ + η̃, η̃ = (W̃ , 0, 0, 0), W̃ν = 0. Учитывая произ-

вольность знака функции η̃, благодаря равенствам (2.7.14), (2.7.20) получим[ ∫
Γc

στiW̃τids
]
=
∫
Γc

στi[W̃τi]ds = 0. Откуда в силу произвольности значений

W̃τi, i = 1, 2, следует первая часть соотношений (2.7.28). Аналогично, взяв

пробную функцию η = ξ + η̃ такую, что η̃ = (0, 0, 0, ψ̃), ψ̃ν = 0 устанавлива-

ем вторую часть равенств (2.7.28). Наконец, взяв в (2.7.10) пробную функ-

цию вида η = ξ + η̃, такую что η̃ = (0, 0, w̃, 0, 0) с произвольной функцией

w̃ ∈ H1,0(Ωc), нетрудно убедиться в справедливости оставшегося последнего

равенства в (2.7.28).

Благодаря выведенным равенствам (2.7.27), (2.7.28), вариационное нера-

венство (2.7.10) с помощью формул (2.7.20)–(2.7.23) преобразовывается к ви-

ду ∫
Γc

(
σν[Wν − Uν] +m+

ν (ψν − ϕν
)+−

−m−
ν (ψν − ϕν

)−)
ds ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.7.29)

Из последнего неравенства извлечем систему соотношений

m−
ν = m+

ν − lσν, hσν −m+
ν ≤ 0, (h− l)σν +m+

ν ≤ 0 на Γc . (2.7.30)

Сравнив неравенства, полученные из (2.7.29) для тестовых функций η =

(0, 0, 0, 0, 0), η = 2ξ, выведем интегральное тождество∫
Γc

(
σν[Uν] +m+

ν ϕ
+
ν −m−

ν ϕ
−
ν

)
ds = 0. (2.7.31)

Из (2.7.29) и (2.7.31) следует, что∫
Γc

(
σν[Wν] +m+

ν ψ
+
ν −m−

ν ψ
−
ν

)
ds ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.7.32)

Подставим в (2.7.32) пробную функцию η = (W,w, ψ) со следующим стро-

ением: ψ ∈ H1
0(Ω)

2 такая, что ψν = 0 на Σ \ Γc, а функция W ∈ H1,0(Ωc)
2
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удовлетворяет равенству [Wν] = −lψ+
ν (ψ+

ν = ψ−
ν ) на Γc. В итоге получим∫

Γc

(
− σνlψ

+
ν +m+

ν ψ
+
ν −m−

ν ψ
+
ν

)
ds ≤ 0. Отсюда, поскольку функция ψ+

ν мо-

жет быть выбрана произвольно, с точностью до наложенных на нее условий,

выведем первое соотношение в (2.7.30):

m−
ν = m+

ν − lσν на Γc . (2.7.33)

C учетом (2.7.33), неравенство (2.7.32) преобразуется к виду∫
Γc

(
σν[Wν] +m+

ν [ψν] + lσνψ
−
ν

)
ds ≤ 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ K. (2.7.34)

Возьмем в (2.7.34) следующую специальную пробную функцию

η = (W,w, ψ) ∈ K такую, что ψ−
ν = 0, [ψν] ≤ 0, [Wν] = −h[ψν] на Γc. В

результате (2.7.34) преобразуется к виду∫
Γc

(
− σνh[ψν] +m+

ν [ψν]
)
ds ≤ 0. (2.7.35)

Замечая условную произвольность функций [ψν] в (2.7.35), выведем вто-

рое соотношение из (2.7.30). Подставив в (2.7.34) другую пробную функ-

цию η = (W,w, ψ), удовлетворяющую соотношениям ψ−
ν = 0, [ψν] ≥ 0,

[Wν] = (h − l)[ψν] на Γc, аналогичными рассуждениями, можно установить

справедливость последнего соотношения из (2.7.30).

Для всех η ∈ K, в силу полученных неравенств (2.7.30), справедливы

следующие соотношения

(hσν −m+
ν )([Wν]− (h− l)[ψν] + lψ−

ν ) +

+ (σν(h− l) +m+
ν )([Wν] + h[ψν] + lψ−

ν ) =

= (2h− l)
(
σν[Wν] +m+

ν [ψν] + lσνψ
−
ν

)
≤ 0 на Γc . (2.7.36)

Поскольку в левой части (2.7.36) стоит сумма с неположительным знаком,

из равенства (2.7.31) выводим, что

σν[Uν] +m+
ν [ϕν] + lσνϕ

−
ν = 0 на Γc . (2.7.37)
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Заметим, что равенство (2.7.37) в силу (2.7.36) эквивалентно следующим

соотношениям выполненным на Γc: (hσν −m+
ν )([Uν]− (h− l)[ϕν] + lϕ−ν ) = 0,

(σν(h− l) +m+
ν )([Uν] + h[ϕν] + lϕ−ν ) = 0.

Таким образом, из вариационного неравенства (2.7.10) следует дифферен-

циальная постановка, состоящая из уравнений равновесия (2.7.14)–(2.7.16),

краевых условий (2.7.1) на внешней границе Γ и (2.7.5), (2.7.27), (2.7.28),

(2.7.30), (2.7.37) на внутренней границе Γc.

Пусть теперь ξ = (U, u, ϕ) — решение дифференциальной постановки за-

дачи, функции qi = Λ(u,i+ϕi), σij = σij(ζ), mij = mij(ϕ), i, j = 1, 2 од-

нозначно определяются решением ξ. Предположим, что имеют место соот-

ношения (2.7.14)–(2.7.16), краевые условия (2.7.1) на Γ и (2.7.5), (2.7.27),

(2.7.28), (2.7.30), (2.7.37) на Γc. Покажем, что тогда ξ является решением

задачи (2.7.6).

Умножим равенства (2.7.14) на (wi − ui) для каждого i = 1, 2, соответ-

ственно, затем просуммируем по i и проинтегрируем по Ωc. Для каждой

подобласти Ωi, i = 1, 2, применяя формулы Грина, выведем∫
Ωc

σijεij(W − U)dx =

∫
Ωc

fi(wi − ui)dx−
[ ∫
Γc

(
σν(Wν − Uν)+

+ στi(Wτi − Uτi)
)
ds
]

∀W = (w1, w2) ∈ H1,0(Ωc)
2. (2.7.38)

Заметим, что в последнем равенстве στi, i = 1, 2, согласно (2.7.28), равно

нулю. Умножим далее (2.7.16) на (ψi − ϕi) равенства, соответствующие i =

1, 2, просуммируем по i, а затем проинтегрируем по области Ωc. Применяя

формулу Грина (2.7.21), с учетом того, что mτi = 0 на Γc при i = 1, 2,

получим∫
Ωc

mijεij(ψ − ϕ)dx+
[ ∫
Γc

mν(ψν − ϕν)ds
]
+

+

∫
Ωc

qi(ψi − ϕi)dx =

∫
Ωc

f3+i(ψi − ϕi)dx, (2.7.39)
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где ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H1,0(Ωc)
2. Повторяя аналогичные рассуждения для ра-

венства (2.7.15), использовав формулы интегрирования (2.7.22), (2.7.23) и

краевые условия (2.7.27), (2.7.28), имеем∫
Ωc

(
qi(w,i−u,i ) + kijσij(w − u)

)
dx =

=

∫
Ωc

f3(w − u)dx ∀w ∈ H1,0(Ωc). (2.7.40)

Просуммировав (2.7.38)–(2.7.40) с учетом соотношений (2.7.27), (2.7.28) и

(2.7.30), выведем

B(ξ, η − ξ)−
∫
Ωc

F (η − ξ)dx =

= −
∫
Γc

(
σν([Wν − Uν] + lψ−

ν − lϕ−ν ) +m+
ν [ψν − ϕν]

)
ds. (2.7.41)

Возьмем теперь в (2.7.41) тестовую функцию η = (W,w, ψ) ∈ K и пока-

жем, что правая часть равенства (2.7.41) неотрицательна. Поскольку в силу

(2.7.37) выполнено равенство∫
Γc

(
σν([Uν] + lϕ−ν ) +m+

ν [ϕν]
)
ds = 0,

остается показать, что
∫
Γc

(
σν([Wν] + lψ−

ν ) +mν[ψν]
)
ds ≤ 0 для всех η ∈ K.

Последнее следует, очевидно из (2.7.30) и (2.7.36). В итоге, для η ∈ K пра-

вая, а следовательно и левая части равенства (2.7.41) неотрицательны. Это

означает справедливость вариационного неравенства (2.7.10). Заметим экви-

валентность задачи (2.7.6) и неравенства (2.7.10). Итак, доказано следующее

утверждение.

Теорема 2.7.3. Гладкая функция ξ = (U, u, ϕ) является решением вариа-

ционной задачи (2.7.6) тогда и только тогда, когда она является решением

краевой задачи состоящей из уравнений равновесия (2.7.14)–(2.7.16) и крае-

вых условий

U = ϕ = (0, 0), u = 0 на внешней границе Γ,
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[σν] = 0,
∂u

∂ν
+ ϕν = 0, στ = mτ = (0, 0), σν([Uν] + lϕ−ν ) +m+

ν [ϕν] = 0,

m−
ν = m+

ν − σνl, σνh−m+
ν ≤ 0, σν(h− l) +m+

ν ≤ 0, [Uν] + h[ϕν] + lϕ−ν ≥ 0,

[Uν]− (h− l)[ϕν] + lϕ−ν ≥ 0 на внутренней границе Γc .

2.7.4 Гладкость решения в случае нулевого раскрытия трещины

В этом разделе рассматривается вопрос о регулярности решений. Предпо-

ложим, что l ≡ 0 на Γc. До сих пор предполагалось, что берега трещины

могут расходиться. Пусть теперь раскрытие трещины в некоторой окрестно-

сти точки x0 = (x01, x
0
2) ∈ Γc является нулевым. Это условие можно записать

в виде:

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x0) ∩ Γc .

Докажем, что в этом случае, при дополнительном условии бесконечной диф-

ференцируемости функций F , kij, i, j = 1, 2 в этой же окрестности O(x0)

решение ξ также состоит из бесконечно гладких функций в O(x0). Имеет

место следующее утверждение.

Теорема 2.7.4. Пусть F ∈ C∞(O(x0))5, kij ∈ C∞(O(x0)), i, j = 1, 2 и

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x0) ∩ Γc. Тогда ξ ∈ C∞(O(x0)).

Доказательство. По условию теоремы имеют место соотношения

[U ] = [ϕ] = (0, 0), [u] = 0 на O(x0) ∩ Γc. Следовательно (см. [65]),

ui, ϕi, u ∈ H1(O(x0)), i = 1, 2.

Для начала рассмотрим уравнение (2.7.14), установим, что оно выполняется

также в области O(x0). Из уравнения (2.7.24) взяв в качестве η = (W,w, ψ)

пробные функции с ψ = (0, 0), w = 0 находим∫
Ωc

wi,jσijdx =

∫
Ωc

fiwidx ∀wi ∈ H1
0(Ω), i = 1, 2. (2.7.42)
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Преобразуем последние равенства для произвольной функции θ, принад-

лежащей пространству C∞
0 (O(x0)). С учетом того, что θ равна нулю вне

окрестности O(x0), а также принимая во внимание тот факт, что в си-

лу включения U ∈ H1(O(x0))2 справедливы соотношения σij = σij(U) ∈

L2(O(x0)), i = 1, 2, (2.7.42) трансформируем к следующему виду:∫
O(x0)

σij θ,j dx =

∫
Ωc

σij θ,j dx =

∫
Ωc

fiθdx =

∫
O(x0)

fiθdx ∀θ ∈ C∞
0 (O(x0)).

Данные соотношения при i = 1, 2 и определяют выполнение равенств (2.7.14)

в смысле распределений в области O(x0). Аналогично из (2.7.24) получим∫
Ωc

qi θ,i dx =

∫
O(x0)

qi θ,i dx =

∫
O(x0)

f3θdx−
∫

O(x0)

kijσijθdx.

Из равенства ∫
Ωc

(
mij εij(ψ) + qiψi

)
dx =

∫
Ωc

f3+iψidx,

справедливого (в случае l ≡ 0) для всех ψ ∈ H1
0(Ω)

2, подстановкой финитных

гладких функций, получим∫
Ωc

(
mij θ,j +qiθ

)
dx =

∫
O(x0)

(
mij θ,j +qiθ

)
dx =

=

∫
O(x0)

f3+iθdx, i = 1, 2, ∀θ ∈ C∞
0 (O(x0)).

Последние соотношения означают, что уравнения (2.7.15), (2.7.16) выпол-

няются в смысле распределений в области O(x0). Представим уравнения

(2.7.14)–(2.7.16), выполненные в O(x0), следующим образом

M(U) = −(f̂1, f̂2), (2.7.43)

N(u) = −f3 − Λϕi,i + kijσij , (2.7.44)

L(ϕ) = Λ∇u− (f4, f5). (2.7.45)

Здесь функции f̂i=fi − (cijrlkrlu),j∈ L2(Ωc), i = 1, 2; L, M, N — эллиптиче-

ские операторы.
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Далее используем результаты о внутренней гладкости решений эллипти-

ческих уравнений [54]. Покажем, что

ui, ϕi, u ∈ H l
loc(O(x0)), i = 1, 2, (2.7.46)

для произвольного l = 1, 2, ... В самом деле, из (2.7.45) следует, что ϕi ∈

H2
loc(O(x0)), i = 1, 2. Уравнение (2.7.43) влечет ui ∈ H2

loc(O(x0)), i = 1, 2.

C учетом установленных включений правая часть в (2.7.44) принадлежит

H1
loc(O(x0)), отсюда, в свою очередь, вытекает, что u ∈ H3

loc(O(x0)). Анало-

гично, поскольку правые части в (2.7.43) и (2.7.45) принадлежат H2
loc(O(x0))

имеем включения ui, ϕi ∈ H4
loc(O(x0)), i = 1, 2. Далее из (2.7.44) снова мож-

но повысить гладкость функции u ∈ H5
loc(O(x0)). Продолжая описанную

схему, устанавливаем справедливость (2.7.46). Согласно теоремам вложения

(см. [65]) заключаем, что

ϕi, ui, u ∈ Ck(O(x0)) i = 1, 2, для всех k = 1, 2, ...

Откуда и следует утверждение теоремы.

Аналогичное утверждение для оболочек Кирхгофа–Лява с l ≡ 0 было

доказано в работе [112].
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Глава 3

Метод регулярных возмущений в

нелинейных задачах о равновесии

пластины Тимошенко

3.1 Асимптотика функционала энергии пластины Ти-

мошенко, содержащей криволинейную трещину

В параграфе рассматривается модель, описывающая равновесие упругой од-

нородной трансверсально-изотропной пластины Тимошенко, содержащей сквоз-

ную трещину. На кривой, соответствующей трещине, налагается условие в

виде неравенства, описывающее взаимное проникание противоположных бе-

регов трещины. Для семейства вариационных задач о равновесии пластин,

зависящих от параметра ε, исследуется зависимость функционалов энергии

и решений задач ξε от вариации геометрии пластины в срединной плоскости.

Изменение геометрии пластины задается с помощью семейства гладких отоб-

ражений, зависящих от ε. При этом значение параметра ε = 0 соответствует

исходной невозмущенной области. Получена оценка, описывающая характер

сильной сходимости решений ξε к ξ0 при ε → 0. Выведена формула для

производной функционала энергии при ε = 0.

В частном случае, полученная формула для производной, когда гладкое

возмущение задает квазистатический рост трещины, представляет интерес с

точки зрения известного в механике разрушения критерия Гриффитса [82,
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123].

Дифференцируемость функционалов энергии для краевых задач с од-

носторонними ограничениями изучена во многих работах, см., например,

[42, 96, 97, 122, 153, 163]. В работе [163] для плоской задачи теории упругости,

используя производные функционала энергии, построена модель квазиста-

тического роста трещины согласно критерию разрушения Гриффитса как

для линеаризованной, так и для нелинейной задачи о трещине в условиях

непроникания ее берегов. Отметим также статью [96], где получена формула

производной функционала энергии пластины Кирхгофа–Лява c трещиной,

относительно общего возмущения.

Для пластины модели Тимошенко с условиями непроникания в рабо-

тах [42, 44, 51] автора диссертационной работы были найдены производные

функционала энергии относительно параметра возмущения длины трещины.

При этом в [42] предполагалось, что трещина возмущается вдоль плоскости.

В настоящем параграфе рассмотрен общий случай гладкого возмущения в

срединной плоскости.

Результаты этого параграфа получены совместно с Е.М. Рудым и опуб-

ликованы в статье [167].

3.1.1 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1, кривая Γ0

находится строго внутри области Ω. Будем считать, что относительно Ω, Γ0

выполнено следующее.

Предположение 3.1.1. Пусть набор {Ω, ∂Ω,Γ0} удовлетворяет следую-

щим условиям:

(а) область Ω может быть разбита на две подобласти Ω1 и Ω2 с гра-

ницами ∂Ω1 и ∂Ω2, так, чтобы Γ0 ⊂ ∂Ω1 ∩ ∂Ω2, Ω̄1 ∪ Ω̄2 = Ω̄;

(б) границы ∂Ω1 и ∂Ω2 липшицевы;
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(в) кривая Γ0 задается с помощью уравнения Σ(x1, x2) = 0, Σ ∈ C1,1
loc (R2),

не имеет самопересечений, в каждой точке Γ0 определен вектор нормали.

Обозначим через ν0 = (ν01, ν02) вектор единичной нормали к кривой Γ0,

т.е.

ν0 =
∇Σ

|∇Σ|
, x ∈ Γ0.

Толщину пластины для простоты примем равной 2h = 2. Пусть Ω0 =

Ω\Γ0 — область с разрезом. Выберем декартовы координаты {x1, x2, z} так,

чтобы множество Ω0× [−1, 1] соответствовало пластине с трещиной в исход-

ном недеформированном состоянии. Обозначим через χ = χ(x) = (U, u) век-

тор перемещений точек срединной поверхности, x = (x1, x2), где U = (u1, u2)

— горизонтальные (вдоль плоскости (x1, x2)), а u — вертикальные переме-

щения. Углы поворота нормальных сечений обозначим через ϕ = ϕ(x) =

(ϕ1, ϕ2). Обобщенный вектор перемещений ξ = (U, u, ϕ). Для удобства будем

также использовать обозначения ξi, i = 1, 2..., 5 для компонент вектора ξ,

при этом (ξ1, ξ2) = U , ξ3 = u, (ξ4, ξ5) = ϕ.

Определим функциональное пространство, в котором будет исследоваться

задача равновесия. Пусть подпространство H1,0(Ω0) пространства Соболева

H1(Ω0) состоит из функций, обращающихся в нуль на ∂Ω. Введем простран-

ство H(Ω0) = H1,0(Ω0)
5, снабженное стандартной нормой ∥ · ∥H(Ω0).

Предполагаем, что пластина является трансверсально-изотропной. Тензо-

ры, описывающие деформацию пластины ε(ϕ) = {εij(ϕ)}, ε(U) = {εij(U)},

i, j = 1, 2, выражаются следующими формулами:

εij(ϕ) =
1

2

(∂ϕi
∂xj

+
∂ϕj
∂xi

)
, εij(U) =

1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов m(ϕ) = {mij(ϕ)}, и усилий σ(U) = {σij(U)}, i, j = 1, 2,

выражаются по формулам:

mij(ϕ) = cijklεkl(ϕ), σij(U) = 3cijklεkl(U).

Ненулевые коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями:

c1111 = c2222 = D, c1122 = c2211 = Dæ,
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c1212 = c2112 = c1221 = c2121 =
D(1− æ)

2
, æ = const, 0 < æ <

1

2
,

где D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона

[86]. Поперечные силы в модели Тимошенко выражаются формулами

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (3.1.1)

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, k′, G — постоянные, ;

v,i=
∂v
∂xi

. Определим следующую билинейную форму:

B0(ξ, η) =

∫
Ω0

{
σij(W ) εij(U)+

+mij(ϕ) εij(ψ) + Λ(u,i+ϕi)(w,i+ψi)
}
dx, (3.1.2)

для произвольных функций ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0), η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0).

Заметим, что для билинейной формы справедлива оценка

B0(ξ, ξ) ≥ c∥ξ∥2H(Ω0)
∀ ξ ∈ H(Ω0), (3.1.3)

где постоянная c > 0 не зависит от ξ (см. параграф 2.1).

Функционал потенциальной энергии пластины имеет вид:

Π(Ω0; ξ) =
1

2
B0(ξ, ξ)−

∫
Ω0

F ξdx, ξ = (U, u, ϕ),

F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω̄)5 – вектор заданных внешних нагрузок [86].

Считаем, что на внешней границе выполнены следующие краевые усло-

вия:

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ, (3.1.4)

которые описывают защемление пластины по внешним краям. В соответ-

ствии с направлением ν0 можно говорить о положительном Γ+
0 и отрицатель-

ном берегах Γ−
0 кривой (разреза) Γ0; при этом для функции v ∈ H1,0(Ω0)

определены следы v+ = v|Γ+
0
, v− = v|Γ−

0
, а также скачок функции [v] =

v+ − v−.
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Условие взаимного непроникания противоположных берегов трещины пла-

стины имеет вид

[U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| на Γ0. (3.1.5)

Вывод и обоснование условия (3.1.5) можно найти в разделе 1.5.2. Введем

множество допустимых функций

K0(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| п.в. на Γ0}.

Задачу о равновесии пластины сформулируем как задачу минимизации функ-

ционала энергии Π(Ω0; ξ) на множестве допустимых функций K0(Ω0):

inf
ξ∈K0(Ω0)

Π(Ω0; ξ). (3.1.6)

Известно, что задача (3.1.6) имеет единственное решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0),

принадлежащее множеству K0(Ω0) и эквивалентна следующему вариацион-

ному неравенству (см. параграф 2.1)

B0(ξ0, η − ξ0) ≥
∫
Ω0

F (η − ξ0)dx ∀η ∈ K0(Ω0). (3.1.7)

Определим возмущенную область. Для малого параметра ε ∈ [0, ε0) рассмот-

рим функцию

Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)) такую, что

Φεi(x) ∈ C1([0, ε0);W
2,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x.

При фиксированном ε ∈ [0, ε0) применим преобразование координат

y = Φε(x), x ∈ Ω (3.1.8)

по отношению к Ω, Γ0. В результате получим возмущенную область Φε(Ω) и

возмущенный разрез Γε = Φε(Γ0). Определим возмущенную область с раз-

резом как Ωε = Φε(Ω)\Γ̄ε. Отметим, что ввиду предположений относительно

Φε, преобразование (3.1.8) для малых ε является взаимно-однозначным, т.е.

существует обратное преобразование x = Φ−1
ε (y), где Φ−1

ε (y) = (Φ−1
ε1 (y),Φ

−1
ε2 (y))

[121]. Далее, не нарушая общности, будем считать, что указанное свойство
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взаимной однозначности выполняется для всех ε ∈ [0, ε0). Кроме того, пред-

положим, что имеют место включения Φ−1
εi (y) ∈ C1([0, ε0);W

2,∞
loc (R2)), i =

1, 2.

Предположение 3.1.2. Для каждого фиксированного ε ∈ ([0, ε0) набор

{Φε(Ω),Φε(∂Ω),Γε} удовлетворяет условиям предположения 3.1.1.

Аналогично пространству H(Ω0) определим пространство H(Ωε). Соглас-

но взаимной однозначности преобразования (3.1.8), строгой положительно-

сти его якобиана (будет показано ниже) и предполагаемой гладкости Φε,

отображение (3.1.8) также задает взаимно однозначное соответствие между

пространствамиH(Ω0) иH(Ωε), т.е. если ξ(x) ∈ H(Ω0), то ξ(Φ−1
ε (y)) ∈ H(Ωε)

и наоборот, если ξ(y) ∈ H(Ωε), то ξ(Φε(x)) ∈ H(Ω0). Пусть νε — единичный

вектор нормали к возмущенному разрезу Γε. Аналогично множеству K0(Ω0)

введем множество допустимых функций для возмущенной задачи:

Kε(Ωε) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωε) | [U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на Γε}.

Несмотря на то, что пространства H(Ω0) и H(Ωε) взаимно однозначно пере-

ходят друг в друга при отображении (3.1.8), множества K0(Ω0) и Kε(Ωε) не

обладают в общем случае таким свойством. Это связано с тем, что, вообще

говоря, единичная нормаль ν0 к Γ0 не переходит в единичную нормаль νε к

Γε.

Сформулируем далее семейство задач зависящих от параметра

ε ∈ ([0, ε0). Функционал энергии для возмущенной области определим выра-

жением

Π(Ωε; ξ) =
1

2
Bε(ξ, ξ)−

∫
Ωε

F ξdy , ξ = (U, u, ϕ),

где билинейная форма задается соотношением

Bε(ξ, η) =

∫
Ωε

{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(ψ) + Λ(u,i+ϕi)(w,i+ψi)

}
dy.

Так же как для исходной задачи (3.1.6), следующая задача о минимизации
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функционала энергии в возмущенной области

inf
ξ∈Kε(Ωε)

Π(Ωε; ξ), (3.1.9)

имеет решение ξε = (U ε, uε, ϕε) ∈ Kε(Ωε), которое удовлетворяет вариацион-

ному неравенству

Bε(ξ
ε, η − ξε) ≥

∫
Ωε

F (η − ξε)dy ∀η ∈ Kε(Ωε). (3.1.10)

Основная цель настоящего параграфа – найти производную функционала

энергии по параметру ε, описывающему возмущение области Ω0, т.е. вычис-

лить предел

lim
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
, (3.1.11)

где ξ0, ξε – решения задач равновесия в невозмущенной и возмущенной об-

ластях соответственно.

3.1.2 Вспомогательные утверждения и формулы

С целью найти предел (3.1.11) в интегралах по области Ωε функционала

энергии Π(Ωε; ξ
ε) будем преобразовывать соответствующие интегралы с уче-

том имеющейся гладкости отображения (3.1.8). Чтобы получить подходящие

представления для этих интегралов, понадобятся формулы, уточняющие за-

висимость функций Φε(x), ε ∈ ([0, ε0) и их производных от параметра ε.

Итак, обозначим через

∂Φε

∂x
=


∂Φ1

ε

∂x1

∂Φ2
ε

∂x1

∂Φ1
ε

∂x2

∂Φ2
ε

∂x2


транспонированную матрицу Якоби преобразования (3.1.8). В силу гладко-

сти отображения, справедливы формулы:

Φε(x) = x+ εV (x) + r1(ε, x) в D, ∥r1(ε, x)∥[W 2,∞(D)]2 = o(ε), (3.1.12)

∂Φε(x)

∂x
= I+ ε

∂V

∂x
+ r2(ε, x) в D, ∥r2(ε, x)∥[W 1,∞(D)]4 = o(ε), (3.1.13)
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где D — произвольная область в R2, I — единичная матрица,

V (x) = (V1(x), V2(x))
t =

∂Φε(x)

∂ε

∣∣∣
ε=0
.

Из (3.1.12) следует, что якобиан jε(x) преобразования (3.1.8) можно предста-

вить в виде

jε(x) = 1 + ε divV + r3(ε, x), ∥r3(ε, x)∥W 1,∞(D) = o(ε),

откуда следует, что для малых ε якобиан jε(x) строго положительный. По-

ложим Yε(x) =
(
∂Φε(x)
∂x

)−1

, тогда

Yε(x) = I− ε
∂V

∂x
+ r4(ε, x) в D, ∥r4(ε, x)∥[W 1,∞(D)]4 = o(ε). (3.1.14)

Используя введенные выше обозначения, преобразование производных мож-

но написать в матричном виде(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
=

(
∂

∂y1
,
∂

∂y2

)
·
(
∂Φε(x)

∂x

)t

;(
∂

∂y1
,
∂

∂y2

)
=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
· Yε

t .

(3.1.15)

Здесь и далее (в настоящем параграфе) через ” ·” будем обозначать произве-

дение соответствующих матриц (в данном случае имеем умножение вектор-

строки на матрицу), индекс t наверху обозначает операцию транспонирова-

ния.

При использовании преобразования (3.1.8) для функций ξ(y) ∈ Kε(Ωε)

получим функции ξ̃(x) = ξ(Φε(x)), для которых справедливо неравенство

[Ũ ]νε ≥ |[ϕ̃]νε|, x ∈ Γ0, где νε(x) = νε(Φε(x)).

Таким образом, ввиду взаимной однозначности пространств H(Ω0) и H(Ωε),

при отображении (3.1.8), множество Kε(Ωε) перейдет взаимно-однозначно в

множество

Kε(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на Γ0}.
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Поскольку для нормали νε имеем соотношения

νε = (
∂Σ̂

∂y1
,
∂Σ̂

∂y2
)
/
|( ∂Σ̂
∂y1

,
∂Σ̂

∂y2
)|, Σ̂(y) = Σ(Φ−1

ε (y)) = 0, y ∈ Γε,

с учетом формул (3.1.15) для нормали νε выпишем

νε = (
∂Σ

∂x1
,
∂Σ

∂x2
) ·Yε

t
/
|( ∂Σ
∂x1

,
∂Σ

∂x2
) ·Yε

t| = ν0 ·Yε
t/|ν0 ·Yε

t| на Γ0. (3.1.16)

Заметим, что якобиан отображения (3.1.8) отличен от нуля и, следовательно,

|ν0 · Yε
t| ̸= 0. В итоге получим, что множество Kε(Ω0) можно записать в

следующем эквивалентном виде

Kε(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ](ν0 · Yε
t) ≥ |[ϕ](ν0 · Yε

t)| п.в. на Γ0}.

Преобразуем неравенство

[U ](ν0 · Yε
t) ≥ |[ϕ](ν0 · Yε

t)| п.в. на Γ0, (3.1.17)

входящее в определении множества Kε(Ω0), с учетом формул:

[U ](ν0 · Yε
t) = [U ] · (ν0 · Yε

t)t = [U ] · Yε · νt0,

[ϕ](ν0 · Yε
t) = [ϕ] · (ν0 · Yε

t)t = [ϕ] · Yε · νt0

и разложения (3.1.14). В итоге выведем

[U ] · νt0 − ε[U ] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 ≥

≥
∣∣[ϕ] · νt0 − ε[ϕ] ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0
∣∣ п.в. на Γ0. (3.1.18)

Осуществим замену переменных y = Φε(x) в интегралах неравенства (3.1.10).

В результате получим

3

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;Uε)Eij(Yε;W − Uε)dx+

+

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;ϕε)Eij(Yε;ψ − ϕε)dx+

+ Λ

∫
Ω0

jε

(
∂uε
∂xj

Yεij + ϕi ε

)(
∂(w − uε)

∂xj
Yεij+(ψi − ϕi ε)

)
dx ≥

≥
∫
Ω0

jεFε(η − ξε)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ Kε(Ω0), (3.1.19)
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где ξε(x) = ξε(Φε(x)), Fε(x) = F (Φε(x)), x ∈ Ω0, Eij(Yε;U) — трансформи-

рованный тензор деформаций:

Eij(M;U) =
1

2

( ∂ui
∂xk

Mj k +
∂uj
∂xk

Mik

)
, M = (Mij)

2,2
i=1,j=1 − матрица.

Замечание 3.1.1. В силу взаимной однозначности отображения множеств

Kε(Ωε) и Kε(Ω0) функция ξε является решением вариационного неравен-

ства (3.1.19).

Благодаря (3.1.12), (3.1.13), можно получить следующие представления

для интегралов, входящих в неравенство (3.1.19):

3

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;U)Eij(Yε;W )dx =

=

∫
Ω0

(σij(U)εij(W ) + εA1(V ;U ;W )) dx+ o(ε)R1(U,W ), (3.1.20)

Λ

∫
Ω0

jε

(
∂u

∂xj
Yεij + ϕi

)(
∂w

∂xj
Yεij + ψi

)
dx = Λ

∫
Ω0

(
(
∂u

∂xi
+ ϕi)(

∂w

∂xi
+ ψi)+

+ εA2(V ; ξ; η)
)
dx+ o(ε)R2(ξ; η), (3.1.21)∫

Ω0

jεFεξdx =

∫
Ω0

(Fξ + εdiv(V fi)ξi) dx+ o(ε)R3(ξ), (3.1.22)

где

A1(V ;U ;W ) = divV σij(U)εij(W )−

− σij(U)Eij

(
∂V

∂x
;W

)
− σij(W )Eij

(
∂V

∂x
;U

)
, (3.1.23)

A2(V ; ξ; η) = divV (
∂u

∂xi
+ ϕi)(

∂w

∂xi
+ ψi)− (

∂u

∂xi
+ ϕi)

( ∂w
∂x1

∂V1
∂xi

+

+
∂w

∂x2

∂V2
∂xi

)
− (

∂w

∂xi
+ ψi)

(
∂u

∂x1

∂V1
∂xi

+
∂u

∂x2

∂V2
∂xi

)
, (3.1.24)

а R1, R2, R3 — некоторые ограниченные полилинейные формы, ξ, η ∈ H(Ω0):

|R1(U,W )| ≤ r(ε)∥ξ∥∥η∥, |R2(ξ, η)| ≤ r(ε)∥ξ∥∥η∥,

175



|R3(ξ)| ≤ r(ε)∥ξ∥, 0 ≤ r(ε) = o(ε).

Заметим, что при разложении второго интеграла из (3.1.19) можно использо-

вать выражение вида (3.1.20). Полученные разложения по ε применим при

преобразовании функционала энергии Π(Ωε; ξ), связанной с заменой пере-

менных y = Φε(x) в интегралах по области Ωε. В результате получим новый

функционал энергии

Πε(Ω0; ξ) =
1

2
B0(ξ, ξ)−

∫
Ω0

F ξdx+
1

2
ε

∫
Ω0

(
A1(V, U, U) + ΛA2(V, ξ, ξ)+

+ 3−1A1(V, ϕ, ϕ)
)
dx− ε

∫
Ω0

div(V fi)ξidx+ o(ε)R4(ξ), (3.1.25)

где через R4(ξ) обозначена равномерно ограниченная по ε функция.

Из неравенства, полученного подстановкой в (3.1.19) тестовой функций

η = 2ξε, с помощью разложений (3.1.20)–(3.1.22) и неравенства (3.1.3) полу-

чим равномерную оценку

∥ξε∥H(Ω0) ≤ c. (3.1.26)

Приведем в качестве леммы следующее утверждение, устанавливающее

связь между множествами Kε(Ω0) и K0(Ω0).

Лемма 3.1.1. Пусть ξ0 ∈ K0(Ω0) — решение невозмущенной задачи (3.1.6),

ξε ∈ Kε(Ω0) — решение задачи (3.1.19). Тогда для достаточно малых ε

существуют функции λ1ε и λ2ε такие, что

ξ1ε = ξ0 + ελ1ε ∈ Kε(Ω0), ξ2ε = ξε − ελ2ε ∈ K0(Ω0). (3.1.27)

При этом справедливы следующие оценки

∥λiε∥H(Ω0) ≤ c, i = 1, 2, (3.1.28)

где c не зависит от ε.

Доказательство. Применим рассуждения, аналогичные использованным

ранее в [96]. Рассмотрим матричное уравнение

U ·B = b1, (3.1.29)
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B = I− ε

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
, b1 = U0 ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
,

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) решение задачи (3.1.6). Элементы матрицы B принадле-

жат пространству W 1,∞
loc (R2), а вектор b1 – пространству H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0).

Кроме того, для всех достаточно малых ε определитель |B| матрицы B от-

личен от нуля в Ω0. Следовательно, уравнение (3.1.29) имеет единственное

решение для почти всех x ∈ Ω0. Пусть W 1
ε является решением данного урав-

нения. Покажем, что W 1
ε ∈ H1,0(Ω0) × H1,0(Ω0). Действительно, элементы

матрицы B принадлежат W 1,∞
loc (R2), поэтому они принадлежат пространству

C0,1
loc (R2) [131]. Отсюда следует, что |B| ∈ C0,1

loc (R2). Из того, что |B|(x) не об-

ращается в нуль при всех x ∈ Ω0, заключаем, что 1/|B| ∈ C0,1
loc (R2), поэтому

1/|B| ∈ W 1,∞
loc (R2) [131]. Следовательно элементы обратной матрицы B−1

принадлежат пространству W 1,∞
loc (R2). Вектор-функция b1 из пространства

H1,0(Ω0) × H1,0(Ω0), поэтому решение W 1
ε системы (3.1.29) тоже будет из

H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0).

Наряду с (3.1.29) рассмотрим уравнение

U ·B = b2, (3.1.30)

b2 = ϕ0 ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
.

Справедливо включение b2 ∈ H1,0(Ω0) × H1,0(Ω0). С помощью выкладок,

аналогичным проведенным выше для (3.1.29), нетрудно вывести что (3.1.30)

имеет единственное решение ψ1
ε ∈ H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0).

Положим λ1ε = (W 1
ε , 0, ψ

1
ε). Проверим выполнение для ξ1ε = ξ0 + ελ1ε нера-

венства (3.1.18). Принимая во внимание то, что W 1
ε , ψ1

ε являются решениями

соответствующих матричных уравнений (3.1.29) и (3.1.30), а также то, что ξ0
принадлежит множеству K0(Ω0), будем иметь следующую цепочку равенств

и неравенств

[U 1
ε ] · νt0 − ε[U 1

ε ] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 = [U0] · νt0+

+ε[W 1
ε ] · νt0 − ε[U0] ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 − ε2[W 1

ε ] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 =
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= [U0] · νt0 + ε[W 1
ε ] ·
(
I− ε

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

))
· νt0−

−ε[U0] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 = [U0]ν0 ≥ |[ϕ0]ν0| =

=
∣∣∣[ϕ0] · νt0 + ε[ψ1

ε ] ·
(
I− ε

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

))
· νt0−

−ε[ϕ0] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣[ϕ1ε] · νt0 − ε[ϕ1ε] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0
∣∣∣∣ п.в. на Γ0.

Отсюда, в соответствии с (3.1.18) следует, что ξ1ε = ξ0 + ελ1ε ∈ Kε(Ω0) для

всех достаточно малых ε.

Построим теперь функции λ2ε. Пусть λ2ε = (W 2
ε , 0, ψ

2
ε).

W 2
ε = Uε ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
, ψ2

ε = ϕε ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
. (3.1.31)

Построенная функция λ2ε очевидно принадлежит H(Ω0). Покажем, что ξ2ε =

(U2
ε , u

2
ε, ϕ

2
ε) = ξε − ελ2ε удовлетворяет неравенству

[U 2
ε ]ν0 ≥ |[ϕ2ε]ν0| п.в. на Γ0.

В самом деле,

[U 2
ε ]ν0 = [Uε] · νt0 − ε[W 2

ε ] · νt0 = [Uε] · νt0 − ε[Uε] ·
(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0 ≥

≥
∣∣∣∣[ϕε] · νt0 − ε[ψε] ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
· νt0
∣∣∣∣ = ∣∣[ϕ2ε]ν0∣∣ п.в. на Γ0.

Оценки (3.1.28) для λ1ε справедливы в силу свойств матрицы B и вектора b1,

а для λ2ε следуют из (3.1.26). Лемма доказана.

Теорема 3.1.1. Пусть ξε — решение задачи (3.1.19), ξ0 — решение задачи

(3.1.6). Тогда

∥ξ0 − ξε∥H(Ω0) ≤ c
√
ε, (3.1.32)

где константа c > 0 не зависит от ε.

Доказательство. Для того, чтобы убедиться в справедливости (3.1.32),

достаточно оценить с помощью (3.1.3), (3.1.26) и разложений (3.1.20)–(3.1.22)
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сумму двух неравенств, полученных подстановкой в вариационные неравен-

ства пробных функций специального вида (3.1.27). При этом в вариационное

неравенство (3.1.7) подставляем ξ1ε , а в (3.1.19) — функцию ξ2ε . Теорема до-

казана.

Лемма 3.1.2. При ε→ 0 справедливы следующие сходимости

λ1ε → λ0, λ2ε → λ0 сильно в H(Ω0),

где λ0 = (U0 · ∂V
∂x , 0, ϕ0 ·

∂V
∂x ).

Доказательство. В соответствии с построением функции W 1
ε , имеем

W 1
ε = B−1 · b1,

где

B = I− ε

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
, b1 = U0 ·

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
.

С учетом свойств функции r4(ε, x) (см. формулу (3.1.22)) очевидно, что при

ε → 0 имеем W 1
ε → U0 · ∂V

∂x сильно в H1,0(Ω0) × H1,0(Ω0). Аналогичные

рассуждения можно провести и для ψ1
ε . Таким образом, λ1ε = (W 1

ε , 0, ψ
1
ε) →

(U0 · ∂V
∂x , 0, ϕ0 ·

∂V
∂x ) = λ0 при ε→ 0.

Для сходимости λ2ε → λ0 достаточно вспомнить соответствующие форму-

лы (3.1.31) и сильную сходимость ξε → ξ0 при ε→ 0. Лемма доказана.

3.1.3 Вывод формулы для производной функционала энергии

Для того, чтобы вычислить производную функционала энергии по парамет-

ру возмущения области ε необходимо найти предел (3.1.11). Итак, в силу

леммы 3.1.1 имеем

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
=

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤

≤ Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
.
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Отсюда следует, что выполнено неравенство

lim sup
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤

≤ lim sup
ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
. (3.1.33)

Найдем предел, стоящий в правой части (3.1.33). Принимая во внимание

утверждения теоремы 3.1.1, леммы 3.1.2, ограниченностьR4 в формуле (3.1.25),

получаем

lim sup
ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε
=

= B0(ξ0, λ0) +
1
2

∫
Ω0

(
A1(V, U0, U0) + ΛA2(V, ξ0, ξ0) +

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
)
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx−
∫
Ω0

Fλ0dx.

Согласно лемме 3.1.1 справедливо соотношение

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥ Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
,

и поэтому выполнено неравенство

lim inf
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥

≥ lim inf
ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
. (3.1.34)

Используя при нахождении предела в правой части (3.1.34) теорему 3.1.1,

лемму 3.1.2, с помощью (3.1.25), выведем

lim inf
ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
=

= B0(ξ0, λ0) +
1
2

∫
Ω0

(
A1(V, U0, U0) + ΛA2(V, ξ0, ξ0) +

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
)
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx−
∫
Ω0

Fλ0dx.

Получили, что верхний и нижний пределы справа при ε→ 0 выражения

Π(Ωε; ξ
ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε

оцениваются сверху и снизу соответственно одной и той же константой.

Подытожим предыдущие рассуждения в виде следующей теоремы.
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Теорема 3.1.2. Производная функционала энергии Π(Ωε; ξ
ε) по параметру

ε возмущения области Ω0 существует и задается формулой

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫
Ω0

(
A1(V, U0, U0) + ΛA2(V, ξ0, ξ0) + 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)

)
dx−

−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx+B0(ξ0, λ0)−
∫
Ω0

Fλ0dx, (3.1.35)

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (3.1.6), λ0 = (U0 · ∂V
∂x , 0, ϕ0 ·

∂V
∂x ) и A1,

A2 определяются формулами (3.1.23), (3.1.24).

Замечание 3.1.2. Можно показать, что в частном случае, когда возму-

щение имеет вид y = x + ε(θ(x), 0), θ(x) ∈ C1,1
0 (Ω), а трещина задается

прямолинейным отрезком Γ0 = {(x1, x2)| 0 ≤ x1 ≤ l, x2 = 0}, l > 0 (см.

[42]), сумма последних двух слагаемых в (3.1.35) равна нулю. В этом слу-

чае выражение (3.1.35) обращается в формулу для производной по длине

трещины, полученной ранее в [42].

3.2 Инвариантные интегралы в задаче о равновесии пла-

стины Тимошенко с условиями типа Синьорини на

трещине

В параграфе рассматривается модель, описывающая равновесие упругой од-

нородной трансверсально-изотропной пластины Тимошенко, содержащей

сквозную трещину. На кривой, соответствующей трещине, налагается усло-

вие в виде неравенства, описывающее взаимное непроникание противопо-

ложных берегов трещины. Для семейства вариационных задач о равновесии

пластин, зависящих от параметра ε, проводится анализ зависимости функ-

ционала энергии от вариации геометрии пластины в срединной плоскости.

Изменение геометрии пластины задается с помощью семейства гладких отоб-

ражений, зависящих от ε. При этом значение параметра ε = 0 соответствует

исходной невозмущенной области. С помощью выбора подходящих отобра-
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жений и геометрических характеристик пластины с трещиной установлена

возможность представления производной функционала энергии (при ε = 0)

в виде инвариантного интеграла.

Инвариантные интегралы широко используются при исследовании син-

гулярностей различных физических полей [6, 82, 123, 124]. Общий подход

к получению инвариантных интегралов в задачах теории упругости разра-

батывался в [162]. В изучении моделей пластин, учитывающих поперечный

сдвиг, инвариантные интегралы использовались, например, в [178, 183]. От-

метим, что в этих работах на трещине задавались линейные условия вида

равенств. В [183] получены соотношения, связывающие коэффициенты ин-

тенсивности напряжений и значения инвариантных интегралов.

3.2.1 Задача равновесия

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1, кривая Γ0

содержится в области Ω. Полагаем, что Γ0 не содержит своих концевых точек

∂Γ0. Будем считать, что относительно Ω, ∂Ω и Γ0 выполнено следующее.

Предположение 3.2.1. Пусть набор {Ω, ∂Ω,Γ0} удовлетворяет следую-

щим условиям:

(а) кривая Γ0 может быть продолжена до кривой Γ, разбивающей об-

ласть Ω на две подобласти Ω1 и Ω2 с границами ∂Ω1 и ∂Ω2, так, чтобы

Γ̄ = ¯∂Ω1 ∩ ¯∂Ω2, Ω̄1 ∪ Ω̄2 = Ω̄ и meas(∂Ω ∩ ∂Ωi) > 0, i = 1, 2;

(б) границы ∂Ω1 и ∂Ω2 липшицевы;

(в) кривая Γ не имеет самопересечений;

(г) множество Ω0 = Ω\Γ̄0 является связным ( Γ̄0 = Γ0 ∪ ∂Γ0 ).

Условие (г), в частности, означает, что кривая Γ0 не может выходить на

внешнюю границу ∂Ω обеими концевыми точками. В силу условия (а), п. в.

на Γ0 можно определить вектор единичной нормали ν = (ν1, ν2). В соответ-

ствии с направлением ν можно говорить о положительном Γ+
0 и отрицатель-

ном берегах Γ−
0 кривой Γ0.
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Предположим, что трансверсально-изотропная однородная пластина име-

ет постоянную толщину 2h = 2. Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z}

соотнесем так, чтобы область Ω0 ⊂ R2 представляло собой проекцию пласти-

ны со сквозной трещиной на срединную плоскость z = 0. При этом кривая

Γ0 соответствует трещине в пластине. Это означает, что сквозная трещина

моделируется цилиндрической поверхностью: x = (x1, x2) ∈ Γ0,−1 ≤ z ≤ 1,

где |z| — расстояние до срединной плоскости.

Обозначим через χ = χ(x) = (U, u) вектор перемещений точек срединной

поверхности, x = (x1, x2), где U = (u1, u2) — горизонтальные (вдоль плоско-

сти (x1, x2)), а u — вертикальные перемещения. Углы поворота нормальных

сечений обозначим через ϕ = ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2). Обобщенный вектор перемеще-

ний ξ = (U, u, ϕ). Будем считать, в соответствии положениями классической

теории упругости, что величины χ, ϕ являются бесконечно малыми. Для

удобства будем также использовать обозначения ξi, i = 1, 2, ..., 5 для компо-

нент вектора ξ, при этом (ξ1, ξ2) = U , ξ3 = u, (ξ4, ξ5) = ϕ.

Определим функциональное пространство, в котором будет исследоваться

задача равновесия. Пусть подпространство H1,0(Ω0) пространства Соболева

H1(Ω0) состоит из функций, обращающихся в нуль на ∂Ω. Введем простран-

ство H(Ω0) = H1,0(Ω0)
5, снабженное стандартной нормой ∥ · ∥ = ∥ · ∥H(Ω0).

Тензоры, описывающие деформацию пластины ε(ϕ) = {εij(ϕ)}, ε(U) =

{εij(U)} выражаются следующими формулами:

εij(ϕ) =
1

2

(∂ϕi
∂xj

+
∂ϕj
∂xi

)
, εij(U) =

1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов m(ϕ) = {mij(ϕ)}, и усилий σ(U) = {σij(U)}, i, j = 1, 2,

записываются по формулам:

mij(ϕ) = cijklεkl(ϕ), σij(U) = 3cijklεkl(U). (3.2.1)

Ненулевые постоянные коэффициенты тензора cijkl определяются соотноше-

ниями:

ciiii = D, ciijj = Dæ, cijij = cijji = D(1− æ)/2, i, j = 1, 2, i ̸= j,
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D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона [86],

0 < æ < 1/2. Здесь и далее по повторяющимся индексам предполагается

суммирование. Для вектора поперечных сил q = (q1, q2) выполняются сле-

дующие равенства [86]:

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, (u,i=
∂u

∂xi
)

где Λ = 2κ′G, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины, Λ, κ′, G — постоянные.

С учетом записанных выше выражений, определим следующую билиней-

ную форму:

B0(ξ, η) =

∫
Ω0

b(ξ, η)dx,

b(ξ, η) =
{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(ψ) + qi(u, ϕ)(w,i+ψi)

}
,

для произвольных функций ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0), η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0).

Заметим, что предположение 3.2.1 обеспечивает выполнение неравенства Кор-

на и обобщенного неравенства Пуанкаре во всей области Ω0. С помощью

указанных неравенств можно вывести оценку

B0(ξ, ξ) ≥ c∥ξ∥2 ∀ ξ ∈ H(Ω0), (3.2.2)

где постоянная c > 0 не зависит от ξ (см. параграф 2.1).

Функционал потенциальной энергии пластины, занимающей область Ω0

имеет вид:

Π(Ω0; ξ) =
1

2
B0(ξ, ξ)−

∫
Ω0

F ξdx, ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0),

вектор F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω̄)5 описывает воздействие на пластину

заданных внешних нагрузок [86].

Считаем, что на внешней границе выполнены следующие краевые усло-

вия:

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на ∂Ω,
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которые описывают защемление пластины по внешним краям. Условие вза-

имного непроникания противоположных берегов трещины пластины имеет

вид

[U ]ν ≥ |[ϕ]ν| на Γ0, (3.2.3)

где квадратные скобки [·] означают скачок функции: [v] = v|Γ+
0
−v|Γ−

0
. Введем

множество допустимых функций

K0(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ]ν ≥ |[ϕ]ν| п. в. на Γ0}.

Задача о равновесии пластины Тимошенко с условием непроникания бе-

регов трещины сводится к задаче о минимизации функционала энергии

inf
ξ∈K0(Ω0)

Π(Ω0; ξ). (3.2.4)

Известно, что задача (3.2.4) имеет единственное решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈

K0(Ω0), которое удовлетворяет вариационному неравенству (см. параграф 2.1)

B0(ξ0, η − ξ0) ≥
∫
Ω0

F (η − ξ0)dx ∀η ∈ K0(Ω0). (3.2.5)

Более того, задачи (3.2.4) и (3.2.5) эквивалентны. Сравнивая два неравен-

ства, полученные после подстановки в (3.2.5) тестовых функций вида η =

ξ0 + η̃ и η = ξ0 − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ω0)

5, получим соотношение∫
Ω0

(
σij(U0)εij(W̃ ) +mij(ϕ0)εij(ψ̃) + qi(u0, ϕ0)(w̃,i+ψ̃i)

)
dx =

=

∫
Ω0

(fiw̃i + f3w̃ + f3+iψ̃i)dx ∀η̃ ∈ C∞
0 (Ω0)

5.

Отсюда, учитывая независимость w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2, выводим уравнения рав-

новесия

σij,j(U0) = −fi, i = 1, 2, в Ω0, (3.2.6)

mij,j(ϕ0)− qi(u0, ϕ0) = −f3+i, i = 1, 2, в Ω0, (3.2.7)

qi,i (u0, ϕ0) = −f3 в Ω0. (3.2.8)

185



Определим возмущенную область. Для малого параметра ε ∈ [0, ε0) рас-

смотрим возмущение

Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)), такое что

Φεi(x) ∈ C1([0, ε0);W
1,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x.

При фиксированном ε ∈ [0, ε0) применим преобразование координат

y = Φε(x), x ∈ Ω (3.2.9)

по отношению к Ω, ∂Ω, Γ0. В результате (при ε ̸= 0) получим возмущен-

ную область Φε(Ω) с границей Φε(∂Ω) и возмущенный разрез Γε = Φε(Γ0).

Определим возмущенную область с разрезом как Ωε = Φε(Ω)\Γ̄ε. Отме-

тим, что ввиду предположений относительно Φε, для малых ε существу-

ет обратное преобразование x = Φ−1
ε (y), где Φ−1

ε (y) = (Φ−1
ε1 (y),Φ

−1
ε2 (y)),

Φ−1
εi (y) ∈ C1([0, ε0);W

1,∞
loc (R2)), i = 1, 2 [121]. Кроме того, при малых ε пре-

образование (3.2.9) и обратное к нему устанавливают взаимно однозначное

соответствие между Ω и Φε(Ω) [121]. Далее не нарушая общности, будем

считать, что указанные свойства взаимной однозначности и гладкости отоб-

ражения Φ−1
ε выполняются для всех ε ∈ [0, ε0).

Предположение 3.2.2. Для каждого фиксированного ε ∈ (0, ε0) набор

{Φε(Ω),Φε(∂Ω),Γε} удовлетворяет условиям предположения 3.2.1.

Аналогично пространству H(Ω0) определим пространство H(Ωε). Соглас-

но взаимной однозначности преобразования (3.2.9), строгой положительно-

сти его якобиана (будет показано ниже) и предполагаемой гладкости Φε,

отображение (3.2.9) также задает взаимно однозначное соответствие меж-

ду пространствами H(Ω0) и H(Ωε), т. е. если ξ(x) ∈ H(Ω0), то ξ(Φ−1
ε (y)) ∈

H(Ωε) и наоборот, если ξ(y) ∈ H(Ωε), то ξ(Φε(x)) ∈ H(Ω0). Пусть νε — еди-

ничный вектор нормали к возмущенному разрезу Γε. Определим множество

допустимых функций для возмущенной задачи:

Kε(Ωε) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωε) | [U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п. в. на Γε}.
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Несмотря на то, что пространства H(Ω0) и H(Ωε) взаимно однозначно пере-

ходят друг в друга при отображении (3.2.9), множества K0(Ω0) и Kε(Ωε) не

обладают в общем случае таким свойством. Это связано с тем, что, вообще

говоря, единичная нормаль ν к Γ0 не переходит в единичную нормаль νε к

Γε. Далее будем считать, что преобразование Φε и геометрия Γ0 и Γε таковы,

что при всех допустимых ε выполнено

νε(Φε(x)) = ν(x) на Γ0. (3.2.10)

Соотношение (3.2.10) будет выполнено, например, при νε = ν = const с

произвольным преобразованием Φε или в том случае, когда нормали νε, ν

зависят только от x1 (x2) и νε = ν с отображениями, удовлетворяющими

равенству Φε1 = x1 (Φε2 = x2) [25]. Выполнение условия (3.2.10) приводит

к тому, что множество K0(Ω0), при отображении (3.2.9), переходит взаимно

однозначно в множество Kε(Ωε).

Сформулируем далее семейство задач, зависящих от параметра ε ∈ (0, ε0).

Функционал энергии для возмущенной области определим выражением

Π(Ωε; ξ) =
1

2
Bε(ξ, ξ)−

∫
Ωε

F ξdy, ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωε),

где билинейная форма задается соотношением Bε(ξ, η) =
∫
Ωε

b(ξ, η)dy.

Так же как для исходной задачи (3.2.4), следующая задача о минимизации

функционала энергии в возмущенной области

inf
ξ∈Kε(Ωε)

Π(Ωε; ξ)

имеет решение ξε = (U ε, uε, ϕε) ∈ Kε(Ωε), которое удовлетворяет вариацион-

ному неравенству

Bε(ξ
ε, η − ξε) ≥

∫
Ωε

F (η − ξε)dy ∀η ∈ Kε(Ωε). (3.2.11)

Выведем далее производную функционала энергии по параметру ε, опи-

сывающему возмущение области Ω0, т.е. вычислим предел

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= lim
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
, (3.2.12)
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где ξ0, ξε — решения задач равновесия в невозмущенной и возмущенной об-

ластях соответственно.

3.2.2 Вспомогательные утверждения и формулы

С целью найти предел (3.2.12), в последующих выкладках осуществим заме-

ну переменных y = Φε(x) в интегралах вариационного неравенства (3.2.11) и

функционала энергии Π(Ωε; ξ
ε). Затем полученные выражения преобразуем

с учетом гладкости отображения (3.2.9). При этом понадобятся формулы,

уточняющие зависимость функции Φε(x) и ее производных от параметра ε.

Итак, обозначим через

∂Φε

∂x
=


∂Φε1

∂x1

∂Φε2

∂x1

∂Φε1

∂x2

∂Φε2

∂x2


транспонированную матрицу Якоби преобразования (3.2.9). В силу задан-

ной гладкости функции Φε(x) для любой ограниченной области D ⊂ R2,

справедливы формулы:

Φε(x) = x+ εV (x) + r1(ε, x) в D, ∥r1(ε, x)∥[W 1,∞(D)]2 = o(ε), (3.2.13)

∂Φε(x)

∂x
= I+ ε

∂V

∂x
+ r2(ε, x) в D, ∥r2(ε, x)∥[L∞(D)]4 = o(ε), (3.2.14)

где I — единичная матрица,

V (x) = (V1(x), V2(x)) =
∂Φε(x)

∂ε

∣∣∣
ε=0
.

Из (3.2.13) следует, что якобиан jε(x) преобразования (3.2.9) можно предста-

вить в виде

jε(x) = 1 + ε div(V ) + r3(ε, x), ∥r3(ε, x)∥L∞(D) = o(ε),

откуда следует, что для малых ε якобиан jε(x) строго положительный. По-

ложим Yε(x) =
(
∂Φε(x)
∂x

)−1

, тогда

Yε(x) = I− ε
∂V

∂x
+ r4(ε, x) в D, ∥r4(ε, x)∥[L∞(D)]4 = o(ε). (3.2.15)
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Используя введенные выше обозначения, формулы преобразования произ-

водных можно записать в виде

∂

∂xk
=
(∂Φεi

∂xk

) ∂

∂yi
,

∂

∂yk
= Yεki

∂

∂xi
, (3.2.16)

где Yεki — элементы матрицы Yε. Осуществим замену переменных y = Φε(x)

в интегралах неравенства (3.2.11). В результате получим

3

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;Uε)Eij(Yε;W − Uε)dx+

+

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;ϕε)Eij(Yε;ψ − ϕε)dx+

+Λ

∫
Ω0

jε

(
∂uε
∂xj

Yεij + ϕε i

)(
∂(w − uε)

∂xj
Yεij+(ψi − ϕε i)

)
dx ≥

≥
∫
Ω0

jεFε(η − ξε)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ K0(Ω0), (3.2.17)

где ξε(x) = ξε(Φε(x)), Fε(x) = F (Φε(x)), x ∈ Ω0, Eij(Yε;U) — трансформи-

рованный тензор деформаций:

Eij(M;U) =
1

2

( ∂ui
∂xk

Mjk +
∂uj
∂xk

Mik

)
, M = (Mij)

2,2
i=1,j=1 − матрица.

Замечание 3.2.1. В силу взаимной однозначности отображения множеств

Kε(Ωε) и K0(Ω0) функция ξε является решением вариационного неравен-

ства (3.2.17).

Благодаря соотношениям (3.2.13)–(3.2.16), можно получить следующие

представления для интегралов, входящих в неравенство (3.2.17):

3

∫
Ω0

jεcijklEkl(Yε;U)Eij(Yε;W )dx =

=

∫
Ω0

{σij(U)εij(W ) + εA1(V, U,W )} dx+R1(U,W ), (3.2.18)
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Λ

∫
Ω0

jε

(
∂u

∂xj
Yεij + ϕi

)(
∂w

∂xj
Yεij + ψi

)
dx =

=

∫
Ω0

{
qi(u, ϕ)(

∂w

∂xi
+ ψi) + εA2(V, ξ, η)

}
dx+R2(ξ, η), (3.2.19)

∫
Ω0

jεFεξdx =

∫
Ω0

{Fξ + εdiv(V fi)ξi} dx+R3(ξ), (3.2.20)

где

A1(V, U,W ) = div(V )σij(U)εij(W )−

− σij(U)Eij

(
∂V

∂x
;W

)
− σij(W )Eij

(
∂V

∂x
;U

)
, (3.2.21)

A2(V, ξ, η) = div(V )qi(u, ϕ)(
∂w

∂xi
+ ψi)− qi(u, ϕ)

( ∂w
∂x1

∂V1
∂xi

+

+
∂w

∂x2

∂V2
∂xi

)
− qi(w,ψ)

(
∂u

∂x1

∂V1
∂xi

+
∂u

∂x2

∂V2
∂xi

)
. (3.2.22)

Для остаточных членов в (3.2.18)–(3.2.20) справедливы оценки

|R1(U,W )| ≤ r(ε)∥ξ∥∥η∥, |R2(ξ, η)| ≤ r(ε)∥ξ∥∥η∥,

|R3(ξ)| ≤ r(ε)∥ξ∥, 0 ≤ r(ε) = o(ε).

Заметим, что при разложении второго интеграла из левой части (3.2.17),

можно использовать выражение вида (3.2.18). Легко видеть, что если ξ =

(U, u, ϕ) ∈ H(Ω0), η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0), то функцииA1(V, U,W ),A1(V, ϕ, ψ),

A2(V, ξ, η) интегрируемы по области Ω0, более того, справедливы оценки

∥A1(V, U,W )∥L1(Ω0) ≤ C∥ξ∥∥η∥, ∥A1(V, ϕ, ψ)∥L1(Ω0) ≤ C∥ξ∥∥η∥,

∥A2(V, ξ, η)∥L1(Ω0) ≤ C∥ξ∥∥η∥, (3.2.23)

с некоторой постоянной C > 0 не зависящей от ξ, η, ε.

Осуществим преобразования в интегралах неравенства (3.2.17) с помо-

щью формул (3.2.18)–(3.2.20). Потом, в полученном соотношении, применим
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оценки (3.2.23), а также оценки для остаточных членов Ri, i = 1, 2, 3. В

результате получим следующее неравенство

B0(ξε, η − ξε) ≥
∫
Ω0

F (η − ξε)dx−

− |ε|C(∥η∥+ ∥ξε∥)(∥ξε∥+ 1) ∀η ∈ K0(Ω0), (3.2.24)

с некоторой не зависящей от ε постоянной C > 0.

Проведем замену переменных y = Φε(x) в интегралах функционала энер-

гии Π(Ωε; ξ). А затем применим разложения по ε (3.2.18)–(3.2.20). В резуль-

тате получим новый функционал энергии Πε(Ω0; ξ), определенный в про-

странстве H(Ω0):

Πε(Ω0; ξ) =
1

2
B0(ξ, ξ)−

∫
Ω0

F ξdx+
ε

2

∫
Ω0

{
A1(V, U, U)+

+A2(V, ξ, ξ) + 3−1A1(V, ϕ, ϕ)
}
dx− ε

∫
Ω0

div(V fi)ξidx+R4(ξ), (3.2.25)

|R4(ξ)| ≤ r(ε)(∥ξ∥2 + ∥ξ∥), 0 ≤ r(ε) = o(ε).

Из неравенства, полученного подстановкой в (3.2.24) тестовой функций

η = 1
2ξε, с помощью (3.2.2) получим равномерную оценку

∥ξε∥ ≤ c. (3.2.26)

Теорема 3.2.1. Пусть ξε — решение задачи (3.2.17), ξ0 — решение задачи

(3.2.4). Тогда справедлива оценка

∥ξ0 − ξε∥ ≤ c
√
ε, (3.2.27)

где константа c не зависит от ε.

Доказательство. Для того, чтобы убедиться в справедливости (3.2.27),

достаточно сложить два неравенства, полученные подстановкой пробных

функций в вариационные неравенства и применить оценки (3.2.2), (3.2.26).

При этом в вариационное неравенство (3.2.5) подставляем ξε, а в (3.2.24) —

функцию ξ0. Теорема доказана.

Из теоремы 3.2.1 и оценки (3.2.26) вытекает очевидное следствие.
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Следствие 3.2.1. При ε→ 0 функции ξε = (Uε, uε, ϕε) сходятся к функции

ξ0 = (U0, u0, ϕ0) сильно в H(Ω0). Справедливы также следующие сходимо-

сти:

Eij

(
∂V

∂x
;Uε

)
→ Eij

(
∂V

∂x
;U0

)
сильно в L2(Ω0), i, j = 1, 2,

Eij

(
∂V

∂x
;ϕε

)
→ Eij

(
∂V

∂x
;ϕ0

)
сильно в L2(Ω0), i, j = 1, 2,

A1(V, Uε, Uε) → A1(V, U0, U0) сильно в L1(Ω0),

A1(V, ϕε, ϕε) → A1(V, ϕ0, ϕ0) сильно в L1(Ω0),

A2(V, ξε, ξε) → A1(V, ξ0, ξ0) сильно в L1(Ω0).

3.2.3 Вывод формулы для производной функционала энергии

Для того чтобы вычислить производную функционала энергии по парамет-

ру возмущения ε, необходимо найти предел (3.2.12). Итак, в силу замеча-

ния 3.2.1 имеем

Π(Ωε; ξ
ε) = inf

ξ∈Kε(Ωε)
Π(Ωε; ξ) = inf

ξ∈K0(Ω0)
Πε(Ω0; ξ) = Πε(Ω0; ξε).

Следовательно, справедлива следующая цепочка неравенств:

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
=

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤ Πε(Ω0; ξ0)− Π(Ω0; ξ0)

ε
.

Отсюда следует, что выполнено неравенство

lim sup
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤ lim sup

ε→0+

Πε(Ω0; ξ0)− Π(Ω0; ξ0)

ε
. (3.2.28)

Найдем предел, стоящий в правой части (3.2.28). Принимая во внимание

ограниченность R4 в формуле (3.2.25), получаем

lim sup
ε→0+

Πε(Ω0; ξ0)−Π(Ω0; ξ0)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξ0)−Π(Ω0; ξ0)

ε
=

= 1
2

∫
Ω0

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0) + 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)

}
dx−

−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx.
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Поскольку ξ0 доставляет минимум функционала Π(Ω0; ξ), справедливо сле-

дующее неравенство Π(Ω0; ξε) ≥ Π(Ω0; ξ0) и, как следствие, выполняется

соотношение

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥ Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε)

ε
.

Отсюда, переходя к пределу, находим

lim inf
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥ lim inf

ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε)

ε
. (3.2.29)

Используя при нахождении предела в правой части (3.2.29) следствие 3.2.1,

ограниченность R4 в формуле (3.2.25), выведем

lim inf
ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε)

ε
=

= 1
2

∫
Ω0

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0) + 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)

}
dx−

−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx.

Таким образом, нижний предел для дроби
{Π(Ωε; ξ

ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε

}
оценива-

ется снизу той же константой, которой сверху оценивается верхний предел.

Следовательно, предел (справа) существует и равен этой константе. Поды-

тожим предыдущие рассуждения в виде следующей теоремы.

Теорема 3.2.2. Производная (справа) функционала энергии Π(Ωε; ξ
ε) по па-

раметру ε возмущения области Ω0 существует и задается формулой

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫
Ω0

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0) +

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
}
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx, (3.2.30)

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (3.2.4), а A1, A2 определяются

формулами (3.2.21), (3.2.22).

Замечание 3.2.2. Для двух разных возмущений Φ1
ε, Φ2

ε, переводящих об-

ласть с разрезом Ω0 в одну и ту же возмущенную область Ωε при всех ε,
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соответствующие производные функционала энергии равны. Это следует

из того, что решения ξε и функционал энергии Π(Ωε; ξ
ε) не зависят от

выбора функции возмущения Φε.

Замечание 3.2.3. В частном случае, когда возмущение имеет вид y = x+

ε(θ(x), 0), θ(x) ∈ W 1,∞
loc (R2), а трещина задается прямолинейным отрезком

Γ0 = {(x1, x2)| 0 < x1 < l, x2 = 0}, l > 0, выражение (3.2.30) обращается в

формулу для производной по длине трещины, полученную ранее в [42].

3.2.4 Инвариантные интегралы

В этом разделе выполняя преобразования для правой части (3.2.30), получим

инвариантные интегралы по замкнутым кривым. При этом, как и в работах

относительно двумерных тел с трещинами [25, 121], эти кривые ограничива-

ют области, в которых внешние нагрузки равны нулю.

Справедлива следующая лемма об интегрировании по частям [25, 98].

Лемма 3.2.1. Пусть область D ⊂ R2 с липшицевой границей ∂D, такова,

что D ⊂ Ω; функция W = (w1, w2) принадлежит пространству H2(D)2.

Тогда справедлива следующая формула интегрирования по частям∫
D

A1(V,W,W )dx = 2

∫
D

(V∇wi)σij,j(W )dx+

+ 2

∫
∂D

σij(W )
(1
2
(V n)εij(W )− nj(V∇wi)

)
dl, (3.2.31)

где n — внешняя единичная нормаль к ∂D.

Заметим, что умножив обе стороны (3.2.31) на 1/3, с учетом зависимостей

(3.2.1), можно получить следующую формулу

3−1

∫
D

A1(V,W,W )dx = 2

∫
D

(V∇wi)mij,j(W )dx+

+ 2

∫
∂D

mij(W )
(1
2
(V n)εij(W )− nj(V∇wi)

)
dl. (3.2.32)
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Понадобится еще одна формула интегрирования по частям. Предполо-

жим, что выполнены следующие включения ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H2(D)2, w ∈

H2(D), где область D удовлетворяет условиям леммы 3.2.1. С помощью

классических формул Грина, можно показать, что справедливо следующее

соотношение∫
D

A2(V, η, η)dx = 2

∫
D

{
qi,i(w,ψ)(V∇w)− (V∇ψi)qi(w,ψ)

}
dx+

+2

∫
∂D

qi(w,ψ)
(1
2
(V n)(w,i+ψi)− ni(V∇w)

)
dl. (3.2.33)

Пусть область G ⊂ Ω такая, что область Ω0 ∩G имеет липшицеву грани-

цу. Кроме того, предположим, что для этой области G, решение ξ0 задачи

(3.2.4) принадлежит H2(Ω0 ∩ G)5. Представим формулу (3.2.30), выражаю-

щую производную функционала энергии, в виде суммы двух интегралов по

множествам Ω0 ∩G и Ω0\G. Затем проинтегрируем по частям интегралы по

области Ω0∩G. Не нарушая общности, через n будем обозначать единичную

внешнюю нормаль к границе той области, относительно которой применяет-

ся формулы интегрирования по частям. С учетом формул (3.2.31)–(3.2.33),

получим

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫
Ω0

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0)+

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
}
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx = I1 + I2 + I3 + I(V ), (3.2.34)
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где

I1 =

∫
Ω0∩G

{
(V∇u0i)(σij,j(U0)+fi)+(qi,i(u0, ϕ0)+f3)(V∇u0)+

+ (V∇ϕ0i)(mij,j(ϕ0)− qi(u0, ϕ0) + f3+i)
}
dx,

I2 =
1

2

∫
Ω0\G

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0) + 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)

}
dx,

I3 = −
∫

∂(Ω0∩G)

fiξ0i(V n)dl −
∫

Ω0\G

div(V fi)ξ0idx,

I(V ) =

∫
∂(Ω0∩G)

{
σij(U0)

(1
2
(V n)εij(U0)− nj(V∇u0i)

)
+

+mij(ϕ0)
(1
2
(V n)εij(ϕ0)− nj(V∇ϕ0i)

)
+

+
1

2
(V n)(

∂u0
∂xi

+ ϕ0i)qi(u0, ϕ0)− qi(u0, ϕ0)ni(V∇u0)
}
dl.

Заметим, что в силу уравнений равновесия (3.2.6)–(3.2.8) интеграл I1 равен

нулю.

Рассмотрим теперь конкретные случаи выбора набора {Ω, ∂Ω,Γ0}, функ-

ции F , области G и векторного поля V , которые после преобразования ин-

тегралов в правой части (3.2.34) приведут к инвариантным интегралам. Во

всех примерах нам придется выбирать окрестности S1, S2 с липшицевыми

границами ∂S1, ∂S2. C целью получения инвариантных интегралов будем

использовать отображения, описывающие возмущение сдвига и возмущение

вершины трещины.

Возмущение сдвига. Пусть кривая Γ̄0 является прямолинейным отрез-

ком, лежащим на прямой (x − a)ν = 0. Кроме того, потребуем, чтобы кри-

вая Γ0 находилась строго внутри Ω. Пусть набор {Ω, ∂Ω,Γ0} удовлетворя-

ет условиям предположения 3.2.1. Рассмотрим вспомогательную функцию

ζ ∈ W 1,∞
loc (R2) с носителем в малой окрестности S1 кривой Γ0 (полагаем, что

S̄1 ⊂ Ω). Предположим, что во всех точках окрестности S2 кривой Γ0 (S2

такая, что Γ̄0 ⊂ S2) значение функции ζ равно единице (см. рис. 3.1). Для
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Рис. 3.1: Окрестности S1 и S2 для прямолинейной трещины Γ0.

произвольного фиксированного вектора p = (p1, p2) рассмотрим возмущение

Φε(x) = x+ εζp. (3.2.35)

При этом Γ0 отображается в кривую Γε — часть прямой (y − εp − a)ν = 0,

область Ω при отображении не меняется, т.е. Ω = Φε(Ω). Возмущенная об-

ласть с трещиной примет вид Ωε = Ω\Γ̄ε. Для преобразования (3.2.35) со-

ответствующее векторное поле V выражается равенством V = (p1ζ, p2ζ).

По построению, предположение 3.2.2 выполняется для малых ε. Посколь-

ку νε = ν = const, то справедливо и условие (3.2.10). Рассмотрим область

G1 = S1\S̄2. Эта область имеет липшицевую границу ∂S1 ∪ ∂S2. Кроме то-

го, согласно результатам о внутренней регулярности решений вариационных

задач, решение ξ0 принадлежит H2(Ω0∩G1)
5 [109]. Преобразуем теперь фор-

мулу (3.2.34) для V = (p1ζ, p2ζ), взяв в качестве G область G1 = S1\S̄2. С

учетом свойств функции ζ в S2 производные от Vi = pi, i = 1, 2 обращают-

ся в нуль, а в Ω0\S1 справедливо равенство V = (0, 0). Это означает, что

интеграл I2 равен нулю.

Пусть функция внешних нагрузок удовлетворяет равенству

F = (0, 0, 0, 0, 0) в S2. (3.2.36)

Границу области Ω0 ∩G1 можно представить в виде ∂(Ω0 ∩G1) = ∂S1 ∪ ∂S2.

Легко видеть, что свойства функции V вместе с равенством (3.2.36) приводят

к тому, что выражение I3 равно нулю. Таким образом, замечая, что V = (0, 0)
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на ∂S1, формулу (3.2.34) запишем в виде

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=

∫
∂S2

{1
2
(pn)b(ξ0, ξ0)− σij(U0)nj(

∂u0i
∂p

)−

−mij(ϕ0)nj(
∂ϕ0i
∂p

)− qi(u0, ϕ0)ni(
∂u0
∂p

)
}
dl. (3.2.37)

Поскольку производная функционала, в соответствии с замечанием 3.2.2,

не зависит от выбора срезающей функции ζ, то интеграл (3.2.37) не зависит

от замкнутой кривой ∂S2. Это означает, что в формуле (3.2.37) вместо ∂S2

можно взять произвольную достаточно гладкую замкнутую кривую L без

самопересечений, ограничивающую некоторую область OL(Γ0), для которой

ŌL(Γ0) ⊂ Ω, Γ̄0 ⊂ OL(Γ0) и F = (0, 0, 0, 0, 0) в OL(Γ0).

Инвариантный интеграл вида (3.2.37) существует и для кривой Γ0, лежа-

щей строго внутри Ω, которая описывается уравнением x2 = g(x1) (x1 =

g(x2)), с достаточно гладкой функцией g. В этом случае выбираем отобра-

жение сдвига Φε(x) = x + εζp в направлении вектора p = (0, 1) (p = (1, 0)).

Тогда условие (3.2.10) выполняется. Далее, с целью получения инвариантно-

го интеграла, как и выше, требуем выполнение условий предположения 3.2.1

и равенства F = (0, 0, 0, 0, 0) в окрестности O(Γ0) кривой Γ0.

Возмущение вершины трещины. Предположим, что область Ω де-

лится кривой без самопересечений Ξ на две подобласти Ω1 и Ω2 так, что-

бы Ω̄1 ∪ Ω̄2 = Ω̄, Ω̄1 ∩ Ω̄2 = Ξ̄, meas(∂Ω ∩ ∂Ωi) > 0, i = 1, 2. Потре-

буем также чтобы границы областей Ω1 и Ω2 были липшицевыми. Кри-

вая Ξ на плоскости (x1, x2) задается функцией g ∈ C0,1(−l0, l1) так, что

Ξ = {(x1, x2) |x2 = g(x1), −l0 < x1 < l1}, l0 > 0, l1 > 1, где функция g

удовлетворяет равенству g = 0 на интервале Iδ = (1− δ, 1 + δ) с некоторым

фиксированным δ > 0. Пусть Γ0 = {(x1, x2) |x2 = g(x1), a < x1 < 1}, где

−l0 ≤ a ≤ 0. Отметим, что когда a = −l0 кривая Γ0 выходит на внешнюю

границу ∂Ω.

Очевидно, что набор {Ω, ∂Ω,Γ0} удовлетворяет условиям предположе-

ния 3.2.1. Выберем срезающую функцию ζ(x) ∈ W 1,∞
loc (R2) финитную в обла-
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сти Ω и такую, что 0 ≤ ζ ≤ 1 для всех x ∈ Ω. Далее полагаем, что носитель

функции supp ζ содержится в окрестности S1 ⊂ S̄1 ⊂ Ω ∩ (Iδ × R) точки

x0 = (1, 0), и ζ = 1 в некоторой окрестности S2 точки x0. Кроме того, потре-

буем, чтобы области Ω0 ∩G2 ∩ {(x1, x2) |x2 > 0}, Ω0 ∩G2 ∪ {(x1, x2) |x2 < 0}

имели липшицевые границы, где G2 = S1\S̄2, см. рис. 3.2. Рассмотрим отоб-

Рис. 3.2: Окрестности S1 и S2 вершины трещины x0.

ражение

Φε(x) = x+ ε(ζ, 0), V = (ζ, 0), (3.2.38)

с положительным параметром ε. Заметим, что при отображении (3.2.38) кри-

вая Γ0 (для малых ε) отображается в кривую Γε, которая вблизи точки x0

лежит на прямой x2 = 0. Таким образом, преобразование (3.2.38) соответ-

ствует развитию (подрастанию) трещины по направлению прямой x2 = 0.

Как и в предыдущем случае (при возмущении сдвига), область Ω при отоб-

ражении не меняется, т. е. Ω = Φε(Ω). Возмущенная область с трещиной

примет вид Ωε = Ω\Γ̄ε. Предположение 3.2.2 выполняется в силу свойств

кривой Ξ. Как известно, решение ξ0 задачи (3.2.4) обладает дополнительной

локальной гладкостью в области Ω0 ∩G2, а именно, справедливо включение

ξ0 ∈ H2(Ω0∩G2) (см. параграф 2.1, теорему 2.1.3). Осуществим преобразова-

ния в формуле (3.2.34), рассматриваемой относительно V = (ζ, 0) и G = G2.

Во-первых, заметим, что граница области Ω0∩G2 состоит из четырех частей:

∂S1, ∂S2, (S1\S̄2) ∩ Γ+
0 , (S1\S̄2) ∩ Γ−

0 .

Как и в первом случае, интеграл I2 равен нулю. В самом деле, в области S2
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производные от V1 = 1, V2 = 0 обращаются в нуль, а в Ω0\S1 выполняется

равенство V = (0, 0).

Пусть функция внешних нагрузок удовлетворяет равенству

F = (0, 0, 0, 0, 0) в S2. (3.2.39)

В этом случае для функции V = (ζ, 0) выполнено равенство V n = ζn1.

Таким образом, для суммы интегралов I3 имеем

I3 =

∫
∂S1

ζn1fiξ0idl +

∫
(S1\S̄2)∩Γ+

0

ζn1fiξ0idl+

+

∫
(S1\S̄2)∩Γ−

0

ζn1fiξ0idl +

∫
∂S2

ζn1fiξ0idl −
∫

Ω0\G2

div(V fi)ξ0idx. (3.2.40)

Первые три интеграла в (3.2.40) равны нулю вследствие того, что на ∂S1

функция ζ обращается в нуль, на границах (S1\S̄2)∩Γ±
0 выполняется равен-

ство n1 = 0. Последние два слагаемых в (3.2.40) равны нулю в силу (3.2.39)

и равенства V = (0, 0) в Ω0\S1. В итоге, выражение I3 равно нулю. Таким

образом, замечая, что ζ = 0 на ∂S1, ζ = 1 на ∂S2, формулу (3.2.34) для

области G2 запишем в виде

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=

∫
∂S2

(1
2
n1b(ξ0, ξ0)− σij(U0)nju0i,1−

−mij(ϕ0)njϕ0i,1 − qi(u0, ϕ0)niu0,1

)
dl +

∫
(S1\S̄2)∩Γ±

0

(
− ζσij(U0)nju0i,1−

−ζmij(ϕ0)njϕ0i,1 − ζqi(u0, ϕ0)niu0,1

)
dl. (3.2.41)

Проведем рассуждения, позволяющие установить, что интегралы в (3.2.41)

по (S1\S̄2)∩Γ±
0 равны нулю. Вследствие ограниченности функции ζ, очевид-

но, что для подынтегральной функции второго слагаемого в (3.2.41) выпол-

нено неравенство

| − ζσij(U0)nju0i,1 − ζmij(ϕ0)njϕ0i,1 − ζqi(u0, ϕ0)niu0,1| ≤

≤ |σij(U0)nju0i,1 +mij(ϕ0)njϕ0i,1 + qi(u0, ϕ0)niu0,1| на (S1\S̄2) ∩ Γ±
0 .
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Произвольность выбора функции ζ, в частности, означает, что граница ∂S1

может быть взята так, чтобы мера интервала (S1\S̄2)∩Γ0 была сколь угодно

малой. В то же время левая часть (3.2.41) не зависит от выбора функции

ζ. Это позволяет утверждать, что интегралы по (S1\S̄2) ∩ Γ±
0 равны нулю в

силу локальной дополнительной гладкости ξ0 в области Ω0∩G2 и абсолютной

непрерывности интеграла Лебега. Итак, для второго случая инвариантный

интеграл имеет вид

dΠ(Ωε; ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=

∫
∂S2

(1
2
n1b(ξ0, ξ0)− σij(U0)nju0i,1−

−mij(ϕ0)njϕ0i,1 − qi(u0, ϕ0)niu0,1

)
dl. (3.2.42)

В соответствии с замечанием 3.2.1, правая часть (3.2.42) не зависит от выбора

срезающей функции ζ. Следовательно, интеграл (3.2.42) не зависит от выбо-

ра замкнутой кривой ∂S2. Это означает, что в формуле (3.2.42) вместо ∂S2

можно взять произвольную достаточно гладкую замкнутую кривую L без

самопересечений, ограничивающую некоторую малую окрестность OL(x
0),

для которой ŌL(x
0) ⊂ Ω ∩ (Iδ × R), F = (0, 0, 0, 0, 0) в OL(x

0).

3.3 Производная функционала энергии для пластины

с трещиной вдоль жесткого включения

В параграфе рассматривается модель, описывающая равновесие упругой од-

нородной трансверсально-изотропной пластины Тимошенко, содержащей

сквозную трещину на границе жесткого включения (см. параграф 2.3). На

кривой, соответствующей трещине, налагается условие в виде неравенства,

описывающее взаимное непроникание противоположных берегов трещины.

Для семейства вариационных задач о равновесии пластин, зависящих от па-

раметра ε, исследуется зависимость функционалов энергии и решений ξε от

вариации геометрии пластины в срединной плоскости. Изменение геометрии

пластины задается с помощью семейства гладких отображений, зависящих
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от ε. При этом значение параметра ε = 0 соответствует исходной невозму-

щенной области. Установлено, что при ε→ 0 решения ξε обладают свойством

непрерывности, получены соответствующие оценки. Выведена формула для

производной функционала энергии при ε = 0.

В частном случае, когда гладкое возмущение задает квазистатический

рост трещины, полученная формула для производной, представляет интерес

с точки зрения известного в механике разрушения критерия Гриффитса [82,

123].

3.3.1 Постановка задачи

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с границей ∂Ω ∈ C0,1. Пусть

подобласть ω0 лежит строго внутри Ω, т.е. ω0 ∩ ∂Ω = ∅, а ее граница ∂ω0

является достаточно гладкой. Будем считать, что ∂ω0 состоит из двух частей

γ0 и ∂ω0\γ0, причем ∂γ0 /∈ γ0. Полагаем, что кривая γ0 имеет в каждой точке

нормаль, не имеет самопересечений и задается уравнением

Σ(x1, x2) = 0, где Σ ∈ C1,1
loc (R

2). (3.3.1)

Потребуем, чтобы область Ω могла быть разбита продолжением γ0 на две

области Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами. Последнее условие является до-

статочным, чтобы в нелипшицевой области Ω0 = Ω\γ0 выполнялось неравен-

ство Корна. Предположим, что пластина имеет постоянную толщину 2h = 2.

Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z} соотнесем так, чтобы множе-

ство {Ω0} × {0} ⊂ R3 соответствовало срединной плоскости пластины. При

этом кривая γ0 задает трещину (разрез) в пластине. Это означает, что ци-

линдрическую поверхность сквозной трещины можно задать соотношениями

x = (x1, x2) ∈ γ0,−1 ≤ z ≤ 1, где |z| — расстояние до срединной плоскости.

В наших рассуждениях жесткое включение будет задаваться множеством

ω0 × [−1, 1], т.е. граница жесткого включения задается цилиндрической по-

верхностью ∂ω0 × [−1, 1]. Упругая часть пластины соответствует области

Ω\ω0.
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Обозначим через χ = χ(x) = (U, u) вектор перемещений точек средин-

ной поверхности (x ∈ Ω0), U = (u1, u2) — перемещения в плоскости {x1, x2},

u — вдоль оси z. Углы поворота нормальных сечений введем с помощью

ϕ = ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2), x ∈ Ω0. В соответствии с направлением внешней (по

отношению к ω0) нормали ν0 = (ν01, ν02) к ∂ω0, можно говорить о положи-

тельном ∂ω0
+ и отрицательном ∂ω0

− берегах кривой ∂ω0. В случае, когда

след функции v берется на положительном (со стороны области Ω\ω0) бе-

регу ∂ω0
+, будем писать v+ = v| ∂ω0

+, так же для отрицательного берега

v− = v| ∂ω0
−. Скачок [v] функции v на кривой ∂ω0 находится по формуле:

[v] = v| ∂ω0
+ − v| ∂ω0

−. Аналогичные обозначения будем использовать для сле-

дов на γ+0 и γ−0 .

Изгибные и тангенциальные деформации выражаются по формулам [86]:

εij(ϕ) =
1

2
(
∂ϕj
∂xi

+
∂ϕi
∂xj

), εij(U) =
1

2
(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ϕ) = aijklεkl(ϕ), σij(U) = 3aijklεkl(U), i, j, k, l = 1, 2.

Ненулевые компоненты тензора упругости A = {aijkl} выражаются соотно-

шениями

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэф-

фициент Пуассона, 0 < æ < 1/2. Поперечные силы в модели Тимошенко

задаются выражениями

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2, (3.3.2)

где Λ — коэффициент, описывающий упругие свойства пластины относитель-

но поперечного сдвига [86], индекс после запятой означает соответствующую

производную: v,i= ∂v
∂xi

. Дифференциальная постановка задачи о равновесии

пластины с трещиной вдоль жесткого включения формулируется следую-

щим образом. Требуется найти функции ξ0 = (U0, u0, ϕ0), ζ0, определенные
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в областях Ω0 = Ω\γ0 и ω0, соответственно, такие что

σij,j(U0) = −fi, i = 1, 2, в Ω\ω0, (3.3.3)

qi,i (u0, ϕ0) = −f3 в Ω\ω0, (3.3.4)

mij,j(ϕ0)− qi(u0, ϕ0) = −f3+i, i = 1, 2, в Ω\ω0, (3.3.5)

−
∫
Ξ

σij(U0)njρids−
∫
Ξ

mij(ϕ0)njαids− Λ

∫
Ξ

(ϕ0ν0 +
∂u0
∂ν0

)δds =

=

∫
ω

(fiρi + f3δ + f3+iαi)dx ∀ζ(x) = (ρ, δ, α) ∈ R(ω0), (3.3.6)

ξ0|ω0
= ζ0 на ω0, ζ0 ∈ R(ω0), (3.3.7)

ϕ+0 · ν0 +
∂u+0
∂ν0

= 0, σ+τ0(U0) = m+
τ0
(ϕ0) = (0, 0) на γ0, (3.3.8)

−σ+ν0(U0) ≥ |m+
ν0
(ϕ0)|, σ+

ν0
[U0]ν0 +m+

ν0
[ϕ]ν0 = 0 на γ0, (3.3.9)

u0 = 0, ϕ0 = U0 = (0, 0) на ∂Ω, (3.3.10)

В формулировке (3.3.3)–(3.3.10) приняты следующие обозначения:

σν0(U) = σij(U0)ν0jν0i, στ0(U0) = (στ01(U0), στ02(U0)),

mν0(ϕ0) = mij(ϕ0)ν0jν0i, mτ0(ϕ0) = (mτ01(ϕ0),mτ02(ϕ0)),

στ0i(U0) = σij(U0)ν0j − σν0(U0)ν0i,

mτ0i(ϕ0) = mij(ϕ0)ν0j −mν0(ϕ0)ν0i, i = 1, 2,

τ0 — касательный единичный вектор к кривой γ0; в соответствии с целью

параграфа считаем, что функция внешних нагрузок F = (f1, f2, f3, f4, f5)

принадлежит пространству C1(Ω̄)5; пространство R(ω0), характеризующее

жесткие свойства включения, определено соотношениями (см. параграф 2.3)

R(ω0) = {ζ(x) = (ρ, δ, α) | ρ = x · S+ C,

δ = a+ xβ, α = −β, x ∈ ω0}, (3.3.11)

где S =

 0 s

−s 0

 – кососимметрическая матрица, C = (c1, c2) и β = (β1, β2)

– вектора из R2, числа a, s, c1, c2, β1, β2 ∈ R являются произвольными. Здесь
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и далее в рамках настоящего параграфа через ”·” будем обозначать произве-

дение соответствующих матриц (в данном случае имеем умножение вектор-

строки на матрицу).

Для того, чтобы дать вариационную формулировку задачи (3.3.3)–(3.3.10)

введем билинейную форму BG(· , ·) следующим равенством

BG(ξ, η) =

∫
G

{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(ψ)+

+ Λ(u,i+ϕi)(w,i+ψi)
}
dx, (3.3.12)

где G ⊂ Ω, ξ = (U, u, ϕ), η = (W,w, ψ).

Функционал потенциальной энергии пластины с жестким включением

имеет следующий вид (см. параграф 2.3):

Π(Ω0; ξ) =
1

2
BΩ\ω0

(ξ, ξ)−
∫
Ω0

F ξdx, ξ = (U, u, ϕ),

где вектор F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω̄)5 описывает воздействие на пласти-

ну заданных внешних нагрузок.

Введем пространства Соболева

H1,0(Ω0) =
{
u ∈ H1(Ω0)

∣∣∣ u = 0 п.в. на ∂Ω
}
, H(Ω0) = H1,0(Ω0)

5.

Заметим, что для билинейной формы справедливо неравенство

BΩ0
(ξ, ξ) ≥ c∥ξ∥2H(Ω0)

∀ ξ ∈ H(Ω0), (3.3.13)

где постоянная c > 0 не зависит от ξ (см. неравенство (2.1.4)).

Условие взаимного непроникания противоположных берегов трещины пла-

стины имеет вид

[U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| на γ0. (3.3.14)

Введем множество допустимых функций

K0(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | ξ|ω0
∈ R(ω0),

[U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| п.в. на γ0}.
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Включение ξ|ω0
∈ R(ω0) означает, что сужение функции ξ на область ω0

принадлежит пространству R(ω0). Тогда вариационная задача формулиру-

ется как задача минимизации функционала энергии Π(Ω0; ξ) на множестве

допустимых допустимых функций K0(Ω0):

inf
ξ∈K0(Ω0)

Π(Ω0; ξ). (3.3.15)

Известно, что задача минимизации (3.3.15) имеет единственное решение

ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ K0(Ω0), которое удовлетворяет вариационному неравен-

ству (см. параграф 2.3):

BΩ\ω0
(ξ0, η − ξ0) ≥

∫
Ω0

F (η − ξ0)dx ∀η ∈ K0(Ω0). (3.3.16)

Определим возмущенную область. Для малого параметра ε ∈ [0, ε0) рассмот-

рим возмущение

Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)), такое что

Φεi(x) ∈ C1([0, ε0);W
2,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x.

При фиксированном ε ∈ [0, ε0) применим преобразование координат

y = Φε(x), x ∈ Ω (3.3.17)

по отношению к Ω, ∂Ω, γ0. В результате получим области Φε(Ω), ωε = Φε(ω0)

и кривую γε = Φε(γ0). Определим возмущенную область с разрезом как

Ωε = Φε(Ω)\γε. Отметим, что ввиду предположений относительно Φε, пре-

образование (3.3.17) для малых ε является взаимно-однозначным, т.е. суще-

ствует обратное преобразование x = Φ−1
ε (y), где Φ−1

ε (y) = (Φ−1
ε1 (y),Φ

−1
ε2 (y)).

Далее, не нарушая общности, будем считать, что указанное свойство взаим-

ной однозначности выполняется для всех ε ∈ [0, ε0). Кроме того, предполо-

жим, что имеют место включения Φ−1
εi (y) ∈ C1([0, ε0);W

2,∞
loc (R2)), i = 1, 2.

Аналогично пространству H(Ω0) определим пространство H(Ωε). Соглас-

но взаимной однозначности преобразования (3.3.17), строгой положитель-

ности его якобиана (будет показано ниже) и предполагаемой гладкости Φε,
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отображение (3.3.17) также задает взаимно однозначное соответствие между

пространствамиH(Ω0) иH(Ωε), т.е. если ξ(x) ∈ H(Ω0), то ξ(Φ−1
ε (y)) ∈ H(Ωε)

и наоборот, если ξ(y) ∈ H(Ωε), то ξ(Φε(x)) ∈ H(Ω0). Пусть νε = (νε1, ν
ε
2) —

единичный вектор нормали к возмущенному разрезу γε. Аналогично мно-

жеству K0(Ω0) введем множество допустимых функций для возмущенной

задачи:

Kε(Ωε) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωε) | ξ|ωε
∈ R(ωε),

[U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на γε},

где пространство R(ωε) определяется соотношениями:

R(ωε) = {ζ(y) = (ρ, δ, α) | ρ = y · S+ C, δ = a+ yβ,

α = −β, y ∈ ωε}, (3.3.18)

как и выше, S =

 0 s

−s 0

 – кососимметрическая матрица, C, β ∈ R2, a, s ∈

R.

Несмотря на то, что пространства H(Ω0) и H(Ωε) взаимно однозначно пе-

реходят друг в друга при отображении (3.3.17), множества K0(Ω0) и Kε(Ωε)

не обладают в общем случае таким свойством. Это связано с тем, что, вооб-

ще говоря, единичная нормаль ν0 к γ0 не переходит в единичную нормаль νε

к γε. Кроме того, очевидно, что R(ω0) не отображается в R(ωε).

Сформулируем далее семейство задач зависящих от параметра ε ∈ [0, ε0).

Функционал энергии для возмущенной области определим выражением

Π(Ωε; ξ) =
1

2
Bε

Ωε\ωε
(ξ, ξ)−

∫
Ωε

F ξdy , ξ = (U, u, ϕ),

где билинейная форма задается соотношением

Bε
G(ξ, η)=

∫
G

{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(ψ)+

+ Λ(u,i+ϕi)(w,i+ψi)
}
dy, G ⊂ Ωε.
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Так же как для исходной задачи (3.3.15), следующая задача о минимизации

функционала энергии в возмущенной области

inf
ξ∈Kε(Ωε)

Π(Ωε; ξ), (3.3.19)

имеет решение ξε = (U ε, uε, ϕε) ∈ Kε(Ωε), которое удовлетворяет вариацион-

ному неравенству

Bε
Ωε\ωε

(ξε, η − ξε) ≥
∫
Ωε

F (η − ξε)dy ∀η ∈ Kε(Ωε). (3.3.20)

Основная цель настоящего параграфа — найти производную функцио-

нала энергии по параметру ε, описывающему возмущение области Ω0, т.е.

вычислить предел

G = lim
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
, (3.3.21)

где ξ0, ξε – решения задач равновесия в невозмущенной и возмущенной об-

ластях соответственно.

3.3.2 Вспомогательные утверждения и формулы

С целью вычислить предел (3.3.21) в интегралах по области Ωε функциона-

ла энергии Π(Ωε; ξ
ε) будем преобразовывать соответствующие интегралы с

учетом имеющейся гладкости отображения (3.3.17). Чтобы получить подхо-

дящие представления для этих интегралов, понадобятся формулы, уточня-

ющие зависимость функции Φε(x) и ее производных от параметра ε.

Итак, обозначим через

∂Φε

∂x
=


∂Φ1

ε

∂x1

∂Φ2
ε

∂x1

∂Φ1
ε

∂x2

∂Φ2
ε

∂x2


транспонированную матрицу Якоби преобразования (3.3.17). Обозначим че-

рез D ⊂ R2 произвольную ограниченную область. В силу гладкости отобра-

жения, справедливы формулы:

Φε(x) = x+ εV (x) + r1(ε, x) в D, (3.3.22)
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∂Φε(x)

∂x
= I+ ε

∂V

∂x
+ r2(ε, x) в D, (3.3.23)

где V (x) = (V1(x), V2(x)) = ∂Φε(x)
∂ε

∣∣∣
ε=0

, а остаточные члены при ε → 0 удо-

влетворяют соотношениям

∥r1(ε, x)∥[W 2,∞(D)]2 = o(ε), ∥r2(ε, x)∥[W 1,∞(D)]2×2 = o(ε).

Из (3.3.22) следует, что якобиан jε(x) преобразования (3.3.17) можно пред-

ставить в виде

jε(x) = 1 + ε divV + r3(ε, x) в D, ∥r3(ε, x)∥W 1,∞(D) = o(ε),

откуда следует, что для малых ε якобиан jε(x) строго положительный. По-

ложим Yε = Y(ε, x) =
(
∂Φε(x)
∂x

)−1

, согласно (3.3.23), находим

Yε = I− εTε в D, (3.3.24)

где

Tε=

(
∂V

∂x
− r4(ε, x)

ε

)
, ∥r4(ε, x)∥[W 1,∞(D)]2×2 = o(ε).

Используя введенные выше обозначения, преобразование производных мож-

но написать в матричном виде(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
=

(
∂

∂y1
,
∂

∂y2

)
·
(
∂Φε(x)

∂x

)t

;(
∂

∂y1
,
∂

∂y2

)
=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
· Yε

t,

(3.3.25)

индекс t наверху обозначает операцию транспонирования.

При использовании преобразования (3.3.17) для функций ξ(y) ∈ Kε(Ωε)

получим функции ξ̃(x) = ξ(Φε(x)), для которых справедливо неравенство

[Ũ ]νε ≥ |[ϕ̃]νε|, x ∈ γ0, где νε(x) = νε(Φε(x)).

Таким образом, ввиду взаимной однозначности пространств H(Ω0) и H(Ωε),

при отображении (3.3.17), множество Kε(Ωε) перейдет взаимно-однозначно

в множество

Kε(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | ξ|ω0
∈ Rε(ω0),

[U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на γ0},
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где Rε(ω0) — пространство, в которое переходит R(ωε) при преобразовании

(3.3.17). Пользуясь разложением (3.3.22), Rε(ω0) можно записать в следую-

щем виде

Rε(ω0) = {ζ(x) = (ρ, δ, α) | ρ = x · S+ C + ε
(
V +

r1
ε

)
· S,

δ = a+ xβ + ε
(
V +

r1
ε

)
β, α = −β, x ∈ ω0}, (3.3.26)

где S =

 0 s

−s 0

, C, β ∈ R2, a, s ∈ R.

Поскольку для нормали νε имеем соотношения

νε = (
∂Σ̂

∂y1
,
∂Σ̂

∂y2
)
/
|( ∂Σ̂
∂y1

,
∂Σ̂

∂y2
)|, Σ̂(y) = Σ(Φ−1

ε (y)) = 0, y ∈ Γε,

с учетом формул (3.3.25) для нормали νε выпишем

νε = (
∂Σ

∂x1
,
∂Σ

∂x2
) · Yε

t
/
|( ∂Σ
∂x1

,
∂Σ

∂x2
) · Yε

t| = ν0 · Yε
t/|ν0 · Yε

t|. (3.3.27)

Заметим, что якобиан отображения (3.3.17) отличен от нуля и, следователь-

но, |ν0 ·Yε
t| ̸= 0. В итоге получим, что множество Kε(Ω0) можно записать в

следующем эквивалентном виде

Kε(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | ξ|ω0
∈ Rε(ω0),

[U ](ν0 · Yε
t) ≥ |[ϕ](ν0 · Yε

t)| п.в. на γ0}.

Преобразуем неравенство

[U ](ν0 · Yε
t) ≥ |[ϕ](ν0 · Yε

t)| п.в. на γ0, (3.3.28)

входящее в определении множества Kε(Ω0), с учетом формул:

[U ](ν0 · Yε
t) = [U ] · (ν0 · Yε

t)t = [U ] · Yε · νt0,

[ϕ](ν0 · Yε
t) = [ϕ] · (ν0 · Yε

t)t = [ϕ] · Yε · νt0

и разложения (3.3.24). В итоге выведем

[U ] · νt0 − ε[U ] · Tε · νt0 ≥
∣∣[ϕ] · νt0 − ε[ϕ] · Tε · νt0

∣∣ п.в. на γ0. (3.3.29)
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Таким образом, множество Kε(Ω0) можно определить как множество функ-

ций, для которых ξ ∈ H(Ω0), ξ|ω0
∈ Rε(ω0) и, кроме того, выполняется

(3.3.29). Осуществим замену переменных y = Φε(x) в интегралах неравен-

ства (3.3.20). В результате получим

3

∫
Ω\ω0

jεaijklEkl(Yε;Uε)Eij(Yε;W − Uε)dx+

+

∫
Ω\ω0

jεaijklEkl(Yε;ϕε)Eij(Yε;ψ − ϕε)dx+

+ Λ

∫
Ω\ω0

jε

(
∂uε
∂xj

Yεij + ϕε i

)(
∂(w − uε)

∂xj
Yεij+(ψi − ϕε i)

)
dx ≥

≥
∫
Ω0

jεFε(η − ξε)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ Kε(Ω0), (3.3.30)

где ξε(x) = ξε(Φε(x)), Fε(x) = F (Φε(x)), x ∈ Ω0, Eij(Yε;U) — трансформи-

рованный тензор деформаций:

Eij(M;U) =
1

2

( ∂ui
∂xk

Mj k +
∂uj
∂xk

Mik

)
, M = (Mij)

2,2
i=1,j=1 − матрица.

Замечание 3.3.1. В силу взаимной однозначности отображения множеств

Kε(Ωε) и Kε(Ω0) функция ξε является решением вариационного неравен-

ства (3.3.30).

Благодаря (3.3.22), (3.3.23), можно получить следующие представления

для интегралов, входящих в неравенство (3.3.30):

3

∫
Ω\ω0

jεaijklEkl(Yε;U)Eij(Yε;W )dx =

∫
Ω\ω0

(σij(U)εij(W )+

+ εA1(V ;U ;W )) dx+ o(ε)Ŕ1(U,W ), (3.3.31)

Λ

∫
Ω\ω0

jε

(
∂u

∂xj
Yεij + ϕi

)(
∂w

∂xj
Yεij + ψi

)
dx =

= Λ

∫
Ω\ω0

(
(
∂u

∂xi
+ ϕi)(

∂w

∂xi
+ ψi) + εA2(V ; ξ; η)

)
dx+ o(ε)Ŕ2(ξ; η), (3.3.32)
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∫
Ω0

jεFεξdx =

∫
Ω0

(Fξ + εdiv(V fi)ξi) dx+ o(ε)Ŕ3(ξ), (3.3.33)

где

A1(V ;U ;W ) = divV σij(U)εij(W )−

− σij(U)Eij

(
∂V

∂x
;W

)
− σij(W )Eij

(
∂V

∂x
;U

)
, (3.3.34)

A2(V ; ξ; η) = divV (
∂u

∂xi
+ϕi)(

∂w

∂xi
+ψi)− (

∂u

∂xi
+ϕi)

( ∂w
∂x1

∂V1
∂xi

+

+
∂w

∂x2

∂V2
∂xi

)
− (

∂w

∂xi
+ ψi)

(
∂u

∂x1

∂V1
∂xi

+
∂u

∂x2

∂V2
∂xi

)
, (3.3.35)

а Ŕ1, Ŕ2, Ŕ3 — некоторые ограниченные полилинейные формы, для которых

справедливы следующие равномерные по ε оценки

|Ŕi(ξ, η)| ≤ c∥η∥H(Ω0)∥ξ∥H(Ω0), i = 1, 2, |Ŕ3(ξ)| ≤ c∥η∥H(Ω0).

Для удобства введем обозначения

A4(V ; ξ; η) = A1(V ;U ;W ) +
1

3
A1(V ;ϕ;ψ) + ΛA2(V ; ξ; η), (3.3.36)

Ŕ4(ξ, η) = Ŕ1(U,W ) +
1

3
Ŕ1(ϕ, ψ) + Ŕ2(ξ; η),

Включения ∂Vi

∂xj
∈ W 1,∞

loc (R2), i, j = 1, 2, F ∈ C1(Ω̄)5 гарантируют выполнение

неравенств

|
∫
Ω0

A4(V, ξ, η)dx| ≤ c∥ξ∥H(Ω0)∥η∥H(Ω0), (3.3.37)

|
∫
Ω0

div(V fi)ξidx| ≤ c∥ξ∥H(Ω0), (3.3.38)

с независящей от ε постоянной c. Кроме того, на основании оценок для Ŕi,

i = 1, 2, справедливы неравенства

|Ŕ4(ξ, η)| ≤ c∥η∥H(Ω0)∥ξ∥H(Ω0), |Ŕ3(ξ)| ≤ c∥ξ∥H(Ω0).

Заметим, что при разложении второго интеграла из (3.3.30) можно ис-

пользовать выражение вида (3.3.31). Полученные разложения по ε применим
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при преобразовании функционала энергии Π(Ωε; ξ), связанной с заменой пе-

ременных y = Φε(x) в интегралах по области Ωε. В результате получим

новый функционал энергии

Πε(Ω0; ξ) =
1

2
BΩ\ω0

(ξ, ξ)−
∫
Ω0

F ξdx+
1

2
ε

∫
Ω\ω0

A4(V ; ξ; ξ)dx−

−ε
∫
Ω0

div(V fi)ξidx+ o(ε)Ŕ4(ξ, ξ)− o(ε)Ŕ3(ξ). (3.3.39)

Из неравенства, полученного подстановкой в (3.3.30) тестовой функций

η = (0, 0, 0, 0, 0), с помощью разложений (3.3.31)–(3.3.33) и неравенства (3.3.13),

находим

BΩ\ω0
(ξε, ξε) + ε

∫
Ω\ω0

A4(V, ξε, ξε)dx+ o(ε)Ŕ4(ξε, ξε) ≤

≤
∫
Ω0

(Fξε + εdiv(V fi)ξεi) dx+ o(ε)Ŕ3(ξε). (3.3.40)

Учитывая ограниченность Ŕ3, Ŕ4, неравенства (3.3.13), (3.3.37), (3.3.38) из

(3.3.40) получим равномерную оценку

∥ξε∥H(Ω0) ≤ c. (3.3.41)

Приведем две леммы, устанавливающее связь между множествамиKε(Ω0)

и K0(Ω0).

Лемма 3.3.1. Для произвольной функции U ∈ H1,0(Ω0)
2 найдутся функ-

ции Pε = Pε(U) ∈ H1,0(Ω0)
2, удовлетворяющие свойствам:

(i) существует постоянная c, не зависящая от ε, для которой

∥Pε∥H1(Ω0)2 ≤ c, i = 1, 2;

(ii) имеет место равенство

[U + εPε] · νt0 − ε[U + εPε] · Tε · νt0 = [U0] · νt0 на γ0,

где Tε = Tε(ε, x) — матрица, определенная в (3.3.24);
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(iii) в области ω0 выполняется равенство Pε = (0, 0).

Доказательство. Поскольку U содержится вH1,0(Ω0)
2, то следы функции

U на берегах γ+0 и γ−0 принадлежат пространствуH1/2(γ0)
2, кроме того имеем

[U ] ∈ H1/2(γ0)
2, [U ] = (0, 0) на ∂ω0\γ̄0 (см. теорему 1.2.1 параграфа 1.2).

С помощью линейного непрерывного оператора поднятия L : H1/2(∂Ω ∪

∂ω0)
2 → H1(Ω\ω̄0)

2, найдем функцию h̃ = Lĥ ∈ H1(Ω\ω̄0)
2, где

ĥ =

 [U ], на ∂ω0,

(0, 0) на ∂Ω.
(3.3.42)

Продолжим найденную функцию h̃ в область ω0 нулем. Обозначим полу-

ченную функцию через Û . Так как Û = (0, 0) на ∂ω0\γ̄, то Û принадлежит

H1(Ω0)
2 [65]. В соответствии с предыдущими выкладками, в силу непре-

рывности операторов следа и поднятия, определен линейный непрерывный

оператор L̂ : H1(Ω0)
2 → H1(Ω0)

2 для которого

L̂(U) = Û . (3.3.43)

Отметим следующие свойства функции Û = L̂(U):

Û = (0, 0) в ω0, Û = [U ] на γ+0 , Û = (0, 0) на γ−0 . (3.3.44)

Рассмотрим матричное уравнение

P · Yε = bε, bε = Û · Tε. (3.3.45)

Элементы матрицы Yε принадлежат пространству W 1,∞
loc (R2), а вектор bε

– пространству H1,0(Ω0)
2. Как известно (см. [96]), уравнение (3.3.45) имеет

единственное решение Pε = b·Yε
−1 ∈ H1,0(Ω0)

2. Равномерная ограниченность

Pε в пространстве H1,0(Ω0)
2 следует из ограниченности оператора поднятия

и матрицы Yε
−1 [96].

Справедливость (ii) следует из следующей цепочки соотношений

[U + εPε] · νt0 − ε[U + εPε] · Tε · νt0 = [U ] · νt0 + ε[Pε] · νt0 − ε[U ] · Tε · νt0−

−ε2[Pε] · Tε · νt0 = [U ] · νt0 + ε[Pε] · Yε · νt0 − ε[U ] · Tε · νt0 = [U ] · νt0 на γ0.

В силу (3.3.44), для Pε выполняется свойство (iii).
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Лемма 3.3.2. Пусть ξ0 ∈ K0(Ω0) — решение невозмущенной задачи (3.3.15),

ξε ∈ Kε(Ω0) — решение задачи (3.3.30). Тогда для достаточно малых ε су-

ществуют функции λ1ε ∈ H(Ω0) и λ2ε ∈ H(Ω0) такие, что

ξ1ε = ξ0 + ελ1ε ∈ Kε(Ω0), ξ2ε = ξε − ελ2ε ∈ K0(Ω0). (3.3.46)

При этом справедливы следующие оценки

∥λiε∥H(Ω0) ≤ c, i = 1, 2, (3.3.47)

где c не зависит от ε.

Доказательство. По условию в области ω0 функция ξ0 имеет специальный

вид:

U0 = x · S0 + C0, u0 = a0 + xβ0, ϕ0 = −β0.

Установим сначала существование функций λ1ε = (W 1
ε , w

1
ε , ψ

1
ε). Применяя

лемму 3.3.1 с функцией U = U0, получим функцию Pε(U0), которая удовле-

творяет свойствам (i)–(iii). ПоложимW 1
ε = Pε(U0)+Q

1
ε, гдеQ1

ε = θ(V+r1
ε )·S0,

θ — гладкая финитная функция такая, что θ = 1 при x ∈ ω0, supp θ ⊂ Ω.

По построению Q1
ε ∈ H1

0(Ω)
2 ∩ C1(R2)2, [Q1

ε] = (0, 0) на γ0. В области ω0

справедливы соотношения

U0 + εW 1
ε = U0 + εQ1

ε = (x · S0 + C0) + ε(V +
r1
ε
) · S0.

Снова с помощью леммы 3.3.1 для U = ϕ0, подберем функцию Pε(ϕ0),

удовлетворяющую свойствам (i)–(iii). Положим ψ1
ε = Pε(ϕ0). В таком случае

в области ω0, согласно свойству (iii), выполняется равенство ϕ0+εψ1
ε = ϕ0 =

−β0.

Положим w1
ε = θ(β0V + r1β0

ε ). По построению, ξ0+ελ1ε принадлежит Rε(ω0)

( см. соотношения (3.3.26)). Кроме того, в соответствии с леммой 3.3.1, имеем

[U0 + εW 1
ε ] · νt0 − ε[U0 + εW 1

ε ] · Tε · νt0 = [U0]ν0 ≥ |[ϕ0]ν0| =

=
∣∣∣[ϕ0 + εψ1

ε ] · νt0 − ε[ϕ0 + εψ1
ε ] · Tε · νt0

∣∣∣ на γ0.
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Построим теперь функции вида λ2ε = (W 2
ε , w

2
ε , ψ

2
ε). Пусть Ûε = L̂(Uε), где

оператор L̂ определен в (3.3.43). По построению

Ûε = (0, 0) п.в. в ω0, [Ûε] = [Uε] п.в. на γ0. (3.3.48)

Положим W 2
ε = P 2

ε +Q2
ε, с функциями

P 2
ε = Ûε · Tε, Q2

ε = θ
(
V +

r1
ε

)
· Sε,

где Sε — кососимметрическая матрица, соответствующая U ε (относительно

возмущенной задачи), θ — та же финитная функция, которая использовалась

выше при построении функции Q1
ε.

Подберем функцию ψ2
ε . Пусть ϕ̂ε = L̂(ϕε). Как и выше в (3.3.44), имеем

ϕ̂ε = (0, 0) п.в. в ω0, [ϕ̂ε] = [ϕε] п.в. на γ0. (3.3.49)

Выберем в качестве ψ2
ε функцию ϕ̂ε · Tε.

Наконец, с помощью ранее определенной функции θ, следующим равен-

ством определим

w2
ε = θ

(
βεV +

βεr1
ε

)
.

По построению компоненты функции ξ2ε = ξε − ελ2ε в области ω0 прини-

мают значения вида

Uε − εW 2
ε = Uε − ε(P 2

ε +Q2
ε) = Uε − ε

(
V +

r1
ε

)
· Sε =

= x · Sε + Cε + ε
(
V +

r1
ε

)
· Sε − ε

(
V +

r1
ε

)
· Sε = x · Sε + Cε,

uε − εw2
ε = aε + xβε + ε(βεV +

βεr1
ε

)− ε(βεV +
βεr1
ε

) = aε + xβε,

ϕε − εψ2
ε = ϕε = −βε.

Таким образом, сужение функции ξ2ε на области ω0 принадлежит Rε(ω0).

Кроме того, на кривой γ0 справедливы соотношения

[U 2
ε ]ν0 = [Uε] · νt0 − ε[Uε] · Tε · νt0 ≥

∣∣[ϕε] · νt0 − ε[ϕε] · Tε · νt0
∣∣ = ∣∣[ϕ2ε]ν0∣∣ .

Лемма доказана.
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Теорема 3.3.1. Пусть ξε — решение задачи (3.3.30), ξ0 — решение задачи

(3.3.15). Тогда при ε → 0 имеет место сходимость ξε → ξ0 в H(Ω0), более

того, справедлива оценка

∥ξ0 − ξε∥H(Ω0) ≤ c
√
ε, (3.3.50)

где константа c не зависит от ε.

Доказательство. Построенные в лемме 3.3.1 функции ξ1ε ∈ Kε(Ω0) и

ξ2ε ∈ K0(Ω0) подставим в качестве тестовых функций в вариационные нера-

венства (3.3.30) и (3.3.16) соответственно и просуммируем. В итоге, восполь-

зовавшись разложениями (3.3.31)—(3.3.33), находим

BΩ\ω0
(ξε − ξ0, ξε − ξ0) ≤ εBΩ\ω0

(ξε, λ
1
ε)− εBΩ\ω0

(ξ0, λ
2
ε)+

+ ε

∫
Ω0

(
A4(V, ξε, ξ0 + ελ1ε − ξε) + F (λ2ε − λ1ε)− div(V fi)(ξ0 + ελ1ε − ξε)i

)
dx+

+ o(ε)Ŕ4(ξε, ξ0 + ελ1ε − ξε) + o(ε)Ŕ3(ξ0 + ελ1ε − ξε).

В силу (3.3.41), (3.3.47) из последнего неравенства находим

BΩ\ω0
(ξε − ξ0, ξε − ξ0) ≤ εc, (3.3.51)

где c > 0 не зависит от ε. Для ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ R(ω0) и ξε = (Uε, uε, ϕε) ∈

Rε(ω0) справедливы соотношения

εij(U0) = εij(ϕ0) = (u0,i+ϕ0i) = 0, εij(Uε) = εεij

(
(V +

r1
ε
) · Sε

)
,

εij(ϕε) = 0, (uε,i+ϕεi) = ε(βV ),i+(βr1),i п.в. в ω0.

Отсюда следует, что имеет место равенство

BΩ0
(ξε − ξ0, ξε − ξ0) = BΩ\ω0

(ξε − ξ0, ξε − ξ0) + ε2R5(ε), (3.3.52)

где

R5(ε) =

∫
ω0

σij

(
(V +

r1
ε
) · Sε

)
εij

(
(V +

r1
ε
) · Sε

)
dx+

+ Λ
2∑

i=1

∫
ω0

(
(βV ),i+

(βr1),i
ε

)2

dx.
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Для достаточно малых ε можно оценить R5(ε) в (3.3.52). Действительно, за-

метим, что из (3.3.41) можно вывести оценку |sε| ≤ c, где sε — элементы

матрицы Sε. Вместе с этим, из (3.3.22) легко видеть равномерную ограни-

ченность модулей | (βr1),iε |. Таким образом, |R5(ε)| ≤ c для всех достаточно

малых ε. В итоге, применяя (3.3.13), (3.3.51) и (3.3.52), выводим необходи-

мую оценку (3.3.50). Теорема доказана.

Следствие 3.3.1. При ε→ 0 имеют место сходимости

sε → s0, aε → a0 в R, βε → β0, Cε → C0 в R2,

где sε, aε, Cε, βε задают структуру ξε в ωε.

Доказательство. Очевидно, из (3.3.50) следует, что Uε → U0 в H1(ω0)
2.

В области ω0 справедливы представления:

Uε = (x · Sε + Cε) + ε(V +
r1
ε
) · Sε, U0 = (x · S0 + C0).

В силу того, что ∥r1(ε, x)∥[W 2,∞(ω0)]2 = o(ε) при ε → 0 и оценки |sε| ≤ c,

справедливой для элементов матрицы Sε при малых ε, легко видеть, что

при ε→ 0

Uε → x · Sε + Cε в H1(ω0)
2.

Это означает, на основании сходимости Uε → U0 в H1(ω0)
2, что линейные

функции lε(x) = x · Sε + Cε также сходятся, а именно,

lε(x) = x · Sε + Cε → l0(x) = x · S0 + C0 в H1(ω0)
2,

при ε → 0. Для линейных функций такая сходимость может быть только

в том случае, когда sε → s0 в R, Cε → C0 в R2 при ε → 0. Подобными

рассуждениями можно доказать и сходимости aε → a0 в R, βε → β0 в R2 при

ε→ 0. Следствие доказано.

Лемма 3.3.3. Пусть λ0 = (W0, w0, ψ0), где W0 = P0 +Q0,

P0 = Û0 ·
∂V

∂x
, Q0 = θV · S0, ψ0 = ϕ̂0 ·

∂V

∂x
, w0 = θ(β0V ). (3.3.53)
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функции Û0, ϕ̂0 получены как и выше с помощью оператора L̂, определенного

с помощью (3.3.43). Тогда при ε→ 0 справедливы следующие сходимости

λ1ε → λ0, λ2ε → λ0 сильно в H(Ω0).

Доказательство. Сначала докажем для λ2ε = (W 2
ε , w

2
ε , ψ

2
ε). Имеем W 2

ε =

P 2
ε +Q2

ε, с

P 2
ε = Ûε · Tε, Q2

ε = θ
(
V +

r1
ε

)
· Sε.

Непрерывность оператора L̂ и сходимость ξε → ξ0 при ε → 0 обуславливает

следующую сходимость Ûε → U0. Кроме того, согласно (3.3.24) при ε → 0,

имеем Tε = Tε(ε, x) → ∂V
∂x в [W 1,∞(Ω0)]

2×2. Значит при ε → 0 имеет ме-

сто сходимость P 2
ε → P0 в H1,0(Ω0)

2. В силу следствия 3.3.1, Q2
ε → Q0 в

H1,0(Ω0)
2. Приводя для ψ2

ε = ϕ̂ε · Tε рассуждения, аналогичные тем, кото-

рые были проведены для P 2
ε = Ûε · Tε, убеждаемся в том, что ψ2

ε → ψ0 в

H1,0(Ω0)
2. Наконец для w2

ε = θ
(
βεV + βεr1

ε

)
, вспоминая следствие 3.3.1 и

свойства остаточного члена r1 (см. формулы (3.3.22)), получим w2
ε → w0 в

H1,0(Ω0).

Рассмотрим теперь λ1ε = (W 1
ε , w

1
ε , ψ

1
ε). Известно, что W 1

ε = Pε(U0) +

Q1
ε(U0), где Q1

ε(U0) = θ(V + r1
ε ) · S0 и

Pε(U0) = Û0 · Tε · Yε
−1 = Û0 · Tε ·

∂Φε(x)

∂x
.

Поскольку

Tε = Tε(ε, x) →
∂V

∂x
,

∂Φε(x)

∂x
→ I в [W 1,∞(Ω0)]

2×2,

то при ε→ 0 получаем, что Pε(U0) → P0 в H1,0(Ω0)
2. Сходимость Q1

ε(U0) →

Q0 в пространстве H1,0(Ω0)
2 при ε → 0 следует из (3.3.22). Так как ψ1

ε =

Pε(ϕ0), то проводя такие же рассуждения как и для Pε(U0), выведем ψ1
ε → ψ0

H1,0(Ω0)
2 при ε → 0. Для w1

ε = θ(β0V + r1β0

ε ) принимая во внимание соот-

ношение ∥r1(ε, x)∥[W 2,∞(Ω0)]2 = o(ε), легко вывести необходимую сходимость

w1
ε → w0 в H1,0(Ω0). Лемма доказана.
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3.3.3 Вывод формулы для производной функционала энергии

Для того чтобы вычислить производную функционала энергии по длине тре-

щины необходимо найти предел (3.3.21).

Итак, в силу леммы 3.3.2 имеем

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
=

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤

≤ Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
.

Отсюда следует, что выполнено неравенство

lim sup
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≤

≤ lim sup
ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
. (3.3.54)

Найдем предел, стоящий в правой части (3.3.54). Принимая во внимание

утверждения теоремы 3.3.1, леммы 3.3.3, ограниченность Ŕ4 в формуле (3.3.39),

получаем

lim sup
ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξ0 + ελ1ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε
=

= BΩ\ω0
(ξ0, λ0) +

1
2

∫
Ω\ω0

A4(V, ξ0, ξ0)dx−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx−
∫
Ω0

Fλ0dx.

Согласно лемме 3.3.1 справедливо соотношение

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥ Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
,

и поэтому выполнено неравенство

lim inf
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
≥

≥ lim inf
ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
. (3.3.55)

Используя при нахождении предела в правой части (3.3.55) теорему 3.3.1,

лемму 3.3.3, с помощью (3.3.39), выведем

lim inf
ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
= lim

ε→0+

Πε(Ω0; ξε)− Π(Ω0; ξε − ελ2ε)

ε
=
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= BΩ\ω0
(ξ0, λ0) +

1
2

∫
Ω\ω0

A4(V, ξ0, ξ0)dx−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx−
∫
Ω0

Fλ0dx.

Таким образом, нижний предел выражения
{Π(Ωε; ξ

ε)−Π(Ω0; ξ0)

ε

}
оцени-

вается снизу той же константой, которой оценивается верхний предел этой

функции. Подытожим предыдущие рассуждения в виде следующей теоремы.

Теорема 3.3.2. Производная функционала энергии Π(Ωε; ξ
ε) по параметру

ε возмущения области Ω0 существует и задается формулой
dΠ(Ωε;ξ

ε)
dε

∣∣∣
ε=0

= 1
2

∫
Ω\ω0

A4(V, ξ0, ξ0)dx−

−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx+BΩ\ω0
(ξ0, λ0)−

∫
Ω0

Fλ0dx,
(3.3.56)

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (3.3.15), функции λ0 и A4, определя-

ются формулами (3.3.53), (3.3.36) соответственно.

Далее приведем рассуждения с помощью которых можно преобразовать

формулу (3.3.56), так чтобы в формулу не входила вспомогательная функция

λ0. Для этого предположим, что решение является достаточно гладким ξ0. В

этом случае, применяя обобщенную формулу Грина и соотношения (3.3.3)–

(3.3.10), представим значение билинейной формы BΩ\ω0
(ξ0, λ0) в следующем

виде

BΩ\ω0
(ξ0, λ0) = −

∫
Ω\ω0

σij,j(U0)w0i −
∫

∂ω+
0

(σν0(U0)W0ν0 + στ0i(U0)w0τ0i)ds−

−
∫

Ω\ω0

mij,j(ϕ0)ψ0i −
∫

∂ω+
0

(mν0(ϕ0)ψ0ν0 +mτ0i(ϕ0)ψ0τ0i)ds−

−
∫

Ω\ω0

qi,i(ϕ0, u0)w0 − qi(ϕ0, u0)ψ0i −
∫

∂ω+
0

q(ϕ0, u0)ν0w0ds,

где w0τ0i = w0i − (W0ν0)ν0i, ψ0τ0i = ψ0i − (ψ0ν0)ν0i, i = 1, 2. Это представ-

ление вместе с уравнениями равновесия (3.3.3)–(3.3.5) позволяет написать

следующее равенство

BΩ\ω0
(ξ0, λ0)−

∫
Ω0

Fλ0dx = −
∫
ω0

Fλ0dx−
∫

∂ω+
0

(σν0(U0)W0ν0 + στ0i(U0)w0τ0i)ds−

221



−
∫

∂ω+
0

(mν0(ϕ0)ψ0ν0 +mτ0i(ϕ0)ψ0τ0i)ds−
∫

∂ω+
0

q(ϕ0, u0)ν0w0ds. (3.3.57)

Далее заметим, что для функции λ0 = (W0, w0, ψ0) на границе ∂ω0 спра-

ведливы следующие равенства

W0 = P0 +Q0 = Û0 ·
∂V

∂x
+ V · S0, ψ0 = ϕ̂0 ·

∂V

∂x
, w0 = β0V,

при этом Û0 = (0, 0), ϕ̂0 = (0, 0) на (∂ω0\γ0)+ и Û0 = U0, ϕ̂0 = ϕ0 на γ+0 . В

области ω0, в соответствии с построением функции λ0 = (W0, w0, ψ0), имеем

следующие представления

W0 = V · S0, ψ0 = (0, 0), w0 = β0V в ω0. (3.3.58)

Принимая во внимание свойства функции λ0 на γ0, равенства (3.3.58) и кра-

евые условия (3.3.8)–(3.3.9), правую часть (3.3.57) преобразуем к виду

−
∫

∂ω+
0

(σν0(U0)(V · S0)ν0 + στ00i(U0)(V · S0)τ0i)ds−

−
∫
γ+
0

σν0(U0)
(
U0 ·

∂V

∂x

)
ν0ds−

∫
γ+
0

mν0(ϕ0)
(
ϕ0 ·

∂V

∂x

)
ν0ds−

−
∫

∂ω+
0

q(ϕ0, u0)ν0(β0V )ds−
∫
ω0

(f1, f2)(V · S0) + f3(β0V )dx.

Таким образом, формула для производной (3.3.56), при условии гладкости

решения ξ0, может быть представлена в виде

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= 1
2

∫
Ω\ω0

A4(V, ξ0, ξ0)dx−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx−

−
∫

∂ω+
0

(σν0(U0)(V · S0)ν0 + στ0i(U0)(V · S0)τ0i)ds−

−
∫
γ+
0

σν0(U0)
(
U0 · ∂V

∂x

)
ν0ds−

∫
γ+
0

mν0(ϕ0)
(
ϕ0 · ∂V

∂x

)
ν0ds−

−
∫

∂ω+
0

q(ϕ0, u0)ν0(β0V )ds−
∫
ω0

(f1, f2)(V · S0) + f3(β0V )dx.
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3.3.4 Производная функционала энергии по длине трещины

Рассмотрим случай, представляющий интерес с точки зрения приложений.

А именно, рассмотрим возмущение кривой, описывающей трещину. В этом

случае значение производной функционала энергии по отношению к длине

трещины, в соответствии с критерием разрушения Гриффитса, имеет реша-

ющую роль при прогнозировании роста трещины. Предположим, что кривая

∂ω0, моделирующая границу жесткого включения, содержит семейство кри-

вых

γε = {(x1, x2) |x2 = g(x1), 0 < x1 < l + ε}, ε ∈ [0, ε1).

Функция g ∈ H3(xm, xM), где xm = inf
(x1,x2)∈Ω

x1, xM = sup
(x1,x2)∈Ω

x1. При этом па-

раметр ε ∈ [0, ε1) будет задавать возмущение трещины. Как и ранее, кривая

γ0 соответствует исходной невозмущенной трещине.

Рассмотрим гладкую срезающую функцию ϑ с носителем вблизи вершины

трещины (l; g(l)). Более того, предположим, что ϑ = 1 в малой окрестности

точки (l; g(l)).

Зафиксируем ε. Свойства функций g и ϑ, позволяют взаимно-однозначно

отобразить исходную область с разрезом Ω0 = Ω\γ0 на возмущенную область

Ωε = Ω\γε с помощью следующего гладкого отображения y = Φg
ε(x): y1 = Φg

ε1(x) = x1 + εϑ(x),

y2 = Φg
ε2(x) = x2 + g(x1 + εϑ(x))− g(x1),

(3.3.59)

где x ∈ Ω0, y ∈ Ωε. Как и выше будем считать, что функции Φg
εi(x), (Φ

g
εi)

−1(y),

i = 1, 2, принадлежат пространству C1([0, ε0);W
2,∞
loc (R2)).

Преобразование (3.3.59) эквивалентно следующему

y = x+ εV + r(ε, x)

с векторным полем

V (x) = (ϑ, g′(x1)ϑ). (3.3.60)

Таким образом, для возмущения, описывающего распространение трещины,

производная по параметру ε вычисляется по формуле (3.3.56), где функция
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V находится по формуле (3.3.60). Тогда производная по длине трещины в

данном случае находится по формуле

Π′(l) =
dΠ(Ωε; ξ

ε)

dε

∣∣∣
ε=0

(g2(s) + 1)−1/2, (3.3.61)

где

s =

∫ l

0

√
(g′(t))2 + 1dt

— длина трещины γ0. Следует отметить, что производная функционала энер-

гии (3.3.61) не зависит от функции ϑ, это следует из (3.3.21).
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Глава 4

Задачи оптимального управления

4.1 Оптимальное управление размером включения в за-

даче о равновесии пластины Тимошенко с трещи-

ной вдоль жесткого включения

Широкое применение композитных материалов диктует растущий интерес в

изучении и совершенствовании математических моделей, описывающих де-

формирование тел с включениями. Общность вариационных методов поз-

воляет успешно формулировать и исследовать различные задачи для тел с

жесткими и упругими включениями (см., например [55, 76, 127, 159, 168,

181]).

Известно, что наличие в деформируемом теле инородных включений мо-

жет стать причиной возникновения больших концентраций напряжений. При

этом механические и геометрические свойства включений часто оказывают

влияние на возможность появления трещин и развития уже существующих

трещин.

В исследовании задач для различных моделей упругих тел с жесткими

включениями и трещинами, применяются как линейные, так и нелинейные

граничные условия (см. [20, 55, 97, 138, 147, 157, 184]). Вариационные под-

ходы используются в [55, 76, 127, 154, 168, 181] и др. В частности, теория

двумерных задач теории упругости с тонкими жесткими включениями и воз-

можным отслоением предложена в [55]. Трехмерный случай рассмотрен в
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[152]. Анализ зависимости решения задачи равновесия от вариации формы

тонкого жесткого включения в упругом двумерном теле с трещиной, выхо-

дящей за пределы включения, проведен в [158]. Что касается случая объем-

ных включений, доказано существование оптимальной формы включения в

семействе задач о равновесии двумерного упругого тела с трещиной и объем-

ным жестким включением [157]. Для двумерной статической задачи найдена

производная функционала энергии упругого тела с трещиной вдоль тонкого

жесткого включения [181]. Относительно пластины модели Кирхгофа-Лява,

содержащей тонкое жесткое включение, изучены два случая, когда включе-

ние сцеплено с упругой частью пластины и второй — когда трещина рас-

положена вдоль границы жесткого включения [117]. При этом для первого

случая установлено, что задача с тонким (двумерным) жестким включением

является предельной для семейства задач с объемным (трехмерным) жест-

ким включением.

В настоящем параграфе исследуются задачи о равновесии пластины Ти-

мошенко с жестким включением. В формулировках задач объемное включе-

ние задается трехмерной областью, а тонкое включение — двумерной поверх-

ностью. Для всех задач предполагается, что часть трещины расположена на

поверхности включения, а другая часть трещины находится в упругой сре-

де. Формулируется задача оптимального управления, в которой производ-

ная функционала энергии по отношению к параметру возмущения трещины

выступает в роли функционала качества, а управляющий параметр харак-

теризует размер включения. Доказана разрешимость задачи оптимального

управления.

Кроме того, установлена качественная связь между задачами о равнове-

сии пластин с жесткими включениями разного размера. В частности, доказа-

но, что решения семейства задач о равновесии пластин с объемным жестким

включением сходятся сильно в пространстве Соболева к решению задачи о

равновесии пластины с тонким жестким включением при стремлении пара-

метра размера (толщины) включения к нулю.
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4.1.1 Постановка семейства вариационных задач о равновесии пла-

стины Тимошенко, содержащей трещину на границе жест-

кого включения

Сформулируем семейство задач, описывающих равновесие неоднородных пла-

стин с трещиной на границе жесткого объемного включения. Пусть область

Ω ⊂ R2 ограничена гладкой кривой Γ. Предположим, что гладкая незамкну-

тая кривая Υ лежит строго внутри области Ω т.е. Υ ⊂ Ω; Υ состоит из двух

кривых γ и γc таких, что Υ = γ ∪ γc, γ ∩ γc = ∅, meas(γ) > 0, meas(γc) > 0.

Считаем, что кривую Υ можно продолжить до кривой Σ, делящей область

Ω на две области Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами ∂Ω1 и ∂Ω2, так, чтобы

Ω = Ω1∪Ω2, Σ = ∂Ω1∩∂Ω2. Это предположение достаточно для выполнения

неравенств Корна и Пуанкаре в негладкой области Ω0 = Ω\Υ. Рассмотрим

семейство односвязных областей ωt, t ∈ (0, t0] удовлетворяющих следующим

свойствам:

a) границы ∂ωt являются гладкими, при этом справедливо включение

∂ωt ∈ C0,1;

b) ωt′ ⊂ ωt, ωt ⊂ Ω для всех t, t′ ∈ (0, t0], t′ < t;

c) для любого фиксированного t′ ∈ (0, t0) и любой окрестности O области

ωt′ существует число tO > t′ такое, что ωt ⊂ O для всех t ∈ [t′, tO];

d) γ ⊂ ∂ωt, γc ∩ ωt = ∅ для всех t ∈ (0, t0];

e) для любой окрестности O кривой γ существует число tO > 0 такое, что

ωt ⊂ O для всех t ∈ (0, tO];

f)
∪
t<t′

ωt = ωt′ для всех t′ ∈ (0, t0].

g) существует область E с липшицевой границей ∂E , такая, что E ⊂ Ω,

Υ ⊂ ∂E , ωt0 ⊂ E , границы односвязных областей E\ωt являются липшице-

выми для всех t ∈ (0, t0].

В качестве примера приведем следующее семейство областей

ωt = {(x1, x2) |x1 ∈ (−a, 0), g(x1)− t < x2 < g(x1)}, a > 0, ωt ⊂ Ω,

где g ∈ C0,1(−a, 0). При этом кривая γ задается соотношениями
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γ = {(x1, x2) | −a < x1 ≤ 0, x2 = g(x1)}, а кривая γc — как ее продолжение

см. рис. 4.1. Для простоты предположим, что толщина пластины является

Рис. 4.1: Пример областей ωt.

постоянной и равной 2h = 2. Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z}

соотнесем так, чтобы множество {Ω0} × {0} ⊂ R3 соответствовало средин-

ной плоскости пластины. Кривая Υ задает трещину (разрез) в пластине. Это

означает, что цилиндрическую поверхность сквозной трещины можно задать

соотношениями x = (x1, x2) ∈ Υ, −1 ≤ z ≤ 1, где |z| — расстояние до сре-

динной плоскости. Для фиксированного t ∈ (0, t0] жесткое включение будет

задаваться множеством ωt× [−1, 1]; а упругая часть пластины соответствует

области Ω0\ωt. Обозначим через ν = (ν1, ν2) нормаль к Υ. Выбор нормали

позволяет ввести положительный Υ+ и отрицательный Υ− берега кривой Υ.

Скачок функции v на Υ найдем по формуле [v] = v|Υ+ − v|Υ−.

Обозначим через η = η(x) = (W,w, ψ) вектор обобщенных перемещений

точек срединной поверхности (x = (x1, x2) ∈ Ω0), W = (w1, w2) — переме-

щения в плоскости {x1, x2}, w — вдоль оси z, ψ = (ψ1, ψ2) – углы поворота

нормальных сечений. Для удобства будем также использовать обозначения

ηi, i = 1, 2..., 5 для компонент вектора η, при этом (η1, η2) = W , η3 = w,

(η4, η5) = ψ.

Введем тензоры, описывающие деформацию пластины,

εij(ψ) =
1

2
(ψi,j + ψj,i), εij(W ) =

1

2
(wi,j + wj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ψ) = aijklεkl(ψ), σij(W ) = 3aijklεkl(W ), i, j, k, l = 1, 2. (4.1.1)
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Ненулевые компоненты тензора упругости A = {aijkl} выражаются соотно-

шениями

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

где D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость пластины, æ —

коэффициент Пуассона, 0 < æ < 1/2 [86]. Поперечные силы в модели Тимо-

шенко задаются выражениями

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (4.1.2)

где Λ — коэффициент, описывающий упругие свойства пластины относи-

тельно поперечного сдвига [86]. Пусть B(G, · , ·) — билинейная форма, опре-

деленная равенством

B(G, η, η̄) =
∫
G

{mij(ψ)εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i) + σij(W )εij(W̄ )}dx,

где G подобласть с гладкой границей области Ω, η = (W,w, ψ), η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄).

Функционал энергии имеет вид

Π(Ω0; η) =
1

2
B(Ω0, η, η)−

∫
Ω0

Fηdx , η = (W,w, ψ),

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ C1(Ω)5 — вектор, задающий внешние нагрузки.

Пусть H1(Ω0) — пространство Соболева, H1,0(Ω0) — его подпространство,

состоящее из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе

Γ. Введем следующие обозначения:

H(Ω0) = H1,0(Ω0)
5 , ∥ · ∥ = ∥ · ∥H(Ω0).

С помощью неравенств Корна и Пуанкаре можно доказать следующую оцен-

ку

B(Ω0, η, η) ≥ c∥η∥2 ∀η ∈ H(Ω0), (4.1.3)

где постоянная c > 0 не зависит от η (см. неравенство (2.1.4) параграфа 2.1).

Наличие жесткого включения приводит к тому, что перемещения и углы

поворота описываются в области ωt функциями специального вида. Введем
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пространство, характеризующее свойства жесткого включения (см. соотно-

шения в выражении (2.3.1) параграфа 2.3)

R(ωt) = {ζ | ζ(x) =

= (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ ωt}, (4.1.4)

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R. Условие взаимного непроникания противополож-

ных берегов трещины без учета сил трения пластины имеет вид:

[W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υ. (4.1.5)

Задача о равновесии пластины Тимошенко с объемным жестким включением

сводится к задаче о минимизации функционала энергии

inf
η∈Kt

Π(Ω0; η), (4.1.6)

где

Kt = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0)
∣∣∣ [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υ, η|ωt

∈ R(ωt)}

— множество допустимых функций. Заметим, что включение η ∈ H(Ω0)

означает выполнение однородных краевых условий на внешней границе:

w = 0, ψ = W = (0, 0) на Γ. (4.1.7)

Известно, что задача (4.1.6) имеет единственное решение ξt ∈ Kt и эквива-

лентна следующему вариационному неравенству (см. параграф 2.3)

ξt ∈ Kt, B(Ω0, ξt, η − ξt) ≥
∫
Ω0

F (η − ξt)dx ∀η = (W,w, ψ) ∈ Kt. (4.1.8)

Наряду с задачей о равновесии пластины с объемным жестким включе-

нием, рассмотрим задачу о равновесии пластины с тонким жестким включе-

нием, которое описывается с помощью следующей цилиндрической поверх-

ности x = (x1, x2) ∈ γ, −1 ≤ z ≤ 1. Введем сначала следующие обозначения:

R(γ) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2,

a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ γ}, (4.1.9)
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где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R;

K0 = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0) | [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υ; η|γ− ∈ R(γ)}.

Сформулируем задачу в вариационном виде. Требуется найти функцию ξ0 =

(U0, u0, ϕ0) ∈ K0 такую, что

Π(Ω0; ξ0) = inf
η∈K0

Π(Ω0; η). (4.1.10)

Задача (4.1.10) имеет единственное решение ξ0 ∈ K0, удовлетворяющее ва-

риационному неравенству (см. (2.4.17))

ξ0 ∈ K0, B(Ω0, ξ0, η − ξ0) ≥
∫
Ω0

F (η − ξ0)dx ∀ η ∈ K0. (4.1.11)

4.1.2 Задача оптимального управления

Для того чтобы определить функционал качества, рассмотрим два вспомога-

тельных семейства задач. Прежде сделаем дополнительные предположения.

Положим для простоты, что γc — часть прямой, а именно, γc = (0, 1)× {0}.

Кроме того, будем считать, что существует окрестность O ⊂ Ω точки (1, 0) ∈

R2 такая, что ωt ∩ O = ∅, для всех t ∈ (0, t0]. Пусть δ — неотрицательный

параметр возмущения; введем обозначение γδc = (0, 1 + δ) × {0}. Далее бу-

дем считать, что для всех δ ∈ [0, δ0] справедливо включение γδc\γc ⊂ O.

Возмущенную область обозначим через Ωδ = Ω\Υδ, где Υδ = γ ∪ γδc (см.

рис. 4.2.) По аналогии с предыдущими обозначениями введем пространство

Рис. 4.2: Прямолинейное возмущение трещины.
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H(Ωδ). Рассмотрим функционал энергии

Π(Ωδ; η) =
1

2
B(Ωδ, η, η)−

∫
Ωδ

Fηdx , η = (W,w, ψ). (4.1.12)

Сформулируем задачу, описывающую равновесие пластины с возмущенной

трещиной Υδ, которая проходит вдоль жесткого включения, заданного с по-

мощью области ωt, t ∈ (0, t0]. Требуется найти функцию ξδt ∈ Kδ
t такую,

что

Π(Ωδ; ξ
δ
t ) = inf

η∈Kδ
t

Π(Ωδ; η), (4.1.13)

где множество допустимых функций имеет вид

Kδ
t = {η ∈ H(Ωδ) | [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υδ; η|ωt

∈ R(ωt)}.

Применяя подобные рассуждения, рассмотрим также семейство вспомога-

тельных задач для пластины с тонким жестким включением. Требуется най-

ти функцию ξδ0 ∈ Kδ
0 такую, что

Π(Ωδ; ξ
δ
0) = inf

η∈Kδ
0

Π(Ωδ; η), (4.1.14)

где Kδ
0 = {η ∈ H(Ωδ) | [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υδ; η|γ− ∈ R(γ)}.

Ввиду прямолинейности γδc , основываясь на результатах о существовании

производной функционала энергии пластины Тимошенко по отношению к

параметру δ, описывающему возмущение плоской трещины (см. [42]), можно

вывести следующую формулу производной функционала энергии для семей-

ства задач (4.1.13)

G(t, ξ0t ) = lim
δ→0

Π(Ωδ; ξ
δ
t )− Π(Ω0; ξ

0
t )

δ
=

=

∫
Ω0

{
1

2
θ,1b(ξ

0
t , ξ

0
t )−

(
σij(U

0
t )u

0
ti,1θ,j +

+mij(ϕ
0
t )ϕ

0
ti,1θ,j +qi(u

0
t , ϕ

0
t )u

0
t,1θ,i+(θF ),1 ξ

0
t

)}
dx, (4.1.15)

где ξ0t = (U 0
t , u

0
t , ϕ

0
t ), U 0

t = (u0t1, u
0
t2) и u0ti,1 =

∂u0ti
∂x1

, i = 1, 2. Также существует

производная функционала энергии по отношению к параметру δ при δ → 0
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для семейства задач (4.1.14):

G(0, ξ00) = lim
δ→0

Π(Ωδ; ξ
δ
0)− Π(Ω0; ξ

0
0)

δ
=

=

∫
Ω0

{
1

2
θ,1b(ξ

0
0 , ξ

0
0)−

(
σij(U

0
0 )u

0
0i,1θ,j +

+mij(ϕ
0
0)ϕ

0
0i,1θ,j +qi(u

0
0, ϕ

0
0)u

0
0,1θ,i+(θF ),1 ξ

0
0

)}
dx, (4.1.16)

где ξ00 = (U 0
0 , u

0
0, ϕ

0
0), U 0

0 = (u001, u
0
02) и u00i,1 =

∂u00i
∂x1

, i = 1, 2. В формулах

(4.1.15), (4.1.16) значение производной функционала энергии не зависит от

выбора гладкой функции θ, удовлетворяющей свойствам supp(θ) ⊂ O1, θ = 1

в O2; где O2 и O1 — некоторые окрестности точки (1, 0) ∈ R2, O2 ⊂ O1 ⊂

O. Заметим, что фактически в интегралах (4.1.15), (4.1.16) интегрирование

ведется по носителю supp(θ).

Замечание 4.1.1. Формулы (4.1.15) и (4.1.16) получены в условиях предпо-

ложения о том, что возмущаемая часть трещины расположена в упругой

среде (т.е. meas(γc) > 0). В случае meas(γc) = 0 обоснование существова-

ния и вывод формулы производной функционала представляет собой более

сложную задачу и требует отдельного исследования.

Поскольку производная G(t, ξ0t ) зависит от параметра t ∈ [0, t0], задающе-

го размер области ωt, мы можем взять ее в качестве функционала качества,

а параметр t — в роли управляющего параметра. Как известно, значение

производной функционала энергии играет решающую роль в формулиров-

ке критерия разрушения Гриффитса: развитие (распространение) трещины

происходит в том случае, когда производная по параметру возмущения тре-

щины достигает критического значения; в противном случае трещина оста-

ется без изменений [82, 123]. Нас интересует следующая задача, которая с

физической точки зрения может интерпретироваться как задача о существо-

вании наиболее безопасного размера включения. Требуется найти значение

t∗ ∈ [0, t0], такое что

G(t∗, ξt∗) = sup
t∈[0,t0]

G(t, ξt). (4.1.17)
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Теорема 4.1.1. Задача оптимального управления (4.1.17) имеет по край-

ней мере одно решение.

Доказательство. Пусть {tn} — максимизирующая последовательность.

Ввиду ограниченности сегмента [0, t0], можно извлечь сходящуюся подпо-

следовательность {tnk
} ⊂ {tn}, такую что

tnk
→ t∗ при k → ∞, t∗ ∈ [0, t0].

Не нарушая общности, предположим, что tnk
̸= t∗ для достаточно больших

k. Поскольку, в противном случае, должна найтись подпоследовательность

{tnl
}, такая что tnl

≡ t∗ и, следовательно,G(t∗, ξt∗) — решение задачи (4.1.17).

Итак, рассмотрим случай подпоследовательности {tnk
}, удовлетворяющей

tnk
̸= t∗ для достаточно больших k. Принимая во внимание доказанную ни-

же лемму 4.1.2, выводим, что решения ξk задач (4.1.6), соответствующие

параметрам tnk
, сходятся сильно к ξt∗ в пространстве H(Ω0) при k → ∞.

Это позволяет установить следующую сходимость

G(tnk
, ξk) → G(t∗, ξt∗).

Поэтому получим, что

G(t∗, ξt∗) = sup
t∈[0,t0]

G(t, ξt).

Теорема доказана.

Далее докажем две вспомогательные леммы.

Лемма 4.1.1. Пусть t∗ ∈ [0, t0) — фиксированный параметр, а последо-

вательность чисел {tn} ⊂ [t∗, t0] сходится к t∗ при n → ∞. Тогда для

произвольной функции η ∈ Kt∗ существует подпоследовательность {tk} =

{tnk
} ⊂ {tn} и последовательность функций {ηk} такие, что ηk ∈ Ktk,

k ∈ N и ηk → η слабо в H(Ω0) при k → ∞.

Доказательство. Очевидно, что если существует подпоследовательность

{tnk
} такая, что tnk

= t∗, то утверждение леммы выполнено для ηk ≡ η,

k ∈ N. Следовательно, далее мы предполагаем, что tn > t∗ для достаточно
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больших n. Пусть ζ∗ = η|ωt∗ = (b∗x2+c
∗
1,−b∗x1+c∗2, a∗0+a∗1x1+a∗2x2,−a∗1,−a∗2)

— ограничение функции η в ωt∗ для случая t∗ > 0. В другом случае, когда

t∗ = 0 и функция η имеет заданную структуру на γ−, мы применим такое же

обозначение т.е. ζ∗ = η|γ− на γ−. Доопределим функцию ζ∗ на всю область

Ω с помощью равенства:

ζ∗ = (b∗x2 + c∗1,−b∗x1 + c∗2, a
∗
0 + a∗1x1 + a∗2x2,−a∗1,−a∗2), x ∈ Ω.

Зафиксируем произвольное значение t ∈ (0, t0] и рассмотрим следующие

вспомогательную задачу. Требуется найти ηt ∈ K ′
t такую, что

p(ηt) = inf
χ∈K ′

t

p(χ), (4.1.18)

где p(χ) = B(Ω0, χ− η, χ− η),

K ′
t = {χ ∈ H(Ω0) | χ = η на Υ±, χ|ωt

= ζ∗}.

Легко видеть, что функционал p(χ) строго выпуклый, коэрцитивен и слабо

полунепрерывен снизу в пространстве H(Ω0). Кроме того, легко проверить,

что множество K ′
t выпукло и замкнуто в H(Ω0). Эти свойства гарантируют

существование единственного решения ηt задачи (4.1.18) (см. теорему 1.4.1 и

лемму 1.4.3). Поскольку функционал p(χ) выпуклый и дифференцируемый

в пространстве H(Ω0), задача (4.1.18) эквивалентна следующему вариаци-

онному неравенству:

ηt ∈ K ′
t, B(Ω0, ηt − η, χ− ηt) ≥ 0 ∀χ ∈ K ′

t. (4.1.19)

В силу свойства b), решение ηt0 задачи (4.1.19), соответствующее парамет-

ру t = t0, принадлежит множествам K ′
t с любым параметром t′ ∈ (0, t0].

Подставляя ηt0 в качестве пробной функции в неравенство (4.1.19), получим

B(Ω0, ηt − η, ηt0) +B(Ω0, η, ηt) ≥ B(Ω0, ηt, ηt) ∀t ∈ (0, t0].

Используя неравенство (4.1.3), из последнего соотношения выводим следую-

щую равномерную оценку:

∥ηt∥ ≤ c ∀t ∈ (0, t0].
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Последнее означает, что можно извлечь из {ηtn} подпоследовательность ηtnk
(ее далее будем обозначать через {ηk}) такую, что {ηk} слабо сходится к

некоторой функции η̃ в H(Ω0). Пусть, для удобства, обозначение {tk} озна-

чает следующую последовательность tk = tnk
.

Покажем, что η̃ = η. Далее мы должны различать два случая относи-

тельно значения t∗, а именно, случаи t∗ > 0 и t∗ = 0. Пусть сначала t∗ > 0.

Тогда, по построению (ηk − η) ∈ H1
0(Ω0\ωt∗)

5. Следовательно, ввиду слабой

замкнутости H1
0(Ω0\ωt∗)

5 заключаем, что (η̃ − η) ∈ H1
0(Ω0\ωt∗)

5. Рассмот-

рим пробные функции вида χ±
k = ηk ± α, где α — произвольная функция

из пространства C∞
0 (Ω0\ωt∗)

5, продолженная нулем на область Ω0. В силу

свойства c) заметим, что χ±
k ∈ K ′

tk
для достаточно больших k. Подставим

далее функции χ+
k и χ−

k , k = 1, 2, ..., в качестве тестовых в вариационные

неравенства (4.1.19), соответствующие значениям tk. В результате, имеем

ηk ∈ K ′
tk
, B(Ω0, ηk − η, α) = 0. (4.1.20)

Переходя к пределу в (4.1.20) при k → ∞ с фиксированной функцией α,

получим

B(Ω0, η̃ − η, α) = B(Ω0\ωt∗, η̃ − η, α) = 0 ∀α ∈ C∞
0 (Ω0\ωt∗)

5.

Плотность C∞
0 (Ω0\ωt∗) вH1

0(Ω0\ωt∗) влечет равенство η̃−η = 0 вH1
0(Ω0\ωt∗)

5.

Наконец, по построению равенство η̃ = η выполнено в ωt∗. Значит, η̃ = η

в H(Ω0). Таким образом, существует последовательность {ηk} такая, что

ηk ∈ Ktk для всех k ∈ N и ηk → η слабо в H(Ω0) при n→ ∞.

Рассмотрим теперь второй случай. Пусть t∗ = 0. По построению имеем

(ηk−η) ∈ H1
0(Ω0)

5 и, следовательно, соотношение (η̃−η) ∈ H1
0(Ω0)

5 выполне-

но. Выберем пробные функции вида χ±
k = ηk±α, где α ∈ C∞

0 (Ω0)
5. Свойство

e) влечет, что для достаточно больших k справедливо следующее включение

χ±
k ∈ K ′

tk
. Подставляя эти функции в неравенства (4.1.19), соответствующие

значениям tk, извлекаем

ηk ∈ K ′
tk
, B(Ω0, ηk − η, α) = 0. (4.1.21)
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Зафиксируем функцию α в (4.1.21) и перейдем к пределу при k → ∞. В

итоге находим

B(Ω0, η̃ − η, α) = 0 ∀α ∈ C∞
0 (Ω0)

5. (4.1.22)

Плотность C∞
0 (Ω0) в H1

0(Ω0) позволяет получить из (4.1.22) следующее ра-

венство η̃ − η = 0 в H(Ω0). Это означает, что η̃ = η в H(Ω0). Итак, и во

втором случае имеем последовательность {ηk}, удовлетворяющую соотно-

шениям: ηk ∈ Ktk , ηk → η слабо в H(Ω0). Лемма доказана.

Сформулируем теперь следующее утверждение.

Лемма 4.1.2. Пусть t∗ ∈ [0, t0] — фиксированное число. Тогда имеет ме-

сто сильная сходимость ξt → ξt∗ в пространстве H(Ω0) при t → t∗, где

ξt — решение задачи (4.1.6), соответствующее параметру t ∈ (0, t0], а ξt∗

является решением задачи (4.1.6) при t∗ > 0 и задачи (4.1.10) — при t∗ = 0.

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, что существу-

ют число ϵ0 > 0 и последовательность {tn} ⊂ (0, t0] такие, что tn → t∗,

∥ξn − ξt∗∥ ≥ ϵ0, где ξn = ξtn, n ∈ N, являются решениями задач (4.1.6),

соответствующих параметрам tn.

Поскольку η0 ≡ 0 ∈ Kt для всех t ∈ [0, t0], мы можем подставить η = η0

в (4.1.8) для любого фиксированного t ∈ (0, t0] и в неравенство (4.1.11) при

t = 0. Это влечет соотношение

ξt ∈ Kt, B(Ω0, ξt, ξt) ≤
∫
Ω0

Fξtdx ∀ t ∈ [0, t0].

Отсюда, используя соотношение (4.1.3), выводим равномерную по t ∈ [0, t0]

оценку

∥ξt∥ ≤ c

с постоянной c > 0 независящей от t. Следовательно, заменяя ξn ее подпо-

следовательностью в случае необходимости, можно считать, что ξn сходится

к некоторой функции ξ̃ слабо в H(Ω0).

Далее покажем, что ξ̃ ∈ Kt∗. В самом деле, имеем ξn|ωtn
= ζn ∈ R(ωtn). В

соответствии с теоремами вложения Соболева [56], найдутся подпоследова-
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тельности, обозначенные прежним образом такие, что

ξn|ωt∗ → ξ̃|ωt∗ сильно в L2(ωt∗)
5 при n→ ∞, (4.1.23)

ξn|Υ → ξ̃|Υ сильно в L2(Υ)5 при n→ ∞. (4.1.24)

Выбирая при необходимости подпоследовательности, можно считать, что

ξn → ξ̃ п.в. в ωt∗ при n → ∞. Это позволяет заключить, что каждая из

числовых последовательностей {bn}, {c1n}, {c2n}, {a0n}, {a1n}, {a2n}, опре-

деляющих структуру ζn в областях ωtn, ограничена по абсолютной величине.

Поэтому, мы можем извлечь сходящиеся числовые подпоследовательности (с

сохранением обозначений):

bn → b, a0n → a0, cin → ci, ain → ai, i = 1, 2, при n→ ∞.

Снова рассмотрим два случая: t∗ = 0 и t∗ > 0. В первом случае для после-

довательности {ξn}, соответствующей выбранным числовым последователь-

ностям {bn}, {c1n}, {c2n}, {a0n}, {a1n}, {a2n}, выполняется

ξn|γ− → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.1.25)

сильно в L2(γ)
5 при n → ∞. Последнее вместе с (4.1.23) приводит к равен-

ству

ξ̃ = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) п.в. на γ−.

Это означает, что ξ̃|γ− ∈ R(γ).

Исследуем второй случай. Для последовательности {tn} найдется либо

подпоследовательность {tk} ⊂ {tn}, сходящаяся слева к t∗, либо подпосле-

довательность {tk} ⊂ {tn} такая, что tk ≥ t∗ для всех k ∈ N.

Если существует подпоследовательность {tk} ⊂ {tn} такая, что tk ≥ t∗

для всех k ∈ N, то можно легко установить следующую сильную сходимость

ξk|ωt∗ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.1.26)

в пространстве L2(ωt∗)
5 при k → ∞. Таким образом, из (4.1.26) и (4.1.23)

устанавливаем, что имеет место включение ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗).
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Предположим теперь, что существует сходящаяся слева подпоследова-

тельность {tk} ⊂ {tn}, т.е. tk < t∗ для всех k ∈ N и tk → t∗ при k → ∞. В

рамках этого предположения, для фиксированного k′ ∈ N и соответствую-

щего значения t′ = tk′, свойство b) влечет следующую сильную сходимость

ξk|ωt′ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.1.27)

в пространстве L2(ωt′)
5 при k → ∞. Определим функцию L в ωt∗ следующим

равенством L = a0 + a1x1 + a2x2. В силу (4.1.27) следует, что uk → L силь-

но в L2(ωt′). Ввиду абсолютной непрерывности интеграла Лебега и свойств

b), f), для любого положительного ϵ > 0 можно выбрать номер k′ ∈ N и

соответствующее число t′ = tk′, такие что

∥L∥L2(ωt∗\ωt′) <
√
ϵ, ∥ũ∥L2(ωt∗\ωt′) <

√
ϵ.

Далее, используя дважды неравенство треугольника, получим

∥uk − L∥L2(ωt∗\ωt′) ≤ ∥uk∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥L∥L2(ωt∗\ωt′) ≤

≤ ∥ũ∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥uk − ũ∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥L∥L2(ωt∗\ωt′) <

< 2
√
ϵ+ ∥uk − ũ∥L2(ωt∗).

Следовательно, справедливы соотношения

∥uk − L∥2L2(ωt∗)
= ∥uk − L∥2L2(ωt∗\ωt′)

+ ∥uk − L∥2L2(ωt′)

< (2
√
ϵ+ ∥uk − ũ∥L2(ωt∗))

2 + ∥uk − L∥2L2(ωt′)
. (4.1.28)

Отсюда, в свою очередь, вытекает, что для достаточно больших k имеют

место неравенства

∥uk − ũ∥L2(ωt∗) <
√
ϵ, ∥uk − L∥L2(ωt′) <

√
ϵ,

следовательно, правая часть соотношения (4.1.28) меньше чем 10ϵ. Таким

образом, uk → L сильно в L2(ωt∗). Далее, принимая во внимание (4.1.23),

выводим ũ|ωt∗ = L в ωt∗.
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Аналогично можно получить, что

Ũ |ωt∗ = b(x2,−x1) + (c1, c2) п.в. в ωt∗,

ϕ̃|ωt∗ = (−a1,−a2) п.в. в ωt∗.

Значит, справедливо включение ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗). В итоге, для всех возможных

случаев имеем ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗).

Остается показать, что ξ̃ удовлетворяет неравенству [Ũ ]ν ≥ |[ϕ̃]ν| на Υ.

Ввиду сходимости (4.1.24), мы можем извлечь еще раз подпоследовательно-

сти и считать, что ξn|Υ → ξ̃|Υ п.в. на Υ±. Этот факт позволяет перейти к

пределу при n→ ∞ в следующих неравенствах

[Un]ν ≥ |[ϕn]ν| на Υ.

В результате, имеем [Ũ ]ν ≥ |[ϕ̃]ν| на Υ. Последнее обеспечивает включение

ξ̃ ∈ Kt∗.

Целью последующих рассуждений является доказательство справедливо-

сти равенства ξ̃ = ξt∗ и существования сильно сходящейся к ξt∗ в простран-

стве H(Ω0) последовательности решений ξn = ξtn, n = 1, 2.... Заметим, что

для сходящейся к t∗ последовательности {tn} существует либо подпоследо-

вательность {tnl
}, такая что tnl

≤ t∗ для всех l ∈ N, либо подпоследователь-

ность {tnm
}, удовлетворяющая tnm

> t∗ для всех m ∈ N.

Для первого случая имеем подпоследовательность {tnl
} ⊂ (0, t0] со свой-

ством tnl
≤ t∗ для всех l ∈ N. Это означает, что t∗ > 0. Для удобства будем

обозначать эту последовательность через {tn}. Поскольку tn ≤ t∗ для всех

n ∈ N, в силу свойства b), произвольная тестовая функция η из множества

Kt∗ принадлежит также множеству Ktn. Это свойство позволяет перейти к

пределу при n→ ∞ в следующих неравенствах с тестовой функцией η ∈ Kt∗:

ξn ∈ Ktn, B(Ω0, ξn, η − ξn) ≥
∫
Ω0

F (η − ξn)dx, tn ∈ (0, t∗].

Принимая во внимание слабую сходимость ξn → ξ̃ в H(Ω0), предельное нера-
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венство примет вид

B(Ω0, ξ̃, η − ξ̃) ≥
∫
Ω0

F (η − ξ̃)dx ∀ η ∈ Kt∗.

Ввиду произвольности η ∈ Kt∗ последнее неравенство является вариацион-

ным. Поэтому, из него вытекает, что ξ̃ = ξt∗. Чтобы завершить доказатель-

ство для первого случая, нужно установить сильную сходимость ξn → ξt∗.

Подставляя η = 2ξt и η = 0 в вариационные неравенства (4.1.8) для t ∈ (0, t0],

получим

ξt ∈ Kt, B(Ω0, ξt, ξt) =

∫
Ω0

Fξtdx ∀ t ∈ (0, t0]. (4.1.29)

Последнее равенство вместе с (4.1.8) гарантируют, что следующее неравен-

ство

ξt ∈ Kt, B(Ω0, ξt, η) ≥
∫
Ω0

Fηdx ∀η ∈ Kt (4.1.30)

выполнено для всех t ∈ (0, t0]. В силу слабой сходимости ξn → ξt∗ в H(Ω0)

при n→ ∞ и соотношения (4.1.29) находим

lim
n→∞

B(Ω0, ξn, ξn) = lim
n→∞

∫
Ω0

Fξndx =

∫
Ω0

Fξt∗dx = B(Ω0, ξt∗, ξt∗).

Ввиду эквивалентности норм (см. замечание 4.1.1) последняя цепочка озна-

чает, что ξn → ξt∗ сильно в H(Ω0) при n→ ∞. Таким образом, в первом слу-

чае мы получили противоречие к исходному предположению: ∥ξn − ξt∗∥ ≥ ϵ

для всех n ∈ N.

Рассмотрим второй случай, т.е. предположим, что элементы подпоследо-

вательности {tnm
} удовлетворяют tnm

> t∗ для всех m ∈ N. Для удобства

будем обозначать ее через {tn}. Итак, tn → t∗ и tn > t∗ для всех n ∈ N.

Принимая во внимание результаты, полученные в начале доказательства,

выведем, что ξn → ξ̃ слабо в H(Ω0) при n → ∞. Сначала докажем, что

ξn → ξ̃ сильно в H(Ω0) при n → ∞. Ввиду слабой сходимости ξn → ξ̃ в

H(Ω0) при n→ ∞, из (4.1.29) извлекаем

lim
n→∞

B(Ω0, ξn, ξn) =

∫
Ω0

F ξ̃dx. (4.1.31)
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Затем, для фиксированного t ∈ (0, t0], подставляя пробные функции вида

η = ξt′ ∈ Kt′ ⊂ Kt с произвольными числами t′ ∈ (0, t0], t′ ≥ t в вариационное

неравенство (4.1.30), соответствующее параметру t, получим

B(Ω0, ξt, ξt′) ≥
∫
Ω0

Fξt′dx.

Отсюда можно сделать заключение, что для всех tn и tm удовлетворяющих

tn ≤ tm выполнено следующее неравенство

B(Ω0, ξn, ξm) ≥
∫
Ω0

Fξmdx. (4.1.32)

Зафиксируем произвольное значение m ∈ N в (4.1.32) и перейдем к пределу

при n→ ∞ в последнем неравенстве. В итоге получим

B(Ω0, ξ̃, ξm) ≥
∫
Ω0

Fξmdx. (4.1.33)

Затем, переходя к пределу в (4.1.33) при m→ ∞, находим

B(Ω0, ξ̃, ξ̃) ≥
∫
Ω0

F ξ̃dx.

Отсюда с помощью формулы (4.1.31) и слабой полунепрерывности функ-

ционала, определяемого билинейной формой B(Ω0, ·, ·), выводим следующие

соотношения

B(Ω0, ξ̃, ξ̃) ≥
∫
Ω0

F ξ̃dx = lim
n→∞

B(Ω0, ξn, ξn) ≥ B(Ω0, ξ̃, ξ̃).

Значит,

B(Ω0, ξ̃, ξ̃) = lim
n→∞

B(Ω0, ξn, ξn).

Снова используя эквивалентность норм (см. замечание 4.1.1), извлекаем, что

ξn → ξ̃ сильно в H(Ω0) при n→ ∞.

В соответствии с леммой 4.1.1 для всех η ∈ Kt∗ найдется подпоследова-

тельность {tk} = {tnk
} ⊂ {tn} и последовательность функций {ηk}, такие

что ηk ∈ Ktk и ηk → η слабо в H(Ω0) при k → ∞.
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Свойства, установленные для сходящихся последовательностей {ηk} и {ξn},

позволяют перейти к пределу при k → ∞ в следующих неравенствах, полу-

ченных из (4.1.8) для tk и тестовых функций ηk:

B(Ω0, ξk, ηk − ξk) ≥
∫
Ω0

F (ηk − ξk)dx.

В результате находим

B(Ω0, ξ̃, η − ξ̃) ≥
∫
Ω0

F (η − ξ̃)dx ∀ η ∈ Kt∗.

Однозначная разрешимость данного вариационного неравенства влечет, что

ξ̃ = ξt∗. Таким образом, во всех случаях существует подпоследовательность

{tnk
} ⊂ {tn} такая, что tk → t∗, ξk → ξt∗ сильно в H(Ω0). Противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 4.1.1 и лемма 4.1.2 устанавливают качественную связь между за-

дачами о равновесии пластин с жесткими включениями разного размера.

В частности, доказано, что задача о равновесии пластины с тонким жест-

ким включением является предельной для семейства задач о равновесии пла-

стин с объемным жестким включением.

4.2 Оптимальный размер жесткого включения в задаче

о контакте пластины с жестким препятствием

Исследуется задача о контакте пластины, содержащей жесткое включение.

Предполагаем, что пластина может вступать в механический контакт по

внешней жесткой части пластины. На внешней границы области пласти-

ны задаются условия непроникания типа Синьорини и однородные условия

жесткого защемления. Деформирование упругой части пластины описывает-

ся моделью Тимошенко. Проводится анализ зависимости решения от размера

жесткого включения. Доказана разрешимость задачи оптимального управ-

ления, в которой функционал качества характеризует отклонение вектора
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обобщенных перемещений от заданных функций, а управляющий параметр

моделирует размер жесткого включения.

В настоящее время при создании конструкций и изделий различного на-

значения широкое применение находят композитные материалы. На практи-

ке упрочнение конструкций часто достигается ребрами жесткости по внеш-

нему контуру. В данном параграфе рассматривается модель описывающая

контакт пластины с жестким включением по внешнему контуру. Изучение

контактных задач для композитов представляет важное направление иссле-

дований см., например [148, 179, 180]. Известно, что классический подход

к контактным задачам предполагает известную зону контакта [91, 160]. В

отличие от этого подхода, для математических моделей с нелинейными кра-

евыми условиями типа Синьорини область контакта заранее не известна

[4, 134, 165, 167]. Общность вариационных методов позволяет решать раз-

личные задачи для упругих тел и пластин с включениями, см., например,

[55, 76, 127, 154, 168, 181].

В настоящем параграфе исследуется задача о контакте пластины, содер-

жащей жесткое включение. Предполагаем, что пластина может вступать в

механический контакт по внешней жесткой части пластины. На внешней гра-

ницы области пластины задаются условия непроникания типа Синьорини и

однородные условия жесткого защемления. В формулировках задач объем-

ное включение задается трехмерной областью, а тонкое включение — дву-

мерной поверхностью. Проводится анализ зависимости решения от размера

жесткого включения. Доказана разрешимость задачи оптимального управ-

ления, в которой функционал качества характеризует отклонение вектора

обобщенных перемещений от заданных функций, а управляющий параметр

моделирует размер жесткого включения.

Установлена качественная связь между контактными задачами для пла-

стин с жестким объемным включением и пластин, содержащих жесткие тон-

кие включения. А именно, доказана сильная сходимость решений семейства

задач для объемных жестких включений к решению задачи для тонкого
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жесткого включения при стремлении параметра размера к нулю.

Результаты настоящего параграфа получены совместно с Поповой Т.С.,

Семеновой Г.М. и опубликованы в статье [172].

4.2.1 Контактные задачи для пластин с жесткими включениями

Предположим, что неоднородная пластина с жестким включением. Пусть

Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей Γ. Предположим, что

гладкие кривые γ и γ0 лежат на Γ и удовлетворяют соотношениям: meas(γ) >

0, meas(γ0) > 0, γ̄ ∩ γ̄0 = ∅.

Рассмотрим семейство односвязных областей ωt ⊂ Ω, t ∈ (0, t0] со следу-

ющими свойствами:

a) границы ∂ωt являются липшицевыми ∂ωt ∈ C0,1;

b) γ = ∂ωt ∩ Γ для всех t ∈ (0, t0];

c) ωt ⊂ ωt′, для всех t, t′ ∈ (0, t0], t < t′;

d) для любого фиксированного t̂ ∈ (0, t0) и любой окрестности O области

ωt существует tO > t̂ такое, что ωt ⊂ O для всех t ∈ [t̂, tO];

e) для любой окрестности O кривой γ существует tO > 0 такое, что ωt ⊂ O

для всех t ∈ (0, tO];

f)
∪
t<t′

ωt = ωt′ для всех t′ ∈ (0, t0].

g) области Ω\ω̄t являются липшицевыми для всех t ∈ (0, t0].

В качестве примера такого семейства, приведем следующие области ωt, t ∈

(0, t0] ограниченные кривыми ∂ωt = γ ∪ γt ∪ γ1t ∪ γ2t , где

γ = {(x1, x2) | − a < x1 < 0, x2 = g(x1)},

γt = {(x1, x2) | − a < x1 < 0, x2 = g(x1)− t}, g ∈ C0,1[0, 1],

сегменты γ1t , γ2t являются прямолинейными отрезками, параллельными оси

координат Ox2. (см. рис. 4.3). Для этого примера параметр толщины обла-

стей по отношению к оси Ox2 равен t.

Пусть декартово пространство {x1, x2, z} такое, что множество {Ω} ×

{0} ⊂ R3 соответствует срединной плоскости пластины. Зафиксируем пара-
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Рис. 4.3: Пример областей ωt.

метр t ∈ (0, t0]. Жесткое включение будем моделировать с помощью множе-

ства ωt× [−1, 1]. При этом граница жесткого включения задается с помощью

цилиндрической поверхности ∂ωt× [−1, 1]. Упругая часть пластины соответ-

ствует множеству Ω\ωt. Толщина пластины считается постоянной и равной

2.

Обозначим через η = η(x) = (W,w, ψ) вектор обобщенных перемещений

точек срединной поверхности (x = (x1, x2) ∈ Ω0), W = (w1, w2) — переме-

щения в плоскости {x1, x2}, w — вдоль оси z, ψ = (ψ1, ψ2) – углы поворота

нормальных сечений. Для удобства будем также использовать обозначения

ηi, i = 1, 2..., 5 для компонент вектора η, при этом (η1, η2) = W , η3 = w,

(η4, η5) = ψ.

Введем тензоры, описывающие деформацию пластины

εij(ψ) =
1

2
(ψi,j + ψj,i), εij(W ) =

1

2
(wi,j + wj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
).

Тензоры моментов и усилий определим по формулам

mij(ψ) = aijklεkl(ψ), σij(W ) = 3aijklεkl(W ), i, j, k, l = 1, 2. (4.2.1)

Ненулевые компоненты тензора упругости A = {aijkl} выражаются соотно-

шениями

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1− æ)/2, i ̸= j, i, j = 1, 2,

где D, æ — постоянные: D — цилиндрическая жесткость пластины, æ —

коэффициент Пуассона, 0 < æ < 1/2. Поперечные силы в модели Тимошенко
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задаются выражениями

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (4.2.2)

где Λ — коэффициент, описывающий упругие свойства пластины относи-

тельно поперечного сдвига [86]. Пусть B(G, · , ·) — билинейная форма, опре-

деленная равенством

B(G,χ, χ̄) =

∫
G

{mij(ψ)εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(v̄,i+ψ̄i) + σij(W )εij(W̄ )}dx,

для некоторой области G ⊂ Ω, χ = (W,w, ψ), χ̄ = (W̄ , w̄, ψ̄). Функционал

энергии пластины имеет вид

Π(χ) =
1

2
B(Ω, χ, χ)−

∫
Ω

Fχdx , χ = (W,w, ψ),

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ω)5 — вектор задающий внешние нагрузки.

Введем пространства Соболева

H1,0
γ0
(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω)

∣∣∣ v = 0 на γ0
}
, H(Ω) = H1,0

γ0
(Ω)5 , ∥·∥ = ∥·∥H(Ω).

Наличие жесткого включения приводит к тому, что перемещения и углы

поворота описываются в области ωt функциями специального вида. Введем

пространство, характеризующее свойства жесткого включения (см. соотно-

шения в выражении (2.3.1) параграфа 2.3)

R(ωt) = {ζ | ζ(x) =

= (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ ωt}, (4.2.3)

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R.

Условие непроникания для пластины, контактирующей с жестким пре-

пятствием, имеет вид (см. формулу (2.6.5) параграфа 2.6)

−Wν ≥ |ψν| на γ. (4.2.4)

Сформулируем задачу о контакте пластины с жестким препятствием

inf
χ∈Kt

Π(χ), (4.2.5)
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где множество допустимых функций задается соотношениями

Kt = {χ = (W,w, ψ) ∈ H(Ω)
∣∣∣ −Wν ≥ |ψν| на γ, χ|ωt

∈ R(ωt)}.

Заметим, что включение χ ∈ H(Ω) означает выполнение следующих усло-

вий:

w = 0, ψ = W = (0, 0) на γ0. (4.2.6)

Можно показать, что множество Kt является замкнутым и выпуклым H(Ω)

(см. параграф 2.3). Благодаря оценке

B(Ω, χ, χ̄) ≤ c1∥χ∥∥χ̄∥,

с постоянной c1 > 0 не зависящей от функций χ ∈ H(Ω), χ̄ ∈ H(Ω), симмет-

ричная билинейная форма B(Ω, χ, χ̄) непрерывна в H(Ω). Коэрцитивность

функционала Π(χ) следует из неравенства

B(Ω, χ, χ) ≥ c∥χ∥2, χ ∈ H(Ω), (4.2.7)

где постоянная c > 0 не зависит от χ (см. параграф 2.1).

Замечание 4.2.1. В соответствии со свойством g), для фиксированного

t ∈ (0, t0] следующее неравенство

B(Ω\ω̄t, χ, χ) ≥ ct∥χ∥2H1
0 (Ω\ω̄t)5

, χ ∈ H1
0(Ω\ω̄t)

5

выполнено с постоянной ct > 0 не зависящей от χ.

Функционал Π(χ) является также дифференцируемым, строго выпуклым

и слабо полунепрерывным снизу. Эти свойства функционала вместе со свой-

ствами множества Kt позволяют установить существование единственного

решения ξt = (Ut, ut, ϕt) ∈ Kt задачи (4.2.5) (см. теорему 1.4.1 и лемму 1.4.3).

Свойства функционала энергии, а также свойства множества Kt достав-

ляют (см. лемму 1.4.2) эквивалентность задачи (4.2.5) следующему вариаци-

онному неравенству

ξt ∈ Kt, B(Ω, ξt, χ− ξt) ≥
∫
Ω

F (χ− ξt)dx ∀χ = (W,w, ψ) ∈ Kt. (4.2.8)
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Наряду с задачей о равновесии пластины с объемным жестким включе-

нием, рассмотрим задачу о равновесии пластины с тонким жестким включе-

нием, которое описывается с помощью следующей цилиндрической поверх-

ности x = (x1, x2) ∈ γ, −1 ≤ z ≤ 1. Введем сначала следующие обозначения:

R(γ) = {ζ | ζ(x) =

= (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ γ}, (4.2.9)

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R;

K0 = {χ = (W,w, ψ) ∈ H(Ω) | −Wν ≥ |ψν| на γ; χ|γ ∈ R(γ)}.

Приведем вариационную формулировку задачи. Требуется найти функцию

ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ K0 такую, что

Π(ξ0) = inf
χ∈K0

Π(χ). (4.2.10)

Принимая во внимание свойства функционала Π(χ), а также замкнутость

и выпуклость множества K0 (см. параграф 2.4), устанавливаем, что задача

(4.2.10) имеет единственное решение ξ0, которое удовлетворяет вариацион-

ному неравенству

ξ0 ∈ K0, B(Ω, ξ0, χ− ξ0) ≥
∫
Ω

F (χ− ξ0)dx ∀χ ∈ K0. (4.2.11)

4.2.2 Задача оптимального управления

Рассмотрим следующий функционал качества

J(t) = ∥ξt − ξ∗∥H(Ω) , t ∈ [0, t0],

где ξ∗ — заданная функция, а ξt является решением задачи (4.2.5) при t > 0

и ξ0 – решение задачи (4.2.10). Задача оптимального управления формули-

руется в виде

sup
t∈[0,t0]

J(t). (4.2.12)
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Теорема 4.2.1. Задача оптимального управления (4.2.12) имеет решение.

Доказательство. Пусть {tn} — максимизирующая последовательность.

В силу ограниченности сегмента [0, t0], мы можем выделить сходящуюся по-

следовательность {tnk
} ⊂ {tn}, такую что

tnk
→ t∗ при k → ∞, t∗ ∈ [0, t0].

Не нарушая общности предположим, что tnk
̸= t∗ для достаточно больших k.

В противном случае, существует последовательность {tnl
}, такая что tnl

≡ t∗,

и, следовательно, t∗ доставляет решение задачи (4.2.12). Рассмотрим случай

последовательности {tnk
} удовлетворяющей неравенству tnk

̸= t∗ для до-

статочно больших k. Принимая во внимание доказанную ниже лемму 4.2.2,

имеем, что последовательность решений ξk задач (4.2.5), соответствующих

параметрам tnk
сходятся к ξt∗ сильно в пространстве H(Ω) при k → ∞. Это

позволяет установить сходимость

J(tnk
) → J(t∗).

Это означает, что

J(t∗) = sup
t∈[0,t0]

J(t).

Теорема доказана.

Далее докажем две вспомогательные леммы.

Лемма 4.2.1. Пусть t∗ ∈ [0, t0) фиксированное число, а последователь-

ность {tn} ⊂ [t∗, t0] сходится к t∗ при n → ∞. Тогда для произвольной

функции η ∈ Kt∗ существует подпоследовательность {tk} = {tnk
} ⊂ {tn}

и последовательность функций {ηk} такая, что ηk → η слабо в H(Ω) при

k → ∞, ηk ∈ Ktk, k ∈ N.

Доказательство. Очевидно, что если существует подпоследовательность

{tnk
} такая, что tnk

= t∗, то утверждение леммы выполнено для ηk ≡ η,

k ∈ N.

Следовательно, далее мы предполагаем, что tn > t∗ для достаточно боль-

ших n. Пусть ζ∗ = η|ωt∗ = (b∗x2 + c∗1,−b∗x1 + c∗2, a
∗
0 + a∗1x1 + a∗2x2,−a∗1,−a∗2)
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— ограничение функции η в ωt∗ для случая t∗ > 0. В другом случае, когда

t∗ = 0 и функция η имеет заданную структуру на γ−, мы применим такое же

обозначение т.е. ζ∗ = η|γ− на γ−. Доопределим функцию ζ∗ на всю область

Ω с помощью равенства:

ζ∗ = (b∗x2 + c∗1,−b∗x1 + c∗2, a
∗
0 + a∗1x1 + a∗2x2,−a∗1,−a∗2), x ∈ Ω.

Зафиксируем произвольное значение t ∈ (0, t0] и рассмотрим следующие

вспомогательную задачу. Требуется найти ηt ∈ K ′
t такую, что

ηt ∈ K ′
t, p(ηt) = inf

χ∈K ′
t

p(χ), (4.2.13)

где p(χ) = B(Ω, χ− η, χ− η),

K ′
t = {χ = (W,w, ψ) ∈ H(Ω) | χ = η на Γ\γ, χ|ωt

= ζ∗}.

Легко видеть, что функционал p(χ) коэрцитивен и слабо полунепрерывен

снизу на пространстве H(Ω). Легко проверить, что множество K ′
t является

замкнутым и выпуклым в H(Ω). Эти свойства гарантируют существование

решения задачи (4.2.13). Более того, ее решение ηt единственно (см. теоре-

му 1.4.1 и лемму 1.4.3).

Поскольку функционал p(χ) выпуклый и дифференцируемый в простран-

стве H(Ω0), задача (4.2.13) эквивалентна следующему вариационному нера-

венству:

ηt ∈ K ′
t, B(Ω, ηt − η, χ− ηt) ≥ 0 ∀χ ∈ K ′

t. (4.2.14)

В силу свойства b), решение ηt0 задачи (4.2.14), соответствующее парамет-

ру t = t0, принадлежит множествам K ′
t с любым параметром t′ ∈ (0, t0].

Подставляя ηt0 в качестве пробной функции в неравенство (4.2.14), получим

B(Ω, ηt − η, ηt0) +B(Ω, η, ηt) ≥ B(Ω, ηt, ηt) ∀t ∈ (0, t0].

Применяя в последнем соотношении неравенство (4.2.7) получим следующую

оценку:

∥ηt∥ ≤ c ∀t ∈ (0, t0].
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Следовательно, мы можем извлечь из последовательности {ηtn} подпосле-

довательность ηtnk (ее далее будем обозначать через {ηk}) такую, что {ηk}

слабо сходится к некоторой функции η̃ в H(Ω). Пусть, для удобства, обозна-

чение {tk} означает следующую последовательность tk = tnk
.

Покажем, что η̃ = η. Далее мы должны различать два случая относи-

тельно значения t∗, а именно, случаи t∗ > 0 и t∗ = 0. Пусть сначала t∗ > 0.

Тогда, по построению (ηk − η) ∈ H1
0(Ω\ωt∗)

5. Следовательно, ввиду слабой

замкнутости H1
0(Ω\ωt∗)

5 имеем (η̃ − η) ∈ H1
0(Ω\ωt∗)

5. Рассмотрим пробные

функции вида χ±
k = ηk ± θ, где θ — произвольная функция из пространства

C∞
0 (Ω\ωt∗)

5, продолженная нулем в Ω. Ввиду свойства d), заключаем, что

χ±
k ∈ Ktk для достаточно больших k. Подставим далее элементы последова-

тельностей {χ+
k } и {χ−

k } в качестве тестовых функций в неравенства (4.2.14)

соответствующие tk. В результате получим

ηk ∈ K ′
tk
, B(Ω, ηk − η, θ) = 0. (4.2.15)

Зафиксируем функцию θ. Переходя к пределу при (4.2.15), находим

B(Ω, η̃ − η, θ) = B(Ω\ωt∗, η̃ − η, θ) = 0 ∀ θ ∈ C∞
0 (Ω\ωt∗)

5.

Отсюда, в силу плотности C∞
0 (Ω\ωt∗) в H1

0(Ω\ωt∗) и замечания 4.2.1, выво-

дим, что η̃ − η = 0 в H1
0(Ω\ωt∗)

5. Наконец, по построению, равенство η̃ = η

выполнено в ωt∗. Следовательно, η̃ = η в H(Ω). Таким образом, существу-

ет последовательность {ηk} такая, что ηk → η слабо в H(Ω) при n → ∞,

ηk ∈ Ktk , k ∈ N.

Рассмотрим теперь второй случай. Пусть t∗ = 0. По построению имеем

(ηk − η) ∈ H1
0(Ω)

5 и, следовательно, соотношение (η̃− η) ∈ H1
0(Ω)

5 выполне-

но. Выберем пробные функции вида χ±
k = ηk ± θ, где θ ∈ C∞

0 (Ω)5. Заметим,

что свойство d) влечет, что для достаточно больших k справедливо следу-

ющее включение χ±
k ∈ Ktk . Подставляя эти функции в неравенства (4.2.14)

соответствующие значениям tk, извлекаем

ηk ∈ K ′
tk
, B(Ω, ηk − η, θ) = 0. (4.2.16)

252



Зафиксируем функцию θ в (4.2.16) и перейдем к пределу при k → ∞. В

итоге находим

B(Ω, η̃ − η, θ) = 0 ∀ θ ∈ C∞
0 (Ω)5. (4.2.17)

Плотность C∞
0 (Ω) в H1

0(Ω) позволяет получить из (4.2.17) равенство η̃ −

η = 0 в H(Ω). Значит, η̃ = η в H(Ω). Поэтому, и во втором случае имеем

последовательность {ηk} удовлетворяющую соотношениям: ηk ∈ Ktk и ηk →

η слабо в H(Ω). Лемма доказана.

Теперь мы можем доказать следующую лемму.

Лемма 4.2.2. Пусть t∗ ∈ [0, t0] — фиксированное число. Тогда ξt → ξt∗

сильно в H(Ω) при t → t∗, где ξt — это решение задачи (4.2.5), соответ-

ствующее t ∈ (0, t0], а ξt∗ является решением, соответствующим (4.2.5)

при t∗ > 0 и задачи (4.2.10) для t∗ = 0.

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, что существу-

ют число ϵ0 > 0 и последовательность {tn} ⊂ (0, t0] такие, что tn → t∗,

∥ξn − ξt∗∥ ≥ ϵ0, где ξn = ξtn, n ∈ N, являются решениями задач (4.2.5) с

параметрами tn.

Поскольку χ0 ≡ 0 ∈ Kt для всех t ∈ [0, t0], мы можем подставить χ = χ0

в (4.2.8) для всех t ∈ (0, t0] и в неравенство (4.2.11) при t = 0. Это влечет

выполнение следующего соотношения

ξt ∈ Kt, B(Ω, ξt, ξt) ≤
∫
Ω

Fξtdx, ∀ t ∈ [0, t0].

Отсюда, используя (4.2.7), выводим равномерную по t ∈ [0, t0] оценку

∥ξt∥ ≤ c,

с постоянной c > 0, не зависящей от t. Следовательно, заменяя ξn ее подпо-

следовательностью в случае необходимости, можно считать, что ξn сходится

к некоторой функции ξ̃ слабо в H(Ω).

Теперь покажем, что ξ̃ ∈ Kt∗. В самом деле, имеем ξn|ωtn
= ζn ∈ R(ωtn).

В соответствии с теоремами вложения Соболева (выделяя, если нужно, под-
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последовательность), находим

ξn|ωt∗ → ξ̃|ωt∗ сильно L2(ωt∗)
5 при n→ ∞, (4.2.18)

ξn| → ξ̃|γ сильно в L2(γ)
5 при n→ ∞. (4.2.19)

Выбирая при необходимости подпоследовательности, можно считать, что

ξn → ξ̃ п.в. в ωt∗ при n → ∞. Это позволяет заключить, что каждая из

числовых последовательностей {bn}, {c1n}, {c2n}, {a0n}, {a1n}, {a2n}, опре-

деляющих структуру ζn в областях ωtn ограничена по абсолютной величине.

Поэтому, мы можем извлечь сходящиеся числовые подпоследовательности

(с сохранением обозначений):

bn → b, a0n → a0, cin → ci, ain → ai, i = 1, 2, при n→ ∞.

Снова рассмотрим два случая: t∗ = 0 и t∗ > 0. В первом случае для после-

довательности {ξn}, соответствующей выбранным числовым последователь-

ностям {bn}, {c1n}, {c2n}, {a0n}, {a1n}, {a2n}, выполняется

ξn|γ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.2.20)

сильно в L2(γ)
5 при n → ∞. Последнее вместе с (4.2.18) приводит к равен-

ству

ξ̃ = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) п.в. на γ.

Это означает, что ξ̃|γ ∈ R(γ).

Исследуем второй случай. Для последовательности {tn} найдется либо

подпоследовательность {tk} ⊂ {tn}, сходящаяся слева к t∗, либо подпосле-

довательность {tk} ⊂ {tn} такая, что tk ≥ t∗ для всех k ∈ N.

Если существует подпоследовательность {tk} ⊂ {tn} такая, что tk ≥ t∗

для всех k ∈ N, то можно легко установить следующую сильную сходимость

ξk|ωt∗ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.2.21)

сильно в L2(ωt∗)
5 при k → ∞. Следовательно, из (4.2.21) и (4.2.18) устанав-

ливаем, что имеет место включение ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗).
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Предположим теперь, что существует сходящаяся слева подпоследова-

тельность {tk} ⊂ {tn}, т.е. tk < t∗ для всех k ∈ N и tk → t∗ при k → ∞. В

рамках этого предположения, для фиксированного k′ ∈ N и соответствую-

щего значения t′ = tk′, свойство c) влечет следующую сильную сходимость

ξk|ωt′ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) (4.2.22)

в пространстве L2(ωt′)
5 при k → ∞. Определим функцию l = a0 + a1x1 +

a2x2 в ωt∗. Ввиду абсолютной непрерывности интеграла Лебега и свойств

c), f), для любого положительного ϵ > 0 можно выбрать номер k′ ∈ N и

соответствующее число t′ = tk′, такие что

∥l∥L2(ωt∗\ωt′) <
√
ϵ, ∥ũ∥L2(ωt∗\ωt′) <

√
ϵ.

Далее, используя дважды неравенство треугольника, получим

∥uk − l∥L2(ωt∗\ωt′) ≤ ∥uk∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥l∥L2(ωt∗\ωt′) ≤

≤ ∥ũ∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥uk − ũ∥L2(ωt∗\ωt′) + ∥l∥L2(ωt∗\ωt′) <

< 2
√
ϵ+ ∥uk − ũ∥L2(ωt∗).

Следовательно, справедливы соотношения

∥uk − l∥2L2(ωt∗)
= ∥uk − l∥2L2(ωt∗\ωt′)

+ ∥uk − l∥2L2(ωt′)

< (2
√
ϵ+ ∥uk − ũ∥L2(ωt∗))

2 + ∥uk − l∥2L2(ωt′)
. (4.2.23)

Отсюда, в свою очередь, вытекает, что для достаточно больших k имеют

место неравенства

∥uk − ũ∥L2(ωt∗) <
√
ϵ, ∥uk − l∥L2(ωt′) <

√
ϵ.

Значит, правая часть соотношения (4.2.23) меньше чем 10ϵ. Таким образом,

uk → l сильно в L2(ωt∗). Далее, принимая во внимание (4.2.18) выводим

равенство ũ|ωt∗ = l в ωt∗.

Аналогично можно получить, что

Ũ |ωt∗ = b(x2,−x1) + (c1, c2) п.в. в ωt∗,

ϕ̃|ωt∗ = (−a1,−a2) п.в. в ωt∗.
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Следовательно, справедливо включение ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗). В итоге, для всех

возможных случаев имеем ξ̃|ωt∗ ∈ R(ωt∗).

Остается показать, что ξ̃ удовлетворяет неравенству −Ũν ≥ |ϕ̃ν| на γ.

Ввиду сходимости (4.2.19), мы можем извлечь еще раз подпоследователь-

ности и считать, что ξn|γ → ξ̃|γ п.в. на γ. Этот факт позволяет перейти к

пределу при n→ ∞ в следующих неравенствах

−Unν ≥ |ϕnν| на γ.

В результате, имеем −Ũν ≥ |ϕ̃ν| на γ. Последнее обеспечивает включение

ξ̃ ∈ Kt∗.

Целью последующих рассуждений является доказательство справедливо-

сти равенства ξ̃ = ξt∗ и существования сильно сходящейся к ξt∗ в простран-

ствеH(Ω) последовательности решений ξn = ξtn, n = 1, 2.... Заметим, что для

сходящейся к t∗ последовательности {tn} существует либо подпоследователь-

ность {tnl
}, такая что tnl

≤ t∗ для всех l ∈ N, либо подпоследовательность

{tnm
}, удовлетворяющая tnm

> t∗ для всех m ∈ N.

Для первого случая имеем подпоследовательность {tnl
} ⊂ (0, t0] со свой-

ством tnl
≤ t∗ для всех l ∈ N. Это означает, что t∗ > 0. Для удобства будем

обозначать эту последовательность через {tn}. Поскольку tn ≤ t∗, в силу

свойства b), произвольная тестовая функция χ ∈ Kt∗ из множества Kt∗ при-

надлежит также множеству Ktn. Это свойство позволяет перейти к пределу

при n→ ∞ в следующих неравенствах с тестовой функцией χ ∈ Kt∗:

ξn ∈ Ktn, B(Ω, ξn, χ− ξn) ≥
∫
Ω

F (χ− ξn)dx, tn ∈ (0, t∗].

Принимая во внимание слабую сходимость ξn к ξ̃„ предельное неравенство

примет вид

B(Ω, ξ̃, χ− ξ̃) ≥
∫
Ω

F (χ− ξ̃)dx ∀χ ∈ Kt∗.

Ввиду произвольности χ ∈ Kt∗ последнее неравенство является вариацион-

ным. Поэтому, из него вытекает, что ξ̃ = ξt∗. Чтобы завершить доказатель-

ство для первого случая, нужно установить сильную сходимость ξn → ξt∗.
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Подставляя χ = 2ξt and χ = 0 в вариационные неравенства (4.2.8) для

t ∈ (0, t0], получим

ξt ∈ Kt, B(Ω, ξt, ξt) =

∫
Ω

Fξtdx ∀ t ∈ (0, t0]. (4.2.24)

Последнее равенство вместе с (4.2.8) гарантируют, что следующее неравен-

ство

ξt ∈ Kt, B(Ω, ξt, χ) ≥
∫
Ω

Fχdx ∀χ ∈ Kt (4.2.25)

выполнено для всех t ∈ (0, t0]. В силу слабой сходимости ξn → ξt∗ в H(Ω)

при n→ ∞, находим

lim
n→∞

B(Ω, ξn, ξn) = lim
n→∞

∫
Ω

Fξndx =

∫
Ω

Fξt∗dx = B(Ω, ξt∗, ξt∗).

Ввиду эквивалентности норм (см. замечание 4.2.1), последняя цепочка озна-

чает, что ξn → ξt∗ сильно в H(Ω) при n→ ∞. Таким образом, в первом слу-

чае мы получили противоречие к исходному предположению: ∥ξn − ξt∗∥ ≥ ϵ

для всех n ∈ N.

Рассмотрим второй случай, т.е. предположим, что элементы подпоследо-

вательности {tnm
} удовлетворяют tnm

> t∗ для всех m ∈ N. Для удобства

будем обозначать ее через {tn}. Итак, tn → t∗ и tn > t∗ для всех n ∈ N.

Принимая во внимание результаты, полученные в начале доказательства,

получим, что ξn → ξ̃ слабо в H(Ω) при n → ∞. Сначала докажем, что

ξn → ξ̃ сильно в H(Ω) при n→ ∞. Ввиду слабой сходимости ξn → ξ̃ в H(Ω)

при n→ ∞, из (4.2.24) извлекаем

lim
n→∞

B(Ω, ξn, ξn) =

∫
Ω

F ξ̃dx. (4.2.26)

Затем, для фиксированного t ∈ (0, t0], подставляя пробные функции вида

χ = ξt′ ∈ Kt′ ⊂ Kt с произвольными числами t′ ∈ (0, t0], t′ ≥ t в вариацион-

ное неравенство (4.2.25), соответствующее параметру t, получим

B(Ω, ξt, ξt′) ≥
∫
Ω

Fξt′dx.
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Отсюда, можно сделать заключение, что для всех tn и tm, удовлетворяющих

tn ≤ tm выполнено следующее неравенство

B(Ω, ξn, ξm) ≥
∫
Ω

Fξmdx. (4.2.27)

Зафиксируем произвольное значение m ∈ N в (4.2.27) и перейдем к пределу

при n→ ∞ в последнем неравенстве. В итоге получим

B(Ω, ξ̃, ξm) ≥
∫
Ω

Fξmdx. (4.2.28)

Затем, переходя к пределу в (4.2.28) при m→ ∞, находим

B(Ω, ξ̃, ξ̃) ≥
∫
Ω

F ξ̃dx.

Отсюда с помощью формулы (4.2.26) и слабой полунепрерывности функ-

ционала, определяемого билинейной формой B(Ω, ·, ·), выводим следующие

соотношения

B(Ω, ξ̃, ξ̃) ≥
∫
Ω

F ξ̃dx = lim
n→∞

B(Ω, ξn, ξn) ≥ B(Ω, ξ̃, ξ̃).

Это означает, что имеет место равенство

B(Ω, ξ̃, ξ̃) = lim
n→∞

B(Ω, ξn, ξn).

Снова используя эквивалентность норм (см. замечание 4.2.1), извлекаем, что

ξn → ξ̃ сильно в H(Ω) при n→ ∞.

В соответствии с леммой 4.2.1 для всех η ∈ Kt∗ найдется подпоследова-

тельность {tk} = {tnk
} ⊂ {tn} и последовательность функций {ηk}, такие

что ηk ∈ Ktk и ηk → η слабо в H(Ω) при k → ∞. Свойства, установленные

для сходящихся последовательностей {ηk} и {ξn}, позволяют перейти к пре-

делу при k → ∞ в следующих неравенствах, полученных из (4.2.8) для tk и

тестовых функций ηk:

B(Ω, ξk, ηk − ξk) ≥
∫
Ω

F (ηk − ξk)dx.
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В результате находим

B(Ω, ξ̃, η − ξ̃) ≥
∫
Ω

F (η − ξ̃)dx ∀ η ∈ Kt∗.

Однозначная разрешимость данного вариационного неравенства влечет, что

ξ̃ = ξt∗. Таким образом, во всех случаях существует подпоследовательность

{tnk
} ⊂ {tn} такая, что tk → t∗, ξk → ξt∗ сильно в H(Ω). Противоречие.

Лемма доказана.

4.3 Существование экстремальной формы трещины с

условием непроникания в задаче о равновесии пла-

стины Тимошенко

В данном параграфе рассматривается вариационная задача о равновесии

упругой пластины (модели Тимошенко), содержащей трещину. При этом на

кривой, описывающей трещину, задаются краевые условия вида неравенств.

Исследуется зависимость решений указанной задачи от формы кривой, за-

дающей трещину. Установлена слабая сходимость решений в пространстве

Соболева при стремлению к нулю параметра, описывающего возмущение

прямолинейной трещины. Этот результат позволяет доказать существова-

ние экстремальной кривой, доставляющей экстремум для функционала ка-

чества, описывающего деформацию пластины.

При (малом) варьировании формы прямолинейной трещины, положение

ее вершин, углов излома и кривизны при вершинах считаются фиксирован-

ными. Это геометрическое допущение позволяет обосновать существование

экстремальной формы трещины в задаче управления функционалом каче-

ства. Возможная неединственность экстремального решения является из-

вестным фактом в теории управления формой. При варьировании вершины

и угла излома трещины возникает задача о разрушении. Соответствующая

постановка в классе задач оптимального управления для трещин с условия-

ми непроникания дана в [151]. Исследование возмущения областей с неглад-
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кими границами, в частности трещин проводились в работах [72, 136, 177] и

др.

4.3.1 Задача о равновесии пластины Тимошенко, содержащей тре-

щину

Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная область с гладкой границей Γ, Γδ ⊂ Ω,

Ωδ = Ω\Γδ, Γδ = {(x1, x2) |x2 = δg(x1), 0 < x1 < 1}, δ — некоторое чис-

ло из интервала [0, δ0], g(x1) ∈ H2
0(0, 1), Γ̄δ ∩Γ = ∅ (см. рис. 4.4). Нормаль к

Рис. 4.4: Геометрия в срединной плоскости пластины.

кривой к Γδ обозначим через νδ. Считаем, что срединная поверхность пла-

стины совпадает с областью Ωδ. Для простоты толщину пластины считаем

постоянной и равной 2. Предположим, что пластина содержит вертикаль-

ную трещину, которая описывается в срединной плоскости кривой Γδ. Это

означает, что поверхность трещины можно задать в виде (x1, x2) ∈ Γδ,−1 ≤

z ≤ 1, где |z| – расстояние до срединной поверхности пластины, а 2 – тол-

щина пластины. Пусть (U, u) — вектор перемещений точек срединной по-

верхности, где U = (u1, u2) и u горизонтальные и вертикальные перемеще-

ния соответственно. Углы поворота нормальных сечений обозначим через

ϕ = ϕ(x1, x2) = (ϕ1, ϕ2). Cчитаем один из берегов разреза положительным, а

другой отрицательным — в соответствии с направлением νδ. В случае, когда

след функции v берется на положительном берегу, применяем обозначение

v+, аналогично для отрицательного берега. Скачок функции на Γδ обозначим

через [v] = v+ − v−.
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Введем далее тензоры, описывающие деформацию пластины:

εij(ϕ) =
1

2
(ϕi,j + ϕj,i), εij(U) =

1

2
(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2, (v,i=

∂v

∂xi
)

Тензор моментов обозначим через mij, i, j = 1, 2:

m11(ϕ) = D(ε11(ϕ) + æε22(ϕ)),

m22(ϕ) = D(ε22(ϕ) + æε11(ϕ)),

m12(ϕ) = m21(ϕ) = D(1− æ)ε12(ϕ),

тензор усилий σij, i, j = 1, 2 имеет вид:

σ11(U) = N(ε11(U) + æε22(U)),

σ22(U) = N(ε22(U) + æε11(U)),

σ12(U) = σ21(U) = N(1− æ)ε12(U), æ = const, 0 < æ <
1

2
.

Поперечные силы в данной модели записываются следующим образом

qi(u, ϕ) = Λ(u,i+ϕi), i = 1, 2,

где Λ — коэффициент, описывающий упругие свойства пластины относитель-

но поперечного сдвига [86].

Заметим, что согласно [86], материальные параметры D, N , Λ для транс-

версально-изотропной пластины являются постоянными. Возьмем далее зна-

чение этих множителей равными 1 — данное предположение упрощает неко-

торые алгебраические действия, сохраняя при этом качественные свойства

математической модели (поскольку мы не варьируем указанные материаль-

ные параметры).

Пусть подпространство H1,0(Ωδ) пространства Соболева H1(Ωδ) состоит

из функций, обращающихся в нуль на Γ. Введем пространство H(Ωδ) =

H1,0(Ωδ)
5 с нормой ∥ · ∥δ = ∥ · ∥H(Ωδ).

С учетом записанных выше выражений, для произвольных функций ξ =

(U, u, ϕ) ∈ H(Ωδ), ξ̄ = (Ū , ū, ϕ̄) ∈ H(Ωδ), определим следующую билинейную
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форму:

Bδ(ξ, ξ̄) =

∫
Ωδ

(
mij(ϕ)εij(ϕ̄) + σij(U)εij(Ū) + (u,i+ϕi)(ū,i+ϕ̄i)

)
dx.

Функционал потенциальной энергии пластины введем с помощью били-

нейной формы

Πδ(ξ) =
1

2
Bδ(ξ, ξ)−

∫
Ωδ

Fξdx, ξ = (U, u, ϕ),

где вектор F = (f1, f2, f3, 0, 0) ∈ L2(Ω)5 описывает воздействие на пластину

заданных внешних нагрузок [86].

На внешней границе зададим краевые условия, описывающие жесткое за-

щемление

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ.

Условие взаимного непроникания противоположных берегов трещины на Γδ

имеет вид:

[U ]νδ ≥ |[ϕ]νδ| на Γδ. (4.3.1)

Заметим, что полученное неравенство (4.3.1) в случае углов ϕ, соответствую-

щих модели Кирхгофа–Лява, т.е. при ϕ = −∇u, преобразовывается в извест-

ное условие непроникания [150, 153]. Более того, в этом случае, функционал

энергии Πδ(ξ) также переходит в функционал, соответствующий функцио-

налу потенциальной энергии пластины Кирхгофа–Лява [150]. Рассмотрим

множество допустимых функций

Kδ(Ωδ) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωδ)| ξ удовлетворяет (4.3.1)}.

Для каждого фиксированного δ ∈ [0, δ0], сформулируем задачу о равно-

весии пластины, содержащей трещину, в виде задачи минимизации функци-

онала энергии Πδ(ξ) над множеством Kδ(Ωδ):

min
ξ̄∈Kδ(Ωδ)

Πδ(ξ̄). (4.3.2)

Можно показать, что для каждого фиксированного δ ∈ [0, δ0], решение ξδ =

(U δ, uδ, ϕδ) задачи (4.3.2) существует и единственно (см. параграф 2.1).
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4.3.2 Анализ зависимости решений от возмущения формы кри-

вой, описывающей трещину

В этом разделе рассматривается семейство вариационных задач, соответ-

ствующих разным параметрам δ ∈ [0, δ0]. Для каждого параметра из ука-

занного интервала существует решение ξδ ∈ Kδ(Ωδ). При этом устанавлива-

ется, что решение ξ0 можно получить как слабый предел последовательности

µδn ∈ H(Ω0), построенной на основе ξδ. С физической точки зрения, иссле-

дуется зависимость деформаций упругой пластины от вариаций геометрии

трещины.

Для того, чтобы исследовать сходимость при δ → 0, используем отображе-

ние области Ωδ на Ω0. При этом, конечно, считается, что график x2 = δg(x1)

лежит в области Ω для всех 0 ≤ δ ≤ δ0. Продолжим нулем функцию g вне

интервала (0, 1), затем выберем области Ω1, Ω2, такие что Ω1 ⊂ Ω2, Ω2 ⊂ Ω,

Γδ ⊂ Ω1 для всех достаточно малых δ, а функция ζ удовлетворяет свой-

ствам: ζ ≡ 1 в области Ω1, ζ ≡ 0 в области Ω\Ω2. Рассмотрим следующее

преобразование координат: x1 = y1,

x2 = y2 − δg(y1)ζ(y1, y2),
(y1, y2) ∈ Ωδ (x1, x2) ∈ Ω0. (4.3.3)

Очевидно, что якобиан qδ(y1, y2) = 1− δg(y1)∂ζ(y1,y2)∂y2
данного преобразования

сходится к 1 при δ → 0.

С помощью преобразования (4.3.3) для функций ξδ ∈ H(Ωδ) определим

следующие функции µδ = (W δ, wδ, ψδ) ∈ H(Ω0):

W δ(x1, x2) = U δ(y1, y2), wδ(x1, x2) = uδ(y1, y2), ψδ(x1, x2) = ϕδ(y1, y2).

В качестве вспомогательного материала нам понадобятся следующие ни-

же формулы для производных и две леммы о постоянных в неравенствах

Корна и Пуанкаре. Для произвольной функции υ(y1, y2) ∈ H1,0(Ωδ) имеют
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место формулы, выражающие производные:

∂υ

∂y1
=

∂υ̃

∂x1
− ∂υ̃

∂x2
· δ
(
g
∂ζ

∂y1
+ ζ

∂g

y1

)
,

∂υ

∂y2
=

∂υ̃

∂x2

(
1− δg

∂ζ

∂y2

)
,

(4.3.4)

где υ̃ = υ̃(x1, x2) = υ(y1, y2).

Лемма 4.3.1. Пусть число c0 > 0 задано формулой:

c0 = inf
V ∈H1,0(Ω0)2

∫
Ω0

σij(V )εij(V )dx

||V ||2H1(Ω0)2
.

Тогда найдется такое число δ1, что для всех δ ∈ (0, δ1) и

cδ = inf
V ∈H1,0(Ωδ)2

∫
Ωδ

σij(V )εij(V )dy

||V ||2H1(Ωδ)2

выполняется неравенство: cδ >
c0
2
.

Доказательство. Сначала заметим, что в силу неравенства Корна, число

c0 > 0 существует. Предположим, что утверждение леммы 4.3.1 неверно, это

означает, что найдется такая последовательность δn, сходящаяся к 0, для

которой имеет место неравенство

cδn ≤ c0
2
.

Далее, для удобства будем опускать индекс n. По определению нижней гра-

ницы, для каждого δ ∈ [0, δ0] найдется функция V δ ∈ H1,0(Ωδ)
2, удовлетво-

ряющая неравенству∫
Ωδ

σij(V
δ)εij(V

δ)dy ≤ (cδ + δ)||V δ||2H1(Ωδ)2
. (4.3.5)

Обозначим через Vδ функцию, определенную в области Ω0 c помощью пре-

образования (4.3.3) следующим образом Vδ(x1, x2) = V δ(y1, y2).

Далее, осуществим замену переменных в интегралах левой и правой части

неравенства (4.3.5), с учетом формул для производных (4.3.4) и оценки q−1
δ <
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5

4
для малых δ, имеем∫

Ω0

σij(Vδ)εij(Vδ)q
−1
δ dx+ δ

∫
Ω0

R1(x1, x2, D
βVδ)dx <

< (cδ + δ)
(5
4
||Vδ||2H1(Ω0)2

+ δ

∫
Ω0

R2(x1, x2, D
βVδ)dx

)
, (4.3.6)

функции R1, R2 определяются согласно формулам (4.3.4). Отметим, что

функции R1 и R2 состоят из конечного числа слагаемых вида δm ·Q ·DβVδ ·

DγVδ, где β, γ — мультииндексы, |β| ≤ 1, |γ| ≤ 1, m ∈ {0, 1}, а Q — неко-

торая функция, ограниченная независящей от δ постоянной. Последние рас-

суждения, совместно с неравенством
3

4
< q−1

δ , позволяют извлечь из (4.3.6)

следующие оценки

3c0
4
||Vδ||2H1(Ω0)2

<

∫
Ω0

σij(Vδ)εij(Vδ)q
−1
δ dx,

3c0
4
||Vδ||2H1(Ω0)2

< ||Vδ||2H1(Ω0)2
·
[
(cδ + δ)

5

4
+ δA1+

+ δ2A2 + (cδ + δ)
(
δA3 + δ2A4

)]
, (4.3.7)

где Ai, i = 1, 4 — постоянные, не зависящие от параметра δ. Поделив обе

части неравенства (4.3.7) на ||Vδ||2H1(Ω0)2
, получим

3c0
4
< (cδ + δ)

5

4
+ δA1 + δ2A2 + (cδ + δ)

(
δA3 + δ2A4

)
. (4.3.8)

Поскольку по предположению 0 < cδ ≤
c0
2

для малых δ, из (4.3.8) выведем

3c0
4
< (

c0
2
+ δ)

5

4
+O(δ).

Переходя к пределу при δ → 0, получим
3

4
≤ 5

8
— противоречие.

Лемма доказана.

Имеет место аналогичное утверждение и для неравенства Пуанкаре.
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Лемма 4.3.2. Пусть число c0 > 0 задано формулой:

p0 = inf
v∈H1,0(Ω0)

∫
Ω0

∇v∇vdx

||v||2H1(Ω0)

.

Тогда найдется такое число δ2, что для всех δ ∈ (0, δ2) и

pδ = inf
v∈H1,0(Ωδ)

∫
Ωδ

∇v∇vdy

||v||2H1(Ωδ)

справедливо неравенство: pδ >
p0
2
.

Лемму 4.3.2 можно доказать по аналогии с доказательством леммы 4.3.1.

Целью дальнейших рассуждений является доказательство существования

последовательности µδn слабо сходящейся к ξ0 в пространстве H(Ω0). Для

этого ввиду рефлексивности H(Ω0) достаточно доказать, что ∥µδ∥0 ≤ C с

некоторой постоянной C > 0, независящей от δ. Сначала установим равно-

мерную ограниченность норм ∥ξδ∥δ для малых δ.

В силу свойств множества Kδ(Ωδ) и функционала Πδ(ξ), задача (4.3.2)

эквивалентна вариационному неравенству

Bδ(ξ
δ, ξ̄ − ξδ) ≥

∫
Ωδ

F (ξ̄ − ξδ)dy ∀ξ̄ ∈ Kδ(Ωδ). (4.3.9)

Положим в вариационном неравенстве (4.3.9) ξ̄ = 2ξδ, а затем ξ̄ = 0, в

итоге получим, что для всех δ ∈ [0, δ0] справедливо соотношение∫
Ωδ

(
mij(ϕ

δ)εij(ϕ
δ) + σij(U

δ)εij(U
δ)+

+ (u,δi +ϕi
δ)(u,δi +ϕi

δ)
)
dy =

∫
Ωδ

Fξδdy. (4.3.10)

Из равенства (4.3.10), по аналогии с выводом неравенства (2.1.4) можно по-

лучить следующую равномерную оценку

∥ξδ∥δ ≤ C,

для всех δ ∈ [0, δ3).
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Покажем далее ограниченность норм ∥µδ∥0. Для этого достаточно оце-

нить составляющие W δ, wδ, ψδ вектора µδ. Осуществив замену переменных

(4.3.3) в соответствующих интегралах квадрата нормы ∥uδ∥2H1(Ωδ)
, получим

∥uδ∥2H1(Ωδ)
= ∥wδ · q−1/2

δ ∥2H1(Ω0)
+ δ

∫
Ω0

R3(x1, x2, D
βwδ)dx, (4.3.11)

где функция R3 имеет сходный с функциями R1, R2 вид. Заметим, что для

оценки интеграла от функции R3 в (4.3.11) можно использовать такие же

рассуждения, которые были приведены относительно оценок интегралов от

функций R1, R2 в (4.3.6). Используя также неравенство
3

4
< q−1

δ , из (4.3.11)

выведем
3

4
∥wδ∥2H1(Ω0)

≤ ∥uδ∥2H1(Ωδ)
+ (δA+ δ2B) · ∥wδ∥2H1(Ω0)

,

для достаточно малых δ, с постоянными A, B. Следовательно, существует

число δ̄ > 0 и постоянная C > 0, для которых выполнено

||wδ||H1(Ω0) ≤ C ∀δ ∈ [0, δ̄]. (4.3.12)

Аналогично можно получить следующие равномерные по δ оценки:

∥W δ∥H1(Ω0)2 ≤ C, ∥ψδ∥H1(Ω0)2 ≤ C. (4.3.13)

Таким образом, для достаточно малых δ, на основе последних двух оценок,

имеем

∥µδ∥0 ≤ C.

Отсюда, выбирая при необходимости подпоследовательность, можно счи-

тать, что при δ → 0

µδ → µ0 слабо в H(Ω0). (4.3.14)

Заметим, что для решения ξδ справедливо неравенство (4.3.1), а после пре-

образования (4.3.3), для µδ = ξδ соответствующее неравенство перепишется

в виде

[W δ]νδ ≥ |[ψδ]νδ| на Γ0, (4.3.15)
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где νδ = (−δ ∂g
∂y1
, 1). Обозначим через Kδ(Ω0) множество, состоящее из всех

функций µ̄ ∈ H(Ω0), удовлетворяющих неравенству (4.3.15).

Докажем следующее утверждение, устанавливающее связь между Kδ(Ω0)

и K0(Ω0).

Лемма 4.3.3. Для любого фиксированного µ̄ = (W̄ , w̄, ψ̄) ∈ K0(Ω0) суще-

ствует последовательность µ̄δ ∈ Kδ(Ω0) такая, что при δ → 0

µ̄δ → µ̄ сильно в H(Ω0).

Доказательство. По условию леммы выполнено включение µ̄ ∈ H(Ω0),

а также справедливо неравенство

[w̄2] ≥ |[ψ̄2]| на Γ0, где W̄ = (w̄1, w̄2), ψ̄ = (ψ̄1, ψ̄2).

Определим функцию µ̄δ = (W̄ δ, w̄δ, ψ̄δ) области Ω0 следующим образом:

w̄δ = w̄, w̄δ
1 = w̄1, ψ̄δ

1 = ψ̄1, w̄δ
2 = w̄2 + δw̄1

∂g

∂y1
, ψ̄δ

2 = ψ̄2 + δψ̄1
∂g

∂y1
.

Включение µ̄δ ∈ H(Ω0) очевидно. Неравенство (4.3.15) справедливо в силу

выполнения следующих тождеств:

W̄ δνδ = (w̄1, w̄2 + δw̄1
∂g

∂y1
)(−δ ∂g

∂y1
, 1) = w̄2 на Γ0,

ψ̄δνδ = (ψ̄1, ψ̄2 + δψ̄1
∂g

∂y1
)(−δ ∂g

∂y1
, 1) = ψ̄2 на Γ0.

Следовательно, µ̄δ ∈ Kδ(Ω0). Для того, чтобы установить сильную сходи-

мость, выпишем следующие разности:

W̄ δ − W̄ = (0, δw̄1
∂g

∂y1
), ψ̄δ − ψ̄ = (0, δψ̄1

∂g

∂y1
), w̄δ − w̄ = 0 в Ω0.

Значит, для нормы разности, при δ → 0 имеем

||µ̄δ − µ̄||20 = ||δw̄1
∂g

∂y1
||2H1(Ω0)

+ ||δψ̄1
∂g

∂y1
||2H1(Ω0)

→ 0.

Лемма доказана.

Перепишем теперь неравенство (4.3.9) в переменных x1, x2. Сходимость

(4.3.14) и утверждение леммы 4.3.3 позволяют осуществить предельный пе-

реход при δ → 0 в преобразованном неравенстве (4.3.9). При этом в силу
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произвольности функции µ̄ ∈ K0(Ω0) получается, что предельная функция

µ0 = (W 0, w0, ψ0) ∈ K0(Ω0) является решением вариационного неравенства

B0(µ
0, µ̄− µ0) ≥

∫
Ω0

F (µ̄− µ0)dx ∀µ̄ ∈ K0(Ω0). (4.3.16)

В силу единственности решения вариационного равенства (4.3.16) заключа-

ем, что ξ0 = µ0.

Далее, предположив, что найдется последовательность δn, сходящаяся к

нулю, для которой µδn не сходится слабо к µ0, мы получим противоречие в

связи с единственностью решения вариационного неравенства. Это означает,

что справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.3.1. Любая последовательность µδn построенная с помощью

формул (4.3.3) из семейства решений ξδ задач (4.3.2), сходится слабо в

H(Ω0) к µ0 = ξ0 при δn → 0.

4.3.3 Оптимальная форма трещины

Результаты предыдущего раздела позволяют нам исследовать задачу об оп-

тимальной форме кривой, описывающей трещину. Сформулируем ее следу-

ющим образом. Пусть G ⊂ H2
0(0, 1) замкнутое, выпуклое и ограниченное

множество. Предположим, что для любого g ∈ G кривая Γg задается с помо-

щью функции x2 = g(x1) и описывает форму трещины (т.е. точки графика

функции g(x1) лежат внутри Ω). Введем необходимые обозначения анало-

гичные предыдущим: Ωg = Ω \ Γg, ν
g — нормаль к графику Γg.

Пусть подпространство H1,0(Ωg) пространства Соболева H1(Ωg) состоит

из функций, обращающихся в нуль на Γ. Введем также

H(Ωg) = H1,0(Ωg)
5.

Как и ранее, для произвольной функции g ∈ G определим ∥ · ∥g = ∥ · ∥H(Ωg)

и дополнительно ∥ · ∥0, g = ∥ · ∥L2(Ωg)5. Для произвольных ξ = (U, u, ϕ) ∈

269



H(Ωg), ξ̄ = (Ū , ū, ϕ̄) ∈ H(Ωg) определим билинейную форму

Bg(ξ, ξ̄) =

∫
Ωg

(
mij(ϕ)εij(ϕ̄) + σij(U)εij(Ū) + (u,i+ϕi)(ū,i+ϕ̄i)

)
dx,

функционал потенциальной энергии пластины:

Πg(ξ) =
1

2
Bg(ξ, ξ)−

∫
Ωg

Fξdx.

Условие непроникания на внутренней границе Γg примет вид:

[U ]νg ≥ |[ϕ]νg| на Γg. (4.3.17)

Рассмотрим множество допустимых функций

Kg(Ωg) = {ξ ∈ H(Ωg)| ξ удовлетворяет (4.3.17)}.

Для любого фиксированного g ∈ G существует единственное решение ξg

задачи

min
ξ̄∈Kg(Ωg)

Πg(ξ̄).

Рассмотрим функционал качества

J(g) = ∥ξg − ξ0∥L2(Ωg)5 ,

где ξ0 ∈ C0,1(Ω)5 заданная функция. Задачу об оптимальной форме трещины

сформулируем следующим образом:

sup
g∈G

J(g). (4.3.18)

С физической точки зрения данная задача интерпретируется как задача о

существовании формы трещины g, доставляющей решение ξg c максималь-

ным отклонением от заданных (нежелательных) деформаций ξ0. Для пла-

стин и оболочек Кирхгофа–Лява задачи аналогичные (4.3.18) исследованы

в [150, 153]. Заметим также, что задача (4.3.18) относится к задачам об оп-

тимизации и анализу чувствительности форм (см., например [96, 182]).

Имеет место следующее утверждение.
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Теорема 4.3.2. Пусть выполнены предыдущие предположения. Тогда су-

ществует решение задачи (4.3.18).

Доказательство. Пусть gn ∈ G — максимизирующая последовательность.

Согласно свойству множества G, последовательность gn ограничена вH2
0(0, 1).

Не нарушая общности, предположим, что при n→ ∞

gn → g слабо в H2
0(0, 1), g ∈ G,

|(gn)′ − g′| < 1/n в (0, 1).

Для любого n существует решение ξn(y1, y2) = (Un, un, ϕn) вариационного

неравенства

Bgn(ξ
n, ξ̄ − ξn) ≥

∫
Ωgn

F (ξ̄ − ξn)dy ∀ξ̄ ∈ Kgn(Ωgn). (4.3.19)

Продолжим функции g и gn нулем вне (0, 1). Области Ω1,Ω2 и функция ζ

могут быть выбраны как выше в разделе 4.3.2. Преобразование переменных

введем по формуле

x1 = y1, x2 = y2 + (g(y1)− gn(y1))ζ(y1, y2). (4.3.20)

Заметим далее, что преобразование (4.3.20) можно представить следующим

образом:

x1 = y1, x2 = y2 −
1

n
ρn(y1)ζ(y1, y2),

где ρn = n(g− gn) — ограниченная функция в C1[0, 1]. В этом случае, имеем

взаимно-однозначное отображение между Ωgn и Ωg с положительным якоби-

аном qn = 1− 1
nρ

n ∂ζ
∂y2
.

Оставшаяся часть доказательства аналогична рассуждениям доказатель-

ства теоремы 4.3.1. Получаем априорные оценки ∥ξn∥gn ≤ C для достаточ-

но больших n, потом оценки ∥µn∥g ≤ C, для полученных преобразованием

(4.3.20) функций µn = ξn с постоянной C > 0, независящей от n. Выделяем

подпоследовательность, обозначенную прежним образом µn, слабо сходящу-

юся в пространстве H(Ωg) к µ0 ∈ Kg(Ωg). Можно считать, что µn → µ0

сильно в L2(Ωg)
5 при n→ ∞.
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Заметим далее, что для любого ξ̄ ∈ Kg(Ωg) найдется последовательность

ξ̄n ∈ Kgn(Ωg) сходящаяся сильно к ξ в пространстве H(Ωg) при n→ ∞. Этот

факт можно доказать в соответствии с леммой 4.3.3. Предыдущие рассуж-

дения позволяют нам перейти к пределу при n → ∞ в неравенстве (4.3.19).

В итоге получим, что справедливо соотношение:

Bg(µ
0, ξ̄ − µ0) ≥

∫
Ωg

F (ξ̄ − µ0)dx ∀ξ̄ ∈ Kg(Ωg).

Это означает, что функция µ0 = ξg соответствует графику x2 = g(x1). Пусть

теперь ξ0n(x1, x2) = ξ0(y1, y2). Благодаря предыдущим аргументам имеем

sup
ḡ∈G

J(ḡ) = lim
n→∞

{∥ξn − ξ0∥L2(Ωgn)5} = lim
n→∞

{∥q−1/2
n (µn − ξ0n)∥L2(Ωg)5} =

= ∥ξg − ξ0∥L2(Ωg)5 = J(g).

Следовательно, полученная функция g доставляет максимальное значение

для функционала J(g) над множеством G и, таким образом, является реше-

нием задачи (4.3.18). Теорема доказана.

Заметим, что вместо задачи (4.3.18) можно было рассмотреть следующую

задачу:

inf
g∈G

J(g),

которая с физической точки зрения интерпретируется как задача о суще-

ствовании формы трещины, доставляющей деформации ξg с минимальным

отклонением от заданных ξ0.
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Заключение: основные результаты

диссертации

На защиту выносятся следующие основные результаты диссертации:

1. Доказана однозначная разрешимость для нелинейных краевых задач с

условиями типа неравенств на внутренней границе, описывающих рав-

новесие однородных и неоднородных пластин с трещиной, в том числе,

пластин с трещиной вдоль жесткого или упругого включения. Для за-

дач о равновесии однородной пластины и пологой оболочки, сформу-

лированных в области с негладкой границей, установлены свойства до-

полнительной регулярности решения. Доказано, что задача о контакте

пластины с жестким препятствием является предельной для семейства

вспомогательных задач о равновесии пластины с трещиной.

2. Для нелинейной задачи о равновесии пластины с трещиной выведена

формула производной функционала энергии по параметру возмущения

области, а также установлена непрерывная зависимость решений от из-

менения области. Доказана возможность представления производной

функционала энергии пластины с трещиной в виде инвариантного ин-

теграла по произвольному замкнутому контуру. Построен ряд приме-

ров с определенной геометрией пластины и заданным видом функции

возмущения области, для которых производная функционала энергии

представляется в виде инвариантного интеграла.

3. Для нелинейной модели пластины с трещиной, расположенной вдоль

жесткого включения, доказано существование производной функциона-
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ла энергии по параметру общего возмущения, найдена выражающая ее

формула и установлена непрерывная зависимость решений от измене-

ния области. Получены специальные представления формулы для про-

изводной в случае дополнительной гладкости решения.

4. В задаче о равновесии пластины установлена сходимость решений при

стремлению к нулю параметра, описывающего возмущение прямолиней-

ной трещины. Доказано существование экстремальной кривой, достав-

ляющей экстремум для функционала качества, описывающего отклоне-

ние от заданных обобщенных перемещений.

5. Разработан метод исследования непрерывной зависимости решений нели-

нейных краевых задач о равновесии упругих тел от вариации размера

жестких включений. С помощью этого метода доказано, что решения за-

дач о пластине с объемным жестким включением сходится к решению

задачи о равновесии пластины с тонким жестким включением. Доказа-

на разрешимость задач оптимального управления размером жесткого

включения в упругих пластинах с разными функционалами качества.
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