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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации. Как известно, развитие теории диф-
ференциальных уравнений в частных производных неразрывно связано с
успехами в моделировании физических задач. Современные математиче-
ские методы вариационного исчисления, функционального анализа позво-
ляют изучать обобщенные постановки краевых задач. В частности, многие
задачи механики допускают постановку в виде минимизации функционала
энергии над множеством допустимых функций. В последние десятилетия в
работах А.М. Хлуднева, В.А. Ковтуненко, С.Е. Пастуховой, Е.М. Рудого, Т.С.
Поповой, Е.В. Вторушина, Н.В. Неустроевой, Т.А. Ротановой, В.В. Щербако-
ва, D. Knees, D. Hoemberg, H. Itou, K. Ohtsuka, A. Tani, M. Negri, G. Leugering,
M. Bach, A.-M. Saendig, J. Sokolowski, A. Mielke, M. Specovius-Neugebauer,
K.-H. Hoffmann, N.D. Botkin и др. с помощью вариационного подхода изу-
чен широкий круг нелинейных краевых задач теории трещин с граничны-
ми условиями в виде неравенств. Эти условия задаются на кривой или по-
верхности, соответствующей трещине, и описывают взаимное непроникание
противоположных берегов трещины. Отметим, что классический подход к
задачам теории трещин предполагает использование линейных условий в ви-
де равенств. Этот подход в ряде задач о деформировании тел с трещинами
допускает противоречивое с физической точки зрения проникновение про-
тивоположных берегов разреза друг в друга. Поэтому, применение условий
непроникания в виде неравенств при постановке соответствующей краевой за-
дачи гарантирует более точное описание механического взаимодействия бере-
гов трещины. Вместе с тем точность описания процессов вблизи трещин, как
следствие, влечет усложнение математической модели, обусловленное нели-
нейностью краевых условий. Трудности в изучении задач о равновесии тел,
содержащих трещины, вызваны также нерегулярностью границы области, в
которой ищется решение. По сравнению с решениями задач, определенных в
гладких областях, решения задач теории трещин содержат так называемые
сингулярные составляющие. Теория и методы решения линейных краевых за-
дач в областях с негладкими границами (с линейными краевыми условиями
на границах) разрабатывались в работах С.А. Назарова, В.А. Кондратье-
ва, В.Г. Мазьи, В.А. Козлова, И.И. Аргатова, Р.В. Гольдштейна, А.Н. Гузя,
Р. Дудучавы, В.М. Ентова, Ю.Г. Матвиенко, А.Б. Мовчана, Е.М. Морозова,
Н.Ф. Морозова, В.В. Панасюка, В.З. Партона, Б.А. Пламеневского, Ю.Н. Ра-
ботнова, М.П. Саврука, Л.И. Слепяна, А.С. Слуцкого, Е.И. Шифрина, Г.П.
Черепанова, H.D. Bui, M. Costabel, G. DalMaso, L.B. Freund, G.A. Francfort,
P.Grisvard, D. Knees, J.-J.Marigo, M. Negri, M. Dauge, K. Ohtsuka, J.R. Rice и
др. Математическое моделирование и исследование задач о деформировании
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неоднородных тел, содержащих трещины вдоль включений, предполагает за-
дание условий сопряжения на границе стыка разных материалов, кроме того,
в случае жестких включений, задается определенная структура вектора пе-
ремещений. Описанные трудности в изучении краевых задач математической
теории трещин с краевыми условиями типа неравенств обуславливают необ-
ходимость применения современного математического аппарата и разработ-
ки новых подходов и методов исследования. Уместно отметить, что имеется
целый ряд нерешенных математических задач, связанных с прикладными
задачами теории трещин.

К настоящему времени, начиная с 1995г., получен целый ряд важных ре-
зультатов для задач о равновесии пластин модели Кирхгофа–Лява с услови-
ями в виде неравенств. Как известно, в отличие от модели Кирхгофа–Лява,
модель пластины Тимошенко позволяет учитывать поперечные сдвиги. При
этом в модели Тимошенко деформирование описывается с помощью пяти ска-
лярных функций — перемещений точек срединной плоскости и углов поворо-
та нормальных волокон (в модели Кирхгофа–Лява деформирование описы-
вается тремя скалярными функциями — перемещениями). Применение моде-
лей, учитывающих поперечный сдвиг, во многих случаях позволяет наиболее
точно описать реальные процессы в задачах о деформировании пластин. В
связи с этим, научный интерес представляет исследование задач о равновесии
пластин модели Тимошенко с неизвестной областью контакта. В диссертаци-
онной работе изучен новый класс задач для пластин модели Тимошенко с
граничными условиями типа неравенств, разработан метод обоснования пре-
дельного перехода в семействе вариационных неравенств, соответствующих
задачам о равновесии упругих тел с жесткими включениями.

Методы исследования. В диссертационной работе применяются мето-
ды теории дифференциальных уравнений с частными производными, методы
функционального анализа, вариационного исчисления, оптимального управ-
ления, теории пространств Соболева, а также методы, разработанные авто-
ром.

Теоретическая и практическая ценность. Методы и результаты дис-
сертации представляют интерес для специалистов, работающих в области
дифференциальных уравнений, вариационного исчисления, оптимального
управления, численного решения задач оптимизации форм.

Полученные результаты могут составить содержание специальных курсов
для студентов и аспирантов, обучающихся по специальности математика.

Обоснованность и достоверность результатов. Обоснованность по-
лученных результатов обеспечивается корректной постановкой задач, при-
менением строгих математических методов, полными математическими до-
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казательствами, сравнением с другими результатами, известными автору в
литературе по математическим и прикладным наукам.

Целью диссертационной работы является строгое математическое
обоснование и анализ неклассических краевых задач для уравнений с част-
ными производными, описывающих равновесие однородных и неоднородных
пластин Тимошенко с трещинами и использующих нелинейные граничные
условия типа Синьорини.

На защиту выносятся:

• Доказательство однозначной разрешимости для нелинейных краевых за-
дач с условиями типа неравенств на внутренней границе, описывающих
равновесие однородных и неоднородных пластин с трещиной, в том чис-
ле, пластин с трещиной вдоль жесткого или упругого включения. Для
задач, сформулированных в области с негладкой границей, установлены
свойства дополнительной регулярности решения.

• Доказательство существования и вывод формул производных для функ-
ционалов энергии по параметру возмущения формы негладкой области в
нелинейных краевых задачах о равновесии однородной пластины с тре-
щиной и упругой пластины с трещиной вдоль жесткого объемного вклю-
чения;

• Вывод достаточных условий, при которых производная функционала
энергии по параметру возмущения области может быть представлена
в виде инвариантного интеграла;

• Доказательство разрешимости задач оптимального управления, в ко-
торых функции управления задаются формой трещины или размером
жесткого включения;

• Метод обоснования предельного перехода в семействе вариационных за-
дач о равновесии упругих тел с жесткими включениями по параметру,
характеризующему размер включения.

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации получе-
ны автором самостоятельно. Результаты параграфа 3.1 главы 3 получены
совместно с Е.М. Рудым (см. статью [14]), результаты параграфа 4.2 гла-
вы 4 получены совместно с Поповой Т.С., Семеновой Г.М. (см. [20]). Вклад
указанных соавторов при получении соответствующих результатов является
равным и неделимым.
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Научная новизна. В диссертационной работе исследован новый класс
нелинейных краевых задач, описывающих деформирование однородных пла-
стин с трещинами, а также неоднородных пластин с трещинами вдоль жест-
ких или упругих включений. Новизна обусловлена наличием граничных усло-
вий в виде неравенств. Условия задаются на кривой, соответствующей тре-
щине, и описывают взаимное непроникание берегов трещины. Нелинейные
задачи, описывающие равновесие упругих пластин с трещинами, с условия-
ми непроникания ранее были изучены в рамках моделей двумерной теории
упругости и Кирхгофа–Лява. В настоящей работе рассматриваются пласти-
ны модели Тимошенко, учитывающие, в отличие от модели Кирхгофа–Лява,
поперечные сдвиги. Для указанной модели доказана однозначная разреши-
мость широкого класса нелинейных краевых задач в областях с негладкими
границами. Проведен анализ зависимости решений и функционалов энергии
пластин от изменения формы трещины и формы области (shape sensitivity
analysis). На основе современных подходов разработан метод доказательства
непрерывной зависимости решений задач о равновесии упругих тел от вари-
ации размера отслоившихся жестких включений.

Апробация работы.
Результаты по теме диссертации получены в ходе выполнения исследова-

тельских проектов: Министерства образования и науки РФ №8222 «Задачи
управления формой и структурой для композитных материалов при нали-
чии трещин отслоения» (рук. проф. А.М. Хлуднев), № 4402 «Фундаменталь-
ные теоретические основы математических моделей экологических процессов
в условиях Крайнего Севера» (рук. проф. И.Е. Егоров), а также — грантов
РФФИ №12-01-31076 «Математические модели упругих пластин и оболочек
с односторонними ограничениями», №12-01-90808 «Задачи о равновесии пла-
стин Тимошенко с краевыми условиями вида неравенств. Научный проект
Лазарева Нюргуна Петровича из ФГАОУ ВПО СВФУ имени М.К.Аммосова,
г. Якутск в ИГиЛ СО РАН, г. Новосибирск» (рук. Н.П. Лазарев), №10-01-
00054 «Задачи равновесия упругих тел с жесткими включениями и возмож-
ным отслоением», №13-01-00017 «Иерархия тонких включений в упругих те-
лах при наличии отслоений» (рук. проф. А.М. Хлуднев).

Результаты диссертации докладывались на всероссийских и международ-
ных научных конференциях, среди которых:
— Международная конференция по дифференциальным уравнения и дина-
мическим системам (Суздаль, 2016);
— Международная научная конференция «Актуальные проблемы теории
уравнений в частных производных» (Москва, 2016);
— 2nd International Conference on Recent Advances in Pure and Applied
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Mathematics (Istanbul, Turkey, 2015);
— VIII Международная конференция «Лаврентьевские чтения по мате-
матике, механике и физике» , посвященная 115-летию академика М.А.
Лаврентьева (Новосибирск, 2015);
— III Всероссийская конференция «Деформирование и разрушение
структурно-неоднородных сред и конструкций» , посвященная 100-летию со
дня рождения академика Ю.Н. Работнова (Новосибирск, 2014);
— Международная конференция «Успехи механики сплошных сред»
(УМСС’2014), приуроченная к 75-летию академика В.А. Левина (Вла-
дивосток, 2014);
— Международная конференция по математическому моделированию
(Якутск, 2011, 2014);
— Международная конференция, посвященная 105-летию со дня рождения
С.Л. Соболева «Дифференциальные уравнения. Функциональные простран-
ства. Теория приближений.» (Новосибирск, 2013);
— The International Conference «Advanced Problems in Mechanics» (Актуаль-
ные проблемы механики) (Санкт-Петербург, 2013);
— Суперкомпьютерные технологии математического моделирования
(Якутск, 2013);
— IX Всероссийская конференция молодых ученых «Проблемы механики:
теория, эксперимент и новые технологии» (Новосибирск, 2012);
— II Всероссийская конференция «Деформирование и разрушение
структурно-неоднородных сред и конструкций» , посвященная 85-летию
со дня рождения профессора О.В. Соснина (Новосибирск, 2011).

Результаты работы были представлены на научных семинарах под руко-
водством чл.-корр. РАН П.И. Плотникова (ИГиЛ СО РАН); чл.-корр. РАН
В.В.Пухначева (ИГиЛ СО РАН); д.ф.-м.н. В.К. Андреева (ИВМ СО РАН);
д.ф.-м.н. А.М.Хлуднева (ИГиЛ СО РАН), д.ф.-м.н. И.Е. Егорова (СВФУ).

Публикации. Содержание и результаты диссертации полностью отраже-
ны в 22 статьях. Все статьи опубликованы в рекомендованных ВАКом для
защиты докторских диссертаций рецензируемых научных журналах. Резуль-
таты работ в соавторстве получены авторами совместно, при равном вкладе
и являются неделимыми.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, за-
ключения и списка литературы, содержащего 184 наименования работ отече-
ственных и зарубежных авторов. Работа изложена на 295 страницах текста.
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Краткое содержание работы

Во введении приведен краткий исторический обзор по тематике работы,
обоснована актуальность и сформулированы цели исследования, его научная
новизна, методы исследования, теоретическая и практическая ценность, даны
сведения об апробации работы, изложено основное содержание.

Первая глава содержит некоторые вспомогательные сведения из функ-
ционального анализа, уравнений математической физики, теории про-
странств Соболева, вариационного исчисления. В том числе приводятся нера-
венства Корна и Пуанкаре–Фридрихса, общие теоремы о разрешимости ва-
риационных задач и операторных уравнений, формулы Грина, утверждения
для пространств, определенных в области с разрезом. Основные положения
и гипотезы математической теории упругих пластин модели Тимошенко и
Кирхгофа-Лява, предположения для модели пластины с трещиной также
приводится в этой главе. Последний параграф главы посвящен виду крае-
вых условий закрепления на внешней кромке пластины и выводу условия
взаимного непроникания противоположных берегов трещины пластины.

В первом параграфе второй главы доказана однозначная разрешимость
нелинейной краевой задачи, описывающей равновесие пластины с трещиной.
Деформирование пластины описывается с помощью модели Тимошенко. На
кривой, соответствующей трещине, задаются условия непроникания в виде
неравенства. Из исходной вариационной постановки выведены уравнения рав-
новесия, а также, при условии дополнительной гладкости решения, соотноше-
ния, которые характеризуют механику контактного взаимодействия берегов
трещины. Установлены свойства дополнительной гладкости решения. Приве-
дем далее формулировку задачи и доказанные утверждения.

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей Γ, Γc ⊂ Ω,
Ωc = Ω\Γc, Γc = {(x, y)|y = ψ(x), 0 < x < l}, ψ(x) — достаточно гладкая
функция, Γc∩Γ = ∅. Нормаль к кривой к Γc обозначим через ν = (ν1, ν2). Счи-
таем, что срединная поверхность пластины совпадает с областью Ωc. Пред-
положим, что пластина содержит сквозную вертикальную трещину, которая
описывается в срединной плоскости кривой Γc. Это означает, что поверхность
трещины можно задать в виде (x, y) ∈ Γc,−h ≤ z ≤ h, где |z| — рассто-
яние до срединной поверхности пластины, а 2h — толщина пластины. Обо-
значим через χ = (W,w) вектор перемещений точек срединной поверхности,
где W = (w1, w2) и w горизонтальные и вертикальные перемещения, соответ-
ственно. Углы поворота нормальных сечений обозначим через ψ = (ψ1, ψ2).
Cчитаем один из берегов разреза положительным, а другой отрицательным
— в соответствии с направлением ν. В случае, когда след функции v берется
на положительном берегу Γ+

c , применим обозначение v+ = v|Γ+
c
, аналогично
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для отрицательного берега v− = v|Γ−
c
. Скачок функции на Γc обозначим через

[v] = v+ − v−. Введем обозначения для тензоров описывающих деформацию
пластины

εij(ψ) =
1

2
(ψi,j + ψj,i), εij(W ) =

1

2
(wi,j + wj,i), i, j = 1, 2,

(v,i=
∂v

∂xi
), x1 = x, x2 = y.

Тензоры моментов m(ψ) = {mij(ψ)}, и усилий σ(W ) = {σij(W )}, i, j = 1, 2,
выражаются по формулам:

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2cijklεkl(W ), (1)

где ненулевые коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями:
c1111 = c2222 = D, c1122 = c2211 = Dæ,

c1212 = c2112 = c1221 = c2121 =
D(1− æ)

2
, æ = const, 0 < æ <

1

2
,

где D — цилиндрическая жесткость пластины, æ — коэффициент Пуассона.
Поперечные силы в модели Тимошенко задаются выражениями

qi(w,ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2, (2)

где Λ = 2κ′Gh, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площад-
ках, перпендикулярных срединной плоскости пластины. На внешней границе
зададим краевые условия, которые описывают жесткое защемление

ψ = W = 0, w = 0 на Γ.

Пусть подпространство H1,0(Ωc) пространства Соболева H1(Ωc) состоит из
функций, обращающихся в нуль на Γ. Введем обозначения следующих про-
странств

H(Ωc) = H1,0(Ωc)
5.

Определим следующую билинейную форму B(η, η̄) =
∫
Ωc

b(η, η̄)dx, где

b(η, η̄) =
{
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + qi(w,ψ)(w̄,i+ψ̄i)

}
.

Функционал потенциальной энергии пластины имеет вид

Π(η) =
1

2
B(η, η)−

∫
Ωc

Fηdx,
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функция F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ L2(Ωc)
5 описывает воздействие внешних

нагрузок. Всюду используем правило суммирования по повторяющимся ин-
дексам.

Условие взаимного непроникания противоположных берегов трещины име-
ет вид

[Wν] ≥ h|[ψν]| на Γc. (3)

Рассмотрим следующее множество допустимых функций

K = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ωc)| η удовлетворяет (3)}.

Задачу о равновесии пластины сформулируем в виде задачи минимизации
функционала энергии Π(η) на выпуклом и замкнутом множестве K

min
η∈K

Π(η). (4)

Методами вариационного анализа доказана следующая теорема.
Теорема 2.1.1. ([1])Вариационная задача (4) имеет единственное реше-

ние ξ = (U, u, ϕ) ∈ K.
При условии дополнительной гладкости решения, например, если имеет

место включение ξ ∈ H2(Ωc)
5, то на Γc определены следующие функции

σν(U) = σij(U)νjνi, στ(U) = (στ1(U), στ2(U)),

mν(ϕ) = mij(ϕ)νjνi, mτ(ϕ) = (mτ1(ϕ),mτ2(ϕ)),

στi(U) = σij(U)νj − σν(U)νi, mτi(ϕ) = mij(ϕ)νj −mν(ϕ)νi, i = 1, 2, где

τ — касательный единичный вектор к кривой Γc. При условии указанной
дополнительной гладкости решения ξ, задача допускает дифференциальную
постановку. А именно, справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1.2. ([1]) Гладкая функция ξ = (U, u, ϕ) является решением
вариационной задачи (4) тогда и только тогда, когда она является реше-
нием краевой задачи состоящей из уравнений равновесия

mij,j(ϕ)− qi(u, ϕ) = −f3+i, i = 1, 2, в Ωc, (5)

σij,j(U) = −fi, i = 1, 2, в Ωc, (6)

qi,i (u, ϕ) = −f3 в Ωc (7)

и краевых условий

U = ϕ = (0, 0), u = 0 на внешней границе Γ, (8)

[Uν] ≥ h|[ϕν]|, [σν(U)] = [mν(ϕ)] = 0, στ(U) = mτ(ϕ) = (0, 0), (9)
∂u

∂ν
+ ϕν = 0, σν(U)[Uν] +mν(ϕ)[ϕν] = 0, −σν(U) ≥

|mν(ϕ)|
h

(10)
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на внутренней границе Γc.

Далее приведем два результата о регулярности решений при различных
предположениях. Предположим сначала, что раскрытие трещины в некото-
рой окрестности O(x̄0) точки x̄0 = (x0, y0) ∈ Γc является нулевым. Это усло-
вие можно записать в виде

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x0) ∩ Γc,

где ξ — решение задачи (4). Имеет место следующее утверждение.
Теорема 2.1.3. ([1]) Пусть F ∈ C∞(O(x̄0))5 и [ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на O(x̄0)∩

Γc. Тогда ξ ∈ C∞(O(x̄0))5.
Предположим теперь, что выполнено следующее дополнительное условие

на геометрию Γc: пересечение Γc∩O(x̄0) границы Γc с некоторой окрестностью
точки x̄0 = (x0, y0) ∈ Γc параллельно оси Ox. В рамках этого предположения
установлено, что решение ξ задачи (4) имеет локальную гладкость выше,
чем гладкость, доставляемая вариационной постановкой. А именно, доказана
следующая теорема

Теорема 2.1.4 ([1]) Пусть выполнены указанные предположения отно-
сительно Γc. Тогда найдется положительное число δ и шар Rδ(x̄

0) радиуса
δ с центром в точке x̄0 для которого имеет место следующее включение

ξ ∈ H2(Rδ(x̄
0) ∩ Ωc)

5

для достаточно малых δ.
В следующем параграфе изучена задача о равновесии пластины Тимо-

шенко, содержащей трещину на границе упругого включения с бесконечной
жесткостью поперечного сдвига. Упругое включение моделируется с помо-
щью области ω, которая содержится строго внутри области Ω, т.е. ω ⊂ Ω.
Трещина расположена на части границы упругого включения и описывается
в срединной плоскости кривой γ ⊂ ∂ω, где ∂ω — граница области ω. Зада-
ча формулируется в области с разрезом Ωγ = Ω\γ. При этом в области ω

применяется модель Кирхгофа–Лява, а в области Ω\ω — модель Тимошенко
для трансверсально -изотропного материала. Вариационная задача о равно-
весии пластины формулируется в виде минимизации функционала энергии
над множеством допустимых функций

K = { η = (W,w, ψ) ∈ H | w,i+ψi = 0 в ω, i = 1, 2; [Wν] ≥ |[ψν]| на γ },

H = H1,0(Ωγ)
5, H1,0(Ωγ) =

{
u ∈ H1(Ωγ)

∣∣∣ u = 0 на ∂Ω
}
.

Для этой задачи доказана однозначная разрешимость и, при условии доста-
точной гладкости решения, найдена эквивалентная дифференциальная по-
становка [9].
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В параграфе 2.3 исследуется задача о равновесии упругой пластины Ти-
мошенко, содержащей сквозную трещину на границе жесткого включения.
Область ω с гладкой границей Ξ задает проекцию жесткого включения на
срединную плоскость (ω ⊂ Ω). Предполагается, что Ξ состоит из двух частей
γ и Ξ\γ. Трещина в пластине моделируется кривой γ. Нормаль к γ обозна-
чим через n. В области ω задается определенная структура искомой функции,
которая характеризует жесткие свойства включения. А именно, рассматри-
ваются функции η = (W,w, ψ), определенные в области Ωγ = Ω\γ, сужения
которых на область ω удовлетворяет равенствам:

W = ρ, w = l, ψ +∇w = 0 на ω, ρ ∈ R(ω), l ∈ L(ω), (11)

где пространства R(ω) и L(ω) определяется следующим образом:

R(ω) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = (−bx1 + c1, bx2 + c2), x ∈ ω},
L(ω) = {l | l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x ∈ ω}, a0, b, ci, ai ∈ R, i = 1, 2.

Множество допустимых функций для этой задачи состоит из функций про-
странства СоболеваH1(Ωγ)

5, которые обращаются в нуль на внешней границе
области Ωγ, удовлетворяют соотношениям (11) и неравенству [W ]n ≥ |[ψ]n|
на γ. Задача о равновесии пластины с жестким включением формулируется в
виде минимизации функционала энергии над множеством допустимых функ-
ций. Доказана однозначная разрешимость вариационной задачи о равновесии
пластины, содержащей трещину. Из вариационной постановки задачи полу-
чены уравнения равновесия и система краевых условий, определяющая эк-
вивалентную дифференциальную постановку задачи. Для семейства задач о
равновесии упругих пластин с трещиной установлено, что при стремлении па-
раметра жесткости к бесконечности в области ω, в пределе получается задача
о равновесии пластины с жестким включением [7].

Краевые задачи для гладкой области Ω и области с разрезом Ωγ = Ω\γ
с заданной структурой решения на липшицевой кривой γ изучены в пара-
графе 2.4. Эти задачи моделируют равновесие пластин с тонким жестким
включением и формулируются в вариационном виде. При этом множество
допустимых функций состоит из функций пространства Соболева, следы ко-
торых на кривой γ принадлежат следующему линейному пространству

Q(γ) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2), x ∈ γ},

где b, c1, c2, a0, a1, a2 — некоторые вещественные числа, γ ⊂ Ω. Доказана од-
нозначная разрешимость для линейной задачи, сформулированной в гладкой
области, и нелинейной задачи, поставленной с применением граничного усло-
вия в виде неравенства в области с разрезом. При условии дополнительной
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гладкости соответствующих решений, для исходных вариационных форму-
лировок задач найдены эквивалентные дифференциальные постановки. Для
семейства линейных задач установлена качественная связь между задачами
с заданной структурой решений в областях ωt специального вида с липши-
цевыми границами ∂ωt (t ∈ (0, t0]) и задачей, в которой структура решения
задана на кривой γ ⊂ ∂ωt, ∀ t ∈ (0, t0] (см. [13]).

В параграфе 2.5 изучена задача для пластины с наклонной трещиной,
условие непроникания в которой имеет вид

[Wν] cosα− h|[ψν]| cosα+ [w] sinα ≥ 0, x ∈ Γc,

где α = α(x) (x ∈ Γc) — функция, описывающая угол наклона, ν — нормаль
к кривой Γc. Для исходной вариационной задачи доказана однозначная раз-
решимость и найдена соответствующая эквивалентная дифференциальная
постановка. Также получены результаты для балки с наклонной трещиной
[12].

В параграфе 2.6 исследуется нелинейная задача о равновесии пластины с
условиями типа Синьорини на части границы. С помощью метода фиктивных
областей установлено, что исходную задачу можно получить с помощью пре-
дельного перехода в семействе вспомогательных задач, формулируемых в бо-
лее широкой области. Каждая задача семейства моделирует равновесие пла-
стины, содержащей трещину. Для вариационных формулировок рассматри-
ваемых задач найдены эквивалентные дифференциальные постановки. Пусть
Ω1 ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с гладкой границей Γ1 = γ∪Γ0,
γ ∩ Γ0 = ∅, meas(Γ0) > 0 (см. рис. 1). Считаем, что кривая γ не содержит
концевых точек. Обозначим через ν = (ν1, ν2) вектор внешней нормали к Γ1.
Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z} выберем так, чтобы множе-
ство Ω1 × {0} ⊂ R3 соответствовало срединной плоскости пластины.

Рис. 1: Геометрия в срединной плоскости пластины.

Пусть подпространство H1
Γ0
(Ω1) пространства Соболева H1(Ω1) состоит

из функций, обращающихся в нуль на Γ0. Введем пространство HΓ0
(Ω1) =
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H1
Γ0
(Ω1)

5. Определим следующую билинейную форму:

B1(η, η̄) =

∫
Ω1

(
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i)

)
dx,

для произвольных функций η=(W,w, ψ)∈HΓ0
(Ω1), η̄=(W̄ , w̄, ψ̄)∈HΓ0

(Ω1).
Функционал потенциальной энергии деформированной пластины имеет вид

Πs(Ω1; η) =
1

2
B1(η, η)−

∫
Ω1

Fηdx , η = (W,w, ψ),

где вектор F ∈ L2
loc(R2)5 описывает внешние нагрузки.

Жесткое препятствие задается цилиндрической поверхностью γ × [−1, 1]
в пространстве R3. Условие возможного контакта с жестким препятствием
запишем в виде

−Wν ≥ |ψν| на γ (ψν = ψiνi, Wν = wiνi). (12)

Задача о равновесии пластины, контактирующей с жестким препятствием,
формулируется следующим образом:

inf
η∈Ks

Πs(Ω1; η), (13)

где Ks = {η ∈ HΓ0
(Ω1) |Wν ≥ |ψν| на γ} — множество допустимых функ-

ций. Установлено, что вариационная задача (13) имеет единственное решение
ξs = (Us, us, ϕs).

Как оказалось, задача (14) является предельной для семейства задач, опре-
деленных в более широкой области по сравнению с Ω1. При этом каждая вспо-
могательная задача из семейства моделирует состояние равновесия упругой
неоднородной пластины с трещиной.

Расширим область Ω1 до области Ωγ так, как это показано на рис. 2, до-
бавляя так называемую фиктивную область Ω2. Считаем, что граница Γ2

области Ω2 достаточно гладкая. Расширенную область с разрезом обозначим
через Ωγ = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Σ\γ, где Σ = int(Γ1 ∩ Γ2), а ее внешнюю границу —
через Γ = (Γ1 ∪ Γ2)\Σ. Предположим, что meas(Γ ∩ Γi) > 0, i = 1, 2.

В области Ωγ сформулируем семейство вариационных задач, зависящих
от положительного параметра λ, который в дальнейшем будет стремиться к
нулю. Предположим, что коэффициенты упругости в области Ω2 зависят от
λ, а в области Ω1 — фиксированные, а именно:

cλijkl =

{
cijkl в Ω1,
λ−1cijkl в Ω2,

Λλ =

{
Λ в Ω1,
Λλ−1 в Ω2.
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Рис. 2: Построение фиктивной области.

Пусть подпространство H1
Γ(Ωγ) пространства Соболева H1(Ωγ) состоит из

функций, обращающихся в нуль на Γ; как и выше HΓ(Ωγ) = H1
Γ(Ωγ)

5. Функ-
ционал

Πλ(Ωγ; η) =
1

2
Bλ(η, η)−

∫
Ωγ

Fηdx , η = (W,w, ψ)

задает энергию неоднородной пластины, где

Bλ(η, η̄) =

∫
Ωγ

(
σλij(W ) εij(W̄ ) +mλ

ij(ψ) εij(ψ̄) + qλi (w,ψ)(w̄,i+ψ̄i)
)
dx,

mλ
ij(ψ) = cλijklεkl(ψ), σ

λ
ij(W ) = 3cλijklεkl(W ), qλi (w,ψ) = Λλ(w,i+ψi), i, j = 1, 2.

Задачу о равновесии пластины, содержащей трещину сформулируем в виде
минимизации функционала энергии

inf
η∈K

Πλ(Ωγ; η), (14)

где K = {η ∈ HΓ(Ωγ) | [Wν] ≥ |[ψν]| на γ} — множество допустимых
функций. Нетрудно показать, что задача (14) имеет единственное решение
ξλ = (Uλ, uλ, ϕλ) при каждом фиксированном λ > 0.

Доказана следующая теорема, устанавливающая качественную связь меж-
ду задачами (13) и (14).

Теорема 2.6.1. ([8]) Функции ξλ, доставляющие решения задач (14), при
λ → 0 слабо сходятся в пространстве HΓ(Ωγ) к функции ξ̃, сужение кото-
рой на область Ω1 является решением задачи (13), т.е. ξ̃|Ω1

= ξs.
Кроме того, для вариационной задачи (14) без каких либо предположений

относительно гладкости ее решения, найдена эквивалентная дифференциаль-
ная постановка, в которой часть краевых условий выражена в виде соотно-
шений для элементов пространства Соболева с нецелым индексом.
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В последнем параграфе второй главы сформулирована модель, описыва-
ющая равновесие пологой оболочки с трещиной. Особенностью данной нели-
нейной модели, по сравнению с ранее изученными моделями пологих оболо-
чек является то, что в исходном состоянии берега трещины могут выступать
друг над другом. Для нелинейной вариационной задачи установлена един-
ственность решения в классе соболевских функций; найдена дифференци-
альная постановка, эквивалентная исходной при дополнительной гладкости
решения. При дополнительных условиях «нулевого» раскрытия трещины и
бесконечной гладкости функций, описывающих кривизны оболочки и воз-
действие внешних нагрузок доказана локальная бесконечная дифференциру-
емость функции решения.

В первом параграфе третьей главы рассматривается задача о равновесии
пластины Тимошенко, содержащей криволинейную трещину. На берегах тре-
щины заданы условия непроникания, которые имеют вид неравенств (условия
типа Синьорини). С помощью достаточно гладкого возмущения, определенно-
го в срединной плоскости пластины, задается вариация геометрии пластины.
Выведена формула производной функционала энергии пластины по отноше-
нию к параметру возмущения. Толщина пластины в этой главе для простоты
принимается равной 2h = 2.

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1, кривая Γ0 на-
ходится строго внутри области Ω. Область Ω0 введем равенством Ω0 = Ω\Γ̄0.
Обозначим через ν0 = (ν01, ν02) вектор единичной нормали к кривой Γ0.
Определим функциональное пространство, в котором будет исследоваться
задача равновесия. Пусть подпространство H1,0(Ω0) пространства Соболева
H1(Ω0) состоит из функций, обращающихся в нуль на ∂Ω. Введем простран-
ствоH(Ω0) = H1,0(Ω0)

5, снабженное стандартной нормой ∥·∥H(Ω0). Определим
следующую билинейную форму:

B0(ξ, η) =

∫
Ω0

{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(µ) + Λ(u,i+ϕi)(w,i+µi)

}
dx.

Пусть вектор F ∈ C1(Ω̄)5 описывает внешние нагрузки. Задача формули-
руется в вариационном виде – в виде минимизации функционала

Π(Ω0; ξ) =
1

2
B0(ξ, ξ)−

∫
Ω0

F ξdx, ξ = (U, u, ϕ)

на множестве K0(Ω0) = {ξ ∈ H(Ω0) | [U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| п.в. на Γ0}, т.е. требуется
найти такую функцию ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ K0(Ω0), что

Π(Ω0; ξ0) = inf
ξ∈K0(Ω0)

Π(Ω0; ξ). (15)
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В соответствии с результатами второй главы известно, что задача (15) имеет
единственное решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ K0(Ω0) и может быть сформулиро-
вана в дифференциальном виде (см. (5)–(10)).

Определим возмущенную область. Для малого параметра ε ∈ [0, ε0) рас-
смотрим возмущение

Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)), такое что

Φεi(x) ∈ C1([0, ε0);W
2,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x.

При фиксированном ε ∈ [0, ε0) применим преобразование координат

y = Φε(x), x ∈ Ω. (16)

по отношению к Ω0, ∂Ω, Γ0. В результате получим возмущенную область
Φε(Ω) и возмущенный разрез Γε = Φε(Γ0). Определим возмущенную об-
ласть с разрезом как Ωε = Φε(Ω)\Γ̄ε. Отметим, что ввиду предположе-
ний относительно Φε, преобразование (16) для малых ε является взаимно-
однозначным, т.е. существует обратное преобразования x = Φ−1

ε (y), где
Φ−1

ε (y) = (Φ−1
ε1 (y),Φ

−1
ε2 (y)). Далее, не нарушая общности, будем считать, что

указанное свойство взаимной однозначности выполняется для всех ε ∈ [0, ε0).
Кроме того, предположим, что функции Φ−1

εi (y), i = 1, 2, принадлежат про-
странству C1([0, ε0);W

2,∞
loc (R2)).

Аналогично пространству H(Ω0) определим пространство H(Ωε). Соглас-
но взаимной однозначности преобразования (16), строгой положительности
его якобиана и предполагаемой гладкости Φε, отображение (16) также задает
взаимно однозначное соответствие между пространствами H(Ω0) и H(Ωε),
т.е. если ξ(x) ∈ H(Ω0), то ξ(Φ−1

ε (y)) ∈ H(Ωε) и наоборот, если ξ(y) ∈ H(Ωε),
то ξ(Φε(x)) ∈ H(Ω0). Пусть νε — единичный вектор нормали к возмущенно-
му разрезу Γε. Аналогично множеству K0(Ω0) введем множество допустимых
функций для возмущенной задачи:

Kε(Ωε) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ωε) | [U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на Γε}.

Несмотря на то, что пространства H(Ω0) и H(Ωε) взаимно однозначно пе-
реходят друг в друга при отображении (16), множества K0(Ω0) и Kε(Ωε) не
обладают в общем случае таким свойством. Это связано с тем, что, вообще
говоря, единичная нормаль ν0 к кривой Γ0 не переходит в единичную нормаль
νε к Γε.

Сформулируем далее семейство задач зависящих от параметра ε ∈ [0, ε0).
Функционал энергии для возмущенной области определим выражением

Π(Ωε; ξ) =
1

2
Bε(ξ, ξ)−

∫
Ωε

F ξdy , ξ = (U, u, ϕ),
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где билинейная форма задается соотношением

Bε(ξ, η) =

∫
Ωε

{
σij(W ) εij(U) +mij(ϕ) εij(µ) + Λ(u,i+ϕi)(w,i+µi)

}
dy.

Так же как для исходной задачи (15), следующая задача о минимизации
функционала энергии в возмущенной области

inf
ξ∈Kε(Ωε)

Π(Ωε; ξ),

имеет единственное решение ξε = (U ε, uε, ϕε) ∈ Kε(Ωε).
Для того, чтобы найти производную функционала энергии по форме об-

ласти необходимо вычислить предел

G = lim
ε→0+

Π(Ωε; ξ
ε)− Π(Ω0; ξ0)

ε
, (17)

где ξ0, ξε – решения задач равновесия в невозмущенной и возмущенной обла-
стях соответственно. Обозначим прообраз множества Kε(Ωε) при отображе-
нии (16) в пространстве H(Ω0) через

Kε(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ]νε ≥ |[ϕ]νε| п.в. на Γ0}.

Здесь νε(x) = νε(Φε(x)) – преобразованный вектор нормали к возмущенной
трещине, x ∈ Γ0. Связь между множествами K0(Ω0) и Kε(Ω0) устанавливает
следующая лемма.

Лемма 3.1.1. ([14]) Пусть ξ0 ∈ K0(Ω0) — решение невозмущенной задачи
(15), ξε = ξε(Φε(x)) — решение возмущенной задачи, отображенное на невоз-
мущенную область. Тогда для достаточно малых ε существуют функции
λ1ε и λ2ε, такие что

ξ1ε = ξ0 + ελ1ε ∈ Kε(Ω0), ξ2ε = ξε − ελ2ε ∈ K0(Ω0).

При этом справедливы следующие оценки

∥λiε∥H(Ω0) ≤ c, i = 1, 2,

где c не зависит от ε.
Далее доказывается теорема, характеризующая непрерывную зависимость
решений семейства задач минимизации от параметра ε.

Теорема 3.1.1. ([14]) Имеет место следующая оценка

∥ξ0 − ξε∥H(Ω0) ≤ c
√
ε,

где константа c не зависит от ε.
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Функции λ1ε и λ2ε, найденные с помощью леммы 3.1.1, также сходятся сильно
в H(Ω0). А именно, справедлива следующая лемма.

Лемма 3.1.2. ([14]) При ε→ 0 справедливы следующие сходимости

λ1ε → λ0, λ2ε → λ0, сильно в H(Ω0),

где λ0 = (V1,iu0i, V2,iu0i, 0, V1,iϕ0i, V2,iϕ0i).
Одним из основных результатов диссертации является доказательство сле-

дующей теоремы.
Теорема 3.1.2. ([14]) Производная функционала энергии Π(Ωε; ξ

ε) : R →
R по параметру ε возмущения области Ω0 существует и задается форму-
лой

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= 1
2

∫
Ω0

(
A1(V, U0, U0) + ΛA2(V, ξ0, ξ0) + 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)

)
dx−

−
∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx+B0(ξ0, λ0)−
∫
Ω0

Fλ0dx,

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (15), λ0 =
(V1,iu0i, V2,iu0i, 0, V1,iϕ0i, V2,iϕ0i) и A1, A2 определяются формулами

A1(V ;U0;U0) = divV σij(U0)εij(U0)− 2σij(U0)Eij

(
∂V

∂x
;U0

)
,

A2(V ; ξ0; ξ0) = (
∂u0
∂xi

+ ϕ0i)
(
divV (

∂u0
∂xi

+ ϕ0i)− 2
∂u0
∂xk

∂Vk
∂xi

)
,

Eij(
∂V

∂x
;U0) =

1

2

(∂u0i
∂xk

Vk,j +
∂u0j
∂xk

Vk,i
)
.

Во втором параграфе третьей главы найдены достаточные условия, при
которых производная функционала энергии представима в виде инвариант-
ных интегралов. Кроме того, показано, что производная функционала мо-
жет существовать и при более слабых предположениях относительно глад-
кости функции Φε(x). А именно, достаточно предположить, что функция
Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)), задающая возмущение, имеет меньшую гладкость
Φεi(x) ∈ C1([0, ε0);W

1,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x. Однако при этом до-

полнительно требуется, чтобы при отображении единичная нормаль ν0 к Γ0

переходила в единичную нормаль νε к Γε. Это означает, что преобразова-
ние Φε и геометрия Γ0 и Γε таковы, что при всех допустимых ε выполнено
равенство

νε(Φε(x)) = ν(x) на Γ0. (18)

Соотношение (18) будет выполнено, например, при νε = ν = const с произ-
вольным преобразованием Φε или в том случае, когда нормали νε, ν зависят
только от x1 (x2) и νε = ν с отображениями, удовлетворяющими равенству
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Φε1 = x1 (Φε2 = x2). Выполнение условия (18) приводит к тому, что множе-
ство K0(Ω0), при отображении (16), переходит взаимно однозначно в множе-
ство Kε(Ωε). В рамках указанных предположений производная (17) выража-
ется формулой

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= 1
2

∫
Ω0

{
A1(V, U0, U0) + A2(V, ξ0, ξ0) +

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
}
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx,
(19)

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (15).
В частном случае, когда Γ0 — часть прямой, а возмущения Φε описыва-

ют параллельный перенос Γ0 в направлении произвольного фиксированного
вектора p = (p1, p2), доказано, что производная функционала энергии (19)
представима в виде следующего инвариантного интеграла

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=
∫
L

{
1
2(p · n)b(ξ0, ξ0)− σij(U0)nj(

∂u0i

∂p )−

−mij(ϕ0)nj(
∂ϕ0i

∂p )− qi(u0, ϕ0)ni(
∂u0

∂p )
}
dl,

где L — кривая без самопересечений, ограничивающая некоторую область
OL(Γ0), для которой ŌL(Γ0) ⊂ Ω, Γ̄0 ⊂ OL(Γ0) и F = (0, 0, 0, 0, 0) в OL(Γ0).

В другом частном случае, когда вдоль оси Ox возмущается концевая точка
x0 кривой Γ0 инвариантный интеграл имеет вид

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=
∫
L

(
1
2n1b(ξ0, ξ0)− σij(U0)nju0i,1−

−mij(ϕ0)njϕ0i,1 − qi(u0, ϕ0)niu0,1

)
dl,

где L — кривая без самопересечений, ограничивающая некоторую малую
окрестность OL(x

0), для которой F = (0, 0, 0, 0, 0) в OL(x
0) [11].

Последний параграф третьей главы посвящен анализу чувствительности
функционала энергии в задаче о равновесии пластины с трещиной вдоль
жесткого включения к изменению формы области. Пусть Ω ⊂ R2 ограни-
ченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1. Предположим, что область ω0 лежит
строго внутри Ω, т.е. ω0 ∩ ∂Ω = ∅ и ее граница ∂ω0 является достаточно
гладкой. Обозначим через ν0 = (ν01, ν02), τ0 = (τ01, τ02) единичные векторы
внешней нормали и касательной к ∂ω0, соответственно. Будем считать, что
∂ω0 состоит из двух частей γ0 и ∂ω0\γ0, причем ∂γ0 /∈ γ0. Дифференциаль-
ная постановка задачи о равновесии пластины с трещиной вдоль жесткого
включения формулируется следующим образом. Требуется найти функции
ξ0 = (U0, u0, ϕ0), ζ0, определенные в областях Ω0 = Ω\γ0 и ω0, соответствен-
но, такие что

σij,j(U0) = −fi, i = 1, 2, в Ω\ω0, (20)
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qi,i (u0, ϕ0) = −f3 в Ω\ω0, (21)

mij,j(ϕ0)− qi(u0, ϕ0) = −f3+i, i = 1, 2, в Ω\ω0, (22)

−
∫
Ξ

σij(U0)njρids−
∫
Ξ

mij(ϕ0)njαids− Λ
∫
Ξ

(ϕ0ν0 +
∂u0

∂ν0
)δds =

=
∫
ω

(fiρi + f3δ + f3+iαi)dx ∀ζ(x) = (ρ, δ, α) ∈ R(ω0),
(23)

ξ0|ω0
= ζ0 на ω0, ζ0 ∈ R(ω0), (24)

ϕ+0 · ν0 +
∂u+0
∂ν0

= 0, σ+
τ0
(U0) = m+

τ0
(ϕ0) = (0, 0) на γ0, (25)

−σ+ν0(U0) ≥ |m+
ν0
(ϕ0)|, σ+

ν0
[U0]ν0 +m+

ν0
[ϕ]ν0 = 0 на γ0, (26)

u0 = 0, ϕ0 = U0 = (0, 0) на ∂Ω. (27)

Здесь пространство R(ω0) определено соотношениями

R(ω0) = {ζ(x) = (ρ, δ, α) | ρ = (−x2s+ c1, x1s+ c2),

δ = a+ xβ, α = −β, x ∈ ω0},

где C = (c1, c2) и β = (β1, β2) – вектора из R2, числа a, s, c1, c2, β1, β2 ∈ R
являются произвольными; F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω̄)5. Слабая вариаци-
онная постановка задачи (20)–(27) формулируется в пространстве H(Ω0) =
H1,0(Ω0)

5, где

H1,0(Ω0) =
{
u ∈ H1(Ω0)

∣∣∣ u = 0 п.в. на ∂Ω
}
.

Минимизируется функционал энергии пластины

Π(Ω0; ξ) =
1

2
BΩ0

(ξ, ξ)−
∫
Ω0

F ξdx, ξ = (U, u, ϕ),

на множестве допустимых функций

K0(Ω0) = {ξ = (U, u, ϕ) ∈ H(Ω0) | [U ]ν0 ≥ |[ϕ]ν0| на γ0, ξ|ω0
∈ R(ω0)}.

В соответствии c результатами параграфа 2.3 задача

inf
ξ∈K0(Ω0)

Π(Ω0; ξ) (28)

имеет единственное решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ H(Ω0). Возмущение будем
задавать с помощью функции Φε(x) = (Φε1(x),Φε2(x)), зависящей от малого
параметра ε ∈ [0, ε0) и удовлетворяющей следующим свойствам:

Φεi(x),Φ
−1
εi (x) ∈ C1([0, ε0);W

2,∞
loc (R2)), i = 1, 2 и Φ0(x) = x.
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Далее строится семейство краевых задач о равновесии пластины, зависящее
от параметра ε ∈ [0, ε0), в возмущенных областях Ωε = Φε(Ω)\γ̄ε, γε = Φε(γ0),
в которых структура решения задана в области ωε = Φε(ω). Каждая задача
имеет решение ξε, определенное в области Ωε. Установлено свойство непре-
рывной зависимости семейства решений, а также доказана следующая теоре-
ма.

Теорема 3.3.2. ([15]) Производная функционала энергии Π(Ωε; ξ
ε) : R →

R по параметру ε возмущения области Ω0 существует и задается форму-
лой

dΠ(Ωε;ξ
ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= 1
2

∫
Ω\ω0

(
A1(V, U0, U0) + ΛA2(V, ξ0, ξ0) +

+ 3−1A1(V, ϕ0, ϕ0)
)
dx−

∫
Ω0

div(V fi)ξ0idx+BΩ\ω0
(ξ0, λ0)−

∫
Ω0

Fλ0dx,

где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение задачи (28), а функция λ0 определяется спе-
циальным образом, с помощью линейного непрерывного оператора поднятия
L : H1/2(∂Ω ∪ ∂ω0)

2 → H1(Ω\ω̄0)
2.

В четвертой главе изучены задачи о разрешимости оптимального управ-
ления геометрической формой областей, описывающих жесткие включения и
задача о существовании оптимальной формы трещины. В первом параграфе
главы исследуются задачи о равновесии пластин с трещиной вдоль жесткого
включения. При этом рассматриваются случаи объемного жесткого включе-
ния и тонкого жесткого включения. Деформирование упругой части пласти-
ны описывается с помощью модели Тимошенко. Проводится анализ зависи-
мости решений и производной функционала энергии от вариации размера
жестких включений. Доказана разрешимость задачи оптимального управ-
ления, в которой функционал качества задается производной функционала
энергии пластины, а управляющий параметр описывает размер включения.

Сформулируем семейство задач, описывающих равновесие неоднородных
пластин с трещиной на границе жесткого объемного включения. Для про-
стоты предположим, что толщина пластины является постоянной и равной
2h = 2. Пусть область Ω ⊂ R2 ограничена гладкой кривой Γ. Предполо-
жим, что гладкая незамкнутая кривая Υ лежит строго внутри области Ω т.е.
Υ ⊂ Ω; Υ состоит из двух кривых γ и γc таких, что Υ = γ ∪ γc, γ ∩ γc = ∅,
meas(γ) > 0, meas(γc) > 0. Рассмотрим семейство односвязных областей ωt,
t ∈ (0, t0] удовлетворяющих следующим свойствам:

a) границы ∂ωt являются липшицевыми;
b) ωt′ ⊂ ωt, ωt ⊂ Ω для всех t, t′ ∈ (0, t0], t′ < t;
c) для любого фиксированного t′ ∈ (0, t0) и любой окрестности O области

ωt′ существует число tO > t′ такое, что ωt ⊂ O для всех t ∈ [t′, tO];
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d) γ ⊂ ∂ωt, γc ∩ ωt = ∅ для всех t ∈ (0, t0];
e) для любой окрестности O кривой γ существует число tO > 0 такое, что

ωt ⊂ O для всех t ∈ (0, tO];
f)

∪
t<t′

ωt = ωt′ для всех t′ ∈ (0, t0],

g) существует область E с липшицевой границей ∂E , такая, что E ⊂ Ω,
Υ ⊂ ∂E , ωt0 ⊂ E , границы односвязных областей E\ωt являются липшицевы-
ми для всех t ∈ (0, t0].
В качестве примера, удовлетворяющего a)-g), приведем следующее семейство
областей

ωt = {(x1, x2) |x1 ∈ (−a, 0), g(x1)− t < x2 < g(x1)}, a > 0, ωt ⊂ Ω,

где g ∈ C0,1(−a, 0). При этом кривая γ задается соотношениями γ =
{(x1, x2) | −a < x1 ≤ 0, x2 = g(x1)}, а кривая γc — как ее продолжение (см.
рис. 3). Трехмерное декартово пространство {x1, x2, z} выберем так, чтобы

Рис. 3: Пример областей ωt.

множество {Ω0}× {0} ⊂ R3 соответствовало срединной плоскости пластины.
При этом кривая Υ задает трещину (разрез) в пластине. Это означает, что ци-
линдрическую поверхность сквозной трещины можно задать соотношениями
x = (x1, x2) ∈ Υ, −1 ≤ z ≤ 1, где |z| — расстояние до срединной плоскости.
Для фиксированного t ∈ (0, t0] жесткое включение будет задаваться множе-
ством ωt × [−1, 1]; а упругая часть пластины соответствует области Ω0\ωt.
Обозначим через ν = (ν1, ν2) нормаль к Υ.

Пусть H1(Ω0) — пространство Соболева, H1,0(Ω0) — его подпространство,
состоящее из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе
Γ. Введем следующие обозначения:

H(Ω0) = H1,0(Ω0)
5 , ∥ · ∥ = ∥ · ∥H(Ω0).

Билинейную форму B(G, · , ·) определим равенством

B(G, η, η̄) =

∫
G

{mij(ψ)εij(ψ̄) + Λ(w,i+ψi)(w̄,i+ψ̄i) + σij(W )εij(W̄ )}dx,
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где G подобласть с гладкой границей области Ω, η = (W,w, ψ), η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄).
Функционал энергии пластины представляется формулой

Π(Ω0; η) =
1

2
B(Ω0, η, η)−

∫
Ω0

Fηdx , η = (W,w, ψ), F ∈ C1(Ω)5.

Наличие жесткого включения приводит к тому, что перемещения и углы
поворота описываются в области ωt функциями специального вида. Введем
пространство, характеризующее свойства жесткого включения,

R(ωt) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ ωt},

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R. Задача о равновесии пластины Тимошенко с трещи-
ной вдоль объемного жесткого включения сводится к задаче о минимизации
функционала энергии

inf
η∈Kt

Π(Ω0; η), (29)

где Kt = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0)
∣∣∣ [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υ, η|ωt

∈ R(ωt)} —
множество допустимых функций. Задача (29) имеет единственное решение
ξt ∈ Kt.

Наряду с задачей о равновесии пластины с объемным жестким включени-
ем, рассмотрим задачу о равновесии пластины с тонким жестким включени-
ем, которое описывается с помощью следующей цилиндрической поверхности
x = (x1, x2) ∈ γ, −1 ≤ z ≤ 1. Введем сначала следующие обозначения:

R(γ) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ γ},

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R;

K0 = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ω0) | [W ]ν ≥ |[ψ]ν| на Υ; η|γ− ∈ R(γ)}.

Следующая вариационная задача о равновесии пластины с трещиной и жест-
ким включением

Π(Ω0; ξ0) = inf
η∈K0

Π(Ω0; η). (30)

имеет единственное решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0) ∈ K0.
Рассматривается следующий функционал качества G(t, ξt), определенный

в интервале t ∈ [0, t0] и зависящий от решения ξt задачи (29) при t > 0, и от
решения ξ0 задачи (30) при t = 0:

G(t, ξt) =
∫
Ω0

{
1
2θ,1b(ξt, ξt)− (σij(Ut)uti,1θ,j +

+mij(ϕt)ϕti,1θ,j +qi(ut, ϕt)ut,1θ,i+(θF ),1 ξt)
}
dx,
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где ξt = (Ut, ut, ϕt), Ut = (ut1, ut2) и uti,1 =
∂uti
∂x1

, i = 1, 2, θ — гладкая функция,

удовлетворяющей свойствам supp(θ) ⊂ O1, θ = 1 в O2; O2 и O1 — некоторые
окрестности точки (1, 0) ∈ R2, O2 ⊂ O1 ⊂ O.

Поскольку производная G(t, ξ0t ) зависит от параметра t ∈ [0, t0], задающе-
го размер области ωt, мы можем взять ее в качестве функционала качества,
а параметр t — в роли управляющего параметра. Как известно, значение
производной функционала энергии играет решающую роль в формулиров-
ке критерия разрушения Гриффитса: развитие (распространение) трещины
происходит в том случае, когда производная по параметру возмущения тре-
щины достигает критического значения. Нас интересует следующая задача,
которая с физической точки зрения может интерпретироваться как задача
о существовании наиболее безопасного размера включения. Требуется найти
значение t∗ ∈ [0, t0] такое, что

G(t∗, ξt∗) = sup
t∈[0,t0]

G(t, ξt). (31)

Доказана следующая теорема.
Теорема 4.1.1. ([22]) Задача оптимального управления (31) имеет по

крайней мере одно решение.
Доказательство теоремы основано на обосновании предельного перехода

при t → t∗, t∗ ∈ [0, t0], t ∈ (0, t0] в семействе вариационных задач (29), (30).
Возможность такого предельного перехода обеспечивается справедливостью
следующих лемм.

Лемма 4.1.1. ([22]) Пусть t∗ ∈ [0, t0) — фиксированный параметр, а
последовательность чисел {tn} ⊂ [t∗, t0] сходится к t∗ при n → ∞. То-
гда для произвольной функции η ∈ Kt∗ существует подпоследовательность
{tk} = {tnk

} ⊂ {tn} и последовательность функций {ηk} такие, что ηk ∈ Ktk ,
k ∈ N и ηk → η слабо в H(Ω0) при k → ∞.

Лемма 4.1.2. ([22]) Пусть t∗ ∈ [0, t0] — фиксированное число. Тогда имеет
место сильная сходимость ξt → ξt∗ в пространстве H(Ω0) при t → t∗, где ξt
— решение задачи (29), соответствующее параметру t ∈ (0, t0], а ξt∗ является
решением задачи (29) при t∗ > 0 и задачи (30) — при t∗ = 0.

Леммы 4.1.1. и 4.1.2. устанавливают качественную связь между задачами о
равновесии пластин с жесткими включениями разного размера. В частности,
доказано, что задача о равновесии пластины с тонким жестким включением
является предельной для семейства задач о равновесии пластин с объемным
жестким включением. Отметим, что предложенный в леммах 4.1.1. и 4.1.2.
способ обоснования предельного перехода разработан автором диссертаци-
онной работы и может быть применен для других моделей тел с жесткими
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включениями [17, 21]. Результаты параграфа являются одним из централь-
ных результатов настоящей диссертации.

В параграфе 4.2 исследуется задача о контакте пластины, содержащей
жесткое включение. Предполагается, что пластина может вступать в меха-
нический контакт по внешней жесткой части пластины. Пусть Ω ⊂ R2 — огра-
ниченная область с гладкой границей Γ. Предположим, что гладкие кривые
γ и γ0 лежат на Γ и удовлетворяют соотношениям: meas(γ) > 0, meas(γ0) > 0,
γ̄∩γ̄0 = ∅. Рассмотрим семейство односвязных областей ωt ⊂ Ω, t ∈ (0, t0] гра-
ницы которых содержат кривую γ при t ∈ (0, t0]. Кроме того, для семейства
областей ωt, t ∈ (0, t0] предполагаются выполненными предположения вида
a)–g). В частности, можно рассмотреть области ωt, t ∈ (0, t0] (см. рис. 4),

Рис. 4: Пример областей ωt.

ограниченные кривыми ∂ωt = γ ∪ γt ∪ γ1t ∪ γ2t , где

γ = {(x1, x2) | − a < x1 < 0, x2 = g(x1)},
γt = {(x1, x2) | − a < x1 < 0, x2 = g(x1)− t}, g ∈ C0,1[0, 1],

сегменты γ1t , γ2t являются прямолинейными отрезками, параллельными оси
координат Ox2. Для этого примера параметр толщины областей по отноше-
нию к оси Ox2 равен t. Функционал энергии имеет вид:

Π(χ) =
1

2
B(Ω, χ, χ)−

∫
Ω

FχdΩ , χ = (W,w, ψ), F ∈ L2(Ω)5.

Используются следующие пространства Соболева

H1,0
γ0
(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω)

∣∣∣ v = 0 на γ0
}
, H(Ω) = H1,0

γ0
(Ω)5.

Введем пространство, характеризующее свойства жесткого включения:

R(ωt) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ ωt},

где b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R.
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Задачу о контакте пластины с жестким препятствием сформулируем в
следующем виде

inf
χ∈Kt

Π(χ), (32)

где Kt = {χ = (W,w, ψ) ∈ H(Ω)
∣∣∣ −Wν ≥ |ψν| на γ, χ|ωt

∈ R(ωt)} —
множество допустимых функций. Решение ξt этой задачи единственно.

Рассмотрим также задачу о равновесии пластины с тонким жестким вклю-
чением, которое описывается с помощью следующей цилиндрической поверх-
ности x = (x1, x2) ∈ γ, −1 ≤ z ≤ 1. Требуется найти ξ0 ∈ K0, такое что

Π(ξ0) = inf
χ∈K0

Π(χ), (33)

где

K0 = {χ = (W,w, ψ) ∈ H(Ω) | −Wν ≥ |ψν| на γ; χ|γ ∈ R(γ)},
R(γ) = {ζ | ζ(x) = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2); x ∈ γ},
b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R.

Задача (33) имеет единственное решение. Рассмотрим следующий функцио-
нал качества

J(t) = ∥ξt − ξ∗∥H(Ω) , t ∈ [0, t0],

где ξ∗ — заданная функция, а ξt является решением задачи (32) при t > 0 и
ξ0 – решение задачи (33). Задача оптимального управления формулируется
в следующем виде. Требуется найти значение t∗ ∈ [0, t0] такое, что

J(t∗) = sup
t∈[0,t0]

J(t). (34)

Основной результат параграфа — доказательство разрешимости задачи (34)
(см. [20]).

В последнем параграфе 4.3 четвертой главы исследуется зависимость ре-
шений задачи о равновесии пластины (5)–(10) от формы кривой, задающей
трещину. Предполагается, что для любой функции g, принадлежащей множе-
ству G, кривая Γg = {(x1, x2) |x2 = g(x1), 0 < x1 < 1} задает форму трещины,
где G — замкнутое, выпуклое и ограниченное в H2

0(0, 1) множество. Введем
обозначения: Ωg = Ω\Γg, ν

g — нормаль к графику Γg, Ω — область с гладкой
границей Γ.

Пусть H(Ωg) = H1,0(Ωg)
5, где подпространство H1,0(Ωg) пространства Со-

болева H1(Ωg) состоит из функций, обращающихся в нуль на границе Γ.
Функционал потенциальной энергии пластины:

Πg(ξ) =
1

2
Bg(ξ, ξ)−

∫
Ωg

Fξdx, где
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Bg(ξ, ξ̄) =

∫
Ωg

(
mij(ϕ)εij(ϕ̄) + σij(U)εij(Ū) + (u,i+ϕi)(ū,i+ϕ̄i)

)
dx.

Для любого фиксированного g ∈ G существует единственное решение ξg

задачи
min

ξ̄∈Kg(Ωg)
Πg(ξ̄),

где Kg(Ωg) = {ξ ∈ H(Ωg)| [U ]νg ≥ |[ϕ]νg| на Γg}. Рассмотрим функционал
качества

J(g) = ∥ξg − ξ0∥L2(Ωg)5 ,

где ξ0 ∈ C0,1(Ω)5 заданная функция. Задачу об оптимальной форме трещины
сформулируем следующим образом:

sup
g∈G

J(g). (35)

С физической точки зрения данная задача интерпретируется как задача о су-
ществовании формы трещины g, доставляющей решение ξg c максимальным
отклонением от заданных деформаций ξ0. Основным результатом параграфа
является доказательство разрешимости задачи (35) [3].

Основные научные результаты диссертации:

• Доказана однозначная разрешимость для нелинейных краевых задач с
условиями типа неравенств на внутренней границе, описывающих рав-
новесие однородных и неоднородных пластин с трещиной, в том числе,
пластин с трещиной вдоль жесткого или упругого включения. Для задач
о равновесии однородной пластины и пологой оболочки, сформулирован-
ных в области с негладкой границей, установлены свойства дополнитель-
ной регулярности решения. Доказано, что задача о контакте пластины
с жестким препятствием является предельной для семейства вспомога-
тельных задач о равновесии пластины с трещиной.

• Для нелинейной задачи о равновесии пластины с трещиной выведе-
на формула производной функционала энергии по параметру возмуще-
ния области, а также установлена непрерывная зависимость решений
от изменения области. Доказана возможность представления производ-
ной функционала энергии пластины с трещиной в виде инвариантного
интеграла по произвольному замкнутому контуру. Построен ряд приме-
ров с определенной геометрией пластины и заданным видом функции
возмущения области, для которых производная функционала энергии
представляется в виде инвариантного интеграла.
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• Для нелинейной модели пластины с трещиной, расположенной вдоль
жесткого включения, доказано существование производной функциона-
ла энергии по параметру общего возмущения, найдена выражающая ее
формула и установлена непрерывная зависимость решений от изменения
области. Получены специальные представления формулы для производ-
ной в случае дополнительной гладкости решения.

• В задаче о равновесии пластины установлена сходимость решений при
стремлению к нулю параметра, описывающего возмущение прямолиней-
ной трещины. Доказано существование экстремальной кривой, доставля-
ющей экстремум для функционала качества, описывающего отклонение
от заданных обобщенных перемещений.

• Разработан метод исследования непрерывной зависимости решений
нелинейных краевых задач о равновесии упругих тел от вариации разме-
ра жестких включений. С помощью этого метода доказано, что решения
задач о пластине с объемным жестким включением сходится к решению
задачи о равновесии пластины с тонким жестким включением. Дока-
зана разрешимость задач оптимального управления размером жесткого
включения в упругих пластинах с разными функционалами качества.
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