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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования

Раздел гидродинамики, связанный с изучением распространения нели

нейных волн в сдвиговых течениях жидкости, является важной и актуальной

областью исследований, что обусловлено большим количеством приложений

теории длинных волн в метеорологии и геофизике при моделировании круп

номасштабных движений в атмосфере, океане и земной коре. С помощью

длинноволновых моделей описываются движения жидкости в открытых рус

лах, гидродинамические эффекты в задачах транспортировки углеводородов,

определяются силы воздействия волновых возмущений на плавающие тела в

задачах гидроаэроупругости. При этом учитываются эффекты нелинейности

и пространственной неоднородности потока. Кроме того длинноволновые воз

мущения затухают медленнее коротковолновых и потому определяют асимп

тотику решений при больших временах.

Уравнения теории длинных волн являются интегродифференциальны

ми, что существенно усложняет их анализ и приводит к необходимости при

менения отличных от классических методов. Разработка новых элементов

теории уравнений с операторными коэффициентами является актуальной те

матикой, развитие которой необходимо для выяснения корректности постано

вок начально-краевых задач для интегродифференциальных моделей, постро

ения классов точных решений и конструирования численных алгоритмов.

Цели и задачи исследования

Цель работы заключается в развитии новых элементов теории гипербо

лических систем уравнений с операторными коэффициентами и в построении

многослойных моделей мелкой воды с массообменом на границе слоев. При

этом можно выделить следующие задачи:

- исследование характеристических свойств интегродифференциаль

ных моделей пространственно-неоднородных движений идеальной жидкости

и пленочных течений, построение классов точных решений, анализ распро

странения слабых и сильных разрывов, вывод критериев устойчивости;

- построение систем осредненных дифференциальных уравнений и чис

ленное моделирование распространения нелинейных волновых возмущений;

- оценки эффективности “многослойных” аппроксимирующих моделей

и анализ влияния параметров течения на его развитие;
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- исследование развития слоя смешения, образующегося на границе

раздела двух потоков жидкости с различными вязкостями и скоростями при

их совместном движении в ячейке Хеле–Шоу;

- построение одномерной математической модели для оценки границ

двумерной области формирования крупных вихревых структур.

Научная новизна

Построены и физически интерпретированы новые классы точных ре

шений нелинейной интегродифференциальной системы уравнений, описываю

щей горизонтально-сдвиговые движения идеальной несжимаемой жидкости в

открытом канале переменного сечения в приближении теории мелкой воды.

Изучаемая модель предложена в 2009 году, ее аналитическое исследование

преимущественно основывается на методах, разработанных чл.-корр. РАН

В.М. Тешуковым. Сформулированы критерии устойчивости течений, анало

гичные критериям Релэя и Фьортофта. Выведены осредненные дифференци

альные уравнения движения, позволяющие численно моделировать распро

странение непрерывных и разрывных возмущений в сдвиговом течении.

Методы теоретического исследования уравнений с операторными ко

эффициентами применены к моделям движения тонких слоев вязкой жидко

сти (пленочные течения). Изучены решения со слабым разрывом нелинейных

уравнений движения тонкого слоя вязкой жидкости на наклонной плоскости.

Показано, что слабые разрывы находятся на характеристических поверхно

стях, что существует возможность неограниченного роста амплитуды разры

ва и нелинейного опрокидывания волн. Предложена консервативная форму

лировка модели в виде законов сохранения и выполнено численное моделиро

вание пленочных течений с использованием уравнений многослойной аппрок

симации. Сравнение результатов вычислений с бездисперсионным аналогом

уравнений Шкадова показало, что уравнения многослойной аппроксимации

позволяют получать более точные значения параметров течения в области за

сильным разрывом. В частности, это связано с нарушением условия парабо

личности профиля скорости в процессе эволюции течения. Рассматриваемая

модель обобщена на класс течений со стратификацией по вязкости.

Еще одно направление исследований связано с моделированием дви

жения тонких слоев жидкости между параллельными стенками (течения

Хеле–Шоу). Основное внимание уделяется изучению сдвиговой неустойчи
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вости, возникающей на границе раздела слоев, движущихся с различными

скоростями и имеющих различные вязкости. На основе развитого В.Ю. Ля

пидевским подхода выведена одномерная трехслойная система уравнений с

массообменом, описывающая формирование и развитие слоя смешения. Уста

новлено, что предложенная модель корректно описывает границы области

формирования крупных вихревых структур, что позволяет без затратных

двумерных нестационарных расчетов определить границы области смешения.

Теоретическая и практическая значимость

Развиты новые элементы теории гиперболических систем уравнений с

операторными коэффициентами. Эти подходы использованы для теоретиче

ского анализа пространственно-неоднородных течений идеальной жидкости

и пленочных течений. Исследованы классы точных решений, характеристиче

ские свойства, слабые и сильные разрывы, сформулированы критерии устой

чивости течений для ряда интегродифференциальных моделей теории длин

ных волн. Построены системы осредненных дифференциальных уравнений,

аппроксимирующие исходные интегродифференциальные модели, на основе

которых выполнено численное моделирование распространения нелинейных

волновых возмущений в сдвиговых течениях жидкости. Показана эффектив

ность “многослойной” аппроксимации и центральных схем для построения

численных решений уравнений теории длинных волн. Теория многослойной

мелкой воды с массообменном применена для описания слоев смешения в те

чениях Хеле–Шоу, представляющих практический интерес в связи с задачами

интенсификации добычи углеводородов. Сравнение с результатами прямого

численного моделирования показало эффективность предложенных моделей

для описания границ области формирования крупных вихревых структур.

Методология и методы исследования

Для решения поставленных задач в работе использовались:

- методы механики сплошных сред, теория вихревой мелкой воды;

- теория дифференциальных уравнений, функциональный анализ, ме

тоды решения сингулярных интегральных уравнений, теория обобщенных

функций, методы осреднения;

- методы численного решения гиперболических уравнений, реализован

ные в среде MatLab, символьные вычисления, реализованные в Mathematica.

Положения, выносимые на защиту
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В главе 1 для интегродифференциальной модели, описывающей про

странственно-неоднородное течение идеальной жидкости в открытом канале:

- построен класс решений, который характеризуется линейной зависи

мостью между интегральными инвариантами Римана и представим аналити

чески в классе простых волн;

- построено решение с критическим слоем в классе бегущих волн,

непрерывно примыкающих к заданному сдвиговому потоку, найдены реше

ния с функциональным произволом;

- сформулированы критерии устойчивости течений;

- сформулированы осредненные модели движения в рамках газодина

мической аналогии и “многослойной” аппроксимации, проведены расчеты.

В главе 2 для уравнений движения тонкого слоя вязкой жидкости по

наклонной плоскости в поле силы тяжести:

- показана возможность построения решений со слабыми разрывами,

сосредоточенными на обобщенных характеристиках;

- получено уравнение для амплитуды слабого разрыва и установлена

возможность нелинейного опрокидывания волн;

- предложена неоднородная гиперболическая система дифференциаль

ных уравнений, являющаяся “многослойной” аппроксимацией исходной моде

ли, численно показано значительное различие результатов расчета в сравне

нии с аналогом модели Шкадова при формировании сильного разрыва;

- проведено обобщение на течения со стратификацией по вязкости.

В главе 3 для модели течения вязкой жидкости в ячейке Хеле–Шоу:

- исследовано развитие слоя смешения, образующегося на границе раз

дела двух потоков жидкости с различными вязкостями и скоростями;

- выведена одномерная осредненная модель течения, проведены чис

ленные расчеты, показывающие, что предложенная модель позволяет доста

точно точно определить область формирования крупных вихревых структур;

- показано замедление развития слоя смешения с ростом вязкости.

Степень достоверности и апробация результатов

Аналитические результаты диссертации в значительной мере опира

ются на предложенное В.М. Тешуковым обобщение теории характеристик и

понятия гиперболичности на класс систем с операторными коэффициентами.

Метод активно используется для теоретического анализа волновых интегро
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дифференциальных моделей. В работе использовались апробированные ко

нечно-разностные схемы для проведения численных экспериментов. Коррект

ность результатов численного моделирования подтверждается сравнением с

аналитическими решениями и верификацией алгоритмов на тестовых зада

чах. Основные результаты диссертационной работы прошли процедуру рецен

зирования и опубликованы в международных и российских журналах [1–5],

были представлены на внутренних конкурсах и научных конференциях:

- International Conference on Applied Mathematics and Informatics

(ICAMI 2010), Сан Андрес, Колумбия, 28.11–3.12.2010;

- Всероссийская конференция “Нелинейные волны: теория и новые при

ложения”, посвященная памяти чл.-корр. РАН В.М. Тешукова, Новосибирск,

2–4.03.2011;

- Лаврентьевские чтения по математике, механике и физике, Новоси

бирск, 7–11.09.2015;

- XVI Всероссийская конференция молодых ученых по математическо

му моделированию и информационным технологиям (YM 2015), Красноярск,

28–30.10.2015;

- Всероссийская конференция “Нелинейные волны: теория и новые при

ложения”, посвященная 70–летию со дня рождения чл.-корр. РАН В.М. Те

шукова, Новосибирск, 29.02–2.03.2016;

- Russian–French workshop “Mathematical Hydrodynamics”, Новоси

бирск, 22.08–27.08.2016;

- VIII Всероссийская конференция “Актуальные проблемы прикладной

математики и механики”, посвященная памяти академика А.Ф.Сидорова, и

Школа–конференция молодых исследователей, пос. Абрау, 5.09–10.09.2016;

- 7-ая международная научная школа молодых ученых “Волны и вихри

в сплошных средах”, г. Москва, 30.11–02.12.2016.

Диссертационная работа прошла апробацию на совместном семинаре

ЛДУ ИГиЛ СО РАН и лаб. НПГС НГУ 21.02.2017, на научном семинаре “Ма

тематическое моделирование в механике” ИВМ СО РАН 3.03.2017, на науч

ном семинаре лаб. аэрофизических исследований дозвуковых течений ИТПМ

СО РАН 6.03.2017, на научном семинаре лаб. дифференциальных уравнений

и смежных вопросов анализа ИМ СО РАН 9.03.2017, на научном семинаре

лаб. вычислительных проблем задач математической физики ИМ СО РАН
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10.03.2017 и на семинаре отдела механики МИАН под руководством академи

ков А.Г. Куликовского и Д.В. Трещева 3.04.2017.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы исследования, про

водится анализ степени разработанности данной области науки и обзор науч

ной литературы. Формулируются цели и задачи работы, описывается ее науч

ная новизна, теоретическая и практическая значимость. Приводятся методы

исследования и основные положения, выносимые на защиту. Обосновывает

ся достоверность результатов и описывается личный вклад автора. В конце

кратко излагается содержание диссертационной работы.

В первой главе диссертационной работы изучается интегродиффе

ренциальная модель, описывающая пространственно-неоднородное движение

идеальной жидкости в открытом канале. Строятся специальные классы ре

шений и формулируются условия устойчивости течения. Выводятся осред

ненные модели и на их основе проводятся численные эксперименты.

В параграфе 1.1 формулируется система уравнений, описывающая в

приближении теории длинных волн горизонтально-сдвиговое движение иде

альной несжимаемой жидкости в открытом канале переменного сечения,

предложенная В.Ю. Ляпидевским и А.А. Чесноковым в 2009 году:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑔ℎ𝑥 = 0, ℎ𝑦 = 0,

ℎ𝑡 + (𝑢ℎ)𝑥 + (𝑣ℎ)𝑦 = 0, 𝑢𝑌𝑖𝑥 − 𝑣|𝑦=𝑌𝑖
= 0 (𝑖 = 1,2).

(1)

Здесь(𝑥,𝑦,𝑧) — декартовы координаты, 𝑡 — время, 𝑢(𝑡,𝑥,𝑦) и 𝑣(𝑡,𝑥,𝑦) — гори

зонтальные компоненты вектора скорости, ℎ(𝑡,𝑥) — глубина слоя жидкости,

𝑔 — ускорение свободного падения, уравнениями 𝑦 = 𝑌1(𝑥), 𝑦 = 𝑌2(𝑥) и 𝑧 = 0

задаются непроницаемые боковые стенки и дно канала. Следствием (1) явля

ется сохранение потенциальной завихренности Ω = 𝑢𝑦/ℎ вдоль траекторий

Ω𝑡 + 𝑢Ω𝑥 + 𝑣Ω𝑦 = 0.

Для построения классов точных решений модели (1) используется ки

нетическая формулировка уравнений движения, в которой за независимые
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переменные берётся тройка 𝑡, 𝑥, 𝑢:

𝑊𝑡 + 𝑢𝑊𝑥 − 𝑔ℎ𝑥𝑊𝑢 = 0, ℎ =
1

𝑌

𝑢2∫︁
𝑢1

𝑊 𝑑𝑢, (2)

𝑢1𝑡 + 𝑢1𝑢1𝑥 + 𝑔ℎ𝑥 = 0, 𝑢2𝑡 + 𝑢2𝑢2𝑥 + 𝑔ℎ𝑥 = 0. (3)

Здесь 𝑊 = Ω−1 — искомая функция переменных 𝑡, 𝑥 и 𝑢; 𝑌 = const — задан

ная постоянная ширина канала; 𝑢1(𝑡,𝑥) и 𝑢2(𝑡,𝑥) — скорости жидкости вдоль

оси 𝑂𝑥 на боковых стенках канала 𝑦 = 𝑌1(𝑥) и 𝑦 = 𝑌2(𝑥) соответственно.

Используя аналогию с уравнениями Бенни, в параграфе 1.2 для систе

мы (2), (3) определяются интегральные инварианты Римана 𝑊,𝑅, 𝑟𝑖, где

𝑅 = 𝑢− 𝑔

𝑌

𝑢2∫︁
𝑢1

𝑊 (𝑡,𝑥,𝑢′) 𝑑𝑢′

𝑢′ − 𝑢
, 𝑟𝑖 = 𝑐𝑖 −

𝑔

𝑌

𝑢2∫︁
𝑢1

𝑊 𝑑𝑢

𝑢− 𝑐𝑖
(𝑖 = 1,2),

здесь 𝑐 = 𝑐𝑖(𝑡,𝑥) корень характеристического уравнения

𝜒(𝑐) = 1 − 𝑔

𝑌

𝑢2∫︁
𝑢1

𝑊 𝑑𝑢

(𝑢− 𝑐)2
= 0.

В предположении о линейной зависимости инвариантов 𝑅 = 𝑎𝑊 + 𝑏, вы

писывается сингулярное интегральное уравнение для нахождения искомой

функции 𝑊 (𝑡,𝑥,𝑢). Разрешив это уравнение, можно выразить глубину слоя

жидкости ℎ(𝑡,𝑥) через функции 𝑢1 и 𝑢2. Таким образом, исходная система

(2), (3) сводится к системе из двух дифференциальных уравнений на 𝑢1(𝑡,𝑥) и

𝑢2(𝑡,𝑥) с двумя параметрами. В полученном специальном классе точных реше

ний с линейно зависимыми инвариантами Римана в параграфе 1.3 построено

решение в виде простой волны, выражающееся в элементарных функциях.

В параграфе 1.4 строится решение в классе бегущих волн𝑊 = 𝑊 (𝜁,𝑢),

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝜁), 𝜁 = 𝑥 − 𝐷𝑡, непрерывно примыкающее к заданному сдвиговому

потоку. В этом случае построение сводится к интегрированию уравнений

(𝑢−𝐷)𝑊𝜁 − 𝑔ℎ𝜁𝑊𝑢 = 0, ℎ =
1

𝑌

𝑢2∫︁
𝑢1

𝑊 𝑑𝑢

(𝑢𝑖 −𝐷)𝑢′𝑖(𝜁) + 𝑔ℎ′(𝜁) = 0 (𝑖 = 1,2)

(4)
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Решение (4) строится методом характеристик. Однако существует область, в

которую не приходит ни одна из характеристик, выходящих с линии, соот

ветствующей заданному состоянию. В этой области для построения решения

используется второе уравнение (4), связывающее ℎ и𝑊 , что приводит к инте

гральному уравнению Абеля для 𝑊 (ℎ,𝑢). В рамках данного класса решений,

обладающего функциональным произволом, в параграфе 1.5 построен при

мер решения, выражающегося в элементарных функциях (Рисунок 1 и 2).

Рис. 1 — Профиль скорости

𝑢(𝑥,𝑦) при фиксированных 𝑥

Рис. 2 — Траектории движения

частиц �̇� = 𝑢, �̇� = −𝑔ℎ𝑥 в фазовой

плоскости (𝑥,𝑢)

В параграфе 1.6 в терминах гиперболичности систем уравнений с опе

раторными коэффициентами формулируются критерии устойчивости тече

ний, аналогичные критериям Релэя и Фьортофта. В частности показано, что

любое течение с монотонным выпуклым профилем скорости устойчиво, а при

наличии точки перегиба устойчивость течения зависит от знака выражения

(𝑈 − 𝑈𝑐)𝑈
′′, где 𝑈 = 𝑢(𝑦) — профиль скорости, 𝑈𝑐 = 𝑈(𝑦𝑐), а 𝑦𝑐 – точка

перегиба. Если (𝑈 −𝑈𝑐)𝑈
′′ ≥ 0, то течение устойчиво, а если (𝑈 −𝑈𝑐)𝑈

′′ ≤ 0,

то течение может быть неустойчивым. Для каждого критерия строятся ил

люстративные примеры.

В параграфе 1.7 изучаются осредненные модели. В результате инте

грирования исходной модели (1) и её следствия по ширине канала с исполь

зованием средней по сечению скорости 𝑢𝑐 = 1
𝑌

𝑌2∫︀
𝑌1

𝑢 𝑑𝑦 выводится гипербо

лическая система одномерных дифференциальных законов сохранения, ап

проксимирующая исходную модель. Показывается, что полученные законы

сохранения формируют систему газодинамического типа. Далее выводится

приближенная гидродинамическая модель, соответствующая многослойной
10



аппроксимации исходной системы. Для этого производится переход к полу

лагранжевым переменным (𝑡,𝑥,𝜆) и проводится разбиение канала на𝑀 слоев

по 𝜆 (0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = 1). Осреднение проводится интегрированием

по 𝜆 от 𝜆𝑖−1 до 𝜆𝑖 в предположение о близости профиля скорости к линейному

в каждом слое. В случае однослойной аппроксимации эта модель переходит

в полученную ранее систему газодинамического типа.

В параграфе 1.8 описывается используемая в работе численная схе

ма (Насьяху–Тэдмора) и проводится численный эксперимент, показывающий

влияние числа слоев на распространение возмущений.

В конце главы сформулированы основные результаты.

Во второй главе исследуется модель течения тонкого слоя вязкой

жидкости со свободной поверхностью по наклонной плоскости. Изучаются

математические свойства системы, поведение слабых разрывов. Выводятся

осредненные аппроксимирующие модели и проводится численное моделиро

вание. Полученные результаты обобщаются на течение жидкости со страти

фикацией по вязкости.

В параграфе 2.1 длинноволновое приближение применяется к уравне

ниям движения слоя однородной вязкой жидкости со свободной границей на

наклонной плоскости в поле силы тяжести. Рассматривается движение тонко

го слоя, глубина которого много меньше горизонтального масштаба течения:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑔ℎ𝑥 = 𝑎 + 𝜈𝑢𝑦𝑦, 𝑣 = −
𝑦∫︁

0

𝑢𝑥 𝑑𝑦,

ℎ𝑡 +
(︁ ℎ∫︁

0

𝑢 𝑑𝑦
)︁
𝑥

= 0, 𝑢
⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑢𝑦
⃒⃒
𝑦=ℎ

= 0.

(5)

где (𝑥,𝑦) — декартовы координаты, 𝑡 — время, 𝑢(𝑡,𝑥,𝑦), 𝑣(𝑡,𝑥,𝑦) — компонен

ты вектора скорости. Жидкость течет над ровным дном 𝑦 = 0, наклоненным

под малым углом 𝜃 по отношению к горизонту; уравнением 𝑦 = ℎ(𝑡,𝑥) за

дается свободная граница. Давление в слое жидкости восстанавливается по

формуле 𝑝 = 𝑝0 + 𝑔(ℎ − 𝑦), где 𝑝0 – атмосферное давление. Постоянные 𝑎,

𝑔 и 𝜈 зависят от угла наклона дна и характерных масштабов течения. Для

дальнейшего исследования система переписывается в полулагранжевых ко

ординатах (𝑡,𝑥,𝜆). В новых переменных для определения функций 𝑢(𝑡,𝑥,𝜆) и
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𝐻(𝑡,𝑥,𝜆) = Φ𝜆 возникает интегродифференциальная система уравнений

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔

1∫︁
0

𝐻𝑥 𝑑𝜆 = 𝑎 +
𝜈

𝐻

(︁𝑢𝜆
𝐻

)︁
𝜆
, 𝐻𝑡 + (𝑢𝐻)𝑥 = 0 (6)

с граничными условиями

𝑢
⃒⃒
𝜆=0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=1

= 0. (7)

В параграфе также приведен вывод бездисперсионного аналога уравнений

Шкадова в предположении о параболическом по глубине профиле скорости:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑞

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥

(︂
6

5

𝑞2

ℎ
+

𝑔ℎ2

2

)︂
= 𝑎ℎ− 3𝜈

𝑞

ℎ2
. (8)

Здесь ℎ(𝑡,𝑥) 𝑞(𝑡,𝑥) глубина и расход жидкости. Модель (8) в дальнейшем

используется при проведении численных расчетов.

Для теоретического анализа исследуемой модели в параграфе 2.2 к ней

применяется математический аппарат теории гиперболических уравнений с

операторными коэффициентами, описанный в работах В.М. Тешукова. Опре

деляются характеристики системы (6), собственные значения и функционалы

(аналог собственных векторов). Формулируются условия обобщенной гипер

боличности: система уравнений с операторными коэффициентами является

обобщенно гиперболической, если все собственные значения 𝑘𝛼 веществен

ные, а соответствующая им совокупность собственных функционалов {F𝛼}
обладает свойством полноты. Для определения скорости распространения

возмущений 𝑘 выписывается характеристическое уравнение:

𝜒(𝑘) = 0, 𝜒(𝑘) ≡ 1 − 𝑔

1∫︁
0

𝐻 𝑑𝜆

(𝑢− 𝑘)2
,

проводится анализ возможных корней характеристического уравнения. Для

течений с монотонным по глубине профилем скорости условия:

∆arg
𝜒+(𝑢)

𝜒−(𝑢)
= 0, 𝜒±(𝑢) ̸= 0

12



являются необходимыми и достаточными для обобщенной гиперболичности

исследуемой системы на гладких по полулагранжевой переменной 𝜆 решени

ях. Здесь 𝜒± — предельные значения комплексной функции 𝜒(𝑧) на отрезке

[𝑢0,𝑢1], 𝑢0 = 𝑢|𝜆=0, 𝑢1 = 𝑢|𝜆=1.

В параграфе 2.3 устанавливается, что модель допускает решения со

слабыми разрывами, сосредоточенными на характеристических поверхно

стях. Выводится транспортное уравнение амплитуды слабого разрыва 𝜉:

𝜕𝑡𝜉 + 𝑘𝜕𝑥𝜉 + 𝐶1𝜉
2 = 𝐶2𝜉,

которое можно проинтегрировать вдоль характеристики и получить:

𝜉 = 𝜉0 exp
(︁ 𝑡∫︁

0

𝐶2 𝑑𝜏
)︁(︂

1 + 𝜉0

𝑡∫︁
0

𝐶1 exp
(︁ 𝜏∫︁

0

𝐶2 𝑑𝜏
′
)︁
𝑑𝜏

)︂−1

.

Здесь 𝜉0 амплитуда слабого разрыва при 𝑡 = 0; а 𝐶1 и 𝐶0 — коэффициенты,

при этом 𝐶1 < 0. Обращение 𝜉 в бесконечность при 𝜉0 > 0 соответствует

нелинейному опрокидыванию волны и образованию сильного разрыва.

В параграфе 2.4 выводится “многослойная” аппроксимация модели си

стемой законов сохранения. Для этого уравнения (6), (7) переписываются в

консервативной формулировке и выполняется разбиение по полулагранжевой

переменной 𝜆 (0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = 1) на𝑀 слоев. Вводятся переменные:

𝑢𝑖 = 𝑢(𝑡,𝑥,𝜆𝑖), ℎ𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1, 𝜔𝑖 =
𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

ℎ𝑖
, 𝑞 =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

2
ℎ𝑖,

и проводится осреднение интегрированием по 𝜆 от 𝜆𝑖−1 до 𝜆𝑖 в предположение

о близости профиля скорости к линейному в каждом слое:

𝑢(𝑡,𝑥,𝑦) ≈ 𝜔𝑖(𝑡,𝑥)(𝑦 − 𝑦𝑖−1) + 𝑢𝑖−1, 𝑦 ∈ [𝑦𝑖−1,𝑦𝑖].

Получается система балансовых соотношений из 2𝑀 − 1 уравнений:

𝜕ℎ𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑢𝑐𝑖ℎ𝑖

)︁
= 0, (𝑖 = 1,...,𝑀)

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝜔𝑖ℎ𝑖

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑢𝑐𝑖𝜔𝑖ℎ𝑖

)︁
= 𝜈

(︁𝜔𝑖+1 − 𝜔𝑖

ℎ𝑖
− 𝜔𝑖 − 𝜔𝑖−1

ℎ𝑖−1

)︁
, (𝑖 = 2,...,𝑀 − 1)

𝜕𝑞

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥

(︂ 𝑀∑︁
𝑖=1

(︁
𝑢2𝑐𝑖ℎ𝑖 +

𝜔2
𝑖 ℎ

3
𝑖

12

)︁
+

𝑔

2

(︁ 𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖

)︁2
)︂

= −𝜈𝜔1 + 𝑎

𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖.

(9)
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Входящие в (9) величины 𝑢𝑐𝑖(𝑡,𝑥) и 𝜔1(𝑡,𝑥) задаются формулами

𝑢𝑐𝑖 = −𝜔𝑖ℎ𝑖

2
+

𝑖∑︁
𝑗=1

𝜔𝑗ℎ𝑗, 𝜔1 =
1

ℎ1

(︂ 𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖−
ℎ1

2

)︂−1(︂
𝑞+

𝑀∑︁
𝑖=2

ℎ𝑖

(︁𝜔𝑖ℎ𝑖

2
−

𝑖∑︁
𝑗=2

𝜔𝑗ℎ𝑗

)︁)︂
.

Сравнение результатов расчетов по “многослойной” модели (9) и по

аналогу уравнений Шкадова (8), предполагающему параболический профиль

скорости, приведено в параграфе 2.5. На Рисунке 3 показаны глубина и рас

ход, полученные в одном из численных экспериментов. Параметры здесь вы

браны таким образом, чтобы формировался сильный разрыв. При этом про

филь скорости в процессе эволюции течения существенно отклоняется от

параболического. Показано, что если сильный разрыв не формируется, то

расчеты по обоим моделям дают схожие результаты. Также представлен экс

перимент, показывающий влияние угла наклона на развитие течения.

Рис. 3 — глубина ℎ и расход 𝑞 при: 𝑡 = 0 (𝑎); 𝑡 = 0.5 (𝑏); 𝑡 = 1 (𝑐).

В последующих параграфах 2.6 — 2.9 этот подход аналогичным об

разом применяется к более сложной модели, описывающей движения грану

лированных сред с переменной вязкостью. В параграфе 2.6 формулируется

соответствующая математическая модель, аналогичная (5):

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑏ℎ𝑥 = 𝑎 + 𝐾
(︁
𝜂𝑢𝑦

)︁
𝑦
, 𝑣 = −

𝑦∫︁
0

𝑢𝑥 𝑑𝑦,

𝜂𝑡 + 𝑢𝜂𝑥 + 𝑣𝜂𝑦 = 0, ℎ𝑡 +
(︁ ℎ∫︁

0

𝑢 𝑑𝑦
)︁
𝑥

= 0, 𝑢
⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 0.

(10)

В отличии от (5), здесь вязкость 𝜂 = 𝜂(𝑡,𝑥,𝑦) не постоянна, для неё выписа

но дополнительное уравнение. При этом правая часть уравнения импульса
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усложняется и в ней появляется постоянный коэффициент 𝐾. Далее, по ана

логии с предыдущими параграфами, в параграфе 2.7 описывается примене

ние к модели (10) математического аппарата теории гиперболических уравне

ний с операторными коэффициентами; в параграфе 2.8 выводится “многослой

ная” модель, аппроксимирующая исходные уравнения движения; в параграфе

2.9 приводятся скорректированная численная схема и результаты численных

расчетов с использованием “многослойной” модели, проводится их анализ.

В конце главы сформулированы основные результаты.

В третьей главе рассматривается применение длинноволновых моде

лей к течению вязкой слабосжимаемой жидкости в ячейке Хеле—Шоу. При

этом основное внимание уделяется исследованию эволюции слоя смешения,

который может формироваться на границе раздела двух жидкостей разной

вязкости, движущихся с разными скоростями.

В параграфе 3.1 формулируется осредненная по толщине ячейки

Хеле–Шоу система уравнений, описывающая течения слабосжимаемой жид

кости с параболическим профилем скорости. В предположении о том, что

жидкость движется преимущественно в направлении 𝑂𝑥, проводится ещё од

но моделирование. В результате получается следующая система для описания

сдвиговых течений вязкой жидкости в ячейке Хеле-Шоу:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑎𝜌𝑥 = −𝜇𝑢/𝜌, 𝜌𝑦 = 0,

𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑥 + 𝑣𝑐𝑦 = 0, 𝜌𝑡 + (𝑢𝜌)𝑥 + (𝑣𝜌)𝑦 = 0,
(11)

здесь 𝜌(𝑡,𝑥,𝑦), 𝑢(𝑡,𝑥,𝑦) и 𝑣(𝑡,𝑥,𝑦) — плотность и компоненты вектора скорости,

𝜇 = 𝜇(𝑐) — вязкость, зависящая от функции 𝑐 = 𝑐(𝑡,𝑥,𝑦), такой что 𝑐 = 0 для

жидкости с вязкостью 𝜇1 и 𝑐 = 1 для жидкости с вязкостью 𝜇2, 𝑎— константа.

В параграфе 3.2 завершается вывод одномерной нестационарной моде

ли движения жидкости в ячейке Хеле–Шоу. Для этого делается предположе

ние о трехслойном характере течения (два потенциальных слоя и между ними

вихревой слой смешения), а также предполагается возможность массообмена

между слоями. Затем проводится осреднение уравнений движения (11) по

ширине ячейки. В результате законы сохранения расщепляются по слоям и

получается система из семи уравнений, являющаяся трёхслойной одномерной
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нестационарной моделью движения вязкой жидкости в ячейке Хеле-Шоу:

(𝜉1𝜌)𝑡 + (𝑢1𝜉1𝜌)𝑥 = −𝜎𝑞𝜌, (𝜉2𝜌)𝑡 + (𝑢2𝜉2𝜌)𝑥 = 2𝜎𝑞𝜌,

(𝜉3𝜌)𝑡 + (𝑢3𝜉3𝜌)𝑥 = −𝜎𝑞𝜌,

𝑢1𝑡 + 𝑢1𝑢1𝑥 + 𝑎𝜌𝑥 = −𝜇1𝑢1/𝜌, 𝑢3𝑡 + 𝑢3𝑢3𝑥 + 𝑎𝜌𝑥 = −𝜇3𝑢3/𝜌,

𝑢2𝑡 + 𝑢2𝑢2𝑥 +
(𝑞2𝜉2𝜌)𝑥

𝜉2𝜌
+ 𝑎𝜌𝑥 = −𝜇2𝑢2

𝜌
+

𝜎𝑞

𝜉2

(︂
𝑢1 − 2𝑢2 + 𝑢3

)︂
,

𝑞𝑡 + (𝑢2𝑞)𝑥 = −𝜇2𝑞

𝜌
+

𝜎

2𝜉2

(︂
(𝑢1 − 𝑢2)

2 + (𝑢3 − 𝑢2)
2 − (2 +

𝜃

𝜎
)𝑞2

)︂
.

(12)

Здесь 𝜉𝑖 — ширина i-го слоя, 𝑢𝑖 — скорость течения в i-м слое, 𝜇𝑖 — постоянная

в i-м слое вязкость, 𝜎 и 𝜃 - эмпирические константы, отвечающие за массо

обмен и диссипацию. Движение жидкости в слое смешения характеризуется

средней скоростью 𝑢2 и величиной 𝑞, описывающей неоднородность течения:

𝑢2 =
1

𝜉2

𝐻−𝜉3∫︁
𝜉1

𝑢 𝑑𝑦, 𝑞2 =
1

𝜉2

𝐻−𝜉3∫︁
𝜉1

(𝑢− 𝑢2)
2 𝑑𝑦.

В параграфе также анализируются вырожденные случаи, когда ширина од

ного или обоих потенциальных слоев становится равной нулю. Показывается,

что модели двух– и трехслойного течения имеют как минимум три веществен

ных характеристики (одну контактную и две звуковых).

В параграфе 3.3 исследуются стационарные решения уравнений (12).

В этом случае (12) приводится к системе ОДУ, которая записывается в нор

мальной форме. Определяются понятия сверхкритического и докритического

течения. Для последующих вычислений необходимо иметь информацию о па

раметрах течения в момент зарождения слоя смешения, поэтому исследуется

асимптотика, когда ширина слоя смешения стремится к нулю.

Результаты численных экспериментов и используемая в главе числен

ная схема приведены в параграфе 3.4. Показано, что при достаточно больших

временах моделирования и стационарных граничных условиях ширина слоя

смешения, полученная по нестационарной одномерной модели из параграфа

3.2, совпадает с решением стационарной задачи, полученной в параграфе 3.3.

В результате другого численного эксперимента показывается существенное
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влияние вязкости на эволюцию слоя смешения. Проводится сравнение ре

зультатов расчета по исходным двумерным нестационарным уравнениям и

построенной в параграфе 3.3 одномерной модели (Рисунок 4). В результа

те показана возможность определения границы области крупных вихревых

структур на основе упрощенной одномерной модели.

Рис. 4 — Слой смешения, построенный по одномерной стационарной модели

(белая линия), наложенный на двумерное моделирование в докритическом

(слева) и сверхкритическом (справа) случае.

В конце главы сформулированы основные результаты.

В заключении приведены итоги исследования и сформулированы ос

новные результаты в соответствии с главами диссертационной работы.

Заключение

В работе выполнен теоретический анализ ряда длинноволновых гид

родинамических моделей, описываемых квазилинейными системами уравне

ний с операторными коэффициентами. Построены и физически интерпрети

рованы классы точных решений уравнений горизонтально-сдвигового тече

ния жидкости в открытом канале. Изучены слабые разрывы решений ин

тегродифференциальных уравнений пленочного течения и показана возмож

ность нелинейного опрокидывания волн. Рассмотрены сдвиговые движения

слабосжимаемой жидкости в ячейке Хеле–Шоу. С использованием трехслой

ной схемы течения построена и исследована модель эволюции слоя смешения.

17



Выполнено численное моделирование распространения нелинейных волновых

возмущений в сдвиговых потоках жидкости.

Развитие теории гиперболических систем уравнений с операторными

коэффициентами является перспективным направлением исследований, что

обусловлено широкой применимостью элементов теории при исследовании

математических свойств длинноволновых гидродинамических моделей. Одна

из ближайших перспектив — применение теории гиперболических систем с

операторными коэффициентами к более сложным математическим моделям.

Другое направление развития данного исследования заключается в усовер

шенствовании одномерных осреднённых моделей для оценки влияния различ

ных физических эффектов на развитие неустойчивостей в течениях.
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