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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòèâíî

ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (êðàåâûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëî-

âèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì ïåðåìåííûì, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè,

îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è è äð.).

Íåêëàññè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

èìåþò øèðîêèé êëàññ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâ-

íåíèÿìè ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå

ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû: ïåðåíîñ íåéòðîíîâ â ÿäåðíîì ðåàêòîðå, ïåðåíîñ ðà-

äèàöèè, äèôôóçèîííûå ïðîöåññû ðàññåèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå, îñ-

öèëëÿöèÿ ïëàçìû, ñòàöèîíàðíûå âîëíû â ïëàçìå è äð.

Äëÿ ìíîãèõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáû÷íàÿ çàäà÷à Êîøè èëè çàäà-

÷à, áëèçêàÿ ê íåé, ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè èññëåäîâàíèè

âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé âîçíèêà-

åò ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ â îñíîâíîì ñ òåì ôàêòîì, ÷òî íà äàííîì âðåìåí-

íîì èíòåðâàëå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Êàê ïðàâèëî,

îíî ñóùåñòâóåò (íàïðèìåð, ðåøåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è), íî

íà íåêîòîðîì ìàëîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå, à äàëåå ìîæåò ðàçðóøèòü-

ñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå èëè åãî ïðîèçâîäíûå ìîãóò îáðàòèòüñÿ â

∞. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òîò ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíå-

íèÿ íà êàêîé-òî ïîâåðõíîñòè â îáëàñòè çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ ïëîõî ñåáÿ âå-

äóò, íàïðèìåð, îáðàùàþòñÿ â ∞. Äðóãèìè ïðèìåðàìè íå î÷åíü õîðîøèõ

ñèíãóëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ñëóæàò ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.



Òàêèå óðàâíåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ, êî-

òîðûé âûçâàí, â ÷àñòíîñòè, èõ ïðèëîæåíèÿìè â ãèäðîäèíàìèêå, ãàçîâîé

äèíàìèêå, òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Ì. Æåâðå (1914) [86, 87].

Ïîçæå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêè ñ ïåðåìåííûì íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ðàññìàòðèâàëèñü

â ðàáîòàõ Ã. Ôèêåðû [78], Î.À. Îëåéíèê [55], â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæå-

íû íîâûå ïîäõîäû è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ åäèíîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïî-

ñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû, â òîì ÷èñëå ðàáîòû Ñ.À. Òåðñåíîâà [76], È.Å. Åãî-

ðîâà è Â.Å. Ôåäîðîâà [16], R. Beals è V. Ptotopopescu [81], Æ.-Ë. Ëèîí-

ñà [49], È.Å. Åãîðîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà è Ñ.Â. Ïîïîâà [15]. Íåëèíåéíûå ïàðà-

áîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ðàññìàòðèâà-

ëèñü âïåðâûå â ðàáîòàõ Í.Í. ßíåíêî [48] äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ òå÷åíèé

âÿçêîé æèäêîñòè. Òàêæå â ðàáîòå [66] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ðàçðåøè-

ìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ, òàêèå, êàê ìåòîä êîìïàêòíîñòè, ìåòîä ìîíîòîííîñòè, ìå-

òîä ¾ε - ðåãóëÿðèçàöèè¿ è äð., êîòîðûå ïðèâåäåíû â [49].

Äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ íåêëàññè÷åñêèì

óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, èìååòñÿ â ðÿäå ìîíîãðàôèé è ñòà-

òåé [10,14,21,44,48,55,68�71,74,76,78,80,82,90]. Ñðåäè ðàáîò, îêàçàâøèõ âëè-

ÿíèå íà èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé, îòìåòèì ñëåäóþùèå: Â.Í. Âðàãîâà [6], À.Ì. Íàõóøåâà [54], Þ.À.

Äóáèíñêîãî [11,12], Â.Ê. Ðîìàíêî [67], Å.È. Ìîèñååâà [52], Ñ.Ì. Ïîíîìàðå-
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âà [60], Ò.Ø. Êàëüìåíîâà [34], Á.À. Áóáíîâà [2], Í.Â. Êèñëîâà [38,39], Ñ.Â.

Óñïåíñêîãî, Ã.Â. Äåìèäåíêî, Â.Ã. Ïåðåïåëêèíà [77], Â.Â. Êàòðàõîâà [36],

À.È. Êîæàíîâà [40,41,43], Ñ.Ã. Ïÿòêîâà [65].

Óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè èññëåäîâàëèñü â ðà-

áîòàõ Ñ.À. Òåðñåíîâà [75,76], À.Ì. Íàõóøåâà [54], È.Å. Åãîðîâà, Â.Å. Ôåäî-

ðîâà [16], Ñ.Ã. Ïÿòêîâà [64], È.Ì. Ïåòðóøêî [58], Ñ.Â. Ïîïîâà [61,62], Í.Â.

Êèñëîâà [38].

Â ðàáîòå Ñ.Í. Ãëàçàòîâà [9] àíîíñèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû â òåîðèè êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå ïàðàáîëè÷åñêèå,

âûðîæäàþùèåñÿ ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè è ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ.

Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìå-

íè îêàçàëèñü òàêèìè, ÷òî â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà èìååòñÿ óñëîâ-

íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷, à âîïðîñû î ãëàäêîñòè ðåøåíèé ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âíóòðè îáëàñòè. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè â

ãåëüäåðîâñêèõ êëàññàõ ôóíêöèé èçó÷àëèñü Ñ.À. Òåðñåíîâûì (1985) [76].

Èçâåñòíî, ÷òî â îáû÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ñòðîãî ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ

óñëîâèé ïîëíîñòüþ îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâàì

Ãåëüäåðà. Íî â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ íå îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæ-

íîñòü ðåøåíèÿ ýòèì ïðîñòðàíñòâàì. Ñ.À. Òåðñåíîâûì, Ñ.Â. Ïîïîâûì ïî-

ëó÷åíû â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðå-

øèìîñòè ýòèõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà.

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

âõîäÿò â êëàññ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî
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ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà

[16, 18, 22, 53, 55, 76, 78]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [59, 63]. Â

ýòèõ ðàáîòàõ âûïèñûâàëèñü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-

ìîñòè çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïðè ïîâû-

øåíèè ãëàäêîñòè äàííûõ çàäà÷è ïîâûøàëàñü è ãëàäêîñòü ðåøåíèé âïëîòü

äî ãðàíèöû. Â ðàáîòàõ [18,22] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-

ÿõ íà êîýôôèöèåíòû ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå ïåðâîé (òðåòüåé) êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè êàê

ïðåäåë ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, âû÷èñëÿåìûõ ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà.

Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì è

øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåé-

íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî è âûñîêîãî ïîðÿäêîâ [4,5,11�13,45,

50]. Â ðàáîòàõ [4,5,13] óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äî íàñòîÿùåãî

âðåìåíè â îñíîâíîì ïðèìåíÿëñÿ íåñòàöèîíàðíûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìå-

òîä Ãàëåðêèíà, à ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèìåíÿëñÿ òîëüêî äëÿ

ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëñÿ âî ìíîãèõ

ðàáîòàõ [45], â ÷àñòíîñòè, â [5] óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà

Ãàëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé.

Îáùàÿ ñõåìà ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà òàêîâà: ñòðîÿòñÿ ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, äàëüøå äëÿ ýòèõ ðåøåíèé óñòàíàâëè-

âàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè, íà îñíîâå êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó

ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è. Îáçîð ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íà-

ïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À.

Ñîëîííèêîâà è Í.Í. Óðàëüöåâîé [46]. Îñíîâîïîëîæíèêàìè ìåòîäà Ãàëåð-
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êèíà ÿâëÿþòñÿ Á.Ã. Ãàëåðêèí [8], È.Ã. Áóáíîâ [3], Ã.È. Ïåòðîâ [56,57] è Ì.Â.

Êåëäûø [37].

Åùå â 1940 ã. Ã.È. Ïåòðîâ ïðåäëîæèë îäíî îáîáùåíèå ñòàöèîíàðíî-

ãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà [57] äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è

èùåòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâ-

ëåííûì êðàåâûì óñëîâèÿì.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî îáîáùåíèå èäåè Ã.È. Ïåòðîâà, è ñòàöèî-

íàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ

ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Èç àíàëèçà íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ñëåäóåò, ÷òî èññëåäîâàíèÿ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ñòàöèî-

íàðíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà è ïîëó÷åíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòî-

äà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àêòóàëüíóþ íàó÷íóþ ïðîáëåìó. Òåì ñàìûì ðåçóëü-

òàòû èññëåäîâàíèÿ íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â ðàì-

êàõ äàííîé ðàáîòû, áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðè ïðîâåäåíèè èñ-

ñëåäîâàíèé ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíû ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

è ðåçóëüòàòû ìèðîâîé íàóêè â äàííîé îáëàñòè. Îïèøåì ìàòåìàòè÷åñêèå

ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû.

1. Ìåòîä àïðèîðíûõ îöåíîê.

Àïðèîðíûå îöåíêè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè. Îíè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

2. Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà.

Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïîçâîëÿåò íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâåñòè ê ðåøåíèþ
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ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ñ ïîìî-

ùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è îöåíêà ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìå-

òîäà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëè-

íåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

ñòàöèîíàðíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.

2. Ïîëó÷åíèå äëÿ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèî-

íàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, ìåòîä àïðèîðíûõ îöåíîê, ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âïåðâûå ïðèìåíÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìå-

íè, è äëÿ íèõ óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà ÷åðåç

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ (n+1)-ìåðíîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà ïî x ∈ Rn è t (ëèíåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà).

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

- Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ïî ìåòîäó

Ãàëåðêèíà, ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè âî âñåé îáëàñòè.

- Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

ïåðâîãî è âûñîêîãî ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè.

- Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
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íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïåðâîãî è âûñîêîãî ïî-

ðÿäêîâ ïî âðåìåíè, íåëèíåéíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

- Óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

äëÿ èññëåäóåìûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Äîñòîâåðíîñòü âñåõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãèìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Èññëåäóåìûå çàäà-

÷è ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè è ïåðñïåêòèâíûìè â îáëàñòè òåîðèè íåêëàññè÷å-

ñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòàíîâêè íîâûõ çàäà÷ è â äàëü-

íåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ñòàöèîíàðíî-

ãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü:

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüå-

âà ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Ï.È. Ïëîòíèêîâà è ä.ô.-ì.í.

Â.Í. Ñòàðîâîéòîâà (2017);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Áëîõèíà (2018);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

10



ÐÀÍ "Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè"ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà À.È. Êîæàíîâà (2017);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

ÐÀÍ "Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà"ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Ã.Â. Äåìèäåíêî (2017);

� íà ñåìèíàðå Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÂ-

ÔÓ "Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè"ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà È.Å. Åãîðîâà (2012-2017);

� íà XVI, XVII, XVIII è XXI Ëàâðåíòüåâñêèõ ÷òåíèÿõ (ã. ßêóòñê, 2012,

2013, 2014, 2017);

� íà XIX è XXI Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ,

àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ"(ã. Ìîñêâà, 2012, 2014);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

èõ ïðèëîæåíèÿ"(ã. Áåëãîðîä, 2013);

� íà III Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ìî-

ëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ

ñåâåðíûõ òåððèòîðèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè"(ã. ßêóòñê, 2012);

� íà Àñïèðàíòñêèõ ÷òåíèÿõ ÑÂÔÓ (ã. ßêóòñê, 2012).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ðåêòîðà ÑÂÔÓ (2013), ïðè

ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà

âûïîëíåíèå ÍÈÐ íà 2012-2014 ãã. (ïðîåêò 4402) è íà 2014-2016 ãã. (ïðî-

åêò 3047), ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöè-

îííîé Ðîññèè"íà 2009-2013 ãã. (ÃÊ 02.740.11.0609), ÔÖÏ "Íàó÷íûå è

íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè"íà 2009-2013 ãã., ìå-

ðîïðèÿòèå 1.3.2 "Ïðîâåäåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé öåëåâûìè àñïèðàíòà-

ìè"(Cîãëàøåíèå 14.132.21.1352).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14

ðàáîòàõ: 9 ñòàòüÿõ [19,20,23,29�32,84,85], òåçèñàõ 5 äîêëàäîâ [24�28]. 7 ñòà-
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òåé [19, 20, 23, 29�31, 84] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü

ÂÀÊ ÐÔ, â òîì ÷èñëå 1 ñòàòüÿ (ïåðåâîäíàÿ) âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðå-

ôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ è ñèñòåì öèòèðîâàíèÿ Scopus, à òàêæå 1 îáçîðíàÿ

ñòàòüÿ [85] - â Web of Science. Â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîì ïðîâåäå-

íû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ëåìì è òåîðåì, à ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò

ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ìåòîäèêà èõ èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ [29, 31] ðåçóëü-

òàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì åäèíîëè÷íî. Â îáçîðíîé ñòàòüå [85] â òîì ÷èñëå

ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 87 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëè-

òåðàòóðû ñîäåðæèò 91 íàèìåíîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ, ôóíêöèî-

íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãà-

ëåðêèíà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Äàííàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðà-

ãðàôîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêà-

çàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè. Òàêæå óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà äëÿ èñ-

ñëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ.

Âñå çàäà÷è èññëåäóþòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ), Ω -

îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S êëàññà C2, Ωt = Ω×{t}

äëÿ 0 ≤ t ≤ T , Γ = S × (0, T ).

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷å-
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ñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (0.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (0.1) äîñòàòî÷íî ãëàä-

êèå â Q. Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (0.2)

u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (0.3)

Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (0.3) èìåþò âèä:

u|t=0 = 0.

Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (0.3) èìåþò âèä:

u|t=0 = 0, u|t=T = 0.

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (0.3) èìåþò âèä:

u|t=T = 0.

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0 êðàåâûå óñëîâèÿ íå çàäàþòñÿ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå â ñëó÷àå âûðîæäàþùåãîñÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ïîëó÷åíà áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çà-

äà÷è (0.1)-(0.3) è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà î ïîâûøåíèè
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ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñèëü-

íóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷íîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ íåãî äî-

êàçàíà ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è â âåñîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå Ñîáîëåâà, è óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêëàññè÷åñêîå óðàâíå-

íèå âûñîêîãî ïîðÿäêà

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u = f(x, t), (0.4)

ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (0.4) äîñòàòî÷íî ãëàä-

êèå â Q. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.4) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (0.5)

Dj
tu|t=0, t=T = 0, j = 0, s− 1; Ds

tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (0.6)

Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè
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Lu ≡ k(t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t) (0.7)

â ñëó÷àå k(0) > 0, k(T ) > 0.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.7) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, u(x, 0) = αu(x, T ), (0.8)

ãäå α - âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Äëÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è (0.7), (0.8) äîêàçàíà åå ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøè-

ìîñòü, à òàêæå óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãà-

ëåðêèíà.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ñ ïî-

ìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ óðàâíå-

íèé äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Äàííàÿ ãëàâà âêëþ÷àåò òðè ïàðàãðàôà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíå-

íèå ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, è äëÿ íåãî óñòàíîâëåíà îöåíêà

ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå óðàâíåíèå

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u+ |u|ρu = f(x, t). (0.9)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (0.9) äîñòàòî÷íî ãëàä-

êèå â Q. Ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, S±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.9) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (0.10)
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Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ:

1. k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0;

2. k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0;

3. k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0;

4. k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíîå íåêëàññè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè

Lu = Pu−
n∑

i=1

∂

∂xi
(|uxi

|p−2uxi
) + c(x)u = f(x, t), (0.11)

ãäå p > 2, Pu =
3∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ki(x, t), c(x) ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì

S±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, −k3(x, 0) ≷ 0}, S±

T = {(x, T ) : x ∈ Ω, −k3(x, T ) ≷ 0}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.11) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (0.12)

u|t=0 = 0; u|t=T = 0; ut|S+

0
= 0; ut|S−

T
= 0. (0.13)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé k3(x, 0) > 0, k3(x, T ) < 0, x ∈ Ω.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíî ïîëóëèíåéíîå íåêëàññè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u+ |u|ρu = f(x, t), (0.14)
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ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q). Òàêæå óñòàíîâëåíû 2 ðàçíûå îöåí-

êè ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé

çàäà÷è.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.14) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (0.15)

Dj
tu|t=0, t=T = 0, j = 0, s− 1; Ds

tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (0.16)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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ÃËÀÂÀ 1.

Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Ãåîìåòðè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ è

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèå

îáîçíà÷åíèÿ è ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû:

Rn- n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, R1 = R;

x = (x1, ..., xn) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Rn;

∂Ω = S - ãðàíèöà îáëàñòè Ω, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàä-

êîé;

Ω - çàìûêàíèå Ω: Ω = Ω ∪ ∂Ω;

Qt = Ω× (0, t), t ∈ (0, T ]; T > 0; QT = Ω× [0, T ];

Γ = S × (0, T );

ν = (ν1, ..., νn) - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ∂Ω, âíåøíåé ïî îòíîøå-

íèþ ê Ω;
∂u
∂xi

= uxi
- ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé xi;

Dk
t u = ∂ku

∂tk
- ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t ïîðÿäêà k;

∂u
∂ν =

n∑
i=1

uxi
νi - ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ν;

|∇u| = |ux| = [
n∑

i=1

u2xi
]1/2;

∆u =
n∑

i=1

uxixi
;

⊗ - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.



Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:

Ïóñòü Lp(Ω)(1 < p <∞) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ â Ω ôóíê-

öèé, ñóììèðèóåìûõ ñ p-îé ñòåïåíüþ [72, 79]; íîðìà â Lp(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì

||u||Lp(Ω) = [

∫
Ω

|u(x)|pdx]1/p, (1.1.1)

à ïðè p = ∞

||u||L∞(Ω) = vraisup|u(x)|.

Èçìåðèìîñòü è ñóììèðóåìîñòü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà, à L2(Ω)

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, (1.1.2)

||u||2 = (u, u).

W 1
p (Ω) = {v : v ∈ Lp(Ω), vxi

∈ Lp(Ω), i = 1, n} - áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ Lp(Ω), êîòîðûå èìåþò îáîáùåííûå ïðî-

èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñóììèðóåìûå ñî ñòåïåíüþ p [1, 72]. Íîðìà â

W 1
p (Ω) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

||v||W 1
p (Ω)

= ||v||Lp(Ω) +
n∑

i=1

||vxi
||Lp(Ω). (1.1.3)

◦
W 1

p(Ω) - ïîäïðîñòðàíñòâî W
1
p (Ω), ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ â Ω ôóíêöèé C∞
0 (Ω) ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà W 1
p (Ω).

W−1
p′ (Ω) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê

◦
W 1

p(Ω) ïðè
1
p +

1
p′ = 1;

Lp((0, T ),
◦
W 1

p(Ω)), 1 ≤ p < ∞, - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà

[0, T ] ôóíêöèé èç [0, T ] â
◦
W 1

p(Ω) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

||f || = (

T∫
0

||f(t)||p◦
W 1

p(Ω)
dt)1/p. (1.1.4)
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Wm,s
2 (Q) - àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà: ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

L2(Q), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå èç L2(Q) ïî x äî ïîðÿäêà m è ïî

t äî ïîðÿäêà s âêëþ÷èòåëüíî. Íîðìà â Wm,s
2 (Q) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

||u||2m,s =

∫
Q

[
∑
|α|≤m

(Dαu)2 + (Ds
tu)

2]dQ, (1.1.5)

ïðè÷åì (u, v) =
∫
Q

uvdQ äëÿ ôóíêöèé u, v èç L2(Q), ||u||2 = (u, u).

W−1,0
2 (Q) - íåãàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Ëàêñà: ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

L2(Q) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

||f ||W−1,0
2 (Q) = sup

v∈
◦
W

1,0
2 (Q)

(f, v)

||v||W 1,0
2 (Q)

. (1.1.6)
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1.2 Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ

ëåììà î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ëåììà 1.2.1 [49] Ïóñòü ξ → P (ξ) - òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

Rm â ñåáÿ, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùåãî ρ > 0

(P (ξ), ξ) ≥ 0 ∀ξ èç ñôåðû |ξ| = ρ, (1.2.1)

ãäå äëÿ ξ = {ξi}, η = {ηi} ∈ Rm ìû ïîëàãàåì

(ξ, η) =
m∑
i=1

ξiηi, |ξ| = (ξ, ξ)1/2. (1.2.2)

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ξ, |ξ| ≤ ρ, ÷òî P (ξ) = 0.

Ïðè âûâîäå àïðèîðíûõ îöåíîê ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå

íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà [21,72]∫
Ω

u2dx ≤ C2
Ω

∫
Ω

n∑
i=1

u2xi
dx, u ∈

◦
W

1
2(Ω) (1.2.3)

è íåðàâåíñòâî Êîøè

|ab| ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ε > 0. (1.2.4)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè:

Òåîðåìà 1.2.1 [33,79] Ïóñòü X - ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,

è {xn} - îãðàíè÷åííàÿ ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X. Òîãäà èç {xn}

ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn′}, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêî-

òîðîé òî÷êå x ïðîñòðàíñòâà X, è

||x|| ≤ lim
n′→∞

||xn′||. (1.2.5)
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Ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âàæíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ îáîñíî-

âàíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

òàêîå îáîñíîâàíèå äàåò

Ëåììà 1.2.2 [49] Ïóñòü Q - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn × R, gµ è g -

òàêèå ôóíêöèè èç Lq(Q), 1 < q < ∞, ÷òî ||gµ||Lq(Q) ≤ c, gµ → g ïî÷òè

âñþäó â Q. Òîãäà gµ → g ñëàáî â Lq(Q).

Òåîðåìû âëîæåíèÿ [72].

Òåîðåìà 1.2.2 Âëîæåíèå W
(l)
p â C. Åñëè φ ∈ W

(l)
p è n < lp, òî φ -

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷àÿ, êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé ÷åðåç C è ïîëàãàÿ ||φ||C = max
Ω

|φ|, áóäåì èìåòü:

||φ||C ≤M ||φ||
W

(l)
p
, (1.2.6)

ãäå M - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ôóíêöèè φ.

Òåîðåìà 1.2.3 Âëîæåíèå W
(l)
p â Lq∗. Åñëè φ ∈ W

(l)
p è n ≥ lp, òî φ ∈ Lq∗

íà ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè s èçìåðåíèé, ãäå s > n− lp è q∗ < q = sp
n−lp .

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

||φ||Lq∗ ≤M ||φ||
W

(l)
p
. (1.2.7)

Òåîðåìà 1.2.4 (î ñëåäàõ) [1] Ïóñòü f ∈ B
(r)
p,θ èëè f ∈W

(r)
p (r = 1, 2, ...) è

p = r − n−m

p
> 0. (1.2.8)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëåä f |Ψ ∈ B
(p)
p,θ(Ψ), ñîîòâåòñòâåííî f |Ψ ∈ B

(p)
p , è åñëè

S - îãðàíè÷åííîå ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ S ⊂ S ⊂ Ψ (â

÷àñòíîñòè, óñëîâèþ S = S = Ψ), òî

||f |S||B(p)
P,θ(S)

≤ C||F ||
B

(r)
p,θ
,
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||f |S||B(p)
P (S)

≤ C||F ||
W

(r)
p
, (B(p)

p = B(p)
p,p), (1.2.9)

ãäå C íå çàâèñèò îò f.

Ïóñòü S - ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà äëÿ àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà

Wm,s
2 (Q) ñïðàâåäëèâû [1] íåðàâåíñòâà

||DβDj
tu||2 ≤ ε

∫
Q

[
∑
|α|=m

(Dαu)2 + (Ds
tu)

2]dQ+ Cε||u||2, ε > 0 (1.2.10)

ïðè |β|
m + j

s < 1, Cε > 0 íå çàâèñèò îò u;

||DβDj
tu(x, t)||20 ≤ ε

∫
Q

[
∑
|α|=m

(Dαu)2+(Ds
tu)

2]dQ+Cε||u||2, ε > 0, 0 ≤ t ≤ T,

(1.2.11)

ïðè |β|
m + j

s < 1.

Ñâåäåíèÿ î ñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðàõ [51].

Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, åñëè D(A) = H è åñëè äëÿ ëþáûõ u, v ∈ D(A) ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî

(Au, v) = (u,Av). (1.2.12)

Ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà (Au, u) ≥ 0 è (Au, u) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = 0.

Ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì,

åñëè

inf
u∈D(A),u̸=0

(Au, u)

||u||2
> 0. (1.2.13)

Ñ êàæäûì ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðîå ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì

äàííîãî îïåðàòîðà.
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Òåîðåìà 1.2.5 Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî HA ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîãî îïåðàòîðà A îãðàíè÷åííî âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü A - ëèíåéíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. ×èñëî λ

è ýëåìåíò u íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûì ÷èñëîì è ñîáñòâåííûì

ýëåìåíòîì îïåðàòîðà A, åñëè u íå åñòü íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H è

Au− λu = 0 (1.2.14)

Î ñîáñòâåííîì ýëåìåíòå u ãîâîðÿò, ÷òî îí ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ.

Òåîðåìà 1.2.6 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà âåùå-

ñòâåííû.

Òåîðåìà 1.2.7 Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, îðòîãîíàëüíû.

Òåîðåìà 1.2.8 Åñëè ñèñòåìà {un} ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà A îðòîíîðìèðîâàíà â èñõîäíîì ïðîñòðàí-

ñòâå H, òî îíà îðòîãîíàëüíà è â ñîîòâåòñòâóþùåì ýíåðãåòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå HA, ïðè÷åì

|un|A =
√
λn,

ãäå λn - ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó ýëåìåíòó

un.

Òåîðåìà 1.2.9 Ïóñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð òàêîâ,

÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå â ýíåðãåòè÷åñêîé ìåòðèêå, êîì-

ïàêòíî â ìåòðèêå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îáîáùåííûé ñïåêòð

ýòîãî îïåðàòîðà äèñêðåòåí.
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2. ÃËÀÂÀ 2.

Ëèíåéíûå íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Âî âòîðîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà èññëåäóþò-

ñÿ ëèíåéíûå íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðå-

ìåíè. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, è äëÿ íèõ óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîé âûáèðàþòñÿ

â êà÷åñòâå áàçèñà ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåì ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ãëîáàëüíûõ àïðèîðíûõ

îöåíîê ïî âñåé îáëàñòè.

2.1 Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè âõî-

äÿò â êëàññ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è èì ïîñâÿùåíà îáøèð-

íàÿ ëèòåðàòóðà [16, 18, 22, 53, 55, 76, 78]. Â ðàáîòàõ [18, 22] óñòàíîâëåíî, ÷òî

ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ïåðâîé (òðåòüåé) êðàåâîé çà-

äà÷è ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, âû÷èñëÿåìûõ ïî

ìåòîäó Ãàëåðêèíà. Â äàííîì ïàðàãðàôå, â îòëè÷èå îò ðàáîò [18,22], áàçèñ-

íûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ ÿâíûì îáðàçîì, è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ

ê òî÷íîìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàáîëè÷åñêî-



ãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãðàíèöåé S êëàññà C2, Ωt = Ω×

{t} äëÿ 0 ≤ t ≤ T , Γ = S×(0, T ). Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω×(0, T )

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (2.1.1)

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k(x, t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè

Q ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

(2.1.1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, S±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (2.1.2)

u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (2.1.3)

×åðåç CL îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èçW 2,1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ

êðàåâûì óñëîâèÿì (2.1.2), (2.1.3).

Ëåììà 2.1.1 [22] Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

c− 1

2
kt ≥ 0, (x, t) ∈ Q.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ CL èìååò ìåñòî îöåíêà

C1||u||21,0 ≤ (Lu, u), C1 > 0.

Âñþäó íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1.1)

ïðèíàäëåæèò W 0,1
2 (Q).
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Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (2.1.3) ïðèíèìàþò âèä

u|t=0 = 0, u|t=T = 0,

à òàêæå ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ f(x, 0) = 0 è f(x, T ) = 0. Â êà÷åñòâå áà-

çèñíûõ âûáèðàþòñÿ ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è

−∆̃φk = λkφk, k = 1, 2, ..., (2.1.4)

φk|Γ = 0, (2.1.5)

φk|t=0 = 0, φk|t=T = 0, (2.1.6)

ãäå ∆̃u = utt + ∆u. Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q)

è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû,

÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, êðàåâûå óñëîâèÿ (2.1.3) èìåþò âèä

u|t=0 = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (2.1.6) âûáèðàåì óñëîâèÿ

φk|t=0 = 0, φkt|t=T = 0, (2.1.61)

à òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå f(x, 0) = 0.

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0 âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (2.1.6) èìååì

óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φkt|t=T = 0. (2.1.62)

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (2.1.3) èìåþò âèä

u|t=T = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (2.1.6) ðàññìàòðèâàåì êðàåâûå óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φk|t=T = 0, (2.1.63)
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êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå f(x, T ) = 0.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3)

áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (2.1.7)

Ëåììà 2.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 2.1.1. Òîãäà ñèñòåìà

(2.1.7) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü cNk , k = 1, N, - ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñè-

ñòåìû (2.1.7). Òîãäà, óìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå íà ñâîå cNl è ñêëàäûâàÿ

ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(LuN , uN) = 0,

èç êîòîðîãî â ñèëó ëåììû 2.1.1 èìååì

0 = ||uN ||2 =
N∑
k=1

(cNk )
2,

ò.å. cNk = 0 ïðè k = 1, N . Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.1.7) îäíîçíà÷íî ðàçðå-

øèìà, èáî äëÿ íåå èìååò ìåñòî òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,
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èëè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, f(x, 0) = 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1.1)-(2.1.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(x, t) èç W 2,1
2 (Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé uN(x, t)

ïîëó÷èì îöåíêè, íå çàâèñÿùèå îò N . Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé (2.1.7)

íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

(LuN , uN) = (f, uN),

èç êîòîðîãî â ñèëó ëåììû 2.1.1 èìååì îöåíêó

||uN ||1,0 ≤ C2||f ||, C2 > 0. (2.1.8)

Óìíîæèì êàæäîå óðàâíåíèå èç (2.1.7) íà ñâîå cNl λl, ïðîñóììèðóåì ïî l

îò 1 äî N . Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

−(LuN , ∆̃uN) = −(f, ∆̃uN). (2.1.9)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ uN èç

(2.1.9) ïîëó÷èì∫
Q

[(c+
1

2
kt)v

2
t +

n∑
i=1

v2txi
+(∆v)2+vt

n∑
i=1

kxi
vxi

+k
n∑

i=1

vtxi
vxi

+ctvtv−cv∆v]dQ

+
1

2

∫
Ω0

kv2t dx−
1

2

∫
ΩT

kv2t dx =

∫
Q

[ftvt − f∆v]dQ, (2.1.10)
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ãäå v = uN . Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, íåðàâåíñòâà Êîøè è îöåíêè (2.1.8)

èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1.10) áóäåì èìåòü∫
Q

[(uNt )
2 +

n∑
i=1

(uNtxi
)2 + (∆uN)2]dQ ≤ C3(||f ||2 + ||ft||2), C3 > 0. (2.1.11)

Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (2.1.8), (2.1.11) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uN} ìîæ-

íî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uNk}, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ â W 2,1
2 (Q) ê

íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t) èç W 2,1
2 (Q) ∩

◦
W

1,0
2 (Q). Ïðè ôèêñèðîâàííîì φl

â (2.1.7) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî âûáðàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{uNk}. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2, ....

Â ñèëó òîãî, ÷òî {φl} îáðàçóþò áàçèñ â L2(Q), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (2.1.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q, è

êðàåâûå óñëîâèÿ (2.1.2), (2.1.3) óäîâëåòâîðÿþòñÿ â ñðåäíåì. Îñòàëüíûå òðè

ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç W 2,1
2 (Q) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû

2.1.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.1. Òîãäà ãàë¼ðêèí-

ñêèå ïðèáëèæåíèÿ uN(x, t) ïðè N → ∞ ñëàáî ñõîäÿòñÿ â W 2,1
2 (Q) è ñõî-

äÿòñÿ â íîðìå L2(Q) ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3) èç W 2,1
2 (Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1 ïîêàçàíî, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uNk}, ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ â W 2,1
2 (Q) ê

u(x, t) - ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3) èç W 2,1
2 (Q). Âûáèðàÿ èç

{uN} ëþáóþ äðóãóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòî-

ðîé ôóíêöèè v(x, t) èç W 2,1
2 (Q), ïîëó÷èì v(x, t) ≡ u(x, t), òàê êàê ðåøåíèå

êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3) èç W 2,1
2 (Q) åäèíñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uN} èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó u(x, t).

Îòñþäà â ñèëó ñëàáîé êîìïàêòíîñòè {uN} â W 2,1
2 (Q) ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {uN} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê u(x, t) â W 2,1
2 (Q). Âòîðîå óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû 2.1.2 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâàW 1,1
2 (Q)

â L2(Q) âïîëíå íåïðåðûâíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.1. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C4(||f ||+ ||ft||)λ−1/4
N+1 , C4 > 0, (2.1.12)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó÷àåâ òåîðåìû

2.1.1, äëÿ îïðåäåëåííîñòè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, è u(x, t) - òî÷íîå ðå-

øåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3), ãàðàíòèðîâàííîå òåîðåìîé 2.1.1. Çà-

ìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t), ck = (u, φk),

êîòîðûé ñèëüíî ñõîäèòñÿ â W 1
2 (Q) è L2(Q). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíî-

øåíèå

∞∑
k=1

c2kλk =

∫
Q

[u2t +
n∑

i=1

u2xi
]dQ ≤ C5(||f ||2 + ||ft||2), C5 > 0. (2.1.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèè u(x, t) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2, .... (2.1.14)

Ïóñòü HN - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ φ1, ..., φN , à PN - ïðîåêòîð â

L2(Q) íà HN . Â ñèëó (2.1.7), (2.1.14) èìååì

(LuN , η) = (f, η), (Lu, η) = (f, η) ∀η ∈ HN .
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Îòñþäà ïðè η = v − uN , v ∈ HN , ïîëó÷àåì

(L(u− uN), v − uN) = 0

èëè

(L(u− uN), u− uN) = (f − LuN , u− v). (2.1.15)

Â ñèëó ëåììû 1.1 èç (2.1.15) ñëåäóåò, ÷òî

||u− uN ||21,0 ≤ C6(||f ||+ ||ft||)||u− v||, C6 > 0, (2.1.16)

äëÿ âñåõ v ∈ HN . Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||u− PNu||2 =
∞∑

k=N+1

c2k ≤ λ−1
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλk. (2.1.17)

Ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (2.1.16) v = PNu è ó÷èòûâàÿ (2.1.13) è (2.1.17),

ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Îñòàëü-

íûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2.1.3 äîêàçàíà.
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2.2 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ k(x, t) íå ìåíÿåò çíàê

â Q, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.1.1 äîêàæåì òåîðåìó î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè

ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè

ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ

êðàåâóþ çàäà÷ó:

L̃v ≡ kvt −△v + (c+ kt)v = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (2.2.1)

v|Γ = 0, v|
S
+

0
= 0, v|

S
−
T
= 0. (2.2.2)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3), ãàðàíòèðî-

âàííîå òåîðåìîé 2.1.1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ut ∈
◦
W

1,0
2 (Q).

×åðåç Ŵ 1,1
2 (Q) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî W 1,1

2 (Q), âûäåëåííîå êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè

η|Γ = 0, η|
S
−
0
= 0, η|

S
+

T
= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ôóíêöèÿ v(x, t) èç
◦
W

1,0
2 (Q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî∫
Q

[−kvηt +
n∑

i=1

vxi
ηxi

+ cvη]dQ = (g, η) ∀η ∈ Ŵ 1,1
2 (Q),

ãäå g(x, t) ∈ L2(Q).

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü c(x, t) ≥ c0 > 0, (x, t) ∈ Q, è èìååò ìåñòî îäèí

èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: k(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Q, èëè k(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1), (2.2.2) ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç
◦
W

1,0
2 (Q).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(x, t) ≥ 0. Â èíòå-

ãðàëüíîì òîæäåñòâå èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 ïîëîæèì g ≡ 0 è

η(x, t) =

T∫
t

e−2λτv(x, τ)dτ ∈ Ŵ 1,1
2 (Q).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

0 =

∫
Q

[ke−2λtv2 + λe2λt
n∑

i=1

(

T∫
t

e−2λτvxi
dτ)2 + (λc+

1

2
ct)e

2λt(

T∫
t

e−2λτvdτ)2]dQ

+
1

2

∫
Ω0

[
n∑

i=1

(

T∫
t

e−2λτvxi
dτ)2 + c(

T∫
t

e−2λτvdτ)2]dx.

Îòñþäà, âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ òàê, ÷òî λc+ 1
2ct ≥ δ0 > 0, ïîëó-

÷èì
T∫
t

e−2λτvdτ = 0 â Q. Òåì ñàìûì v(x, t) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) èç Q.

Ñëó÷àé k(x, t) ≤ 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, åñëè ïîëîæèòü

η(x, t) =

t∫
0

e2λτvdτ ∈ Ŵ 1,1
2 (Q)

è âûáðàòü λ > 0 òàêîå, ÷òî λc− 1
2ct ≥ δ1 > 0. Òåîðåìà 2.2.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c ≥ c0 > 0, c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, c+

3

2
kt ≥ δ > 0,

f ∈ W 0,2
2 (Q)

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, f |t=0 = ft|t=0 = 0,

èëè k(x, t) ≤ 0, k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, f |t=T = ft|t=T = 0.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3) èìå-

þò ìåñòî

ut ∈ W 2,1
2 (Q), utt ∈

◦
W

1,0
2 (Q).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé

k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0.

Â ñèëó òåîðåìû 2.1.1 êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1.1)-(2.1.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q). Â óðàâíåíèè (2.2.1) ïîëîæèì g(x, t) = ft(x, t) −

ctu(x, t). Òîãäà ôóíêöèÿ ut(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé

çàäà÷è (2.2.1), (2.2.2).

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1), (2.2.2) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-

âèÿì òåîðåìû 2.1.1, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v ∈

W 2,1
2 (Q). Â ñèëó òåîðåìû 2.2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ut = v, ò.å.

ut ∈ W 2,1
2 (Q), utt ∈

◦
W

1,0
2 (Q).

Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2.2.2 äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.2.

Ïðè k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áå-

ðåì ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−φktt −△φk = λφk, (x, t) ∈ Q, (2.2.3)

φk|Γ = 0, φk|t=0 = 0, φkt|t=T = 0. (2.2.4)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

L2(Q), à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤

λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Âî âòîðîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (2.2.4) èìåþò âèä

φk|ST
= 0, φkt|t=0 = 0, φk|t=T = 0.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3) áóäåì

èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),
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â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (2.2.5)

Òåîðåìà 2.2.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.2. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C1(||f ||+ ||ft||+ ||ftt||)λ−1/2
N+1 , C1 > 0, (2.2.6)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé

k(x, t) ≥ 0, k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0.

Ïóñòü u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.3), ãàðàíòèðî-

âàííîå òåîðåìîé 2.2.2.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.3, âåðíà îöåíêà

∞∑
l=1

c2l λ
2
l ≤ C2[||f ||2 + ||ft||2 + ||ftt||2], C2 > 0, (2.2.7)

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||u− PNu||2 =
∞∑

k=N+1

c2k ≤ λ−2
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλ
2
k. (2.2.8)

Äàëåå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.3, ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíî-

ñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà (2.2.6). Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2.2.3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.2.1 Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2.2.3 ñïðàâåäëèâà, åñëè â

óðàâíåíèè (2.1.1) îïåðàòîð Ëàïëàñà çàìåíèòü ëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì

îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà áîëåå îáùåãî âèäà [45]. Ïðè ýòîì êîýôôèöè-

åíò c > 0 íåîáõîäèìî âûáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì.
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2.3 Ïðèìåíåíèå ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

ê íåêëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ âûñîêîãî

ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â äàííîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ íåêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå íå÷åòíîãî

ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òî÷íîå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïðèáëèæåííûõ ðå-

øåíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω × (0, T ) ðàññìîòðèì íåêëàññè÷åñêîå

óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u = f(x, t), (2.3.1)

ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.3.1) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (2.3.2)

Dj
tu|t=0, t=T = 0, j = 0, s− 1, Ds

tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (2.3.3)

Ïóñòü CL - êëàññ ãëàäêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâè-

ÿì (2.3.2), (2.3.3), à WL - çàìûêàíèå CL ïî íîðìå

||u||2L = ||u||22,2s + ||k2s+1D
2s+1
t u||2.
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Ëåììà 2.3.1 [16] Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0, è âûïîëíåíî óñëîâèå

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ CL èìååò ìåñòî îöåíêà

(Lu, u) ≥ C1||u||21,s, C1 > 0.

Â ñëó÷àå

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0

ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

Zφ ≡ (−1)sD2s
t φ−∆φ = λφ, (x, t) ∈ Q, (2.3.4)

φ|Γ = 0, (2.3.5)

Di
tφ|t=0, t=T = 0, i = 0, s− 1. (2.3.6)

Çàìåòèì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Ïóñòü W̃ 2,2s
2 (Q) åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç C∞(Q), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (2.3.5), (2.3.6), ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

W 2,2s
2 (Q).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâî

(Zφ, ψ) = (φ,Zψ) ∀φ, ψ ∈ W̃ 2,2s
2 (Q)

è îöåíêà

(Zφ, φ) =

∫
Q

[(Ds
tφ)

2 +
n∑

i=1

φ2
xi
]dQ ≥ C2||φ||21,s, C2 > 0.

Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (2.3.4)-(2.3.5) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λk òàêèå, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ..., λk → +∞ ïðè k → ∞, è ñîáñòâåííûå
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ôóíêöèè φk(x, t) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â
◦
W

1,s
2 (Q) è îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ â L2(Q). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈
◦
W

1,s
2 (Q)

èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t), ck = (u, φk), (2.3.7)

ïðè÷åì ðÿä (2.3.7) ñõîäèòñÿ â
◦
W

1,s
2 (Q).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ìåñòî âòîðîå îñíîâíîå íåðàâåíñòâî [45]

||u||2,2s ≤ C3||Zu||, C3 > 0, ∀u ∈ W̃ 2,2s
2 (Q).

Â ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk ñïåêòðàëüíîé çà-

äà÷è (2.3.4)-(2.3.6) ïðèíàäëåæàò W̃ 2,2s
2 (Q).

Ëåììà 2.3.2 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ W̃ 2,2s
2 (Q) ðÿä (2.3.7) ñõîäèòñÿ

â W̃ 2,2s
2 (Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ u(x, t) èç W̃ 2,2s
2 (Q) íîðìà ||u||2,2s ýêâèâà-

ëåíòíà íîâîé íîðìå |u| = ||Zu+ u|| ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

[u, v] = (Zu+ u, Zv + v), u, v ∈ W̃ 2,2s
2 (Q),

ïðè÷åì [φk, φl] = (λk + 1)2δk,l.

Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì

|
∞∑
k=1

(u, φk)φk|2 =
∞∑
k=1

(u, φk)
2(λk + 1)2. (2.3.8)

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(u, φk) =
1

λk
(u, Zφk) =

1

λk
(Zu, φk).

Òåïåðü ðÿä (2.3.8) îöåíèâàåòñÿ ðÿäîì

(1 +
1

λ1
)2

∞∑
k=1

(Zu, φk)
2 = (1 +

1

λ1
)2||Zu||2 <∞,
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ò.å. ðÿä (2.3.8) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä (2.3.7) ñõîäèòñÿ â W̃ 2,2s
2 (Q). Ëåììà 2.3.2

äîêàçàíà.

Äàëåå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1)-(2.3.3)

áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (2.3.9)

Ëåììà 2.3.3 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0,

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

||uN ||1,s ≤ C4||f ||, C4 > 0. (2.3.10)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (2.3.9) íà CN
l è ïðîñóììè-

ðîâàâ ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(LuN , uN) = (f, uN). (2.3.11)

Îáîçíà÷èì w = uN . Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè (2.3.11)

ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.3.5), (2.3.6) ïîëó÷èì

(Lw,w) =

∫
Q

{1
2
(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t](D

s
tw)

2 +
n∑

i=1

w2
xi
+ cw2}dQ

+
(−1)s

2

∫
Ω

k2s+1(D
s
tw)

2dx|t=T
t=0 + ...,
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ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ïîä÷èíåííûå ñëàãàåìûå. Âîñïîëüçîâàâøèñü

íåðàâåíñòâîì Êîøè è òåîðåìîé âëîæåíèÿ, èç (2.3.11) ïîëó÷àåì ïåðâóþ

àïðèîðíóþ îöåíêó. Ëåììà 2.3.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.4 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.3.3 è

(−1)s[2k2s − k2s+1t] ≥ δ > 0, s > 1.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

||uN ||2,2s ≤ C5||f ||, C5 > 0. (2.3.12)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (2.3.11) íà λlCN
l è ïðîñóì-

ìèðîâàâ ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(LuN , (−1)sD2s
t u

N −△uN) = (f, (−1)sD2s
t u

N −△uN). (2.3.13)

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè (2.3.13) ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (2.3.2), (2.3.3) ïîëó÷èì

(Lw, (−1)sD2s
t w −△w) =∫

Q

{(−1)s(k2s−
1

2
k2s+1t)(D

2s
t w)

2+ [(−1)s(k2s−
2s+ 1

2
k2s+1t)+ 1]

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2

+(△w)2}dQ+
(−1)s

2

∫
Ω

k2s+1(D
2s
t w)

2dx|t=T
t=0 + ...,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ìëàäøèå ÷ëåíû, w = uN .

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè, òåîðåìîé âëîæåíèÿ è ïåðâîé

àïðèîðíîé îöåíêîé (2.3.10), ïîëó÷àåì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó. Ëåììà

2.3.4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 2.3.3, 2.3.4. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ WL êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1)-(2.3.3).

Ïðè ýòîì uN → u ñëàáî â W 2,2s
2 (Q).

41



ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (2.3.10), (2.3.12) èç ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè uN ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uNk , ñëàáî ñõîäÿ-

ùóþñÿ âW 2,2s
2 (Q) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t) èçW 2,2s

2 (Q)∩
◦
W

1,s
2 (Q). Ïðè

ôèêñèðîâàííîì φl â (2.3.9) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî âûáðàííîé ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê êàê∫
Q

k2s+1D
2s+1
t uNkφldQ = −

∫
Q

D2s
t u

Nk(k2s+1φlt + k2s+1tφl)dQ,

−
∫
Q

D2s
t u

Nk(k2s+1φlt + k2s+1tφl)dQ −→ −
∫
Q

D2s
t u(k2s+1φlt + k2s+1tφl)dQ,

Nk −→ ∞.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

k2s+1D
2s+1
t u = −[

2s∑
i=1

kiD
i
tu−△u+ c(x)u] + f,

ãäå f ∈ L2(Q), [
2s∑
i=1

kiD
i
tu − ∆u + c(x)u] ∈ L2(Q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k2s+1D
2s+1
t u ∈ L2(Q), ò.å. u ∈ WL. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

(2.3.1)-(2.3.3) ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.1. Òåîðåìà 2.3.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C6||f ||λ−1/4
N+1 , C6 > 0, (2.3.14)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1)-(2.3.3) èç WL.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(2.3.1)-(2.3.3), äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî: ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t), ck = (u, φk),
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è ðàâåíñòâî

(−1)sD2s
t u−∆u =

∞∑
k=1

ckλkφk.

Îòñþäà â ñèëó îöåíêè (2.3.12) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

c2kλ
2
k = ||D2s

t u+∆u||2 ≤ C7||f ||2, C7 > 0 (2.3.15)

Àíàëîãè÷íî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

c2kλk =

∫
Q

[(Ds
tu)

2 +
n∑

i=1

u2xi
]dQ ≤ C8||f ||2, C8 > 0. (2.3.16)

Ïóñòü HN - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ φ1, ..., φN , à PN - ïðîåêòîð â

L2(Q) íà HN .

Êàê è â § 1 ãëàâû 2, ëåãêî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

(L(u− uN), u− uN) = (f − LuN , u− v), v ∈ HN . (2.3.17)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−(LuN , u−v) =
∫
Q

D2s
t u

N [k2s+1(u−v)]tdQ−(
2s∑
i=1

kiD
i
tu

N−∆uN+cuN , u−v).

Ñ ó÷åòîì äàííîãî ðàâåíñòâà èìååì

|(f − LuN , u− v)| ≤ C9||f ||(||u− v||+ ||ut − vt||), C9 > 0. (2.3.18)

Ïîëîæèì v =
N∑
k=1

ckφk. Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.3.15) ïîëó÷àåì îöåíêó

||u− v||2 =
∞∑

k=N+1

c2k ≤ λ−2
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλ
2
k ≤ C10||f ||2λ−2

N+1, C10 > 0. (2.3.19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè w = u− v èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

||wt||2 ≤ T 2s−2||Ds
tw||2 ≤ T 2s−2

∫
Q

[(Ds
tw)

2 +
n∑

i=1

w2
xi
]dQ ≤ T 2s−2

∞∑
k=N+1

c2kλk
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≤ T 2s−2λ−1
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλ
2
k ≤ C11||f ||2λ−1

N+1, C11 > 0. (2.3.20)

Â ñèëó ëåììû 2.3.3 è íåðàâåíñòâ (2.3.15), (2.3.19), (2.3.20) èç ñîîòíîøå-

íèÿ (2.3.17) ïîëó÷àåì (2.3.14) - îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà

Ãàëåðêèíà. Òåîðåìà 2.3.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1 è

||k2s+1D
2s+1
t uN || ≤ C12||f ||, C12 > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C13||f ||λ−1/2
N+1 , C13 > 0, (2.3.21)

ãäå u(x, t)- òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1)-(2.3.3) èç WL.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü u(x, t)- òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(2.3.1)-(2.3.3). Êàê è â òåîðåìå 2.3.2, ëåãêî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

(L(u− uN), u− uN) = (L(u− uN), u− w), w ∈ HN . (2.3.22)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.3.1, áóäåì èìåòü

C14||u− uN ||21,s ≤ ||f − LuN ||||u− w||, C14 > 0.

Îòñþäà

||u− uN ||21,s ≤ C15||f ||||u− w||, C15 > 0, (2.3.23)

äëÿ ∀w ∈ HN .

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∞∑
k=1

c2kλ
2
k = ||D2s

t u+△u||2 ≤ C16||f ||2, C16 > 0. (2.3.24)

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||u− PNu||2 ≤ C17||f ||2λ−2
N+1, C17 > 0. (2.3.25)

Òåïåðü, ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (2.3.23) w = PNu è ó÷èòûâàÿ îöåíêè

(2.3.24), (2.3.25), èç (2.3.23) ïîëó÷àåì (2.3.21) - îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöè-

îíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Òåîðåìà 2.3.3 äîêàçàíà.
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2.4 Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé êëàññ çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íà ýòîò êëàññ íå âñåãäà íàïðÿ-

ìóþ ïåðåíîñÿòñÿ ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëü-

íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Âïåðâûå âíèìàíèå ê çàäà÷àì ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâè-

ÿìè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëî ïðèâëå÷åíî

â ðàáîòàõ Äæ. Êýííîíà [83] è Ë.È. Êàìûíèíà [35]. Íåëîêàëüíûå êðàåâûå

çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñâîèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëè Â.Í.

Âðàãîâ [6], Ñ.À. Òåðñåíîâ [73], Í.Ë. Ëàæåòè÷ [47,88], È.Å. Åãîðîâ [17], À.È.

Êîæàíîâ [42] è äð.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêàçà-

íà ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè

Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

Lu ≡ k(t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (2.4.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.4.1) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, u(x, 0) = αu(x, T ), α = const. (2.4.2)

Îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1), (2.4.2)

áûëà äîêàçàíà À.Ï. Ëüâîâûì [89] ìåòîäîì "ε ðåãóëÿðèçàöèè"â ñëó÷àå, êî-

ãäà êîýôôèöèåíò k çàâèñèò îò x è t, à êîýôôèöèåíò c íå çàâèñèò îò t.
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×åðåç CL îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èçW 2,1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ

êðàåâûì óñëîâèÿì (2.4.2).

Ëåììà 2.4.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, (x, t) ∈ Q, k(T )− α2k(0) ≥ 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ CL èìååò ìåñòî îöåíêà

C1||u||21,0 ≤ (Lu, u), C1 > 0.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (Lu, u) äëÿ u ∈ CL. Ïî-

ñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (2.4.2) ïîëó÷èì

(Lu, u) =

∫
Q

[(c− 1

2
kt)u

2 +
n∑

i=1

u2xi
]dQ+

1

2
[k(T )− α2k(0)]

∫
Ω

u2(x, T )dx

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà, ïîëó÷àåì óòâåðæäå-

íèå ëåììû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(0) > 0, k(T ) > 0. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âûáèðà-

þòñÿ ôóíêöèè φk(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆̃φ = λφ, (2.4.3)

φ|Γ = 0, (2.4.4)

φ(x, 0) = αφ(x, T ), φt(x, T ) = αφt(x, 0), (2.4.5)

ãäå ∆̃u = utt + ∆u. Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q)

è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû,

÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1), (2.4.2) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),
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â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (2.4.6)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (2.4.6) ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.1.

Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q), αf(x, 0) = f(x, T ),

k(T )− α2k(0) ≥ 0, k(0)− α2k(T ) ≥ 0, k(0) > 0, k(T ) > 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.4.1), (2.4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(x, t) èç W 2,1
2 (Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé uN(x, t)

ïîëó÷èì îöåíêè, íå çàâèñÿùèå îò N . Èç óðàâíåíèé (2.4.6) óìíîæåíèåì íà

cNl è ñóììèðîâàíèåì ïî l îò 1 äî N ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(LuN , uN) = (f, uN),

èç êîòîðîãî â ñèëó ëåììû 2.4.1 èìååì îöåíêó

||uN ||1,0 ≤ C2||f ||, C2 > 0. (2.4.7)

Óìíîæèì êàæäîå óðàâíåíèå èç (2.4.6) íà cNl λl, ïðîñóììèðóåì ïî l îò 1

äî N . Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

−(LuN , ∆̃uN) = −(f, ∆̃uN). (2.4.8)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ uN èç

(2.4.8) ïîëó÷èì

∫
Q

[(c+
1

2
kt)v

2
t +

n∑
i=1

v2txi
+ (∆v)2 − 1

2
kt

n∑
i=1

v2xi
− cv∆v]dQ
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+
1

2
[k(0)− k(T )α2]

∫
Ω

v2t (x, T )dx+
1

2
[k(T )− α2k(0)]

∫
Ω

n∑
i=1

v2xi
(x, 0)dx

=

∫
Q

[ftvt − f∆v]dQ, (2.4.9)

ãäå v = uN . Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, íåðàâåíñòâà Êîøè è îöåíêè (2.4.7)

èç ñîîòíîøåíèÿ (2.4.9) ïîëó÷àåì îöåíêó∫
Q

[(uNt )
2 +

n∑
i=1

(uNtxi
)2 + (∆uN)2]dQ ≤ C3(||f ||20,1), C3 > 0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò âòîðàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà:

||uN ||2,1 ≤ C4||f ||0,1, C4 > 0. (2.4.10)

Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (2.4.7) è (2.4.10) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì çàâåðøàåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.4.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C5||f ||0,1λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1), (2.4.2).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû

2.1.3.
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3. ÃËÀÂÀ 3.

Íåëèíåéíûå íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàð-

íîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïî âñåé îáëàñòè àïðèîðíûõ

îöåíîê äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðà-

åâûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Òàêæå äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé,

êðîìå óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, óñòàíîâëåíû îöåíêè ïî-

ãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ñàìîñîïðÿæåííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòèõ ñïåê-

òðàëüíûõ çàäà÷ âûáèðàþòñÿ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëè-

æåííûõ ðåøåíèé.

3.1 Ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu ≡ k(x, t)ut −∆u+ c(x, t)u+ |u|ρu = f(x, t). (3.1.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.1.1) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Ïîëîæèì p = ρ+ 2, 0 < ρ ≤ 4
n−1 .



Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, u|
S
+

0
= 0, u|

S
−
T
= 0. (3.1.2)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆̃u = utt +∆u. Ïóñòü ôóíê-

öèè {φk(x, t)} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆̃φk = λkφk, x ∈ Ω, (3.1.3)

φk|Γ = 0, (3.1.4)

φk|t=0 = 0, φk|t=T = 0, (3.1.5)

ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (3.1.2) ïðèíè-

ìàþò âèä

u|t=0 = 0, u|t=T = 0.

Äàëåå, ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, êðàåâûå óñëîâèÿ (3.1.2) ïðèíèìàþò

âèä

u|t=0 = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (3.1.5) áóäóò óñëîâèÿ

φk|t=0 = 0, φkt|t=T = 0, (3.1.51)

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0 êðàåâûå óñëîâèÿ (3.1.2) èìåþò âèä

u|t=T = 0,

ïîýòîìó âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (3.1.5) áóäóò óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φk|t=T = 0. (3.1.52)

Ïðè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0 âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (3.1.5) áóäóò

óñëîâèÿ

φkt|t=0 = 0, φkt|t=T = 0. (3.1.53)
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Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q) è îáðàçóþò â íåì

áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤

· · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Äàëåå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (3.1.1), (3.1.2)

áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (3.1.6)

Ëåììà 3.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, (x, t) ∈ Q, f ∈ L2(Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0 èëè k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0

èëè k(x, 0) 6 0, k(x, T ) < 0, èëè k(x, 0) 6 0, k(x, T ) > 0

Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3.1.1), (3.1.2) uN(x, t) èìååò

ìåñòî îöåíêà ∫
Q

|uN |pdQ+ ||uN ||21,0 ≤ C1||f ||2, C1 > 0. (3.1.7)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (LuN , uN) = (f, uN), ïî-

ëó÷åííîå èç (3.1.6). Îáîçíà÷èì v = uN . Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ

ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (3.1.5) ïîëó÷èì

(f, v) = (Lv, v) =

∫
Q

[
n∑

i=1

v2xi
+(c−1

2
kt)v

2+|v|ρ+2]dQ+
1

2

∫
ΩT

kv2dx−1

2

∫
Ω0

kv2dx.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà∫
Q

u2dQ ≤ C2
Ω

∫
Q

n∑
i=1

u2xi
dQ,

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 3.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.1.1. Òîãäà ñèñòåìà

(3.1.6) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü cNk , k = 1, N, - ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñè-

ñòåìû (3.1.6). Òîãäà, óìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå (3.1.6) íà ñâîå cNl è ñêëà-

äûâàÿ ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(LuN , uN) = 0,

èç êîòîðîãî â ñèëó ëåììû 3.1.1 èìååì

0 = ||uN ||2 =
N∑
k=1

(cNk )
2,

ò.å. cNk = 0 ïðè k = 1, N. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (3.1.6) èìååò ìåñòî

òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå B : RN → RN òàêîå,

÷òî

Bξ = η, ηl = (LvN , φl)− (f, φl), l = 1, ..., N, vN =
N∑
k=1

ξkφk.

Âû÷èñëèì

(Bξ, ξ) =
N∑
l=1

ηlξl = (LvN , vN)− (f, vN).

Òîãäà íà îñíîâàíèè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

(Bξ, ξ) ≥ C2||vN ||21,0 +
∫
Q

|vN |pdQ− ||f ||||vN ||, C2 > 0.
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Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè

|ab| ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ε > 0,

ñ ε = C2

2 áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî

(Bξ, ξ) ≥ C2

2
||vN ||2 − 1

2C2
||f ||2 = C2

2
|ξ|2 − 1

2C2
||f ||2 = 0,

ïðè R = 1
C2
||f ||. Ñëåäîâàòåëüíî, (Bξ, ξ) ≥ 0 äëÿ |ξ| = R. Òîãäà â ñèëó

ëåììû 1.2.1 ãëàâû 1 ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3.1.6).

Ëåììà 3.1.3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ

k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,

èëè

k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, f(x, 0) = 0,

èëè

k(x, 0) 6 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0,

èëè

k(x, 0) 6 0, k(x, T ) > 0.

Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3.1.1), (3.1.2) uN(x, t) èìååò

ìåñòî îöåíêà∫
Q

[(uNt )
2+

n∑
i=1

(uNtxi
)2+(∆uN)2]dQ+(ρ+1)

∫
Q

(|uN |ρ(uNt )2+|uN |ρ
n∑

i=1

(uNxi
)2)dQ

≤ C3(||f ||2 + ||ft||2), C3 ≥ 0. (3.1.8)
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíîâà îáîçíà÷èì v = uN Ðàññìîòðèì âûðàæå-

íèå −(Lv, vtt + ∆v), êîòîðîå ïðåîáðàçóåì, ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-

ñòÿì. Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

−(Lv, ∆̃v) =

∫
Q

[(c+
1

2
kt)v

2
t +

n∑
i=1

v2txi
+ (∆v)2 + vt

n∑
i=1

kxi
vxi

+ k
n∑

i=1

vtxi
vxi

+ctvtv − cv∆v]dQ+ (ρ+ 1)

∫
Q

(|uN |ρ(uNt )2 + |uN |ρ
n∑

i=1

(uNxi
)2)dQ

+
1

2

∫
Ω0

kv2t dx−
1

2

∫
ΩT

kv2t dx. (3.1.9)

Èç (3.1.9) â ñèëó óñëîâèé ëåììû, íåðàâåíñòâà Êîøè è ïåðâîé àïðèîð-

íîé îöåíêè (3.1.7) ïîëó÷àåì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó (3.1.8). Ëåììà 3.1.3

äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 3.1.3. Òîãäà êðàåâàÿ

çàäà÷à (3.1.1), (3.1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç W 2,1
2 (Q) ∩

Lp(Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó ëåììû 3.1.2 ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.1.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå cNk , k = 1, N , ò.å.

äëÿ N = 1, 2, ... ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1.1),

(3.1.2). Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (3.1.7), (3.1.8) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uN} ìîæ-

íî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uNk}, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ â W 2,1
2 (Q) ê

íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t) èç W 2,1
2 (Q) ∩ Lp(Q) è |uNk|ρuNk → w(x, t) ñëàáî

â Lq(Q),
1
p +

1
q = 1, w ∈ Lq(Q).

Èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿW 2,1
2 (Q) â L2(Q) ñëåäóåò, ÷òî uNk → u ñèëü-

íî â L2(Q) è ïî÷òè âñþäó â Q. Òåïåðü â ëåììå 1.2.2 ãëàâû 1 ïîëîæèì

gNk
= |uNk|ρuNk, g = |u|ρu.
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Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2.2 ãëàâû 1 |uNk|ρuNk ñõîäèòñÿ ñëàáî ê |u|ρu â

Lq(Q). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ïðåäåëà èìååì w = |u|ρu.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì φl â (3.1.6) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî âûáðàííîé

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uNk}. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2, ...

Â ñèëó òîãî, ÷òî {φl} îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Lp(Q), èç ïîñëåä-

íåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ

(x, t) ∈ Q, è êðàåâûå óñëîâèÿ (3.1.2) óäîâëåòâîðÿþòñÿ â ñðåäíåì. Åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1.1), (3.1.2) èçW 2,1
2 (Q)∩Lp(Q) íåïî-

ñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.1, ò.ê. (|u|ρu−|v|ρv)(u−

v) ≥ 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 3.1.3. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,0 ≤ C4(||f ||, ||ft||)λ
−1−α

4

N+1 , C4 > 0,

ãäå

α =
1/2− 1/p

1/2− 1/m
, m =

2(n+ 1)

n− 1
,

u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1.1), (3.1.2).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(3.1.1), (3.1.2). Ïðåäñòàâèì Lu â ñëåäóþùåì âèäå

Lu = L0u+ |u|ρu.

Äëÿ ôóíêöèé u(x, t) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2... (3.1.10)
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Ïóñòü HN - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ φ1, ..., φN , à PN - ïðîåêòîð â

L2(Q) íà HN . Òåïåðü èç (3.1.6) è (3.1.10) èìååì ðàâåíñòâà

(LuN , η) = (f, η), (Lu, η) = (f, η) ∀η ∈ HN .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(L0(u− uN) + |u|ρu− |uN |ρuN , η) = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè η = w−uN = (u−uN)+(w−u), w ∈ HN ,

ïîëó÷àåì

(L0(u−uN), u−uN)+(|u|ρu−|uN |ρuN , u−uN) = (f−LuN , u−w). (3.1.11)

(f − LuN) ∈ Lq(Q) è |uN |ρuN îãðàíè÷åíà â Lq(Q) íà îñíîâàíèè îöåíêè

(3.1.7) Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C5||u− uN ||21,0 ≤ (L0(u− uN), u− uN), C5 > 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè |τ |ρτ èç (3.1.11) áóäåì èìåòü

C5||u− uN ||21,0 ≤ ||f − LuN ||Lq(Q)||u− w||Lp(Q). (3.1.12)

Ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t).

Èìååì íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

c2kλk ≤ C6||u||21,1 ≤ C7[||f ||2 + ||ft||2], C6, C7 > 0.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

||u− PNu||2 =
∞∑

k=N+1

c2k ≤
1

λN+1

∞∑
k=N+1

c2kλk, (3.1.13)
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èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

||u− PNu|| ≤ C8(||f ||, ||ft||)λ−1/2
N+1 , C8 > 0.

Â ñèëó ïîñëåäíåé îöåíêè, ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (3.1.12) w = PNu,

ó÷èòûâàÿ îöåíêè (3.1.7), (3.1.8) è èñïîëüçóÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåí-

ñòâî [45]

||u− w||Lp(Q) ≤ C10||u− w||α1,1||u− w||1−α, C10 > 0,

èç (3.1.12) ïîëó÷èì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà:

||u− uN ||1,0 ≤ C4(||f ||, ||ft||)λ
− 1−α

4

N+1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.2 Ñèëüíî íåëèíåéíîå íåêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå

òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu = Pu−
n∑

i=1

∂

∂xi
(|uxi

|p−2uxi
) + c(x)u = f(x, t), (3.2.1)

ãäå p > 2, Pu =
3∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ki(x, t), c(x) ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì

S±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, −k3(x, 0) ≷ 0}, S±

T = {(x, T ) : x ∈ Ω, −k3(x, T ) ≷ 0}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (3.2.2)

u|t=0 = 0; u|t=T = 0; ut|S+

0
= 0; ut|S−

T
= 0. (3.2.3)

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì ñëó÷àé k3(x, 0) > 0, k3(x, T ) < 0, x ∈ Ω.

Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (3.2.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Ïðè φ ∈
◦
W 1

p(Ω) ïîëîæèì

A(φ) = −
n∑

i=1

∂

∂xi
(|φxi

|p−2φxi
) + c(x)φ = A0(φ) + c(x)φ.

Òîãäà îïåðàòîð φ→ A0(φ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç
◦
W 1

p(Ω) âW
−1
p′ (Ω)

[7, 49].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(τ) ôóíêöèþ

β(τ) = |τ |(p−2)/2τ.
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Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé S êëàññà C∞. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ ψ(x) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

ψ ∈ C∞(Ω), ψ(x) > 0 ïðè x ∈ Ω,

ψ|S = 0 è
∂ψ

∂n
|S = 0.

Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå

−ψ∆u+ µu = f, u|S = 0. (3.2.4)

Ëåììà 3.2.1 [49]. Åñëè f ∈
◦
W k

2(Ω), òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì µ ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.2.4) òàêîå, ÷òî

u ∈
◦
W

k
2(Ω),

√
ψDαu ∈ L2(Ω), |α| = k + 1.

Ïóñòü ôóíêöèè gk(t)(k = 1, 2, ...) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è

−d
2gk
dt2

= µkgk, gk(0) = 0, gk(T ) = 0, (3.2.5)

ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µk > 0, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè gk óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì íîðìèðîâêè

T∫
0

g2k(t) = 1.

Ïóñòü äàëåå, ξj(x) - íåêîòîðûé áàçèñ â
◦
W 1

p(Ω), ïðè÷åì ξj ∈
◦
W k

2(Ω) ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì k.

Ïóñòü vkm(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

−ψ∆vkm + (λ+ µk)vkm = ξm, vkm|S = 0, (3.2.6)

ãäå λ - ÷èñëî, à m = 1, 2, ....

Èç ëåììû 3.2.1 ñëåäóåò
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Ëåììà 3.2.2 [49]. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî λ > 0 çàäà÷à (3.2.6) èìååò

åäèíñòâåííîå ãëàäêîå ðåøåíèå â Ω.

Ïîëîæèì

Bφ ≡ −∂
2φ

∂t2
− ψ∆φ+ λφ,

ãäå λ âûáðàíî â ëåììå 3.2.2.

Ëåììà 3.2.3 Ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ èç ôóíêöèé {φj}, äîñòàòî÷-

íî ãëàäêèõ â Q, ÷òî ôóíêöèè {Bφj} îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

Lp((0, T ),
◦
W 1

p(Ω)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ëåììû 3.2.3 àíàëîãè÷íî [49] ñëåäóåò èç (3.2.5),

(3.2.6) è ëåììû 3.2.2 â ñèëó ðàâåíñòâà

B(vkm ⊗ gk) = ξm ⊗ gk,

ãäå ⊗-ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

k3(x, 0) > 0, k3(x, T ) < 0, x ∈ Ω è f,
√
ψ ∂f

∂xi
∈ L2(Q), i = 1, n, −k2 +

1
2k3t ≥ δ > 0, −k2 + 3

2k3t ≥ δ > 0,
n∑

i=1

((k3ψ)xi
)2 ≤ 1

4δ
2ψ, êîýôôèöèåíò

c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ôóíêöèÿ u(x, t), òàêàÿ,

÷òî

u ∈ Lp((0, T );
◦
W

1
p(Ω)),

ut, utt ∈ L2(Q), k3D
3
tu ∈ Lp′((0, T );W

−1
p′ (Ω)),

utt(x, 0) ∈ L2(Ω), utt(x, T ) ∈ L2(Ω),√
ψ
∂

∂xj
(|uxi

|(p−2)/2uxi
) ∈ L2(Q), ∀i, j;√

ψvtxi
∈ L2(Q),

∂

∂t
(|uxi

|(p−2)/2uxi
) ∈ L2(Q)∀i,

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3.2.1)-(3.2.3).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.2.1)-

(3.2.3) áóäåì èñêàòü â âèäå

um(x, t) =
m∑
k=1

cmk φk(x, t)

èç ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé∫ T

0

(Pum + Aum, Bφj)0dt =

∫ T

0

(f,Bφj)0dt, j = 1,m, (3.2.7)

ãäå (u, v)0 =
∫
Ω

uvdx, ∀u, v ∈ L2(Ω).

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè um ≡ v, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò (3.2.7) íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà∫ T

0

(Pv + Av,Bv)0dt ≥ c{
∫ T

0

[v2tt + v2t +
n∑

i=1

|vxi
|p +

n∑
i=1

(
∂

∂t
(β(vxi

)))2

+ψ
n∑

i=1

v2txi
+

n∑
i,j=1

ψ(
∂

∂xj
(β(vxi

)))2]dQ+

∫
Ω

[v2tt(x, 0) + v2tt(x, T )]dx}, (3.2.8)

ãäå c > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|
∫ T

0

(f,Bv)0dt| ≤ c∗[

∫
Q

(v2tt +
n∑

i=1

v2xi
)dQ]1/2

ñ êîíñòàíòîé c∗ > 0. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà∫ T

0

(Pum + Aum − f,Bum)0dt ≥ 0,

êîãäà âûðàæåíèå ∫
Q

(u2mtt +
n∑

i=1

|umxi
|2)dQ

äîñòàòî÷íî âåëèêî. Òîãäà ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3.2.7) ïîëó-

÷àåì â ñèëó ëåììû 1.2.1 ãëàâû 1.

Èìååì ∫ T

0

(Pv + Av,Bv)0dt =
6∑

k=1

Ik, (3.2.9)
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ãäå

I1 =

∫ T

0

(Pv,−vtt)0dt,

I2 =

∫ T

0

(Pv,−ψ∆v)0dt,

I3 = λ

∫ T

0

(Pv, v)0dt,

I4 =

∫ T

0

(A(v),−vtt)0dt,

I5 =

∫ T

0

(A(v),−ψ∆v)0dt,

I6 = λ

∫ T

0

(Av, v)0dt.

Äàëåå, áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü âûðàæåíèÿ Ik, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðå-

ìû è èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà [49].

Èìååì

I1 =

∫
Q

[−(k2 −
1

2
k3t)v

2
tt − k1vtvtt]dQ− 1

2

∫
Ω

k3v
2
ttdx|t=T

t=0 ≥ δ

2

∫
Q

v2ttdQ

+C0

∫
Ω

[v2tt(x, 0) + v2tt(x, T )]dx− C1(δ)

∫
Q

v2t dQ, C0, C1(δ) > 0. (3.2.10)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

I2 =

∫
Q

{(−k2 +
3

2
k3t)ψ

n∑
i=1

v2txi
− vtt

n∑
i=1

(k3ψ)xi
vtxi

−1

2
(k1t − k2tt + k3ttt)ψ

n∑
i=1

v2xi
+

1

2
∆(k2ψ)v

2
t

−
n∑

i=1

[(k3tψ)xi
vtt + (k2tψ)xi

vt − (k1ψ)xi
vt]vxi

dQ− 1

2

∫
Ω

k3ψ

n∑
i=1

v2txi
dx|t=T

t=0 .

Îòñþäà áóäåì èìåòü

I2 ≥
∫
Q

[
δ

2
ψ

n∑
i=1

v2txi
− δ

4
v2tt − C2(v

2
t +

n∑
i=1

v2xi
)]dQ, C2 > 0. (3.2.11)
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Äàëåå,

I3 = λ

∫
Q

[(−k2 +
3

2
k3t)v

2
t +

1

2
(−k1t + k2tt − k3ttt)v

2]dQ− 1

2
λ

∫
Ω

k3v
2
t dx|t=T

t=0 ,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

I3 ≥ λ

∫
Q

[δv2t − C3v
2]dQ, C3 > 0. (3.2.12)

Èìååì

I4 =
4(p− 1)

p2

∫
Q

n∑
i=1

(
∂

∂t
(β(vxi

)))2dQ+
1

2

∫
Q

c(x)v2t dQ. (3.2.13)

Ñíîâà, ïðîâîäÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

I5 =

∫ T

0

(A0(v),−ψ∆v)0dt+
∫
Q

[cψ
n∑

i=1

v2xi
− 1

2
∆(cψ)v2]dQ.

Îòñþäà èìååì

I5 ≥ C4

∫
Q

ψ
n∑

i,j=1

(
∂

∂xj
β(vxi

))2dQ− C5

∫
Q

[
n∑

i=1

v2xi
+ v2]dQ, C4, C5 > 0.

(3.2.14)

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I6 = λ

∫
Q

[
n∑

i=1

|vxi
|p + c(x)v2]dQ. (3.2.15)

Â ñèëó (3.2.10)-(3.2.15) èç (3.2.9) ïîëó÷èì∫ T

0

(Pv + Av,Bv)0dt ≥
∫
Q

{δ
4
v2tt + λ

n∑
i=1

|vxi
|p + δ

2
ψ

n∑
i=1

v2txi

+
4(p− 1)

p2

n∑
i=1

(
∂

∂t
β(vxi

))2 + C4ψ
n∑

i,j=1

(
∂

∂xj
β(vxi

))2 − (C2 + C5)
n∑

i=1

v2xi

+(λδ +
1

2
c(x)− C1 − C2)v

2
t + [λ(c(x)− C3)− C5]v

2}dQ. (3.2.16)

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ∫
Q

v2dQ ≤ k1

∫
Q

n∑
i=1

v2xi
dQ,

∫
Q

n∑
i=1

v2xi
dQ ≤ k2

∫
Q

n∑
i=1

|vxi
|pdQ, k1 > 0, k2 > 0
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èç (3.2.16) ïîëó÷àåì îöåíêó (3.2.8) ïðè

c(x) ≥ C3, λδ ≥ C1 + C2, λ > C5k1k2 + (C2 + C5)k2.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â ñèëó îöåíêè (3.2.8) ìîæíî óñòàíîâèòü ñóùå-

ñòâîâàíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.2.1)-(3.2.3). Äåéñòâèòåëü-

íî, èç (3.2.8) ñëåäóåò, ÷òî um (ñîîòâåòñòâåííî umt, umtt) îãðàíè÷åíû â

Lp((0, T );
◦
W 1

p(Ω))(ñîîòâåòñòâåííî â L2(Q)), umtt(x, 0) è umtt(x, T ) îãðàíè-

÷åíû â L2(Ω),

∂

∂t
(β(umxi

)),
√
ψ
∂

∂xj
(β(umxi

)),
√
ψumtxi

(3.2.17)

îãðàíè÷åíû â L2(Q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|∂um
∂xi

|p−2∂um
∂xi

îãðàíè÷åíû â Lp′(Q). Ïóñòü G - ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Ω, G ⊂ Ω. Òîãäà

èç (3.2.17) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β(umxi
) îãðàíè÷åíà â W 1

2 (G ×

(0, T )). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W 1
2 (G× (0, T )) â L2(G× (0, T )) èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè um ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uµ, òàêóþ,

÷òî

uµ → u ñëàáî â Lp((0, T );
◦
W

1
p(Ω)),

uµt → ut, uµtt → utt ñëàáî â L2(Q),

uµtt(x, 0) → χ0(x), uµtt(x, T ) → χ1(x) ñëàáî âL2(Ω)

β(uµxi
) ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó â Q,

∂

∂t
(β(uµxi

)) → ξi ñëàáî â L2(Q),√
ψ
∂

∂xj
(β(uµxi

)) → ηij ñëàáî â L2(Q),

|uµxi
|p−2uµxi

→ ηi ñëàáî â Lp′(Q).
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Îòñþäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè β(τ) ñëåäóåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü uµxi
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó â Q. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2

ãëàâû 1 ïîëó÷àåì

ξi =
∂

∂t
(β(uxi

)), ηij =
√
ψ
∂

∂xj
(β(uxi

)), ηi = |uxi
|p−2uxi

.

Òîãäà èìååì A0(uµ) → A0(u) â Lp′((0, T );W
−1
p′ (Ω)), è ðàâåíñòâà (3.2.7)

ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì∫ T

0

[(−utt, (k3Bφj)t)0 + (
2∑

i=1

kiD
i
tu+ Au,Bφj)0]dt =

∫ T

0

(f,Bφj)0dt ∀j.

(3.2.18)

Òàê êàê {Bφj} îáðàçóåò áàçèñ â Lp((0, T );
◦
W 1

p(Ω)), èç (3.2.18) ñëåäó-

åò, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.2.1), êðàåâûì óñëîâèÿì (3.2.2),

(3.2.3) è k3D3
tu ∈ Lp′((0, T );W

−1
p′ (Ω)).

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.2.4 î ñëåäàõ ãëàâû 1 ñóùåñòâóþò ñëåäû

utt(x, 0), utt(x, T ), ïðè ýòîì ïîëó÷àåì utt(x, 0) = χ0(x) ∈ L2(Ω) è utt(x, T ) =

χ1(x) ∈ L2(Ω).

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â òåîðåìå

3.2.1.

Ïóñòü u1, u2 - äâà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.2.1)-(3.2.3) èç êëàññà, óêà-

çàííîãî â òåîðåìå 3.2.1. Èìååì

Pu+ A0(u1)− A0(u2) + c(x)u = 0,

ãäå u = u1 − u2. Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà

(A0(u1)− A0(u2), u1 − u2)0 ≥ 0

ïîëó÷àåì ∫
Q

[δu2t + (c(x)− C3)u
2]dQ ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, u = 0, åñëè c(x) ≥ C3, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.2.3). Òåîðå-

ìà 3.2.1 äîêàçàíà.
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3.3 Ïîëóëèíåéíîå íåêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå

âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòèQ = Ω×(0, T ) ðàññìîòðèì íåêëàññè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−△u+ c(x)u+ |u|ρu = f(x, t), (3.3.1)

ãäå s ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî, f ∈ L2(Q).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.3.1) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q, è ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Ïîëîæèì p = ρ+ 2, 0 < ρ ≤ 2
n−1 .

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.1) â îáëàñòè Q òàêîå,

÷òî

u|Γ = 0, (3.3.2)

Dj
tu|t=0

t=T = 0, j = 0, s− 1; Ds
tu|S+

0
= 0, Ds

tu|S−
T
= 0. (3.3.3)

Ïóñòü CL - ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì

óñëîâèÿì (3.3.2), (3.3.3), à WL - çàìûêàíèå CL ïî íîðìå

||u||2L = ||u||22,2s + ||k2s+1D
2s+1
t u||2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Ïóñòü ôóíêöèè {φk(x, t)} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

(−1)sD2s
t φk −△φk = λkφk, x ∈ Ω, (3.3.4)
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φk|Γ = 0, (3.3.5)

Dj
tφk|t=0 = 0, Dj

tφk|t=T = 0, j = 0, s− 1. (3.3.6)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x, t) ∈ W 2,2s
2 (Q)

∩ ◦
W

1,s
2 (Q), îðòîíîðìèðîâàíû

â L2(Q) è îáðàçóþò â íåì áàçèñ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3) áóäåì

èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

â êîòîðîì cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (3.3.7)

Ëåììà 3.3.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0,

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà∫
Q

|uN |pdQ+ ||uN ||21,s ≤ C1||f ||2, C1 > 0, ∀u ∈ CL. (3.3.8)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (3.3.7) íà CN
l è ïðîñóììè-

ðîâàâ ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(LuN , uN) = (f, uN). (3.3.9)

Îáîçíà÷èì w = uN . Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè (3.3.9)

ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.3.2), (3.3.3) ïîëó÷èì

(Lw,w) =

∫
Q

|w|pdQ+

∫
Q

{1
2
(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t](D

s
tw)

2
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+
n∑

i=1

w2
xi
+ cw2}dQ+

(−1)s

2

∫
Ω

k2s+1(D
s
tw)

2dx|t=T
t=0 + I, (3.3.10)

ãäå |I| ≤ M
∫
Q

s−1∑
i=0

(Di
tu)

2dQ, M - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò

êîýôôèöèåíòîâ ki óðàâíåíèÿ (3.3.1). Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ [1] ñïðàâåä-

ëèâû îöåíêè

||Di
tv||2 ≤ ε

∫
Q

[
n∑

i=1

v2xi
+ (Ds

tv)
2]dQ+ Cε||v||2, v ∈ W 1,s

2 (Q),

1 ≤ i ≤ s − 1, ε > 0, Cε > 0 çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε è Q. Òîãäà äëÿ I

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I| ≤ γ

∫
Q

[
n∑

i=1

u2xi
+ (Ds

tu)
2]dQ+ C̃γ||u||2, γ > 0, C̃γ > 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè, ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè (3.3.10) γ =

min{δ
2 ,

1
2} è ñ÷èòàÿ, ÷òî c(x)− C̃γ ≥ c0 > 0, ïîëó÷èì îöåíêó ëåììû 3.3.1.

Ëåììà 3.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.3.1. Òîãäà ñèñòåìà

(3.3.7) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ëåììû 3.3.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó ëåììû 3.1.2 ãëàâû 3.

Ëåììà 3.3.3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.3.1 è

(−1)s[2k2s − k2s+1t] ≥ δ > 0, s > 1.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

||uN ||22,2s ≤ C2[||f ||2 + ||f ||2(ρ+1)], C2 > 0. (3.3.11)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (3.3.7) íà λlCN
l è ïðîñóììè-

ðîâàâ ïî l îò 1 äî N , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(LuN , (−1)sD2s
t u

N −△uN) = (f, (−1)sD2s
t u

N −△uN). (3.3.12)
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Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè (3.3.12) ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (3.3.2), (3.3.3) ïîëó÷èì

(Lw, (−1)sD2s
t w−△w) = (ρ+ 1)

∫
Q

|w|ρ
n∑

i=1

w2
xi
dQ+ (−1)s

∫
Q

|w|ρwD2s
t wdQ

+

∫
Q

{(−1)s(k2s−
1

2
k2s+1t)(D

2s
t w)

2+[(−1)s(k2s−
2s+ 1

2
k2s+1t)+1]

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2

+(∆w)2 + c(x)(Ds
tw)

2 − c(x)w∆w}dQ+ (−1)s
∫
Q

2s−1∑
i=1

kiD
i
twD

2s
t wdQ

−
∫
Q

2s−1∑
i=1

kiD
i
tw∆wdQ+

(−1)s

2

∫
Ω

k2s+1(D
2s
t w)

2dx|t=T
t=0

+
(−1)s

2

∫
Ω

k2s+1

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2dx|t=T
t=0 + J1 + J2 + J3, (3.3.13)

ãäå

J1 = (−1)s
∫
Q

Ds+1
t w

n∑
i=1

k2s+1xi
Ds

twxi
dQ,

J2 = (−1)s
∫
Q

[
n∑

i=1

Ds
twxi

(sk2s+1ttD
s−1
t wxi

+...)−Ds
tw(s

n∑
i=1

k2s+1xitD
s
twxi

+...)]dQ,

J3 = (−1)s
∫
Q

[Ds
tw(

n∑
i=1

k2sxi
Ds

twxi
+ ...) +

n∑
i=1

Ds
twxi

(sk2stD
s−1
t wxi

+ ...)]dQ.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè |ab| ≤ γa2 + 1
4γb

2, γ > 0, îöåíèì Jk:

|J1| ≤ γ1

∫
Q

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2dQ+ C(γ1)

∫
Q

(Ds+1
t w)2dQ, γ1 > 0,

|J2| ≤ γ2

∫
Q

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2dQ+C(γ2)

∫
Q

[
s−1∑
k=0

n∑
i=1

(Dk
twxi

)2+(Ds
tw)

2]dQ, γ2 > 0,

|J3| ≤ γ3

∫
Q

n∑
i=1

(Ds
twxi

)2dQ+C(γ3)

∫
Q

[
s−1∑
k=0

n∑
i=1

(Dk
twxi

)2+(Ds
tw)

2]dQ, γ3 > 0.
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Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ [1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫
Q

(Di
tD

αu)2dQ ≤ ε

∫
Q

[
n∑

i=1

u2xixi
+(D2s

t u)
2]dQ+C(ε)||u||2, ε > 0, u ∈ W 2,2s

2 (Q),

(3.3.14)

ïðè i
2s +

|α|
2 < 1.

Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ èìååì

◦
W

1,1
2 (Q) ⊂ Lq(Q),

1

q
=

1

2
− 1

n+ 1
, n ≥ 2.

Îòñþäà ïðè ρ ≤ 2
n−1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|||w|ρw|| ≤ C3||w||ρ+1
1,1 , C3 > 0. (3.3.15)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ äëÿ äàëüíåéøåé îöåíêè |Jk| íåðàâåíñòâà (3.3.14),

(3.3.15), îöåíêó (3.3.8) è íåðàâåíñòâî Êîøè, èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3.13) ïî-

ëó÷àåì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó. Ëåììà 3.3.3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1t] ≥ δ > 0, (−1)s[2k2s − k2s+1t] ≥ δ > 0,

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0, x ∈ Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ WL êðàåâîé çàäà÷è

(3.3.1)-(3.3.3). Ïðè ýòîì uN → u ñëàáî â W 2,2s
2 (Q).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó ëåììû 3.3.2 ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.3.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå cNk , k = 1, N,

ò.å. äëÿ N = 1, 2, ... ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

(3.3.1)-(3.3.3). Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (3.3.8), (3.3.11) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uN

ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uNk , ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ â W 2,2s
2 (Q)
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ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, t) èç W 2,2s
2 (Q) ∩

◦
W

1,s
2 (Q), òàêóþ, ÷òî |uNk|ρuNk

ñõîäèòñÿ ê w ñëàáî â L2(Q). Èìååì∫
Q

k2s+1D
2s+1
t uNkφldQ = −

∫
Q

D2s
t u

Nk(k2s+1φlt + k2s+1tφl)dQ

→ −
∫
Q

D2s
t u(k2s+1φlt + k2s+1tφl)dQ, Nk −→ ∞.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðèþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

k2s+1D
2s+1
t u = −(

2s∑
i=1

kiD
i
tu−△u+ c(x)u+ w) + f,

ãäå f ∈ L2(Q), (
2s∑
i=1

kiD
i
tu−△u+ c(x)u+w) ∈ L2(Q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k2s+1D
2s+1
t u ∈ L2(Q) è u(x, t) ïðèíàäëåæèò WL.

Òåïåðü â ëåììå 1.2.2 ãëàâû 1 ïîëîæèì

gNk
= |uNk|ρuNk, g = |u|ρu.

Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2.2 ãëàâû 1 |uNk|ρuNk ñõîäèòñÿ ñëàáî ê |u|ρu â

L2(Q). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ïðåäåëà èìååì w = |u|ρu.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.3.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ

(x, t) ∈ Q, è êðàåâûå óñëîâèÿ (3.3.2), (3.3.3) óäîâëåòâîðÿþòñÿ â ñðåäíåì.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3) èç WL.

Ïóñòü u1, u2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3) èç WL

è L0u ≡ Lu− |u|ρu. Òîãäà, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3.1, ïîëó÷àåì

0 = (L0(u1−u2), u1−u2)+(|u1|ρu1−|u2|ρu2), u1−u2) ≥ C4||u1−u2||21,s, C4 > 0.

Îòñþäà èìååì u1 = u2. Òåîðåìà 3.3.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.1, è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {k2s+1D
2s+1
t uN} îãðàíè÷åíà â L2(Q). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C5(||f ||+ ||f ||ρ+1)λ
−1/2
N+1 , C5 > 0, (3.3.16)
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ãäå u(x, t)- òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü u(x, t)- òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(3.3.1)-(3.3.3). Ïðåäñòàâèì Lu â ñëåäóþùåì âèäå

Lu = L0u+ |u|ρu.

Äëÿ ôóíêöèè u(x, t) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2, ... (3.3.17)

Ïóñòü HN - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ φ1, ..., φN , à PN - ïðîåêòîð â

L2(Q) íà HN . Òåïåðü èç (3.3.7), (3.3.17) èìååì ðàâåíñòâà

(LuN , η) = (f, η), (Lu, η) = (f, η) ∀η ∈ HN .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(L0(u− uN) + |u|ρu− |uN |ρuN , η) = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè η = w − uN = (u − uN) + (w − u), w ∈ HN

ïîëó÷àåì

(L0(u−uN), u−uN)+(|u|ρu−|uN |ρuN , u−uN) = (f−LuN , u−w). (3.3.18)

(f − LuN) ∈ L2(Q) è |uN |ρuN îãðàíè÷åíà â L2(Q) íà îñíîâàíèè îöåíêè

(3.3.8), (3.3.15) è ρ ≤ 2
n−1 . Äàëåå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3.1, áóäåì

èìåòü

C6||u− uN ||21,s ≤ (L0(u− uN), u− uN), C6 > 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè |τ |ρτ èç (3.3.18) ïîëó÷àåì

C6||u− uN ||21,s ≤ ||f − LuN ||||u− w||.

Òîãäà

||u− uN ||21,s ≤ C7(||f ||+ ||f ||ρ+1)||u− w||, C7 > 0,∀w ∈ HN . (3.3.19)

72



Ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t).

Èìååì ðàâåíñòâî

(−1)sD2s
t u−∆u =

∞∑
k=1

ckλkφk.

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∞∑
k=1

c2kλ
2
k = ||D2s

t u+∆u||2 ≤ C8[||f ||2 + ||f ||2(ρ+1)], C8 ≥ 0. (3.3.20)

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||u− PNu||2 =
∞∑

k=N+1

c2k ≤ λ−2
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλ
2
k,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì îöåíêó

||u− PNu||2 ≤ C9λ
−2
N+1(||f ||

2 + ||f ||2(ρ+1)), C9 > 0. (3.3.21)

Òåïåðü, ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (3.3.19) w = PNu è ó÷èòûâàÿ îöåíêè

(3.3.20), (3.3.21), èç (3.3.19) ïîëó÷àåì (3.3.16) - îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñòàöè-

îíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Òåîðåìà 3.3.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.1. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

||u− uN ||1,s ≤ C10(||f ||+ ||f ||ρ+1)λ
−1/4
N+1 , C10 > 0,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.3.18) ïðåîáðàçóåì

âòîðîå ñëàãàåìîå:

−
∫
Q

k2s+1D
2s+1
t uN(u− w)dQ =

∫
Q

D2s
t u

NDt[k2s+1(u− w)]dQ. (3.3.22)
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Äàëåå, ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

||ut||2 ≤ T 2s−2||Ds
tu||2 ≤ T 2s−2

∫
Q

[(Ds
tu)

2 +
n∑

i=1

u2xi
]dQ = T 2s−2

∞∑
k=1

c2kλk.

Îòñþäà ïðè w = PNu ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

||ut − wt||2 ≤ T 2s−2λ−1
N+1

∞∑
k=N+1

c2kλ
2
k. (3.3.23)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (3.3.22) è îöåíêè (3.3.20), (3.3.21), (3.3.23),

èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3.18) íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè òåîðåìû

3.3.3. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3.1 Íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè k2s+1D
2s+1
t uN â ïðîñòðàíñòâå L2(Q).

Çàìå÷àíèå 3.3.2 Ðåçóëüòàòû òåîðåì 3.3.1, 3.3.2 ñïðàâåäëèâû ïðè s =

1, åñëè êîýôôèöèåíò k2s+1 íå çàâèñèò îò x, ò.å. k2s+1(x, t) = k2s+1(t).
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïðîâåäåíî

èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè: ïåðâîãî,

òðåòüåãî è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè:

� Ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè ïî âñåé îáëàñòè äëÿ ïðèáëè-

æåííûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ñòàöèîíàðíîìó ìåòîäó Ãàëåðêèíà.

� Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé: ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíè-

åì âðåìåíè ïåðâîãî è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ, ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïåðâîãî è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå

íåëèíåéíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

� Äëÿ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñòàöèî-

íàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîé âûáèðàþòñÿ â êà÷å-

ñòâå áàçèñíûõ ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ýòî ñòàëî âîçìîæ-

íûì áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî àïðèîðíûå îöåíêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîëó-

÷åíû ñðàçó âî âñåé îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, ïðåä-

ñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòàíîâ-

êè íîâûõ çàäà÷ è â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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